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ü,¬ÔÀK²´°�®%¬"À\ÀK¿B¼3³K¬�ù�¼�öx°)²¾®�À£²¾®�À­²¾ù�¼*¬Ô®,÷�³Kö,¬)¯±¼�ø�²â¬�¹UüB¶´¼É«­²´¬�®/÷�¼d«K²´ø"¬"ÀK²´ø�¼l³|�g�'¯�e3«­¼É»)°�«lþ
��
�

»����@��°"·£¼Éø)¼É«lþD²æú9ÀK¿B¼�¹IüB¶¾¼d«K²â¬Ô®�ø�¼d¶¾°�¯±²¾ÀK²´¼d³�¯¥¿,¬�®B»�¼�·5²æÀ­¿�ÀK²´ù1¼)þI²¾À�ù�¬f¸�½7¼ºø�¼d«K¸
¯±ü,ù~½7¼É«¥³X°)ù1¼3À­°�¼Éø"¬Ô¶´ü,¬"À­¼3ÀK¿B¼�ö,¬�«XÀ­²´¬�¶>ÀK²´ù�¼ã÷�¼É«­²´øf¬ÔÀK²´ø�¼l³£úÿ°�«$ÀK¿,¼ã¿B²´»�¿B¼d«5°�«¥÷�¼É«£ÀK¼d«Kù�³
²´®Q�F§U�����j�g�'¯�e3«­¼É»)°�«lþ���


�»����Uô$¿,¼ã³K¯¥¿B¼dù�¼�öB«K°)öx°�³X¼l÷/½�¸��'¯�e3«­¼É»)°�«��	��



»��U«­¼Éö,¶´¬)¯±¼d³
ÀK¿,¼�À­°ÔÀ¥¬Ô¶£ÀK²´ù�¼'÷�¼É«­²¾ø"¬ÔÀK²´ø�¼*�F§U� »��~úÿ°�«�ü,³K¼º²¾®_��§¤���^�~¬�®,÷6��§U�¼¥
�~½�¸�ÀK¿,¼º¬�öBöB«­°^,�²¾ù�¬"À­¼
úÿ°�«­ù~ü,¶´¬

d

dt
≈ û · ∇̄. ��§U� §��

��¼d«K¼
û
«K¼döB«K¼l³X¼d®�À­³3ÀK¿,¼��ÿ¹Uü,¶¾¼d«K²â¬Ô®¤�3ø)¼É¶´°�¯±²¾Àv¸-¬"À�À­¿B¼%ö7°�²´®�Àã²¾®2³Kö,¬�¯É¼�¯±°�«­«­¼d³Köx°)®,÷�²´®B»

ÀK°
r (τ + ∆t)

þ\½,ü�À/¼Éø"¬�¶¾ü,¬ÔÀK¼l÷�¬ÔÀ�ÀK¿B¼�²´®�ÀK¼d«Kù�¼d÷B²´¬ÔÀK¼õÀK²´ù�¼
τ + ∆t/2

��ô$¿B¼'¬�½x°"ø)¼
³­¯¥¿B¼Éù�¼/üx³X²´®B»Ì��§U�����±þ|��§¤� ¥��~¬�®,÷Y�F§U� §���þ\¬Ô®,÷&«K¼ÉÀ­¬Ô²´®B²´®B»'À­¼É«­ù�³¨ü,ö2ÀK°-ÀK¿,¼M½�ÀK¿&ÀK°ÔÀ¥¬Ô¶
ÀK²´ù�¼1÷B¼É«­²¾ø"¬"À­²¾ø)¼~²â³9¯d¬Ô¶´¶¾¼l÷'¬�H

N
³­¯¥¿B¼Éù�¼f�g�'¯�e3«­¼É»)°�«lþO��


�»����3ô$¿B¼1ø�¼É¶´°�¯±²¾Àv¸

û
ù�¬f¸

½7¼
¯±°)®�ø)¼É®B²´¼É®�À­¶¾¸~÷B¼±ÀK¼d«Kù�²´®,÷�¼l÷�½�¸1ù�¼d¬�®,³D°Ôú>¼%,�À­«­¬�öx°)¶´¬ÔÀK²´°�®1²¾®�À­²¾ù�¼5úÿ«­°�ù ÀK¿,¼8#�®B°"·5®
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ø�¼d¶¾°�¯É²æÀ­²¾¼l³\¬ÔÀ£öB«­¼Éø�²´°�ü,³UÀK²´ù�¼*³XÀK¼dö,³���¬~úÿ°�«­ù~ü,¶´¬~·5²æÀ­¿%ÀK¿,²¾«¥÷�ým°�«¥÷�¼É«£¬�¯É¯ÉüB«¥¬�¯±¸�²´®%À­²¾ù�¼3²´³
»�²´ø�¼d®/½�¸�ôY¼Éù�ö7¼É«KÀK°)®õ¬�®,÷RZ�À­¬�®B²æúÿ°)«XÀ­¿��W��
���¾��-l

u =
1

8
[15u (τ) − 10u (τ − ∆t) + 3u (τ − 2∆t)] +O

(
∆t3

)
.

��§U�¼Â
�
ô$¿B¼'²â÷�¼l¬ ½x¼d¿B²¾®x÷+ÀK¿B¼�¬ÔöBö,«K°^,�²´ù�¬ÔÀK²´°�®6��§U� §���²´³%ÀK¿,¬ÔÀ%úÿ°�«õ¬�÷�ø)¼d¯�À­²¾°)®+öBüB«­öx°�³X¼l³�ÀK¿B¼
ø�¼d¶¾°�¯É²æÀ­²¾¼l³5¬Ô«­¼*¯É°�®,³K²â÷�¼É«­¼d÷�ÀK°�«­¼Éù�¬�²¾®º¯±°)®,³vÀ¥¬Ô®�À�²´®º¬�®º¹UüB¶´¼É«­²´¬�®º³K¼É®x³X¼�°"ø)¼É«£ÀK¿B¼ãÀK²´ù1¼
²´®)À­¼É«­ø"¬Ô¶

(τ, τ + ∆t)
¬"À
À­¿B¼É²´«9¯É¼É®�ÀK¼d«K¼l÷º²¾®'ÀK²´ù1¼¨ø"¬Ô¶´üB¼f�g�'¯�e3«­¼É»)°�«lþ!��
�

»��-��µ ³K¶¾²´»�¿�À

÷�²â³K¬fø"¬�®)À¥¬Ô»)¼1°�ú5ÀK¿B¼õ¬ÔöBö,¶¾²â¯É¬ÔÀK²´°�®�°Ôú$úÿ°)«Kù¨üB¶´¬���§U�¼Â
�±þ`²´³ãÀK¿B¼�®B¼É¼l÷ ÀK°�³XÀK°)«K¼/øf¬�¶¾ü,¼d³ã°�ú
ÀK¿,¼¨·5²´®,÷M�,¼d¶´÷-¬"À9ÀK¿B«­¼É¼¨ÀK²´ù�¼±ým¶¾¼dø�¼É¶â³dþ7¬�¶æÀ­¿B°�üB»)¿�ÀK¿,¼1³­¯¥¿B¼Éù�¼¨²´³
úÿ°�«­ù~üB¶â¬"À­¼d÷�¿,¼É«­¼ãúÿ°�«
Àv·£°ºÀK²´ù1¼Éýq¶´¼Éø)¼É¶£¬ÔöBöB¶´²â¯É¬"À­²¾°)®,³��'ô$¿B¼%®�üBù~½7¼É«¨°Ôú$ÀK¼d«Kù�³ãÀK¿,¬ÔÀ1³K¿B°�üB¶â÷ ½7¼/«­¼±À­¬�²¾®,¼d÷ ²´®
öB«¥¬�¯±ÀK²â¯±¼I²´®ãÀ­¿B¼$ôY¬f¸�¶´°�«Y³K¼É«­²´¼d³9��§U�����V÷�¼Éö7¼É®x÷B³#°�®ãÀ­¿B¼$³Xù�°�°ÔÀ­¿B®B¼d³­³Y°ÔúBÀ­¿B¼\ø)¼É¶´°�¯±²¾Àv¸\�x¼É¶â÷
�F��¯�e3«­¼É»�°)«dþV��


�»��-�9�'¯�e3«K¼d»�°)«��	��
�

»��\úÿ°�üB®,÷º°)®B¶´¸õ³K¶¾²´»�¿�À�½7¼É®B¼%�BÀ9²´®'»)°�²´®B»�½x¼d¸�°�®x÷
ÀK¿,¼`H » ³­¯¥¿B¼Éù�¼��/ô$¿B¼�H » ³K¯¥¿B¼dù�¼�¿,¬�³�½7¼É¼d® ²¾ù�öB¶´¼Éù�¼É®�À­¼d÷�¬Ô®x÷-üx³X¼l÷�³Xü,¯d¯±¼l³K³XúÿüB¶´¶¾¸²´®%ÀK¿,¼9¿�¸�÷�«­°)³XÀ­¬"À­²´¯
«K¼d»�²´°�®,¬�¶,ù�°�÷�¼É¶�H�µ\�8�Vµ\�ß�g�'¯�e3«­¼É»)°�«lþU��



»��U¬�®,÷�²â³£¬�¶´³K°~üx³X¼l÷
²´®ºÀK¿B¼ãù�°)«K¼*«­¼d¯±¼d®�ÀK¶´¸�÷�¼dø�¼É¶´°�ö7¼d÷õ¿�¸�÷�«­°)³XÀ­¬"À­²´¯3ø"¬Ô«­²â¬Ô½B¶´¼�«K¼l³X°)¶¾üBÀK²´°�®õ»�¶´°�½,¬�¶�ù�°�÷B¼É¶$)Iý
)£µ|�å�F��¯�e3«­¼É»�°)«dþT��


�ÑX�!�'¯�e3«K¼d»�°�«*¬Ô®x÷*H9²<,>þ(¥�¦
¦U���!�'¯�e3«K¼d»�°)«9¼ÉÀ�¬�¶g�´þO¥
¦
¦�¥����P�O®
)\¿,¬�ö�ÀK¼d«dÂ�þ"À­¿B¼8H

N
³K¯¥¿B¼dù�¼d³#úÿ°�«U¯¥¿,°�²â¯±¼d³`°�ú�½+üBö1À­°j»�¬�«K¼\ÀK¼l³vÀ­¼d÷¨úÿ°�«U¯d¬�³K¼d³`°�úx¿B²´»�¿B¶´¸

®B°)®B¿�¸�÷B«K°�³vÀ¥¬"ÀK²â¯�æx°"·�þG¬�®,÷�¬/«­¼d¯É°�ù�ù�¼É®,÷B¬ÔÀK²´°�®'°�úIÀ­¿B¼�ù1°�³vÀ�¬Ôö,öB«K°)öB«­²´¬ÔÀK¼~¯¥¿B°)²´¯É¼¨°�ú
½ ²â³$ù�¬)÷�¼
�
ô$¿B¼%¯d¬Ô¶â¯±üB¶â¬"À­²¾°)®-úÿ°)«Kù¨üB¶â¬�³*úÿ°)«�ÀK¿B¼%ÀK¿B«­¼É¼Éým÷�²´ù�¼É®,³K²´°�®,¬�¶U÷�¼Éö,¬�«XÀ­üB«­¼�öx°)²¾®�À­³¨¬�³ã÷B¼±ÀK¼d«Xý
ù�²¾®,¼d÷õ½�¸�ÀK¿B¼�H � þUH ¥ ¬Ô®,÷MH » ³­¯¥¿B¼dù1¼l³$¬Ô«­¼3«­¼d³Kö7¼d¯�À­²¾ø)¼É¶´¸'l
× ² É�·^ÈO?�ð@?Vó





x∗

y∗

σ∗



 =





x
y
σ



− ∆t





û
v̂
ˆ̇σ




��§U� Ñ��

× Å É�·^ÈO?�ð@?Vó



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y∗

σ∗



 =





x
y
σ



− ∆t





û
v̂
ˆ̇σ



+
∆t2

2!






û∂û
∂x + v̂ ∂û

∂y + ˆ̇σ ∂û
∂σ

û ∂v̂
∂x + v̂ ∂v̂

∂y + ˆ̇σ ∂v̂
∂σ

û∂ ˆ̇σ
∂x + v̂ ∂ ˆ̇σ

∂y + ˆ̇σ ∂ ˆ̇σ
∂σ






°�«lþ�½�¸/²´®)À­«K°�÷�üx¯±²´®B»�®B°ÔÀ¥¬"ÀK²´°�®�úÿ°�«$À­¿B¼�¼d³XÀK²´ù�¬"À­¼d÷õ¬�¯É¯É¼É¶´¼É«¥¬"À­²¾°)®�¬Ô¶´°�®,»~À­¿B¼*ÀK«¥¬> v¼l¯�ÀK°)«K¸)þ




x∗

y∗

σ∗



 =





x
y
σ



− ∆t





û
v̂
ˆ̇σ



+
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2!





âû

âv̂

âˆ̇σ




��§U��¾��
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× Ö É�·^ÈO?�ð@?Vó




x∗

y∗

σ∗



 =





x
y
σ



− ∆t





û
v̂
ˆ̇σ



+
∆t2

2!





âû

âv̂

âˆ̇σ



− ∆t3

3!






û∂âû

∂x + v̂ ∂âû

∂y + ˆ̇σ ∂âû

∂σ

û∂âv̂

∂x + v̂ ∂âv̂

∂y + ˆ̇σ ∂âv̂

∂σ

û
∂âˆ̇σ

∂x + v̂
∂âˆ̇σ

∂y + ˆ̇σ
∂âˆ̇σ

∂σ






��§U� ���
��¼d«K¼

u = (u, v, σ)
²´³%÷B¼±ÀK¼d«Kù�²´®B¼d÷�úÿ«­°�ùå��§U�¼Â
�-��ªB°)«%¼Éø"¬Ô¶´ü,¬ÔÀK²´®B»�ÀK¿B¼'÷�¼d«K²´ø"¬"À­²¾ø)¼d³

²´®1��§¤�¼¾
�/¬�®,÷��F§U� ���±þ9³K¼d¯±°)®,÷�°)«­÷�¼d«õ¬)¯É¯ÉüB«­¬ÔÀK¼�¯É¼É®�ÀK¼d«K¼l÷��,®,²æÀ­¼�÷�²�&G¼É«­¼É®,¯É²¾®B»�°�®�ÀK¿B¼
®B°)®,³vÀ¥¬Ô»)»�¼É«­¼d÷�»�«­²â÷6�c³X¼d¼-³K¼d¯±ÀK²´°�®Ì§U� »���²â³%üx³X¼l÷��¦ô$¿B¼�ù�°�÷�²��x¯É¬ÔÀK²´°�®�°�ú�¯d¬Ô¶â¯±üB¶â¬"À­²¾°)®
úÿ°�«­ù~ü,¶´¬)³]�F§U� Ñ��IÀK°��F§U� ���Iúÿ°�«$Àv·£°ÔýO÷�²´ù�¼É®,³K²¾°)®,¬Ô¶>¬�öBöB¶´²´¯d¬"ÀK²´°�®x³\²â³5°)½�ø�²´°�ü,³��
à¾NedLNed Ø HKE>¢�W3HXE�}ãA`SU@,A`C
SUT¦J��
A#[BHvADM�HXC\[�T�@B��FIMXA#[�HXFIC
X9®,¯É¼%ÀK¿,¼õ÷�¼dö,¬Ô«KÀKü,«K¼%ö7°�²´®�À1¿x¬�³¨½x¼d¼É®�¯d¬Ô¶â¯±üB¶â¬"À­¼d÷�½�¸�ÀK¿,¼�ü,³K¼/°�ú
¬�öx¬Ô«KÀK²â¯±üB¶â¬Ô«"H

N³­¯¥¿B¼Éù�¼\úÿ°�«`¼d¬)¯¥¿~¬Ô«­«K²´ø"¬Ô¶�»�«­²´÷~öx°)²¾®�ÀlþfÀK¿B¼$ø"¬Ô¶´üB¼d³#°�úxø"¬Ô«­²´¬�½B¶´¼d³#¬"À#ÀK¿B¼5÷�¼dö,¬Ô«KÀKüB«­¼Iö7°�²´®�À­³
®B¼d¼d÷*À­°9½7¼\¼dø"¬Ô¶´ü,¬"À­¼d÷�½�¸*ù�¼d¬Ô®x³V°�ú,³Xö,¬ÔÀK²â¬Ô¶�²¾®�À­¼É«­öx°)¶´¬ÔÀK²´°�®�úÿ«­°�ù�ÀK¿,¼£³KüB«­«K°)üB®,÷�²´®B»�»)«K²â÷
ö7°�²´®)À¥³%�(�O®õÀK¿,¼3ö,«K¼l³X¼d®)À5³XÀKü,÷�¸)þB½B²â¯±üB½,²´¯j�V¬�»�«¥¬Ô®B»)²´¬�®%²´®)À­¼É«­öx°)¶´¬ÔÀK²´°�®��ÿ¼
� »U�T�'¯�H
°)®,¬Ô¶â÷>þ
��
���§J�,²â³�üx³X¼l÷
úÿ°)«�À­¿B²´³VöBüB«­öx°�³X¼��!�`¼É«­¿,¬Ôöx³GÀK¿B¼Iù1°�³vÀY²¾ù�ö7°�«KÀ­¬Ô®�ÀY¬�¶æÀ­¼É«­®,¬"À­²¾ø)¼#ÀK°�½B²â¯±ü,½B²´¯
�V¬�»�«¥¬Ô®B»)²´¬�®�²¾®�À­¼É«­öx°)¶´¬ÔÀK²´°�®%²â³5¯±üB½,²´¯3³Xö,¶¾²´®B¼*²¾®�À­¼É«­öx°)¶´¬ÔÀK²´°�®!�(��°"·£¼Éø)¼É«lþ�³K¼Éù�²¾ý��Y¬Ô»�«¥¬Ô®,»�¼
³­¯¥¿B¼Éù�¼d³�üx³X²´®B»2¯±ü,½B²´¯�³KöB¶´²¾®,¼'²¾®�À­¼É«­öx°)¶´¬ÔÀK²´°�®�²´³�#�®B°"·5®�À­°�½x¼'¶´¼d³­³�÷�²�&7üx³X²´ø�¼�¬ÔÀ�ÀK¿B¼
³Kù�¬�¶¾¶´¼d³XÀ
«­¼d³K°�¶´ø"¬Ô½B¶´¼~³­¯É¬Ô¶´¼d³5ÀK¿,¬�®�³K¯¥¿,¼Éù�¼d³
ü,³X²´®B»�½B²´¯ÉüB½B²â¯��Y¬Ô»�«¥¬Ô®,»�²â¬Ô®õ²¾®�ÀK¼d«Kö7°�¶â¬"À­²¾°)®���IüB«K®,¼É¶´¶t��
J¾>ÑX���Uü,÷B¸�#�²´¼É·5²â¯-�ã¬�®,÷�Z�À­¬Ô®,²æúÿ°)«XÀ­¿�þ���
���§��C�5²´²â³X¿B°)»)¬)¬Ô«¥÷�¼±À�¬Ô¶��´þ!��
�

�X��¬Ô¶â³K°
³K¼É¼�ÀK¿B¼õúÿ°�¶´¶´°"·5²¾®B»�÷�²â³K¯Éü,³K³K²´°�®2úÿ°)«�½B²´¯ÉüB½B²â¯/²´®�ÀK¼d«Kö7°�¶â¬"À­²¾°)®¤���&ô$¿,²´³�ù�¬f¸ ¶¾¼l¬�÷2ÀK°�ÀK¿B¼
»�¼d®B¼É«¥¬"À­²¾°)®%°ÔúD³KöBüB«­²¾°)ü,³$³Xù�¬Ô¶´¶¾ým³­¯É¬�¶¾¼9úÿ¼d¬ÔÀKüB«­¼d³��Dµ�¶¾ÀK¿B°)üB»�¿�ÀK¿B¼�ö,«K°)½B¶¾¼dù8ù�¬f¸�½x¼ã¬�¶¾¶´¼±ý
ø�²´¬ÔÀK¼l÷º½�¸õÀ­¿B¼~ü,³K¼~°�úU¿B²´»�¿�ým°�«¥÷�¼É«
¼-,�öB¶´²´¯É²æÀ*÷�²<&Gü,³K²¾°)®����Iü,÷�¸J#�²¾¼d·5²´¯%�¨¬Ô®x÷�Z�À­¬�®B²¾úÿ°�«KÀK¿�þ
��
���§����5²´²â³X¿B°)»)¬)¬Ô«¥÷�¼±À
¬�¶g�´þ���
�

���±þ)½,²´¯ÉüB½B²â¯��V¬Ô»)«­¬�®B»�²â¬Ô®�²´®�ÀK¼d«Kö7°�¶â¬"À­²¾°)®õ¬�öBöx¼l¬Ô«¥³\ÀK°�½x¼
¬�³K¬Ôúÿ¼É«�¯¥¿B°)²´¯É¼
úÿ°)«$ÀK¿B¼�²´®�ÀK¼d«Kö7°�¶â¬"À­²¾°)®õ³­¯¥¿B¼Éù�¼*²´®�À­¿B²â³�³vÀ­ü,÷�¸��
�O®�·5¿,¬ÔÀ�úÿ°�¶´¶¾°"·�³dþl½B²´¯ÉüB½B²â¯d�Y¬Ô»�«¥¬Ô®,»�¼D³Xöx¬"ÀK²â¬Ô¶�²¾®�ÀK¼d«Kö7°�¶â¬"À­²¾°)®�²´³Y÷�²â³K¯Éü,³K³K¼d÷*²´®*Àv·£°
³Xöx¬"ÀK²â¬Ô¶
÷�²´ù�¼É®,³K²¾°)®,³��Iô$¿B¼�ù�¬Ô²´®ºöBüB«­öx°�³X¼*°Ôú#ÀK¿,¼~÷�²â³K¯Éü,³K³K²´°�®õ²´³$À­°�²¾¶´¶´üBù�²¾®,¬ÔÀK¼*À­¿B¼~¬Ôù�öB¶´²¾ÀKü,÷�¼
¬Ô®x÷~öB¿x¬�³K¼£¯¥¿,¬�«­¬)¯�À­¼É«­²´³XÀK²â¯É³Y°Ôú7½B²´¯ÉüB½B²â¯5³Xöx¬"ÀK²â¬Ô¶�²´®�ÀK¼É«­ö7°�¶â¬"ÀK²´°�®x³%�#ô$¿B¼5÷�²´³­¯±üx³K³K²¾°)®~½7¼É¶´°"·
¯É¬�®*¼d¬�³K²´¶¾¸�½7¼Uù�°�÷�²��,¼d÷3À­°�¯±üB½B²â¯D°)«GÀK«­²´¯ÉüB½B²â¯D²¾®�À­¼É«­öx°)¶´¬ÔÀK²´°�®9úÿ°�«�«­¼d³Köx¼l¯�À­²¾ø)¼U¬ÔöBöB¶´²â¯É¬"À­²¾°)®
²´®õ°)®B¼*°�«£ÀK¿,«K¼d¼ã³Xö,¬ÔÀK²â¬Ô¶�÷�²´ù�¼É®,³K²´°�®,³��
ô$¿B¼*¼dû�ü,¬ÔÀK²´°�®º÷�¼d³­¯±«­²´½B²¾®,»¨À­¿B¼*Àv·£°ÔýO÷�²¾ù�¼d®,³X²´°�®x¬Ô¶>¬�÷�ø)¼d¯±ÀK²´°�®/°�ú`¬�³­¯É¬�¶´¬�«

ψ
²â³

Dψ

Dt
=
∂ψ

∂t
+ u

∂ψ

∂x
+ v

∂ψ

∂y
= 0,

�F§U� 
��

·5¿B¼d«K¼
u
¬Ô®,÷

v
¬Ô«­¼UÀ­¿B¼5¿B°)«K²��É°)®)À¥¬Ô¶�·5²¾®x÷¨¯É°�ù�öx°)®B¼É®�À­³��$�O®1¬
Àv·\°�ým÷B²¾ù�¼É®x³X²´°�®,¬�¶C)£¬�«XÀ­¼±ý

³K²´¬�®�¯±°�°�«¥÷�²´®,¬"À­¼�³K¸�³XÀK¼dùºþ
¶´¼±À
x = I∆x

þ
y = J∆y

¬Ô®,÷
t = n∆t

� ô$¿B¼-³K¼Éù�²¾ý
�V¬�»�«¥¬Ô®B»)²´¬�®�÷�²´³­¯±«­¼±À­²��l¬"À­²¾°)®�°ÔúV¼lû)üx¬"ÀK²´°�®��F§U� 
��Uúÿ°�«\ÀK¿B¼3¼Éø"¬�¶¾ü,¬ÔÀK²´°�®�°�ú

ψ
¬ÔÀ\»)«K²â÷�ö7°�²´®)À

(x, y)
²´³�l

ψ [I∆x, J∆y, (n+ 1) ∆t] = ψ (x∗, y∗, n∆t) ,
�F§U����¦��

¾
¾
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·5¿B¼d«K¼
(x∗, y∗)

²â³UÀ­¿B¼3÷B¼Éö,¬�«XÀ­üB«K¼
öx°)²¾®�À£¬)³K³K°�¯±²â¬"À­¼d÷�·5²¾ÀK¿/»)«K²â÷�ö7°�²´®)À
(x, y)

�Dô$¿B¼9÷B¼±ý
ö,¬�«XÀ­üB«K¼
öx°)²¾®�À\²â³£¯É¬Ô¶â¯±ü,¶´¬ÔÀK¼d÷%·5²æÀ­¿/°�®,¼�°Ôú�À­¿B¼\H

N
³K¯¥¿,¼Éù�¼d³I²¾®/ÀK¿B¼9öB«K¼l³X¼d®�À£³XÀKü,÷�¸��(�O®

ÀK¿,¼*¯d¬�³K¼*°ÔúY½,²´¯ÉüB½B²â¯��V¬Ô»)«­¬�®B»�¼
²¾®�ÀK¼d«Kö7°�¶â¬"À­²¾°)®�þ�ÀK¿,¼9úÿü,®,¯�À­²¾°)®
ψ (x∗, y∗, t)

²´³5¬�öBöB«­°^,�ý
²´ù�¬ÔÀK¼l÷-½�¸�¬�¯±üB½B²â¯��V¬�»�«¥¬Ô®B»)¼¨²´®�ÀK¼d«Kö7°�¶â¬"À­²¾®B»ºö7°�¶´¸�®B°�ù�²â¬Ô¶|��)£¬Ô«­®,¬Ô¿,¬�®-¼ÉÀ~¬Ô¶�����

Ñ

��
ü,³K²¾®,»1ø"¬�¶¾üB¼l³$°Ôú

ψ
¬"À5ÀK¿,¼�öx°)²¾®�À­³$®,¼d¬Ô«­¼d³XÀ$ÀK°

x∗
¬Ô®,÷

y∗
l

ψ (x∗, y∗, t) = ΣµΣνWµνψ
n
µν .

�F§U���
�^�
��¼d«K¼3À­¿B¼�®B°ÔÀ¥¬"À­²¾°)®

ψn
i, j = ψ (i∆x, j∆y, n∆t)

·£¬)³\²´®�ÀK«­°�÷�ü,¯±¼l÷º¬Ô®,÷

Wrs =
∏

µ6=r

(x∗ − xµ)

(xr − xµ)

∏

ν 6=s

(y∗ − yν)

(ys − yν)
.

�F§U����¥��

ô$¿B¼�³KüB½,³­¯±«­²¾ö�À¥³
µ
¬�®,÷

ν
«¥¬Ô®B»)¼*°"ø�¼É«\ÀK¿,¼�öx°)²¾®�À­³

µ : i− 2, i− 1, i, i+ 1 ν : j − 2, j − 1, j, j + 1
��§¤����»��

úÿ°�«YÀK¿,¼\½B²â¯±ü,½B²´¯£²´®�ÀK¼É«­ö7°�¶â¬"ÀK²´°�®ã³­¯¥¿B¼dù1¼��$��¯%H9°�®,¬�¶´÷`�W��
���§��V³X¿,°"·\¼l÷3ÀK¿,¬ÔÀ`²¾úBÀ­¿B¼\ö7°�²´®�À­³
(i, j)

¬Ô«­¼�¯¥¿B°)³K¼É®õ³Xü,¯¥¿õÀ­¿,¬"À

(i− 1) ∆x < x∗ ≤ i∆x (j − 1) ∆x < σ∗ ≤ j∆σ
�F§U���%§��

ÀK¿,¼¨³K¼Éù�²æý.�V¬�»�«¥¬Ô®B»)²´¬�®�ù�¼ÉÀK¿B°�÷�·5²¾ÀK¿'½,²´¯ÉüB½B²â¯¨³Kö,¬"À­²´¬�¶V²´®�ÀK¼É«­ö7°�¶â¬"ÀK²´°�®�²â³�ü,®,¯±°)®,÷�²¾ÀK²´°�®�ý
¬Ô¶´¶´¸/³vÀ¥¬Ô½B¶´¼3úÿ°�«�¬)÷�ø�¼l¯�ÀK²´°�®º¬"À�¯É°�®,³XÀ­¬�®)À5ø)¼É¶´°�¯É²æÀv¸��
ú/ð@Ë$ÊgD�Bdï$¶$?�ñN·�·�ïYò"ñN·Ôó
ªB«­°�ùÄ��§U� 
��±þ�ÀK¿B¼*Àv·£°ÔýO÷�²´ù�¼É®,³K²¾°)®,¬Ô¶G¶´²¾®,¼d¬Ô«�¬)÷�ø�¼l¯�À­²¾°)®/¼dû�ü,¬ÔÀK²´°�®õ°ÔúD¬�³K¯d¬Ô¶â¬Ô«

ψ
²´³

Dψ

Dt
=
∂ψ

∂t
+ U

∂ψ

∂x
+ V

∂ψ

∂y
= 0,

�F§U����Â
�

·5¿B¼d«K¼£ÀK¿,¼�¿B°�«­²��É°�®�À¥¬Ô¶�·5²´®,÷�¯±°�ù�ö7°�®B¼d®�À­³
U
¬Ô®x÷

V
¬Ô«­¼$¯É°�®,³XÀ­¬�®�À`²´®%³Kö,¬�¯É¼$¬�®,÷1ÀK²´ù�¼
�

ªB°)«�À­¿B¼1¯É°�®,³XÀ­¬�®�À
ø�¼d¶¾°�¯±²¾Àv¸f�,¼É¶â÷>þ
Dr

n/Dt = 0
úÿ°)«

n ≥ 2
�3ªB«­°�ù�¼dû�ü,¬"À­²¾°)®���§¤���^�5²¾À

úÿ°�¶´¶´°"·�³#ÀK¿,¬ÔÀ\¬Ô¶´¶�ÀK¿,¼
DN

³K¯¥¿,¼Éù�¼d³D«­¼d÷Bü,¯±¼$À­°*ÀK¿B¼
D1

³­¯¥¿B¼Éù�¼$úÿ°)«I¬�¯±°)®,³vÀ¥¬Ô®�ÀUø�¼d¶¾°�¯É²æÀv¸
�,¼d¶´÷��ãµ
öBöB¶´¸�²¾®B»�ÀK¿,¼

D1
³K¯¥¿B¼dù�¼ãÀK°�ÀK¿,¼1¯d¬�³K¼~°Ôú£¬/¯±°)®,³XÀ­¬Ô®�À3ø�¼É¶´°�¯±²¾Àv¸��,¼É¶â÷>þ>²´ù1ö,¶¾²´¼d³

ÀK¿x¬"ÀãÀ­¿B¼/÷�¼dö,¬Ô«KÀKüB«­¼�ö7°�²´®)À~úÿ°�«ã¼l¬�¯¥¿�¬Ô«­«K²´ø"¬Ô¶D»)«K²â÷�öx°)²¾®�À~²â³~³K²¾ù�öB¶´¸-¯d¬Ô¶â¯±üB¶â¬"À­¼d÷-úÿ«­°�ù
ÀK¿,¼*úÿ°�«­ù~üB¶â¬Ô¼�l

[
x∗

y∗

]

=

[
x
y

]

− ∆t

[
U
V

]

.
�F§U����Ñ��

¾>�
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ô$¿B¼�öB¿,¬�³K¼�¬�®,÷2¬�ù1ö,¶¾²¾ÀKü,÷B¼�öB«­°�ö7¼É«KÀK²´¼d³~°Ôú�À­¿B¼�³K¼Éù�²¾ý��Y¬Ô»)«­¬�®B»�²â¬Ô®�ù�¼±ÀK¿,°�÷2ÀK¿,¬ÔÀ1«­¼±ý
³KüB¶æÀ£·5¿B¼É®/½B²¾¶´²´®B¼d¬�«dþ�½B²âû)üx¬�÷�«¥¬"À­²´¯�þ)½B²â¯±ü,½B²´¯9¬Ô®,÷%½B²´û�ü,¬�«XÀ­²´¯�²¾®�ÀK¼d«Kö7°�¶â¬"À­²¾°)®%³K¯¥¿,¼Éù�¼d³\¬Ô«­¼
¬Ôö,öB¶¾²´¼d÷�À­°/¯É¬�¶´¯ÉüB¶´¬ÔÀK¼3ÀK¿,¼ãø"¬Ô¶´üB¼ã°Ôú`ø"¬Ô«­²´¬�½B¶´¼d³5¬"À5À­¿B¼~÷�¼dö,¬Ô«KÀKü,«K¼�ö7°�²´®�À9¯É¬�¶´¯ÉüB¶´¬ÔÀK¼l÷/½�¸
��§¤����Ñ��±þ7¿x¬fø�¼~½7¼É¼d®�¬�®,¬Ô¶´¸�³X¼l÷�½�¸R�'¯%H9°�®,¬�¶´÷Ó�	��

��§J�����O®-°�«¥÷�¼É«9ÀK°º¬Ô²â÷�À­¿B¼¨²´®�ÀK¼d«KöB«­¼±ý
À­¬ÔÀK²´°�®2°�ú�®�üBù�¼É«­²´¯d¬Ô¶£«K¼l³XüB¶¾À­³¨²´®ã)\¿,¬ÔöBÀK¼É«�Â�þ`À­¿B¼õ«K¼l³XüB¶¾À­³¨°Ôú|��¯%H9°�®,¬�¶´÷Y�W��
���§��ã¬Ô«­¼
«­¼Éø�²¾¼d·\¼l÷%²´®ºÀK¿B²â³�¬�®,÷%À­¿B¼�úÿ°)¶¾¶´°"·5²¾®,»1³K¼d¯±ÀK²´°�®õúÿ°�«$À­¿B¼�½B²â¯±üB½B²â¯�²´®�ÀK¼É«­ö7°�¶â¬"ÀK²´°�®º³­¯¥¿B¼Éù�¼
�
ô$¿B¼õ¬Ôù�öB¶´²æÀ­ü,÷�¼�¬)¯É¯ÉüB«­¬)¯±¸-°Ôú5ÀK¿,¼õ³K¼Éù�²¾ý��Y¬Ô»�«¥¬Ô®,»�²â¬Ô®�ù�¼ÉÀK¿B°�÷2ù�¬f¸�½x¼º¬Ô®x¬Ô¶´¸�³K¼d÷�½�¸
ü,³K²¾®,»�ÀK¿B¼ãø)°�®M½�¼düBù�¬Ô®B®�ù�¼±À­¿B°�÷©�ÿ¼�� »¤�9�5²â¯¥¿�ÀKù�¼É¸)¼É«�¬�®,÷M��°�«KÀK°)®�þ!��
�Ñ�¾S�N��¼d³K²¾®,»�¼É«
¬Ô®x÷�µ
«­¬
#f¬f·$¬Bþ'��
�¾>Ñ����`ôV°1À­¿B²´³�¼É®,÷>þx÷�¼-�,®,¼

α
b
β
b
α̂
¬�®,÷

β̂
¬)³%l

α = u
∆t

∆x
β = v

∆t

∆y

�F§U���^¾
�

α̂ = α+ i− I β̂ = β + j − J.
��§¤�������

α
¬�®,÷

β
ù�¬f¸-½x¼�À­¼É«­ù1¼l÷-ÀK¿B¼

x
¬�®,÷

y
÷�²´«K¼l¯�ÀK²´°�®�)\°)üB«­¬�®�À*®�üBù¨½x¼d«­³*«­¼d³Kö7¼d¯�À­²¾ø)¼É¶´¸
�

ô$¿B¼
³K¼É¶´¼d¯±ÀK²´°�®�°ÔúG²´®)À­¼É«­öx°)¶´¬ÔÀK²´°�®�ö7°�²´®)À¥³
i
¬Ô®,÷

j
¬�¯d¯±°�«¥÷�²´®B»3ÀK°`�F§U���%§��#»)ü,¬Ô«¥¬Ô®�À­¼É¼d³#À­¿,¬"À

0 ≤ α̂ < 1, 0 ≤ β̂ < 1.
�F§U����
��

ô$¿B¼l³X¼U¬�«K¼D³KüC/%¯±²´¼É®�ÀV¯±°)®,÷�²¾ÀK²´°�®,³GÀ­°�¼É®x³XüB«­¼D¬Ô½,³K°�¶´ü�À­¼U³vÀ¥¬Ô½B²´¶¾²¾Àv¸
°�ú)À­¿B¼I³K¼Éù�²¾ý��Y¬Ô»�«¥¬Ô®,»�²â¬Ô®
³­¯¥¿B¼Éù�¼*·5¿B¼É®'¬�öBöB¶´²¾¼l÷�ÀK°�ÀK¿,¼ã¶¾²´®B¼l¬Ô«�¬�÷Bø�¼d¯±ÀK²´°�®õ¼dû�ü,¬ÔÀK²´°�®©�F�'¯�H
°)®,¬Ô¶â÷>þ!��

�
§����Uô$¿,²´³
ù�¬f¸%½7¼ã³X¿B°"·5®�½�¸�³KüB½,³XÀK²¾ÀKü�À­²¾®B»�·$¬fø�¼Éýq¶´²�#�¼9³K°�¶´ü�À­²¾°)®,³£°Ôú#ÀK¿B¼*úÿ°)«Kù

ψn
I, J = ψ0λ

n expic(kI∆x+lJ∆y) �F§U�¼¥�¦��
²´®)À­°%¼dû�ü,¬ÔÀK²´°�®©��§¤����¦��-�8��¼É«­¼

i2c = −1
�
k = 2π/Lx

¬�®,÷
l = 2π/Ly

·5²¾ÀK¿
Lx

¬Ô®,÷
LyÀK¿,¼¨·$¬fø�¼¨¶¾¼d®B»ÔÀ­¿,³3²¾®�ÀK¿B¼

x
¬Ô®,÷

y
÷�²´«K¼l¯�ÀK²´°�®x³
«­¼d³Köx¼l¯�ÀK²´ø�¼d¶¾¸��

λ
²´³9À­¿B¼�¬Ôù�öB¶´²<�x¯d¬"À­²¾°)®

ú�¬�¯±ÀK°)«��5�
³K²´®B»���§¤����§��\À­°%¼Éø"¬Ô¶´ü,¬ÔÀK¼
ψ (x∗, y∗, n∆t)

þ7³K¿B°"·�³$À­¿,¬"À
λ
³KöB¶¾²¾À­³9²´®)À­°/¬Ô®®Y	,

¬Ôù�öB¶´²��x¯É¬ÔÀK²´°�®�ú�¬�¯�À­°�«P[3¬Ô®x÷ZYX¸�¬�ù1ö,¶¾²��x¯É¬ÔÀK²´°�®�ú�¬�¯±ÀK°�«P[3¬)³£úÿ°�¶´¶¾°"·�³j�F��¯%H9°�®,¬�¶´÷>þV��

�
§��-l
λ = Λ̂ (α̂, k) Λ̂

(

β̂, l
)

.
�F§U�¼¥C�^�

��¼d«K¼
∣
∣
∣Λ̂ (α̂, k)

∣
∣
∣

2

= 1 − α̂ (2 − α̂)
(
1 − α̂2

)
c2 [3 + 2cα̂ (1 − α̂)]

1

9
,

�F§U�¼¥
¥��

·5¿B¼d«K¼
c = 1 − cos k∆x

�¨ô$¿,¼¨úÿ°)«Kù¨üB¶â¬�úÿ°�« ∣∣
∣Λ̂
(

β̂, l
)∣
∣
∣

2 ²â³3»�²´ø�¼d®�½�¸@��§¤� ¥�¥
�
·5²æÀ­¿
α̂

«­¼ÉöB¶â¬�¯É¼d÷1½�¸
β̂
¬�®,÷

k
«K¼döB¶â¬�¯±¼l÷1½�¸

l
�`ô$¿B¼9¶¾²´®B¼d³I°Ôú�¯±°)®,³XÀ­¬Ô®�À |Λ (α̂, k)| ¬�«K¼�÷�²â³KöB¶´¬f¸)¼d÷²´®1ª#²´»U� §U���Iúÿ°)«

0 ≤ k∆x/π ≤ 1
¬Ô®x÷

0 ≤ α ≤ 1
�9�F½
°ÔÀK¼£À­¿,¬"ÀDÀ­¿B¼5³X¿B°)«XÀ­¼d³XÀ#·$¬fø�¼l³�À­¿,¬"À

ù�¬f¸�½x¼�«­¼É°)¶¾ø)¼d÷�°)®�À­¿B¼�®B°�®,³XÀ­¬�»�»)¼É«­¼d÷º»�«­²â÷'·5²¾ÀK¿�¯±°)®,³vÀ¥¬Ô®�À*»�«­²´÷�²¾®�ÀK¼d«Kø"¬�¶
∆x

¿,¬fø)¼
·$¬fø�¼3¶¾¼d®B»ÔÀ­¿

2∆x
�Uô$¿�üx³Éþ

2∆x ≤ Lx <≤ ∞ þ,·5¿B²´¯¥¿õ²´ù1ö,¶¾²´¼d³$À­¿,¬"À
0 < k∆x ≤ π

�¼�

¾>
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ª#²¾»)üB«­¼]§¤����l(�v³X°)¶¾²´®B¼d³£°�úYÀ­¿B¼ã¬Ôù�öB¶´²<�7¯É¬"À­²¾°)®/ú�¬)¯�À­°�«£úÿ°�«5½B²â¯±ü,½B²´¯�³Kö,¬ÔÀK²â¬Ô¶>²´®)À­¼É«­öx°)¶´¬ÔÀK²´°�®�þ
¬�³5¬¨úÿüB®x¯�ÀK²´°�®º°�ú

α
¬�®,÷

k∆x/π
� úÿ°)¶¾¶´°"·5²¾®,»c��¯%H9°�®,¬�¶´÷>þ���

�
§����

�
¦
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ªB«­°�ù ª#²¾»¤�O§¤���$²¾À\¯É¬�®1½7¼
³K¼É¼d®¨À­¿,¬"ÀDÀ­¿B¼�½B²â¯±ü,½B²´¯$²´®�ÀK¼d«Kö7°�¶â¬"À­²¾°)®�³­¯¥¿B¼dù1¼$«­¼d³KüB¶¾À­³D²´®�ÀK¿B¼
ù�°)³XÀ`³K¼Éø)¼É«­¼\÷B¬�ù�öB²¾®,»9°�úBÀK¿B¼5³­¯É¬�¶´¬�«

ψ
·5¿B¼É®

α = 0.5
�Yô$¿B¼$³­¯¥¿B¼Éù�¼£²´³`üB®x÷B¬Ôù�ö7¼d÷~úÿ°�«

α = 0
°)«

1
�#ô$¿B¼$÷B¬Ôù�öB²´®B»3²´³YÀK¿,¼£¿,¼d¬fø�²¾¼l³vÀYúÿ°�«YÀK¿B¼5³K¿B°�«KÀK¼l³vÀ#«K¼l³X°)¶¾ø"¬�½B¶¾¼\·£¬fø)¼U¶´¼É®B»�ÀK¿,³dþ

¬Ô®x÷~²¾ÀI÷�¼d¯É«K¼l¬�³K¼d³`¬�³#À­¿B¼5·$¬fø�¼£¶¾¼d®B»ÔÀ­¿1²´®,¯É«K¼l¬�³K¼d³[�F�'¯�H
°)®,¬Ô¶â÷>þN��

�
§����#µ£ÀDÀK¿B¼�³K¿B°)«XÀ­¼d³XÀ
«­¼d³K°�¶´øf¬�½B¶´¼%³K¯d¬Ô¶´¼d³dþ#®�üBù�¼d«K²â¯É¬�¶\³K°�¶´ü�ÀK²´°�®�°�ú5ÀK¿B¼�®B°�®B¶´²´®B¼d¬�«¨¬�÷Bø�¼d¯±ÀK²´°�®�¼lû)üx¬"ÀK²´°�®�ù�¬f¸
«­¼d³KüB¶æÀ3²¾®-¬Ô¶´²´¬)³X²´®B»%¼d«K«­°�«¥³��ÿ·5¿,¼É«­¼ã·£¬fø)¼d³
°ÔúU¶´¼É®B»�ÀK¿�³Kù�¬Ô¶´¶¾¼d«�ÀK¿x¬Ô®�Àv·£°/»)«K²â÷º²¾®�À­¼É«­øf¬�¶´³
¬Ô«­¼�³Xö,üB«K²´°�üx³X¶´¸�«K¼döB«­¼d³K¼É®�ÀK¼l÷�¬)³$·£¬fø)¼d³£¶¾°)®B»�¼d«£ÀK¿,¬�®�Àv·£°�»�«­²´÷�¶´¼É®B»�ÀK¿,³��c³X¼d¼���¼d³K²¾®,»�¼É«
¬Ô®x÷ãµ�«¥¬�#"¬f·$¬Bþ���
�¾�Ñ��-�Vô$¿B¼\³K¼Éø)¼É«­¼I÷B¬�ù1ö,²¾®B»9°ÔúBÀ­¿B¼$³X¿B°)«XÀ­¼d³XÀV«­¼d³K°�¶´øf¬�½B¶´¼U·£¬fø)¼U¶´¼É®B»�ÀK¿,³
ù�¬f¸~½7¼
«­¼É»�¬Ô«¥÷�¼d÷1¬�³\¬Ô®%¬�÷Bøf¬�®�À­¬Ô»)¼$°ÔúGÀK¿B¼9½B²â¯±üB½B²â¯|�Y¬Ô»)«­¬�®B»�¼£²¾®�À­¼É«­öx°)¶´¬ÔÀK²´°�®%³­¯¥¿B¼Éù�¼�þ
¬�³$²¾À�úÿüB®�À­²¾°)®,³$ÀK°%¯É°�®�ÀK«­°�¶GÀ­¿B¼�®�üBù�¼É«­²´¯d¬Ô¶�YX®B°)²´³K¼�[
À­¿,¬"À9ù�¬f¸/½x¼ã°)«K²´»�²´®,¬ÔÀK²´®B»1¬ÔÀ5ÀK¿B¼l³X¼
³­¯É¬Ô¶´¼d³��
ô È#ñNÉ�?�ñN·
·)ïVò"ñN·�ó
µ�®,°ÔÀK¿,¼É«`²¾ù�ö7°�«KÀ­¬�®)À`ù�¼d¬)³XüB«­¼I°�úx¬�¯d¯±üB«¥¬�¯É¸9°�úx¬9®�ü,ù1¼d«K²â¯É¬�¶�¬)÷�ø�¼l¯�À­²¾°)®¨³­¯¥¿B¼Éù�¼�þ"²â³#¿B°"·
ÀK¿,¼5öB¿,¬�³K¼5³Xö7¼É¼l÷1°Ôú,À­¿B¼5®�üBù�¼É«­²´¯d¬Ô¶B³K°�¶´ü�ÀK²´°�®1°Ôú7ÀK¿,¼�¬�÷�ø)¼d¯�À­²¾°)®~¼lû)üx¬"ÀK²´°�®�¯±°)ù�ö,¬Ô«­¼d³YÀK°
ÀK¿x¬"À5°Ôú#ÀK¿B¼3À­«KüB¼�³K°�¶´ü�ÀK²´°�®V�Uô$¿B¼*öB¿,¬�³K¼�³Xö7¼É¼l÷�¬�®,¬Ô¶´¸�³X²â³£²´³$üx³Xü,¬�¶¾¶´¸%ö7¼É«Kúÿ°�«­ù�¼d÷�²¾®õ°�®B¼
³Kö,¬"À­²´¬�¶#÷�²´ù�¼É®,³K²´°�®�þV³K²´®,¯±¼�¬%Àv·£°ÔýO÷�²´ù�¼É®,³K²¾°)®,¬Ô¶`¬Ô®x¬Ô¶´¸�³K²â³
²â³*¯±üBù¨½x¼d«­³K°�ù�¼ãÀ­°ºöx¼d«Xúÿ°)«Kù
¬Ô®x÷�À­¿B¼/«­¼d³KüB¶¾À~¯É¬�®�®B°ÔÀ~½7¼%¼l¬�³K²¾¶´¸-û�ü,¬�®)À­²æÀ¥¬"À­²¾ø)¼É¶´¸�²´®)À­¼É«­öB«­¼±ÀK¼l÷�°�«ã»)«­¬�öB¿B²â¯É¬Ô¶´¶´¸�÷�²â³vý
öB¶â¬f¸�¼l÷��T½�°ÔÀ­¼3ÀK¿,¬ÔÀ5úÿ°�«$ÀK¿,¼�¶¾²´®B¼d¬�«$°�®B¼Éým÷�²´ù�¼É®,³K²´°�®,¬�¶G¬)÷�ø�¼l¯�À­²¾°)®�¼lû)üx¬"ÀK²´°�®Vþ�ÀK¿B¼�öB¿x¬�³K¼
³Köx¼d¼d÷%°�úVÀ­¿B¼
À­«Kü,¼*³K°�¶´ü�À­²¾°)®%²´³

Υ = −ku∆t �F��¼l³X²´®B»�¼d«5¬Ô®,÷�µ�«¥¬�#"¬f·£¬,þ¤��
�¾�Ñ���þ�·5¿B²´¶´³XÀÀK¿,¼5öB¿,¬�³K¼$³Xö7¼É¼l÷¨°�úxÀ­¿B¼$®�üBù�¼É«­²´¯d¬Ô¶B³K°�¶´ü�ÀK²´°�®1²´³`»)²¾ø)¼É®1½�¸
tan−1 (λim/λre)

�(��¼É«­¼
λim¬Ô®x÷

λre
¬�«K¼ã«­¼d³Kö7¼d¯�À­²¾ø)¼É¶´¸/À­¿B¼1«K¼l¬Ô¶Y¬�®,÷�²´ù�¬Ô»�²´®,¬�«K¸õö,¬Ô«KÀ­³
°ÔúDÀ­¿B¼1¬�ù�öB¶¾²��x¯d¬"ÀK²´°�®'ú�¬�¯�ý

ÀK°)«
λ
��³K¼É¼���¼l³X²´®B»�¼d«
¬Ô®x÷�µ�«¥¬�#"¬f·£¬,þ���
J¾>Ñ��-�£ô$¿,¼ã«K¼d¶´¬ÔÀK²´ø�¼�öB¿x¬�³K¼ã³Xö7¼É¼l÷º²´³�ÀK¿B¼d«K¼Éúÿ°�«­¼

÷�¼%�,®B¼d÷º¬)³

RA =
1

Υ
tan−1 λim

λir
.

ô$¿B¼�«­¼É¶â¬"À­²¾ø)¼5öB¿,¬)³X¼
³Kö7¼É¼d÷
RA

®B°�«­ù�¬Ô¶´²´³K¼d÷¨À­°
u
°�úGÀK¿B¼9½B²´¯ÉüB½B²â¯8�V¬�»�«¥¬Ô®B»)¼$²¾®�ÀK¼d«Kö7°�¶â¬"ý

ÀK²´°�®-³K¯¥¿B¼dù�¼�þ7·5¿B¼É®�¬ÔöBöB¶´²´¼d÷ºÀ­°/°�®,¼¨÷�²´ù�¼É®,³K²¾°)®,¬Ô¶#¶´²¾®B¼l¬Ô«3¬�÷�ø)¼d¯�À­²¾°)®�þ7²´³"�F�'¯�H
°)®,¬Ô¶â÷>þ
��
���§J��l

RAL (α, k) =
p

α
+
α̂ sin k∆x

[

1 + a
(

1 − α̂2
)

/3
]

(

1 − aα̂2 − a2α
(

1 − α̂2
)

/3
) .

ô$¿B¼*«­¼É¶â¬"ÀK²´ø�¼*öB¿x¬�³K¼*³Kö7¼É¼d÷
RA

²â³�÷�²â³XöB¶â¬f¸�¼l÷%²´®�ªY²´»U�(§¤� ¥1¬�³5¬¨úÿüB®x¯�ÀK²´°�®º°�ú
α
¬�®,÷

k
�

�mÀ�ù�¬f¸%½7¼ã³X¼d¼É®�úÿ«K°)ù�ª#²¾»¤�T§U�¼¥ãÀ­¿,¬"À5À­¿B¼�öB¿,¬)³X¼*¼d«K«­°�«¥³\÷B¼d¯±«­¼d¬)³X¼*¬�³£À­¿B¼�·$¬fø�¼3¶¾¼d®B»ÔÀ­¿
²´®,¯±«­¼d¬)³X¼l³Éþ�úÿ°)«9¬Ô¶´¶

α
�|)\¶¾°�³X¼*À­°

α = 0
À­¿B¼ãöB¿x¬�³K¼�¼É«­«K°)«­³$²â³$ÀK¿,¼ã¶´¬�«K»)¼d³XÀdþB·5¿,¼É«­¼d¬�³5ÀK¿B¼

¼É«­«­°�«
²â³]�É¼d«K°/¬ÔÀ
α = 1

��ô$¿�üx³ÉþGÀ­¿B¼¨½,²´¯ÉüB½B²â¯~²´®�ÀK¼É«­ö7°�¶â¬"ÀK²´°�®-³K¯¥¿B¼dù�¼¨»)²¾ø)¼d³3¬�ú�¬Ô²¾ÀK¿BúÿüB¶
«­¼ÉöB«­¼d³K¼É®�À­¬ÔÀK²´°�®�°�úB½x°�ÀK¿¨¬�ù�öB¶¾²¾ÀKüx÷�¼£¬�®,÷ãö,¿,¬�³K¼I°�úBÀK¿B¼\ÀK«­üB¼£³X°)¶¾ü�À­²¾°)®¨¬ÔÀY¶â¬Ô«­»�¼9)\°)üB«­¬�®�À
®�üBù~½7¼É«¥³��c¯±¶´°)³K¼*ÀK°R���-�b�O®õú�¬)¯�Àdþ7³X²´ù�²¾¶â¬Ô«9¬Ôù�öB¶´²æÀ­ü,÷�¼~¬�®,÷õöB¿,¬�³K¼�öB«­°�ö7¼É«KÀK²´¼d³�¬�«K¼*ø"¬Ô¶´²â÷
²´®-À­¿B¼%«­¼É»)²¾°)®�¬�«K°)üB®,÷

α = 2
��³K¼É¼`��¯%H9°�®,¬�¶´÷>þ9��
���§J���%ô$¿B²â³ã²´ù�öB¶¾²´¼d³�ÀK¿,¬ÔÀ¨¬º³X¼dù1²¾ý

�V¬�»�«¥¬Ô®B»)²´¬�®¨ù�°�÷�¼d¶7ù�¬f¸1½x¼*¬Ôö,öB¶¾²´¼d÷/¬"À\¶â¬Ô«­»�¼j)\°�üB«¥¬Ô®�ÀI®�üBù¨½x¼d«­³\�ÿ¶â¬Ô«­»�¼5À­²¾ù�¼*³vÀ­¼Éö,³+��þ

�N�
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ª#²¾»)üB«­¼|§U�¼¥Cl(½�°)«Kù�¬�¶¾²â³X¼l÷�öB¿,¬)³X¼3³Xö7¼É¼l÷%²â³X°)¶¾²´®B¼d³Iúÿ°�«£½B²â¯±üB½,²´¯3³Xöx¬"ÀK²â¬Ô¶7²´®)À­¼É«­öx°)¶´¬ÔÀK²´°�®�þ�¬�³
¬¨úÿüB®,¯±ÀK²´°�®º°Ôú

α
¬Ô®x÷

k∆x/π
�ÿúÿ°�¶´¶¾°"·5²´®B»��'¯�H
°)®,¬Ô¶â÷>þ���
���§J���

��¥
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·5¿B²â¯¥¿ã²â³#¬)÷�ø"¬Ô®�À­¬�»�¼d°�ü,³�úÿ«K°)ù ¬3¯±°)ù�öBü�À­¬ÔÀK²´°�®,¬�¶)ö7¼É«¥³Köx¼l¯�ÀK²´ø�¼)þf·5²æÀ­¿B°�ü�ÀU¯É°�ù�öB«­°�ù�²´³K²´®B»
ÀK¿,¼
¬�¯d¯±üB«¥¬�¯É¸ã°ÔúGÀK¿,¼
³K¯¥¿,¼Éù�¼5·5²æÀ­¿�«K¼l³Xö7¼d¯±ÀUÀK°ã¬�ù�öB¶¾²¾ÀKüx÷�¼9¬�®,÷1öB¿,¬�³K¼�¯¥¿,¬�«­¬)¯�ÀK¼d«K²â³XÀK²â¯É³��

�®2�� ­�t�BDt_EJHõCDt�ö�H�=JHLB(7·t�BD;±?8B.E:G(HÝBD?3B(KÁEJ53;3;3H�=@HLCÂ;>=@t�C
)\¼É®�À­¼É«­¼d÷2÷�²�&G¼É«­¼É®,¯É²¾®B»�úÿ°�«­ù~üB¶â¬Ô¼%úÿ°�«�¯±°�¶´¶´²¾®B¼l¬Ô«�÷B¬"À¥¬'·£¼É«­¼/÷�¼d«K²´ø�¼l÷�½�¸��IüB«­³K¼É«�¬Ô®x÷
��¼l³X¶´²´¼��	��

�
����þ)½�¸P�BÀKÀK²´®B»P�Y¬Ô»�«¥¬Ô®,»�¼$²¾®�À­¼É«­öx°)¶´¬ÔÀK²´°�®�ö7°�¶´¸�®,°�ù�²´¬�¶´³I¬ÔöBöB«­°�ö,«K²â¬"À­¼$ÀK°~¯É¼É®�ý
ÀK¼d«K¼l÷�÷�²�&7¼d«K¼d®,¯±²´®B»%À­°�ÀK¿,¼~«­¼É¶´¼Éø"¬Ô®�À
®�üBù¨½x¼d«
°ÔúI÷,¬"À­¬%öx°)²¾®�À­³��8�O®�À­¿B²â³9³K¼d¯±ÀK²´°�®�þxÀK¿B¼l³X¼
¯±¼d®�ÀK¼É«­¼d÷�÷�²�&G¼É«­¼É®,¯É²¾®B»*úÿ°)«Kù¨üB¶â¬Ô¼5°Ôú>ø"¬Ô«­²´°�ü,³`°)«­÷�¼d«­³`°�ú�¬�¯É¯ÉüB«¥¬�¯±¸¨¬Ô«­¼�³vÀ¥¬"ÀK¼l÷¨úÿ°�«I¬�öBöB¶´²æý
¯É¬ÔÀK²´°�®%°)®�ÀK¿,¼9®B°)®,³XÀ­¬Ô»)»�¼d«K¼l÷¨»)«K²â÷��`ô$¿B¼9úÿ°�«­ù~üB¶â¬Ô¼
¬�«K¼�ÀK¿B¼d®�¬Ôö,öB¶¾²´¼d÷%ÀK°¨öBüB«­¼
»�«¥¬fø�²æÀv¸
·$¬fø�¼$¼dû�ü,¬ÔÀK²´°�®,³dþÔ²´®�°�«¥÷�¼É«`À­°ã¼-,B¬Ôù�²´®B¼$ÀK¿,¼5úÿ«K¼lû�üB¼É®,¯É¸~«­¼d³Köx°)®,³K¼£°�úGÀK¿B¼�·$¬fø�¼l³#ÀK°ã³Kö,¬"ý
ÀK²â¬Ô¶�÷�²â³K¯É«K¼ÉÀK²��d¬ÔÀK²´°�®ã°)®�ÀK¿B¼£®B°)®,³vÀ¥¬Ô»)»�¼É«­¼d÷3»)«K²â÷��Yô$¿,²´³`¬Ô®x¬Ô¶´¸�³K²â³�²â³V°�ú,ü,³K¼I²´®¨³K¼d¯�À­²¾°)®�§U� �Bþ
·5¿B¼d«K¼$À­¿B¼�«­¼d³Köx°)®,³X¼$°�ú7À­¿B¼
³KöB¶´²æÀ\³K¼Éù�²¾ý��Y¬Ô»)«­¬�®B»�²â¬Ô®~³­¯¥¿B¼dù1¼�ÀK°ã³Kö,¬"À­²´¬�¶,÷�²â³K¯É«K¼ÉÀK²��d¬"À­²¾°)®
°�®�ÀK¿,¼�®B°�®,³XÀ­¬�»�»)¼É«­¼d÷�»)«K²â÷/²â³5¼%,�¬�ù�²¾®B¼l÷��
ô$¿B¼�÷B¬"À¥¬/¬�«K¼1¬�³­³XüBù�¼l÷ºÀK°õ½x¼�ö7°)³K²æÀ­²¾°)®B¼d÷�¬"À*²¾®�ÀK¼d»�¼d«9ù¨üB¶æÀ­²¾ö,¶¾¼l³9°�ú\¬õ¯±°�®x³vÀ¥¬Ô®�À9»)«K²â÷
³Kö,¬�¯É¼

d
þ�ÀK¿x¬"À�²â³Éþ

ai = a(id).
��§¤� ¥
»��

�mÀ�²´³/¯±°�®�ø)¼É®B²´¼É®�À1ÀK°�÷�¼-�x®B¼õÀK¿B¼�½B²´®B°)ù1²â¬Ô¶5¼d®�ø�¼É¶´°�ö7¼õúÿüB®,¯±ÀK²´°�®_���UüB«¥³K¼É«%¬Ô®x÷Ó�V¼d³K¶¾²´¼�þ
��
��
���

βM,j
¬)³%l

βM,j =
(M !)

2

(M + j)! (M − j)!
.

�F§U�¼¥>§J�

à¾NeiLNPM ��TVC\[�TV@BTV�§�
HÜ÷ãT�@BTVC9E>HXC
S  ¥FU@ © @,J)[��
T�@,H	0#A#[BH.0ITYJ
ô$¿B¼~¯É¼É®�ÀK¼d«K¼l÷º÷�²<&G¼É«­¼É®x¯±²´®B»�úÿ°�«­ù~ü,¶´¬�¼`�ÿ°ÔúD¼dø�¼É®�°)«­÷B¼É«

2M
�\úÿ°)«8�,«¥³XÀ9÷�¼É«­²´øf¬ÔÀK²´ø�¼l³5¯É¬Ô®

½7¼�¼-,�öB«­¼d³­³X¼l÷/¬�³��F�UüB«¥³X¼d«�¬Ô®,÷M�V¼d³K¶¾²´¼�þ���

�
����l
da

dx
|x=id ≈ 1

d
ΣM

j=−MDM,jai+j ,
�F§U�¼¥
Â��

·5¿B¼d«K¼
DM,j = −DM,−j ,

�F§U�¼¥�Ñ��
¬Ô®x÷

DM,j = − (−1)j

j
βM,j , j = ±1, ... ±M.

��§¤� ¥�¾��

ªB«­°�ù­��§¤� ¥�§��3À­°���§¤� ¥
Ñ��*·5²¾ÀK¿
M = 1

À­¿B¼/ü,³Kü,¬�¶£¯É¼É®�ÀK¼d«K¼l÷�÷B²<&G¼É«­¼É®,¯É²¾®,»'úÿ°�«­ù~ü,¶´¬º°�ú
³K¼d¯±°)®,÷�°�«¥÷�¼É«5¬�¯d¯±üB«¥¬�¯É¸�úÿ°�«[�,«¥³XÀ5÷B¼É«­²¾ø"¬"À­²¾ø)¼d³\úÿ°�¶´¶´°"·�³%l

da

dx
|x=id ≈ 1

2d
(ai+1 − ai−1) .

�F§U�¼¥����

�
»
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M = 2
»�²´ø�¼d³5¬¨úÿ°)«Kù¨üB¶´¬¨°Ôú#úÿ°�ü,«XÀ­¿�°)«­÷�¼d«�¬�¯d¯±üB«¥¬�¯É¸

da

dx
|x=id =

1

d

(
1

12
ai−2 −

2

3
ai−1 +

2

3
ai+1 −

1

12
ai+2

)

,
�F§U�¼¥�
��

·5¿B²´¶´³XÀ
M = 3

²¾ù�öB¶´²¾¼l³�¬¨úÿ°�«­ù~üB¶â¬1°Ôú`³X²�,�ÀK¿º°�«¥÷�¼É«5¬)¯É¯±ü,«­¬)¯±¸
da

dx
|x=id =

1

d

(

− 1

60
ai−3 +

3

20
ai−2 −

3

4
ai−1 +

3

4
ai+1 −

3

20
ai+2 +

1

60
ai+3

)

.�F§U� »
¦��
à¾NeiLNed ��TVC\[�TV@BTV�§�
HÜ÷ãT�@BTVC9E>HXC
S  ¥FU@+J)TYEGFIC
�§�
T�@,H.0`A#[BH.0ITVJ
ô$¿B¼1¯±¼É®�À­¼É«­¼d÷�®B°)®,³XÀ­¬Ô»)»�¼d«K¼l÷/úÿ°)«Kù¨üB¶â¬�úÿ°�«*³X¼l¯±°)®,÷�÷�¼É«­²´øf¬ÔÀK²´ø�¼l³5úÿ«­°�ù

2M + 1
ö7°�²´®)À¥³

²â³����UüB«¥³K¼É«�¬Ô®x÷��V¼d³K¶¾²´¼�þ���

������l
d2a

dx2
|x=id ≈ 1

d2
Σj=M

j=−MD
(2)
M,jai+j ,

�F§U� »N�^�
·5¿B¼d«K¼

D
(2)
M,j = D

(2)
M,−j ,

�F§U� »�¥��
¬Ô®x÷

D
(2)
M,j =

− (−1)
j

j2
2βM,j , j = ±1, ... ±M,

��§¤� »�»��

·5²¾ÀK¿
D

(2)
M,0 = −Σj 6=0D

(2)
M,j .

�F§U� »�§J�
ªB«­°�ù­��§¤� ¥�§��*¬�®,÷���§¤� »U���3À­°���§¤� »
§��*·5²¾ÀK¿

M = 1
ÀK¿,¼/ü,³Kü,¬Ô¶£¯±¼d®)À­¼É«­¼d÷ ÷�²�&7¼d«K¼d®,¯±²´®B»

úÿ°�«­ù~ü,¶´¬¨°ÔúD³X¼l¯±°)®,÷/°)«­÷B¼É«5¬�¯d¯±üB«¥¬�¯É¸�úÿ°�«�³K¼d¯±°)®,÷õ÷�¼É«­²¾ø"¬ÔÀK²´ø�¼d³\úÿ°)¶¾¶´°"·�³%l
d2a

dx2
≈ 1

d2
(ai−1 − 2ai + ai+1)

�F§U� »�Â��

M = 2
»�²´ø�¼d³5¬¨úÿ°)«Kù¨üB¶´¬¨°Ôú#úÿ°�ü,«XÀ­¿�°)«­÷�¼d«�¬�¯d¯±üB«¥¬�¯É¸

d2a

dx2
≈ 1

d2

(

− 1

12
ai−2 +

4

3
ai−1 −

5

2
ai +

4

3
ai+1 −

1

12
ai+2

)

,
�F§U� »
Ñ��

·5¿B²´¶´³XÀ
M = 6

²¾ù�öB¶´²¾¼l³�¬¨úÿ°�«­ù~üB¶â¬1°Ôú`³X²�,�ÀK¿º°�«¥÷�¼É«5¬)¯É¯±ü,«­¬)¯±¸
d2a

dx2
≈ 1

d2

(
1

90
ai−3 −

3

20
ai−2 +

3

2
ai−1 −

49

18
ai +

3

2
ai+1 −

3

20
ai+2 +

1

90
ai−3

)
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�

��§

UUnniivveerrssiittyy  ooff  PPrreettoorriiaa  eettdd  ––  EEnnggeellbbrreecchhtt,,  FF  AA    ((22000066))  



à¾NeiLNei L+�9�9MKHXEGA#[BHvFIC8[�F FIC
TG¤f�9HPR TVC
J�HXFIC�ADM¨SU@BA�0�HO[�P8N�A!0ITVJ
�O®¨ÀK¿B¼5¼lû)üx¬"ÀK²´°�®x³VÀ­¿,¬"ÀD»)°"ø�¼É«­®�À­¿B¼�³X²´ù�öB¶´¼$¯d¬�³K¼$°Ôúxö,üB«K¼$»)«­¬fø�²¾Àv¸3·$¬fø�¼l³b�c³X¼d¼5��¼d³K²¾®,»�¼É«
¬Ô®x÷1µ
«­¬
#"¬f·£¬,þC��
�¾�Ñ��±þfÀK¿B¼�÷�¼döx¼d®,÷�¼d®)À\øf¬�«K²â¬Ô½,¶¾¼l³D¬Ô«­¼\úÿü,®,¯�À­²¾°)®,³D°ÔúG°�®,¼�³Xö,¬)¯±¼$ø"¬Ô«­²´¬�½B¶´¼
°�®,¶¾¸��`ô$¿,¼�öBüB«­¼3»)«­¬fø�²¾Àv¸�·£¬fø)¼9¼lû�ü,¬"À­²¾°)®,³$¬Ô«­¼

∂u

∂t
= −g ∂h

∂x
,

∂h

∂t
= −H∂u

∂x
;

�F§U� »
���
·5²¾ÀK¿

g
�ÿ»)«­¬fø�²¾À­¬"À­²¾°)®,¬Ô¶U¬)¯É¯É¼É¶´¼É«¥¬"ÀK²´°�®��*¬Ô®,÷

H
� ÀK¿,¼/ù�¼d¬�®&÷�¼ÉöBÀK¿2°�ú5ÀK¿B¼�æ,üB²â÷U�~¯É°�®�ý

³XÀ­¬Ô®�À¥³%�
u
²´³
ÀK¿B¼¨¿B°�«­²��É°�®�À¥¬Ô¶�·5²´®,÷'¬�®,÷

h
À­¿B¼¨÷B¼Éö�À­¿'°Ôú`ÀK¿,¼�æ,üB²â÷��3ô$¿B¼d³K¼ã¼dû�ü,¬ÔÀK²´°�®,³

¬Ô«­¼�³X°)ù�¼±ÀK²´ù�¼d³*«­¼±úÿ¼d«K«­¼d÷'ÀK°'¬�³3À­¿B¼%³K¿,¬Ô¶´¶¾°"·$ým·$¬"ÀK¼d«9¼lû�ü,¬"À­²¾°)®,³��ÿ¼�� »¤����°)¶æÀ­°�®�þb��


�¥
�±þ
¬Ô¶¾ÀK¿,°�üB»)¿/À­¿B²´³£À­¼É«­ù�²¾®B°)¶¾°)»�¸�¿,¬)³$½x¼d¼É®�¬Ôö,öB¶¾²´¼d÷õù�°�«­¼*»�¼d®B¼É«¥¬Ô¶´¶¾¸�À­°�÷�¼d³­¯±«­²¾½7¼3ÀK¿B¼ã³K¸�³vý
ÀK¼dù °Ôú�»�«¥¬fø�²æÀv¸�ým²¾®,¼É«KÀK²â¬�·$¬fø�¼l³`�ÿ¼�� »¤�*�'¯�e3«K¼d»�°)«dþT¥�¦�¦�Â
�-��ªB°)¶¾¶´°"·5²´®B»���¼d³K²´®B»�¼d«¨¬Ô®x÷
µ�«¥¬�#"¬f·$¬��W��
�¾�Ñ��±þ�·$¬fø�¼*³K°�¶´ü�ÀK²´°�®,³$°�úYÀ­¿B¼*úÿ°�«­ù

Q (x, t) = Q̂ expic(kx−ΩT ) �F§U� »

��
¬Ô«­¼*³XüB½x³vÀ­²æÀ­ü�ÀK¼l÷º²¾®©��§¤� »����±þ�·5¿,²´¯¥¿º¶´¼d¬�÷,³£ÀK°1ÀK¿B¼�¿,°�ù�°�»)¼É®B¼d°�ü,³$³K¸�³XÀK¼dù

ΩT û = gkĥ, ΩT ĥ = Hkû.
��§¤� §�¦��

��¼d«K¼
ΩT = kc

þB·5¿B¼d«K¼
k
²â³£ÀK¿B¼�¿,°�«­²��d°�®�À­¬�¶x·$¬fø�¼3®�üBù~½7¼É«�¬�®,÷

c
²â³£ÀK¿B¼*öB¿,¬)³X¼�³Köx¼d¼d÷

°ÔúYÀK¿B¼�»)«­¬fø�²¾Àv¸�·£¬fø)¼d³��Y¹\û)üx¬"ÀK²´°�®x³���§U� §�¦��\²¾ù�öB¶´¸%À­¿B¼3úÿ«K¼lû)ü,¼É®,¯É¸/¼dû�ü,¬ÔÀK²´°�®
Ω2

T = gHk2,
�F§U� §U�^�

°�«5¬�¶æÀ­¼É«­®,¬"À­²¾ø)¼É¶´¸�þ
c =

ΩT

k
= ±

√

gH.
�F§U� §�¥
�

ô$¿�ü,³dþ$ÀK¿B¼-»�«¥¬fø�²¾Àv¸&·$¬fø�¼l³�öB«­°�ö,¬�»)¬ÔÀK¼�¬Ô¶´°�®B»2ÀK¿B¼
x
¬>,�²â³%²´®�½7°ÔÀK¿|÷�²¾«­¼d¯±ÀK²´°�®,³�¬"À�¬

¯±°)®,³XÀ­¬Ô®�À�³Köx¼d¼d÷ √
gH

þ�²´«K«­¼d³K¼Éö7¼d¯±ÀK²´ø�¼*°ÔúYÀK¿B¼�·$¬fø�¼3¶¾¼d®B»ÔÀ­¿º°ÔúVÀ­¿B¼�·$¬fø�¼d³��
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²â³¨«­¼Éö7¼d¬ÔÀK¼l÷2²´®&À­¿B¼/À­¿B¼º®B¼-,�À%³K¼d¯�À­²¾°)®�þDúÿ°)¶¾¶´°"·\¼l÷�½�¸2¬-÷B²´³­¯±ü,³­³K²¾°)®2úÿ°�«�¿B²´»�¿,¼É«Kýq°)«­÷�¼d«
÷�²�&7¼d«K¼d®�ÀK²â¬"ÀK²´°�®õ°�®�ÀK¿,¼�®B°�®,³XÀ­¬�»�»)¼É«­¼d÷�»)«K²â÷/²´®�³X¼l¯�À­²¾°)®,³[§U� »N� »N�¼¥~¬�®,÷f§U� »N� »N� »N�
ç:U�ÖcU�ÖcUF² îV?J·
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∂ui

∂t
= −g hi+1 − hi−1

2∆x
,

∂hi

∂t
= −Hui+1 − ui−1

2∆x
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¬Ô«­¼U°)½�À­¬�²¾®B¼l÷��O�
¼É«­¼
∆x

÷B¼É®B°�ÀK¼d³VÀK¿,¼\¯±°)®,³XÀ­¬Ô®�ÀV»)«K²â÷ã³Kö,¬�¯É¼
d
²´®��F§U�¼¥�»��-�Yô$¿B¼£³X°)¶¾üBÀK²´°�®,³

��§¤� »�
��\®B°"·�¬)³K³KüBù�¼3ÀK¿B¼*úÿ°)«Kù
Qi (t) = Q̂ expic(ki∆x−ΩN t),

�F§U� §
§J�
·5¿B¼d«K¼

ΩN
÷�¼d®B°ÔÀ­¼d³IÀK¿B¼
úÿ«K¼lû)ü,¼É®,¯É¸1°�ú>ÀK¿B¼3»�«¥¬fø�²æÀv¸¨·£¬fø)¼d³D²´®�À­¿B¼
®�üBù�¼É«­²â¯É¬Ô¶G³K°�¶´ü�ÀK²´°�®!�

Z�üB½x³vÀ­²æÀ­ü�ÀK²´°�®º°Ôú5��§¤� §�§��I²¾®�À­°���§U� §�»��\¶¾¼l¬�÷B³£À­°

ΩN û = g
sin k∆x

∆x
, ΩN ĥ = H

sin k∆x

∆x
û,

�F§U� §�Â
�
»�²´ø�²¾®,»~À­¿B¼*úÿ«K¼lû�üB¼É®,¯É¸%¼dû�ü,¬ÔÀK²´°�®

Ω2
N = gH

(
sin k∆x

∆x

)2

.
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ô$¿B¼*«­¼É¶â¬"ÀK²´ø�¼
úÿ«K¼lû�üB¼É®,¯É¸�°Ôú#»�«¥¬fø�²¾Àv¸�·£¬fø)¼d³\²¾®�ÀK¿,¼3®�üBù�¼d«K²â¯É¬�¶G³K°�¶´ü�À­²¾°)®*��¯É°�ù�ö,¬�«K¼l÷�ÀK°
ÀK¿x¬"À�°ÔúUÀ­¿B¼1ÀK«­üB¼�³X°)¶¾üBÀK²´°�®¤�
°�½�À¥¬Ô²´®B¼d÷�·5²æÀ­¿�³K¼d¯É°�®,÷�°�«¥÷�¼É«�³Kö,¬"À­²´¬�¶D÷�²<&G¼É«­¼É®x¯±²´®B»�ù�¬f¸
½7¼ã÷�¼-�,®,¼d÷º¬�³

R2 =
ΩT

ΩN
=

sin k∆x

k∆x
.
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�

ô$¿�ü,³dþ�²¾ÀIù�¬f¸~½7¼5®B°ÔÀ­¼d÷1ÀK¿x¬"ÀI²´®,³XÀK¼d¬)÷1°Ôú>¬ã¯±°)®,³vÀ¥¬Ô®�ÀDöB¿,¬)³X¼�³Köx¼d¼d÷>þ)ÀK¿,¼�»�«¥¬fø�²æÀv¸�·$¬fø�¼l³
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c2 = ±
√

gH
sin k∆x

k∆x
,
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°�«5¬�¶æÀ­¼É«­®,¬"À­²¾ø)¼É¶´¸�þ

c2 = cR2.
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��

ô$¿B¼3öB¿,¬)³X¼3³Xö7¼É¼l÷/°�úV»�«¥¬fø�²æÀv¸1·£¬fø)¼d³
c2
²´®�ÀK¿B¼3®�üBù�¼É«­²´¯d¬Ô¶G³X°)¶¾ü�À­²¾°)®/²â³£®B°ÔÀ5¬¨¯É°�®,³XÀ­¬�®�À

¶´²�#)¼5ÀK¿B¼
ÀK«­üB¼�öB¿x¬�³K¼
³Xö7¼É¼l÷>þ�½Bü�À5÷�¼Éö7¼É®,÷,³U°�®%ÀK¿B¼9·£¬fø)¼£®�üBù¨½x¼d«��Dô$¿�ü,³dþ�À­¿B¼9¯É¼É®�ÀK¼d«K¼l÷
³Kö,¬�¯É¼�÷B²<&G¼É«­¼É®,¯É²¾®,»õ«­¼d³KüB¶¾À­³*²´®�¯±°�ù�öBüBÀ­¬"À­²¾°)®,¬Ô¶D÷�²â³Köx¼d«­³K²¾°)®!�%ô$¿B¼�«­¼É¶â¬"ÀK²´ø�¼1úÿ«­¼dû�üB¼d®,¯±¸
R2

²â³�³K¿B°"·5®-²´® ªY²´»U�c§¤� »õ¬�³�¬�úÿüB®,¯±ÀK²´°�®�°Ôú£ÀK¿B¼�®B°)«Kù�¬�¶¾²��É¼l÷'·$¬fø�¼1®�ü,ù~½7¼É«
k∆x/π�ÿ½,¶´¬)¯+#%¶¾²´®B¼^���$ô$¿B¼

2∆x
·£¬fø)¼*²´³�³XÀ­¬ÔÀK²´°�®,¬�«K¸��UªB°)«�·£¬fø)¼9¶´¼É®,»ÔÀK¿x³5¼dû�ü,¬�¶>ÀK°

4∆x
þBÀ­¿,¬"À

²â³ÉþIúÿ°�«
k∆x/π = 1/2

þDÀK¿B¼º«­¼É¶â¬"À­²¾ø)¼/úÿ«­¼dû�üB¼d®,¯±¸�²â³�¬Ô½7°�ü�À`Ñ�¦o|��&ô$¿�ü,³dþUÀK¿,¼É«­¼õ²â³�¬
³K²¾»)®B²<�7¯É¬Ô®�À�«­¼±À­¬�«­÷,¬"ÀK²´°�®�°Ôú£ÀK¿,¼�ÀK«­üB¼�»�«¥¬fø�²æÀv¸�·£¬fø)¼¨öB¿x¬�³K¼%³Xö7¼É¼l÷ ®B¼d¬�«*ÀK¿B¼/³K¿B°)«XÀ­¼d³XÀ
«­¼d³K°�¶´øf¬�½B¶´¼*³­¯É¬�¶¾¼l³%�b��°"·£¼Éø�¼d«dþ�À­¿B¼ã«­¼É¶â¬"ÀK²´ø�¼3úÿ«­¼dû�üB¼d®,¯±¸�°Ôú#ÀK¿B¼ã·$¬fø�¼l³£²¾®,¯É«K¼l¬�³K¼d³5¬)³$ÀK¿B¼
·$¬fø�¼£¶¾¼d®B»ÔÀ­¿1²´®,¯É«K¼l¬�³K¼d³dþÔ¬Ô®,÷~ÀK¿B¼5®�üBù�¼d«K²â¯É¬�¶�úÿ«K¼lû)ü,¼É®,¯É¸~¬ÔöBö,«K°�¬�¯¥¿ãÀ­¿B¼$ÀK«­üB¼$úÿ«­¼dû�üB¼d®,¯±¸
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∂ui

∂t
= − g

∆x

(
1

12
hi−2 −

2

3
hi−1 +

2

3
hi+1 −

1

12
hi+2

)

,

∂hi

∂t
= − H

∆x

(
1

12
ui−2 −

2

3
ui−1 +

2

3
ui+1 −

1

12
ui+2

)

.
�F§U�¼Â�¦��

¬Ô«­¼`°�½�À¥¬Ô²´®B¼d÷!�$Z�üB½x³vÀ­²æÀ­ü�ÀK²´°�®�°�ú'�F§U� §
§��7²´®�ÀK°��F§U�¼Â�¦��x¶´¼d¬)÷B³GÀK°

ΩN û =
g

∆x

(
4

3
sin k∆x− 1

6
sin 2k∆x

)

ĥ,

ΩN ĥ =
H

∆x

(
4

3
sin k∆x− 1

6
sin 2k∆x

)

û,
�F§U�¼ÂC���

»�²´ø�²¾®,»~À­¿B¼*úÿ«K¼lû�üB¼É®,¯É¸%¼dû�ü,¬ÔÀK²´°�®

Ω2
N =

gH

∆x2

(
4

3
sin k∆x− 1

6
sin 2k∆x

)2

.
�F§U�¼Â
¥��

ô$¿B¼9«K¼d¶´¬ÔÀK²´ø�¼5úÿ«­¼dû�üB¼d®,¯±¸�°Ôú�»)«­¬fø�²¾Àv¸~·$¬fø�¼l³D²¾®%ÀK¿B¼3®�üBù�¼É«­²´¯d¬Ô¶x³K°�¶´ü�À­²¾°)®%°�½�À¥¬Ô²´®B¼d÷%·5²æÀ­¿
úÿ°�ü,«XÀ­¿�°)«­÷�¼d«5³Xö,¬ÔÀK²â¬Ô¶�÷�²�&G¼É«­¼É®,¯É²¾®B»�À­¿B¼É«­¼±úÿ°)«K¼3²â³

R4 =
ΩT

ΩN
=

1

k∆x

(
4

3
sin k∆x− 1

6
sin 2k∆x

)

.
�F§U�¼Â�»��

ô$¿�ü,³dþIÀ­¿B¼�»�«¥¬fø�²æÀv¸ ·$¬fø�¼d³1²´®�ÀK¿B¼�®�üBù�¼É«­²â¯É¬Ô¶�³K°�¶´ü�À­²¾°)®�öB«­°�öx¬Ô»)¬ÔÀK¼�·5²æÀ­¿+ÀK¿B¼�öB¿x¬�³K¼
³Köx¼d¼d÷

c4 = ±
√

gH
1

k∆x

(
4

3
sin k∆x− 1

6
sin 2k∆x

)

,
�F§U�¼Â>§J�

°�«5¬�¶æÀ­¼É«­®,¬"À­²¾ø)¼É¶´¸�þ
c4 = cR4.

�F§U�¼Â
Â��
ô$¿B¼ã«­¼É¶â¬"À­²¾ø)¼3úÿ«K¼lû)ü,¼É®,¯É¸

R4
²â³�³X¿,°"·5®õ²´®'ª#²¾»¤�[§U� »1¬)³
¬1úÿüB®x¯�ÀK²´°�®�°�ú`ÀK¿B¼ã®,°�«­ù�¬�¶¾²��É¼l÷

·$¬fø�¼3®�ü,ù~½7¼É«
k∆x/π

��»�«­¼É¼É®õ¶´²¾®B¼^���
ç:U�ÖcU�ÖcU�Ö îVD�ò�B�È�µ,ò>¶$?)ò`É�Ë`ñCB�DcñNÊ[¶ODÇød?�ò^?JE$·
DgEOG
��¿B¼d®�À­¿B¼ã³Kö,¬�¯É¼*÷B¼É«­²¾ø"¬"À­²¾ø)¼d³$²´®©��§U� »
���£¬Ô«­¼*¬�öBöB«­°^,�²¾ù�¬"À­¼d÷/½�¸�³X²�,�ÀK¿º°�«¥÷�¼É«�¯É¼É®�ÀK¼d«K¼l÷
÷�²�&7¼d«K¼d®,¯±¼l³Éþ�À­¿B¼ã÷�²�&7¼d«K¼d®�ÀK²â¬Ô¶¾ým÷�²�&G¼É«­¼É®,¯É¼3¼lû�ü,¬"À­²¾°)®,³
∂ui

∂t
= − g

∆x

(

− 1

60
hi−3 +

3

20
hi−2 −

3

4
hi−1 +

3

4
hi+1 −

3

20
hi+2 +

1

60
hi+3

)

,

∂hi

∂t
= − H

∆x

(

− 1

60
ui−3 +

3

20
ui−2 −

3

4
ui−1 +

3

4
ui+1 −

3

20
ui+2 +

1

60
ui+3

)

,�F§U�¼Â�Ñ��

�
�
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«­¼d³KüB¶æÀ��OZ�üB½x³vÀ­²æÀ­ü�ÀK²´°�®�°�ú��F§U� §
§J�,²´®�ÀK°��F§U�¼Â�¦��7¶´¼d¬)÷B³GÀ­°

ΩN û =
g

∆x

(
3

2
sin k∆x− 3

10
sin 2k∆x+

1

30
sin 3k∆x

)

ĥ,

ΩN ĥ =
H

∆x

(
3

2
sin k∆x− 3

10
sin 2k∆x+

1

30
sin 3k∆x

)

û.
�F§U�¼Â�¾��

»�²´ø�²¾®,»~À­¿B¼*úÿ«K¼lû�üB¼É®,¯É¸%¼dû�ü,¬ÔÀK²´°�®

Ω2
N =

gH

∆x2

(
3

2
sin k∆x− 3

10
sin 2k∆x+

1

30
sin 3k∆x

)2

.
�F§U�¼Â����

ô$¿B¼*ù�¬Ô»)®B²æÀ­ü,÷�¼�°�úY«­¼É¶â¬"ÀK²´ø�¼9úÿ«­¼dû�üB¼É®x¯±¸%°�ú#»)«­¬fø�²¾Àv¸1·$¬fø�¼l³£²¾®�ÀK¿B¼�®�üBù�¼d«K²â¯É¬�¶�³X°)¶¾ü�À­²¾°)®
°�½BÀ­¬Ô²´®B¼l÷/·5²¾ÀK¿�³K²<,�ÀK¿º°)«­÷�¼d«5³Xö,¬ÔÀK²â¬Ô¶�÷�²�&G¼É«­¼É®,¯É²¾®B»1À­¿B¼É«­¼±úÿ°)«K¼*²â³

R6 =
ΩT

ΩN
=

1

k∆x

(
3

2
sin k∆x− 3

10
sin 2k∆x+

1

30
sin 3k∆x

)

.
�F§U�¼Â�
��

ô$¿�ü,³dþIÀ­¿B¼�»�«¥¬fø�²æÀv¸ ·$¬fø�¼d³1²´®�ÀK¿B¼�®�üBù�¼É«­²â¯É¬Ô¶�³K°�¶´ü�À­²¾°)®�öB«­°�öx¬Ô»)¬ÔÀK¼�·5²æÀ­¿+ÀK¿B¼�öB¿x¬�³K¼
³Köx¼d¼d÷

c6 = ±
√

gH
1

k∆x

(
3

2
sin k∆x− 3

10
sin 2k∆x+

1

30
sin 3k∆x

)

,
�F§U� Ñ
¦��

°�«5¬�¶æÀ­¼É«­®,¬"À­²¾ø)¼É¶´¸�þ
c6 = cR6.

�F§U� ÑN�^�
ô$¿B¼ã«­¼É¶â¬"À­²¾ø)¼3úÿ«K¼lû)ü,¼É®,¯É¸

R6
²â³�³X¿,°"·5®õ²´®'ª#²¾»¤�[§U� »1¬)³
¬1úÿüB®x¯�ÀK²´°�®�°�ú`ÀK¿B¼ã®,°�«­ù�¬�¶¾²��É¼l÷

·$¬fø�¼3®�ü,ù~½7¼É«
k∆x/π

��¸�¼d¶¾¶´°"·�¶´²¾®,¼����[)\°�ù�ö,¬Ô«­²´®B»~À­¿B¼�«­¼É¶â¬"ÀK²´ø�¼3úÿ«­¼dû�üB¼d®,¯±¸/¬ÔÀ5úÿ°�üB«KÀK¿
¬Ô®x÷�³X²�,�ÀK¿�ým°�«¥÷�¼É«�ÀK°%À­¿B¼¨³K¼d¯É°�®,÷�ýq°)«­÷�¼d«�«­¼d³KüB¶æÀ9«K¼dø�¼d¬�¶´³
¬�»�«­¼d¬ÔÀ
²¾ù�öB«­°"ø�¼dù�¼É®�À5úÿ°�«9ÀK¿B¼
³­¯É¬Ô¶´¼d³

k∆x/π < 1/2.
��§¤� Ñ�¥
�

ô$¿B¼l³X¼ ¬Ô«­¼'À­¿B¼ ·£¬fø)¼d³%·5²¾ÀK¿�·$¬fø�¼�¶´¼É®,»ÔÀK¿x³�¶â¬Ô«­»�¼d«%À­¿,¬Ô®
4∆x

��ô$¿,¼-«­¼É¶â¬"À­²¾ø)¼�úÿ«­¼±ý
û�üB¼É®x¯±¸�úÿ°)«%¬-·$¬fø�¼õ°Ôú3¶¾¼d®B»ÔÀ­¿

4∆x
²â³%¬�½x°)ü�À`�
�o|�¬"À�úÿ°�üB«KÀK¿Býq°)«­÷�¼d«dþ\¬Ô®,÷ã
�¥o| ¬"À

ÀK¿,¼¨³K²<,�ÀK¿Býq°)«­÷�¼d«dþx¯±°�ù�ö,¬�«K¼l÷�ÀK°fÑ�¦o|�¬"À9³K¼d¯É°�®,÷�ýq°)«­÷�¼d«��$ô$¿�ü,³dþ7¬ÔÀ3³K²<,�ÀK¿Býq°)«­÷�¼d«�÷�²�&7¼d«Xý
¼É®x¯±²´®B»�ÀK¿B¼¨¼É«­«K°)«5²¾®ºÀ­¿B¼ã®�üBù�¼É«­²â¯É¬Ô¶�úÿ«K¼lû)ü,¼É®,¯É¸�²â³�¶´¼d³­³$ÀK¿x¬Ô®©��¦^| úÿ°)«5ÀK¿,¼ã²¾ù�ö7°�«KÀ­¬�®)À
«¥¬Ô®B»)¼���§¤� Ñ�¥
���ðZ�²¾ù�²´¶´¬�«�«­¼d³KüB¶¾À­³�·\¼d«K¼-°�½�À¥¬Ô²´®B¼d÷�úÿ°�«õÀK¿B¼ ³K¿,¬Ô¶´¶¾°"·$ým·$¬"ÀK¼d«%¼dû�ü,¬ÔÀK²´°�®,³
½�¸Ì�UüB«¥³X¼d«º¬�®,÷Y�V¼d³K¶¾²´¼ã�W��
��
���-�í�'°�«­¼�²´®,³X²´»�¿�Àº²¾®�À­°&À­¿B¼-²´ù�öB«­°"ø�¼Éù�¼d®)Àõ»)¬�²¾®B¼l÷�²´®
ÀK¿,¼�«K¼d¶´¬ÔÀK²´ø�¼1úÿ«K¼lû�üB¼É®,¯É¸-¯d¬Ô® ½x¼�°)½�À­¬�²¾®,¼d÷�½�¸-¯±°)®,³K²´÷�¼d«K²´®B»�ª#²¾»¤��§¤� §¤�`��¼É«­¼�ÀK¿,¼%«K¼d¶æý
¬"À­²¾ø)¼�úÿ«­¼dû�üB¼É®x¯±¸�²´³/öB¶¾°�ÀXÀ­¼d÷+úÿ°)«�³K¼d¯±°)®,÷�ým°�«¥÷�¼É«���½B¶â¬�¯+#N��þ$úÿ°)üB«XÀ­¿�ým°�«¥÷�¼É«���»�«­¼É¼d®¤��¬Ô®x÷
³K²<,�ÀK¿Býq°)«­÷�¼d«\��¸�¼É¶´¶´°"·|�D÷�²�&7¼d«K¼d®,¯±²´®B»�¬�³I¬ãúÿüB®,¯±ÀK²´°�®õ°Ôú>ÀK¿,¼9¿B°)«K²��É°)®�À­¬Ô¶x·£¬fø)¼�¶´¼É®B»�ÀK¿�þ�úÿ°�«
200 m ≤ Lx ≤ 1000m

�f�O® À­¿B¼/«­¼É¶´¼Éø"¬Ô®�Àãúÿ°)«Kù¨üB¶â¬�³�°�ú$«­¼É¶â¬"À­²¾ø)¼�úÿ«K¼lû�üB¼É®,¯É¸ã�F§U� §J¾
��þ
��§¤� Â
»���¬�®,÷Y�F§U�¼Â�
��±þ

∆x = 100m
²â³~ü,³K¼d÷�þD²¾ù�öB¶´¸�²¾®B»�ÀK¿,¬ÔÀ~À­¿B¼�³K¿B°�«KÀK¼l³vÀ1«K¼l³X°)¶¾ø"¬�½B¶¾¼

·$¬fø�¼1¿,¬�³*·$¬fø�¼1¶¾¼d®B»ÔÀ­¿
200m

��ô$¿B¼�«­¼d÷�¶¾²´®B¼�²´®�ªY²´»U��§U� §õ²â³*°�½�À¥¬Ô²´®B¼d÷-úÿ«­°�ù�üx³X²´®B»

�
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ª#²¾»)üB«­¼�§U� §Ul$ô$¿B¼ã«­¼É¶â¬"À­²¾ø)¼*úÿ«K¼lû)ü,¼É®,¯É¸�°�úUöBüB«­¼ã»�«¥¬fø�²æÀv¸�·£¬fø)¼d³5¬�³9¬�úÿüB®,¯±ÀK²´°�®'°�úU·£¬fø)¼
¶´¼É®B»�ÀK¿�þGúÿ°)«*³K¼d¯É°�®,÷'°�«¥÷�¼É«c�ÿ½B¶â¬�¯+#�¶´²´®B¼��±þ>úÿ°�üB«KÀK¿-°�«¥÷�¼É«c�ÿ»)«K¼d¼É®'¶´²´®B¼��3¬Ô®x÷�³K²<,�ÀK¿-°�«¥÷�¼É«
�ÿ¸)¼É¶´¶¾°"· ¶´²¾®,¼��¨³Xö,¬ÔÀK²â¬Ô¶£÷�²<&G¼É«­¼É®x¯±²´®B»�°)®�ÀK¿B¼õ®B°)®,³vÀ¥¬Ô»)»�¼É«­¼d÷�»)«K²â÷�·5²¾ÀK¿

∆x = 100m
�

ô$¿B¼ã«­¼d÷º¶´²´®B¼ã«­¼ÉöB«­¼d³K¼É®�À­³5ÀK¿B¼¨«K¼d¶´¬ÔÀK²´ø�¼*úÿ«­¼dû�üB¼É®x¯±¸/°�úUöBüB«­¼ã»�«¥¬fø�²æÀv¸/·£¬fø)¼d³£úÿ°�«3³X¼l¯±°)®,÷
°�«¥÷�¼d«$÷B²<&G¼É«­¼É®,¯É²¾®,»1°)®/À­¿B¼�®B°)®,³vÀ¥¬Ô»)»�¼É«­¼d÷/»�«­²´÷�·5²¾ÀK¿

∆x = 50m
�



¦
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∆x = 50m
²´®ºÀK¿,¼ã«K¼d¶´¬ÔÀK²´ø�¼3úÿ«­¼dû�üB¼É®x¯±¸%úÿ°)«Kù¨üB¶â¬��F§U� §J¾
�£°�½�À¥¬Ô²´®B¼d÷õ·5²¾ÀK¿'³K¼d¯±°)®,÷�ým°�«¥÷�¼É«

÷�²�&7¼d«K¼d®,¯±²´®B»¤�`ô$¿,¼3÷�°)üB½B¶´²¾®,»¨°�úV»�«­²´÷/«K¼l³X°)¶¾üBÀK²´°�®%«­¼d³KüB¶¾À­³£²¾®º¬~ú�¬Ô«£ù1°)«K¼*¬�¯d¯±üB«¥¬"À­¼
«­¼Éö�ý
«­¼d³K¼É®�À­¬ÔÀK²´°�®/°�úYÀ­¿B¼�úÿ«­¼dû�üB¼d®,¯±¸%°�úYÀ­¿B¼ã³K¿B°�«KÀ5·£¬fø)¼3¶´¼É®,»ÔÀK¿º»)«­¬fø�²¾Àv¸�·£¬fø)¼d³\úÿ°�«�³K¼d¯É°�®,÷�ý
°�«¥÷�¼d«�÷�²<&G¼É«­¼É®x¯±²´®B»R�ÿ®B°�ÀK¼�þx¿B°"·£¼Éø�¼d«dþ�À­¿,¬"À�À­¿B¼

2∆x = 100m
·£¬fø)¼3²â³�³XÀ­¬ÔÀK²´°�®,¬�«K¸�úÿ°)«

ÀK¿,¼�¯É¬)³X¼
∆x = 50m

�-�R�mÀ1¯É¬�®2¬Ô¶â³X°�½7¼�³K¼É¼d®�²¾®�ªY²´»U�R§¤� §'ÀK¿,¬ÔÀ~úÿ°�ü,«XÀ­¿2¬Ô®,÷�³K²<,�À­¿�ý
°�«¥÷�¼d«$÷B²<&G¼É«­¼É®,¯É²¾®,»�¬ÔÀ�¬�³Xö7¼d¯É²<�x¯3»)«K²â÷/¶´¼É®,»ÔÀK¿õöB«­°�÷�ü,¯±¼l³$ù�°�«­¼*¬)¯É¯ÉüB«­¬ÔÀK¼3«K¼l³Xü,¶æÀ¥³£ÀK¿,¬�®
³K¼d¯±°)®,÷�ým°�«¥÷�¼É«D÷�²�&G¼É«­¼É®,¯É²¾®B»¨¬"À\÷�°)üB½B¶´¼5ÀK¿,¼�«K¼l³X°)¶¾üBÀK²´°�®�þ�úÿ°�«U·$¬fø�¼l³`¶¾¼d®B»ÔÀ­¿,³U¶â¬Ô«­»�¼d«`ÀK¿,¬�®
¬Ô½7°�üBÀf�
�¼Â�¬�®,÷�¥C�¼Âº»)«K²â÷�ým¶¾¼d®B»ÔÀ­¿,³�«­¼d³Köx¼l¯�ÀK²´ø�¼d¶¾¸��*�
°"·\¼dø�¼É«lþY÷B¼d³KöB²æÀ­¼/À­¿B¼�¬)÷�ø"¬Ô®�À­¬�»�¼l³
ÀK°�½7¼ã»)¬�²¾®,¼d÷/úÿ«K°)ù8¿B²´»�¿B¼d«Xým°�«¥÷�¼É«$÷�²�&7¼d«K¼d®,¯±²´®B»%¬ÔÀ5³K¿B°)«XÀ5·$¬fø�¼3¶¾¼d®B»�¿�À­³dþ�À­¿B¼�öB«­¼d³K¼É®,¯É¼
°Ôú$³vÀ¥¬"À­²¾°)®,¬Ô«­¸

2∆x
·$¬fø�¼l³
«­¼Éù�¬�²¾®�öB«­°�½B¶´¼Éù�¬"À­²´¯�þ>²¾«­«­¼d³Köx¼l¯�ÀK²´ø�¼1°Ôú\ÀK¿B¼�÷�¼d»�«­¼É¼1°Ôú\ÀK¿B¼

°�«¥÷�¼d«£°�ú#÷�²�&G¼É«­¼É®,¯É²¾®B»¤�

�®2P� ùZ�T5sE:t�53¯ÃÄT¯_E:H�=@t�BD;
ô$¿B¼£üB®Bö7°�öBü,¶´¬�«K²¾Àv¸*°ÔúBÀ­¿B¼\®,°�®,³XÀ­¬�»�»�¼d«K¼l÷*»�«­²´÷ã²¾®1ù�¼±ÀK¼d°�«­°�¶´°�»)²´¯d¬Ô¶Ôù�°�÷�¼É¶´¶´²¾®B»3²â³Y¶â¬Ô«­»�¼d¶¾¸
÷�üB¼9ÀK°1À­¿B¼*öB«K¼l³X¼d®,¯±¼9°ÔúYÀK¿B¼*³Xö,üB«K²´°�üx³£³XÀ­¬ÔÀK²´°�®,¬�«K¸1Àv·£°Ôým»�«­²´÷�ýq²´®�ÀK¼É«­ø"¬Ô¶B·$¬fø�¼l³Éþ)ÀK¿x¬"À�¬Ôö�ý
ö7¼d¬Ô«9¬�³�³K°�¶´ü�ÀK²´°�®x³5°Ôú#ÀK¿B¼~öBüB«­¼ã»�«¥¬fø�²æÀv¸�·$¬fø�¼�¼lû)üx¬"ÀK²´°�®x³$²¾®�«­¼d³Köx°)®,³K¼*ÀK°%³Kö,¬"À­²´¬�¶V÷�²â³vý
¯±«­¼±À­²��l¬"À­²¾°)®1°)®�ÀK¿B²â³\»�«­²´÷��$��¿B¼d®�ÀK¿B¼�)\°�«­²¾°)¶¾²â³#ÀK¼d«Kù�³£¬Ô«­¼�¬Ô¶â³X°�ö,«K¼l³X¼d®)Àlþ�À­¿B¼5Àv·£°Ôým»�«­²´÷�ý
²´®)À­¼É«­ø"¬Ô¶B·$¬fø�¼l³#¬�öBö7¼d¬Ô«I·5²æÀ­¿�ú�¬Ô¶â³X¼5¶´°"·&úÿ«­¼dû�üB¼d®,¯±²´¼d³D¬)³DöBüB«­¼5²´®B¼É«KÀK²â¬*·£¬fø)¼d³5�g��¼d³K²¾®,»�¼É«
¬Ô®x÷�µ
«­¬
#f¬f·$¬Bþ'��
�¾>Ñ����
Z�¿,¬�öB²´«K°��	��
�¾
Â
��÷�¼dø�²â³K¼d÷+¬ ú�¬Ôù�²´¶¾¸�°Ôú�³XÀ­¬Ô½,¶¾¼R�x¶æÀ­¼É«¥³�ÀK¿,¬ÔÀ/«­¼Éù�°"ø�¼�¯±°)ù�öB¶¾¼ÉÀK¼d¶¾¸�ÀK¿B¼
Àv·£°Ôým»�«­²´÷�ým²´®)À­¼É«­ø"¬Ô¶D·$¬fø�¼d³��'ô$¿B¼l³X¼��,¶æÀ­¼É«¥³¨¬�&7¼l¯�À¨ÀK¿B¼º¬�³K¸�ù1öBÀK°ÔÀ­²´¯d¬Ô¶´¶¾¸�¶´°�®B»'·$¬fø�¼l³*ÀK°
ÀK¿,¼�¶¾¼l¬�³XÀ$¼%,�ÀK¼É®�À5ö7°)³­³X²´½B¶´¼�»�²´ø�¼É®/ÀK¿B¼�·5²â÷�À­¿õ°�ú#¼l¬�¯¥¿f�,¶¾ÀK¼É«�Õ ³5³vÀ­¼É®,¯É²¾¶d�F�UüB«¥³X¼d«dþ���

�J¾����
ô$¿B¼\°�®B¼Éým÷�²´ù�¼É®,³K²´°�®,¬�¶��,¶¾ÀK¼d«K²´®B»
°)öx¼d«­¬ÔÀK°)«VöB«­°�ö7°)³K¼d÷*½�¸�Z�¿,¬�öB²´«K°��W��
J¾>Ñ��Gúÿ°�«`¬�ø"¬Ô«­²´¬�½B¶´¼
f
°)®õ¬1®B°)®,³XÀ­¬Ô»)»�¼d«K¼l÷%»�«­²â÷/²â³

fp+1
i = 1 − 1

22p+2

(
2p +2
p +1

)

fi

+

[
(−1)

p

22p+2

]

Σp
j=0 (−1)j

(
2p+ 2
j

)
[
fi+(1+p−j) + fi−(1+p−j)

]
,

�F§U� Ñ
»��

·5¿B¼d«K¼ ( n
m

)

= n!/ [(n−m)!m!]
��ô$¿B¼'¬�ù1ö,¶¾²¾ÀKü,÷B¼�«K¼l³Xö7°�®,³K¼õúÿüB®,¯±ÀK²´°�®�úÿ°�«�À­¿B¼

°�ö7¼É«¥¬"À­°�«���§¤� Ñ�»��I²´³
AR = 1 − sin2p+2 α.

�F§U� Ñ�§J�
��¼d«K¼

α = n∆x/2
�
n = 2π/λ

·5²¾ÀK¿
λ
À­¿B¼�·$¬fø�¼3¶¾¼d®B»ÔÀ­¿õ°�úVÀ­¿B¼ã¯±°)ù1ö7°�®,¼É®�À��
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UUnniivveerrssiittyy  ooff  PPrreettoorriiaa  eettdd  ––  EEnnggeellbbrreecchhtt,,  FF  AA    ((22000066))  



�O®õÀK¿B¼*®�üBù�¼É«­²â¯É¬Ô¶>¼%,�öx¼d«K²´ù�¼É®�À­³$ö7¼É«Kúÿ°�«­ù�¼d÷�²¾®�)\¿,¬�ö�ÀK¼d«|Â�þ
p = 4

·$¬�³£úÿ°)üB®,÷�ÀK°�öB«­°Ôý
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°�«¥÷�¼d«�³Kö,¬ÔÀK²â¬Ô¶�÷�²�&7¼d«K¼d®,¯±²´®B»�¬Ô«­¼�ÀK¿B¼d«K¼Éúÿ°�«­¼õ«­¼É¶â¬"À­¼d÷2ÀK° ÀK¿,¼'¬Ô®,¬�¶¾¸�ÀK²â¯É¬�¶$°�®B¼l³�ø�²â¬-ÀK¿B¼
«­¼É¶â¬"ÀK²´°�®

ϑ2 = ϑ2
T

(
1

im− 1/2H0

)

DA4.
��§¤����§�¥��

ô$¿B¼ãù�¬�»�®B²¾ÀKü,÷B¼ã°Ôú#ÀK¿B¼¨«K¼d¶´¬ÔÀK²´ø�¼3úÿ«­¼dû�üB¼É®x¯±¸õ°ÔúD°)³­¯±²´¶¾¶â¬"À­²¾°)®,³$²´®�ÀK¿B¼~®�ü,ù1¼d«K²â¯É¬�¶�ù�°�÷�¼É¶
ü,³K²¾®,»¨úÿ°)üB«KÀK¿õ°�«¥÷�¼É«�³Kö,¬"À­²´¬�¶�÷�²�&7¼d«K¼d®,¯±²´®B»�ù�¬f¸�ÀK¿B¼d«K¼Éúÿ°�«­¼9½7¼ã÷�¼%�,®B¼d÷º¬)³

RA4 =

∣
∣
∣
∣

ϑ

ϑT

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

(
DA4

im− 1/2H0

)1/2
∣
∣
∣
∣
∣
.

��§¤����§�»��

½�°�ÀK¼`À­¿,¬"À
DA4

ù�¬f¸
½7¼D·5«­²æÀKÀK¼É®ã¬)³

DA4 =
1

12∆Z
cos 2m∆Z

(

exp∆Z/H0 − exp−∆Z/H0

)

+

2

3∆Z
cosm∆Z

(

exp−∆Z/2H0 − exp∆Z/2H0

)

+

i
1

12∆Z
sin 2m∆Z

(

− exp∆Z/H0 − exp−∆Z/H0

)

+

i
2

3∆Z
sinm∆Z

(

exp−∆Z/2H0 + exp−∆Z/2H0

)

.
��§¤����§
§J�

��¦��
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ô$¿B¼õù�¬Ô»�®,²æÀ­ü,÷�¼º°Ôú�À­¿B¼º«K¼d¶´¬ÔÀK²´ø�¼�úÿ«K¼lû�üB¼É®,¯É¸
RA4

úÿ°)«¨úÿ°)üB«KÀK¿�°�«¥÷�¼É«�÷�²�&7¼d«K¼d®,¯±²´®B»�²´³
÷�²â³Xö,¶´¬f¸)¼d÷�²´®-ª#²´»U�j§U� §/úÿ°)«

∆Z = 100m
¬�®,÷

0 < m∆Z/π ≤ 1
��»�«­¼É¼d®�¶´²¾®B¼^���ãô$¿B¼

²´ù1ö,«K°"ø)¼Éù�¼É®�À�»)¬�²¾®B¼l÷-úÿ«K°)ù úÿ°)üB«XÀ­¿ °�«¥÷�¼É«~÷B²<&G¼É«­¼É®,¯É²¾®,»'¯±°�ù�ö,¬�«K¼l÷-ÀK°'³K¼d¯±°)®,÷�°�«¥÷�¼É«
÷�²�&7¼d«K®x¯±²´®B»�²´³�ÀK¿B¼%¶â¬Ô«­»�¼l³vÀ`�c¬Ô½7°�ü�À`��¦"ý	¥�¦o|"�
úÿ°�«ã³K¿B°)«XÀã·$¬fø�¼l³9¶´¼É®,»ÔÀK¿x³`�ÿ®B°�ÀK¼�À­¿,¬"À~¬
®B°)«Kù�¬Ô¶´²��É¼d÷�·$¬fø�¼3®�ü,ù1¼d«5°Ôú

0.5
¯É°�«­«K¼l³Xö7°�®x÷B³\ÀK°�ÀK¿,¼

4∆Z
·£¬fø)¼����Uô$¿,¼

2∆Z
·£¬fø)¼d³

«­¼Éù�¬Ô²´®õ³K²´»�®B²��x¯É¬�®�ÀK¶´¸�«K¼ÉÀ­¬Ô«¥÷�¼l÷>þ�¿B°"·£¼Éø�¼dø�¼d«��
ç:UvÝyUvÅyU�Ö îVD�ò�B�È�µ,ò>¶$?)ò�A�?�ò�B�DF·)ñNÊ5¶ODÇød?�ò>?�E$·
DgEOG
�
³K²´®B»1³K²�,�À­¿�°)«­÷B¼É«5÷�²�&7¼d«K¼d®,¯±²´®B»¨ÀK°�¬ÔöBö,«K°^,�²´ù�¬ÔÀK¼
ÀK¿B¼*ø�¼d«XÀ­²´¯d¬Ô¶>÷�¼d«K²´ø"¬"ÀK²´ø�¼3²´®/À­¼É«­ù

X°Ôú#¼dû�ü,¬ÔÀK²´°�®Q��§U����»U���±þ�ÀK¿B¼*«­¼d³KüB¶æÀ­²¾®,»�÷B²´³Köx¼d«­³K²´°�®õ«K¼d¶´¬ÔÀK²´°�®,³K¿B²´ö�²â³%l

m2 = − 1

4H2
0

+

[
N2k2

ϑ2

(
1

im− 1/2H0

)

DA6 − k2

]

,
��§¤����§�Â��

·5¿B¼d«K¼

DA6 =
1

60

[
exp(im−1/2H0)3∆Z − exp−(im−1/2H0)3∆Z

∆Z

]

+

3

20

[
exp−(im−1/2H0)2∆Z − exp(im−1/2H0)2∆Z

∆Z

]

+

3

4

[
exp(im−1/2H0)∆Z − exp−(im−1/2H0)∆Z

∆Z

]

.
��§¤����§�Ñ��

ô$¿B¼5úÿ°)«Kù °Ôút�F§U���%§�Â��#²´³\²â÷�¼É®�ÀK²â¯É¬�¶BÀ­°�ÀK¿,¬ÔÀ\°�ú7À­¿B¼9¬�®,¬Ô¶´¸�ÀK²â¯5÷�²â³Xö7¼É«¥³X²´°�®��g»N���%§�¦��Yúÿ°�«IÀK¿B¼
ÀK«­üB¼3úÿ«­¼dû�üB¼É®x¯±¸

ϑT
°Ôú#ÀK¿,¼ãû)üx¬�³K²æým¼É¶â¬�³XÀK²â¯
¼lû�ü,¬"À­²¾°)®,³Éþ�·5²¾ÀK¿ºÀ­¿B¼�³XüB½x³vÀ­²æÀ­ü�ÀK²´°�®!l

1

ϑ2
T

=
1

ϑ2

(
1

im− 1/2H0

)

DA6.
��§¤����§J¾
�

ô$¿B¼~úÿ«K¼lû)ü,¼É®,¯É²¾¼l³
°�úU»�«¥¬fø�²¾Àv¸/·$¬fø�¼~°)³­¯±²´¶¾¶â¬"À­²¾°)®,³�²´®'À­¿B¼~®�üBù�¼É«­²â¯É¬Ô¶#ù�°�÷�¼É¶#·5²æÀ­¿-³K²<,�À­¿
°�«¥÷�¼d«�³Kö,¬ÔÀK²â¬Ô¶�÷�²�&7¼d«K¼d®,¯±²´®B»�¬Ô«­¼�ÀK¿B¼d«K¼Éúÿ°�«­¼õ«­¼É¶â¬"À­¼d÷2ÀK° ÀK¿,¼'¬Ô®,¬�¶¾¸�ÀK²â¯É¬�¶$°�®B¼l³�ø�²â¬-ÀK¿B¼
«­¼É¶â¬"ÀK²´°�®

ϑ2 = ϑ2
T

(
1

im− 1/2H0

)

DA6.
��§¤����§����

ô$¿B¼ãù�¬�»�®B²¾ÀKü,÷B¼ã°Ôú#ÀK¿B¼¨«K¼d¶´¬ÔÀK²´ø�¼3úÿ«­¼dû�üB¼É®x¯±¸õ°ÔúD°)³­¯±²´¶¾¶â¬"À­²¾°)®,³$²´®�ÀK¿B¼~®�ü,ù1¼d«K²â¯É¬�¶�ù�°�÷�¼É¶
ü,³K²¾®,»�³K²�,�À­¿º°�«¥÷�¼É«5³Kö,¬"À­²´¬�¶�÷�²<&G¼É«­¼É®x¯±²´®B»�ù�¬f¸%ÀK¿B¼d«K¼Éúÿ°�«­¼9½7¼ã÷�¼-�x®B¼d÷º¬�³

RA6 =

∣
∣
∣
∣

ϑ

ϑT

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

(
DA4

im− 1/2H0

)1/2
∣
∣
∣
∣
∣
.

��§¤����§�
��

��¦�
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½�°�ÀK¼`À­¿,¬"À
DA6

ù�¬f¸
½7¼D·5«­²æÀKÀK¼É®ã¬)³

DA6 =
1

60∆Z
cos 3m∆Z

(

exp−3∆Z/2H0 − exp3∆Z/2H0

)

+

3

20∆Z
cos 2m∆Z

(

exp∆Z/H0 − exp−∆Z/H0

)

+

3

4∆Z
cosm∆Z

(

exp−∆Z/2H0 − exp∆Z/2H0

)

+

i
1

60∆Z
sin 3m∆Z

(

exp−3∆Z/2H0 + exp3∆Z/2H0

)

+

i
3

20∆Z
sin 2m∆Z

(

− exp∆Z/H0 − exp−∆Z/H0

)

+

i
3

4∆Z
sinm∆Z

(

exp−∆Z/2H0 + exp∆Z/2H0

)

.
��§¤���^Â�¦��

ô$¿B¼�ù�¬Ô»�®,²æÀ­ü,÷�¼�°�úãÀK¿,¼-«­¼É¶â¬"À­²¾ø)¼'úÿ«­¼dû�üB¼É®x¯±¸
RA6

úÿ°�«º³K²<,�ÀK¿|°�«¥÷�¼É«º÷�²�&7¼d«K¼d®,¯±²´®B»�²´³
÷�²â³Xö,¶´¬f¸)¼d÷%²´®�ª#²¾»¤�T§U� Ñ~úÿ°)«

∆Z = 100m
¬Ô®,÷

0 < m∆Z/π ≤ 1
��¸�¼d¶¾¶´°"·�¶´²¾®,¼����9Z�²<,�À­¿

°�«¥÷�¼d«£÷�²�&G¼É«­¼É®,¯É²¾®B»�«­¼d³KüB¶¾À­³£²¾®º¬Ô®õ²´ù1ö,«K°"ø)¼Éù�¼É®�À$°Ôúb�^Âfý	¥
Âo| ²´®õÀK¿B¼*«­¼ÉöB«­¼d³K¼É®�À­¬ÔÀK²´°�®%°�ú
ÀK¿,¼9úÿ«­¼dû�üB¼d®,¯±¸�°�ú#³K¿B°�«KÀ$·£¬fø)¼d³dþ�¯É°�ù�ö,¬Ô«­¼d÷%ÀK°�³K¼d¯±°)®,÷%°)«­÷B¼É«5÷�²�&7¼d«K¼d®,¯±²´®B»U�Dô$¿B¼

2∆Z·$¬fø�¼3«K¼dù�¬�²¾®x³£³K²´»�®B²��x¯É¬�®�ÀK¶´¸%«K¼ÉÀ­¬�«­÷�¼l÷��
��°)«K¼�²´®,³X²´»�¿�Àã²´®�ÀK°�À­¿B¼/¬�÷Bøf¬�®�À­¬Ô»)¼d³3°Ôú5¿B²´»�¿,¼É«�°�«¥÷�¼d«ã÷�²<&G¼É«­¼É®x¯±²´®B»'°�®�À­¿B¼%®B°)®,³vÀ¥¬Ô»�ý
»�¼d«K¼l÷�»�«­²â÷%ù�¬f¸�½x¼*»�¬Ô²´®B¼d÷/½�¸�¯±°�®x³X²â÷�¼É«­²´®B»¨ª#²´»U�(§U��¾J�T��¼d«K¼9ÀK¿,¼3«­¼É¶â¬"À­²¾ø)¼
úÿ«­¼dû�üB¼d®,¯±²´¼d³
¯±°)«K«­¼d³Kö7°�®,÷�²´®B»5À­°3³K¼d¯É°�®,÷f�ÿ½B¶â¬�¯+#N�±þ"úÿ°�üB«KÀK¿��ÿ»)«K¼d¼É®~¶´²´®B¼��Y¬Ô®,÷1³K²<,�ÀK¿��ÿ¸)¼É¶´¶¾°"·2¶´²´®B¼��V°�«¥÷�¼É«
÷�²�&7¼d«K¼d®,¯±²´®B»º¬Ô«­¼�³X¿B°"·5®�¬�³*¬�úÿüB®,¯±ÀK²´°�® °Ôú£·£¬fø)¼É¶´¼É®B»�ÀK¿!�

∆Z = 100m
þ�³K°/À­¿,¬"À�À­¿B¼

³K¿B°�«KÀK¼l³vÀã«­¼d³K°�¶´ø"¬Ô½B¶´¼�·£¬fø)¼d³�¬"À~ÀK¿B²â³ã«­¼d³K°�¶´ü�ÀK²´°�®�¿,¬fø)¼�·£¬fø)¼1¶´¼É®,»ÔÀK¿
200m

��ô$¿B¼�«­¼d÷
¶´²¾®B¼1²´®'ÀK¿,¼��,»)üB«­¼~«­¼ÉöB«­¼d³K¼É®�À­³
ÀK¿,¼¨«­¼É¶â¬"À­²¾ø)¼ãúÿ«­¼dû�üB¼É®x¯±¸º°�½�À¥¬Ô²´®B¼d÷'úÿ«K°)ù�ü,³X²´®B»º³X¼l¯±°)®,÷
°�«¥÷�¼d«¨÷�²�&7¼d«K¼d®,¯±²´®B»�·5²æÀ­¿

∆Z = 50m
�Q�mÀ�¯É¬�®&½7¼õ³K¼É¼d®2ÀK¿x¬"À�úÿ«K°)ù�ªY²´»U��§U��¾õÀK¿x¬"À

½7°ÔÀK¿/úÿ°�üB«KÀK¿�¬Ô®,÷�³X²�,�ÀK¿%°)«­÷�¼d«\÷�²�&G¼É«­¼É®,¯É²¾®B»1öB«­°"ø�²´÷�¼9¬~³K²¾»)®B²<�7¯É¬Ô®�À£²¾ù�öB«­°"ø�¼dù1¼d®�ÀI°"ø�¼d«
³K¼d¯±°)®,÷2°)«­÷B¼É«�÷�²<&G¼É«­¼É®x¯±²´®B»,þUöx¬Ô«KÀK²â¯±üB¶â¬Ô«­¶¾¸�¬ÔÀ�³K¿B°�«KÀ�·£¬fø)¼%¶¾¼d®B»ÔÀ­¿,³����O®2ú�¬)¯�ÀlþUúÿ°�ü,«XÀ­¿
¬Ô®x÷&³K²<,�ÀK¿�°�«¥÷�¼É«1÷�²�&7¼d«K¼d®,¯±²´®B»�öB«K°"ø�²â÷�¼/ù�°)«K¼õ¬�¯É¯ÉüB«¥¬"ÀK¼�«K¼l³Xü,¶æÀ¥³ãÀ­¿,¬Ô®�³X¼l¯±°�®x÷�°�«¥÷�¼É«
÷�²�&7¼d«K¼d®,¯±²´®B»'ö7¼É«Kúÿ°�«­ù�¼d÷�¬ÔÀ1÷�°)üB½B¶´¼�ÀK¿B¼�«K¼l³X°)¶¾üBÀK²´°�®�þYúÿ°�«¨·£¬fø)¼�¶¾¼d®B»ÔÀ­¿,³~¶´°�®,»�¼É«ãÀK¿,¬�®
úÿ°�ü,«¨»)«K²â÷2¶´¼É®B»�ÀK¿,³1¬Ô®x÷�ÀK¿,«K¼d¼�»)«K²â÷�¶´¼É®B»�ÀK¿,³1«­¼d³Köx¼l¯�ÀK²´ø�¼d¶¾¸���µ£À¨À­¿B¼�³X¿B°)«XÀ­¼d³XÀ¨«­¼d³K°�¶´ø�ý
¬Ô½,¶¾¼ã³­¯É¬�¶¾¼l³Éþ,ÀK¿B¼ã»)«­¬fø�²¾Àv¸%·$¬fø�¼d³5¬�«K¼ã³K²´»�®B²��x¯É¬�®�ÀK¶´¸/«­¼±À­¬�«­÷B¼d÷>þ�úÿ°)«
¬Ô¶´¶�À­¿B¼~÷�²�&G¼É«­¼É®,¯É²¾®B»
³­¯¥¿B¼Éù�¼d³��5��°"·£¼Éø)¼É«lþ�²æÀ3²´³
ü,³X¼ÉúÿüB¶�À­°%®B°�ÀK¼ãÀ­¿,¬"À
ÀK¿B¼~Àv·\°�ýq»)«K²â÷�ým²¾®�ÀK¼d«Kø"¬�¶7·$¬fø�¼l³5¬Ô«­¼�®B°ÔÀ
¯±°)ù�öB¶¾¼ÉÀK¼d¶¾¸~³XÀ­¬ÔÀK²´°�®,¬�«K¸¨¬�³`²´®¨À­¿B¼�¯É¬)³X¼5°�úx¿B°)«K²��É°)®�À­¬Ô¶B³Kö,¬ÔÀK²â¬Ô¶B÷�²�&7¼d«K¼d®,¯±²´®B»¤�$½
°ÔÀK¼$À­¿,¬"À
®B¼l¬Ô«�À­¿B¼/ø)¼É«KÀK²â¯É¬Ô¶I½x°)üB®,÷B¬�«K²´¼d³~°Ôú�¬�®�üBù�¼É«­²´¯d¬Ô¶Uù�°�÷�¼d¶IÀ­¿B¼�¬�öBöB¶´²´¯d¬"ÀK²´°�® °�ú
³X²�,�ÀK¿�°�«
¼Éø)¼É®-úÿ°�üB«KÀK¿�°)«­÷B¼É«�÷�²�&7¼d«K¼d®,¯±²´®B»�ù�¬f¸�½7¼�¼É²¾ÀK¿B¼d«ã²´ù1ö,«­¬)¯�ÀK²â¯É¬�¶cþY°�«�ù�¬f¸�«­¼dû�üB²´«­¼¨À­¿,¬"À
¬Ô«KÀK²��x¯É²´¬�¶7½7°�ü,®,÷B¬Ô«­¸/¯É°�®,÷�²¾ÀK²´°�®x³5¬Ô«­¼*³Kö7¼d¯±²��,¼l÷��

�
��¦
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ª#²¾»)üB«­¼R§U��¾JlQ�5¼É¶â¬"À­²¾ø)¼�úÿ«K¼lû�üB¼É®,¯É¸�°�ú*ÀK¿B¼-»�«¥¬fø�²¾Àv¸2·$¬fø�¼l³�÷�¼d³­¯±«­²¾½7¼d÷+½�¸�ÀK¿B¼�û�ü,¬�³K²æý
¼É¶â¬�³XÀK²â¯%¼lû�ü,¬"À­²¾°)®,³ÉþD²´®�«K¼l³Xö7°�®,³K¼%À­°�¯É¼É®�ÀK¼d«K¼l÷Q�,®B²¾ÀK¼º÷�²¾úÿ¼É«­¼É®,¯É²¾®,»-²´®2À­¿B¼ºø�¼É«KÀK²â¯É¬�¶I°)®
ÀK¿,¼�®B°)®,³XÀ­¬Ô»)»�¼d«K¼l÷ »�«­²´÷>þ\¬�³�¬'úÿü,®,¯�À­²¾°)®&°Ôú
ÀK¿B¼ºø�¼d«XÀ­²´¯d¬Ô¶£·£¬fø)¼/¶´¼É®B»�ÀK¿!��ô$¿B¼�½,¶´¬)¯+#7þ
»�«­¼É¼d®�¬Ô®,÷�¸�¼d¶¾¶´°"·�¶¾²´®B¼d³%«K¼döB«K¼l³X¼d®�À/³X¼l¯±°�®x÷>þ£úÿ°�üB«KÀK¿�¬�®,÷+³X²�,�ÀK¿�°�«¥÷�¼d«%÷�²<&G¼É«­¼É®x¯±²´®B»,þ
«­¼d³Köx¼l¯�ÀK²´ø�¼d¶¾¸)þx·5²¾ÀK¿

∆Z = 100m
�9ô$¿B¼1«K¼l÷�¶´²¾®B¼1·$¬�³�°)½�À­¬�²¾®,¼d÷�ü,³K²´®B»õ³K¼d¯É°�®,÷º°)«­÷B¼É«

÷�²�&7¼d«K¼d®,¯±²´®B»�·5²¾ÀK¿
∆Z = 50m

�

�
���
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�®2�� �h¯�¯�t��®E:t�7ÍKc?3¯�u3H�=JKýw\?>= E:GDH&C(t�53;8BD?3KyE:t�7§HL²�AD5>E:t�?3Bßt�B
E:G(HI;8HL?>��?sEJHLB8EJt�53¯

µ
³~¬��,®,¬Ô¶\³vÀ­¼Éö�²´®-À­¿B¼/¬)÷^ vü,³XÀKù�¼É®�ÀãöB«­°�¯±¼d÷BüB«K¼)þ�À­¿B¼%¼É¶´¶´²¾ö�À­²´¯�¼lû�ü,¬"À­²¾°)®,³`�F»U� �U���3¬Ô®x÷
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¬Ô«­¸ã«­¼-æ,¼l¯�À­²¾°)®1ö,«K°)½B¶¾¼dù�³%�t)£¬Ô«­¼±úÿüB¶x¯±°�®x³X²â÷�¼É«¥¬"À­²¾°)®¨°�úGÀK¿B¼�¶â¬"À­¼É«¥¬Ô¶B½7°�ü,®,÷B¬Ô«­¸~«­¼-æx¼d¯�À­²¾°)®
öB«­°�½B¶´¼Éù�·5²´¶´¶�½x¼º«­¼dû�üB²´«K¼l÷�úÿ°)«�«K¼l¬Ô¶¾ým¬ÔÀKù�°)³KöB¿B¼d«K¼/¬�öBöB¶´²´¯d¬"À­²¾°)®,³�°Ôú9ÀK¿B¼ºù�°�÷�¼É¶���ªB°�«
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«Kü,®,³5°"ø�¼d«�¬�¶â¬Ô«­»�¼É«5÷�°)ù�¬Ô²´®'¬"À�¶´°"·\¼d«�«K¼l³X°)¶¾üBÀK²´°�®�þ�À­¿,¬"À9²´³dþBúÿ«­°�ù�¬%³vÀ¥¬Ô®�ý
÷B¬�«­÷�®B¼l³vÀ­²¾®B»�öB«K°�¯É¼d÷�üB«­¼
�ºµ�®2¬�¶æÀ­¼É«­®,¬"À­²¾ø)¼%³Xü,²æÀ¥¬Ô½B¶´¼�úÿ°�«1³X°)ù1¼%¬�öBöB¶´²´¯d¬"À­²¾°)®,³Éþ#·£°�üB¶â÷
½7¼�ÀK°1¬ÔöBö,¶¾¸1ÀK¿,¼
«¥¬�÷�²â¬"À­²¾ø)¼5½x°)üB®,÷B¬�«K¸�¯±°)®,÷�²¾ÀK²´°�®���X9«K¶â¬Ô®,³I#�²cþ¤��
J¾>Ñ��`ÀK°�À­¿B¼9¿,°�«­²��d°�®�À­¬�¶
ø�¼d¶¾°�¯É²æÀv¸��,¼É¶â÷>þ�ÀK¿B¼
ÀK¼dù1ö7¼É«¥¬"À­üB«­¼

T
¬Ô®,÷�À­«­¬�®,³Xúÿ°�«­ù1¼l÷�³XüB«Kú�¬�¯É¼�öB«­¼d³­³Xü,«K¼

ps
þ�úÿ°)¶¾¶´°"·5²¾®,»l
ü,¼ã¬Ô®,÷õô$¿B°�«­ö7¼c�W��
�
N���\¬Ô®x÷��'²¾¶´¶¾¼d«�¬Ô®,÷õô$¿B°)«Kö7¼��	��
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à¾N��LNed }~FVN T�@�ADC
��¢
�
��T�@+W�FI¢9C
��A`@�P§EGFIC9�
HO[BHXFIC
J
ô$¿B¼%¶´°"·£¼É«ã½7°�üB®x÷B¬Ô«­¸�°�ú£À­¿B¼/ù�°�÷�¼d¶\�

σ = 1)
²â³�À­¿B¼/»)«K°)üB®,÷ ³KüB«Xú�¬)¯±¼��ºô$¿,¼%ù�°�÷B¼É¶

ÀK°)ö��
σ = 0

��·5¿B¼É«­¼
p = pT = constant

²â³
¬%úÿ«K¼d¼¨³KüB«Kú�¬�¯±¼)þx·5¿,¼É«­¼ã¼-,�ÀK¼d«K®x¬Ô¶V»)«­¬fø�²¾Àv¸
·$¬fø�¼d³\¬Ô«­¼9³KüBöBö7°�«KÀK¼l÷��Dô$¿B¼9¶´°"·£¼É«\¬�®,÷%ü,öBöx¼d«$½x°)üB®,÷B¬�«K¸�¯±°)®,÷�²¾ÀK²´°�®,³\úÿ°)«IÀ­¿B¼9ø"¬�«K²´°�ü,³
ø"¬Ô«­²´¬�½B¶´¼d³£ù�¬f¸%½x¼ã³Kö7¼d¯±²��,¼l÷õ¬)³\úÿ°�¶´¶¾°"·�³�l
ç:U�øcUvÅyUF² è ?�ð©Ëd?�ò"ñCBdïYò>?MÜ$?JÊF¶
µ£À~À­¿B¼�ÀK°�ö�¬Ô®,÷2½x°�ÀXÀK°)ù�³Xü,«Xú�¬)¯±¼d³dþD¬��d¼É«­°'ø�¼d«XÀ­²´¯d¬Ô¶£»�«¥¬�÷�²´¼É®�À~½7°�üB®x÷B¬Ô«­¸�¯É°�®,÷B²æÀ­²¾°)®
²â³%²´ù1ö7°)³K¼d÷�°�®+ÀK¿,¼�ö7°ÔÀK¼d®�ÀK²â¬Ô¶�À­¼Éù�ö7¼É«¥¬"ÀKü,«K¼

θ
þ5ÀK¿,¬ÔÀ/²â³Éþ

∂θ/∂σ = 0
�¦ª,«K°)ù À­¿B²â³

¯±°)®,÷�²¾ÀK²´°�®º¬Ô®,÷/ÀK¿,¼�öx°�ÀK¼É®�À­²´¬�¶>ÀK¼dù1ö7¼É«¥¬"À­üB«­¼*÷B¼-�,®B²¾ÀK²´°�®

θ = T

(
pSTAN

p

)R/cp

,
��§¤����Ñ
¦��

²¾À5úÿ°�¶´¶¾°"·�³\ÀK¿x¬"À5ÀK¿x¬"À�²´®�À­¼É«­ù�³$°Ôú#ÀK¿B¼3ÀK¼dù�öx¼d«­¬ÔÀKüB«­¼j�,¼É¶â÷

T |σ=1 = T |σ=1−∆σ

[
ps + pT

(1 − ∆σ) ps + pT

]R/cp ��§¤����ÑN�^�

¬Ô®x÷
T |σ=0 = Tσ=∆σ

(
pT

∆σps + pT

)

R/cp ,
��§¤����Ñ�¥��

úÿ°�«ºÀ­¿B¼�¶´°"·\¼d«õ¬�®,÷�üBöBö7¼É«�½7°�üB®,÷,¬Ô«­²¾¼l³º«K¼l³Xö7¼d¯±ÀK²´ø�¼É¶´¸
�á½
°ÔÀK¼�À­¿,¬"À
ps
²â³õÀK¿B¼2¬�üB»Ôý

ù�¼É®�ÀK¼l÷�³Xü,«Xú�¬)¯±¼%öB«­¼d³­³KüB«K¼)þY·5¿,²¾¶â³vÀ
pSTAN

÷�¼d®B°ÔÀ­¼d³~¬�³vÀ¥¬Ô®,÷B¬�«­÷ «­¼±úÿ¼d«K¼d®,¯±¼�ö,«K¼l³K³KüB«­¼
¶´¼Éø�¼d¶g�`¹Iû�ü,¬ÔÀK²´°�®,³��F§U����ÑU���\¬Ô®,÷���§¤����Ñ�¥
�I¬Ô«­¼3¬�öBöB¶´²¾¼l÷º¬�³£½x°)üB®,÷B¬�«K¸%¯É°�®,÷B²æÀ­²¾°)®,³$°�®�ÀK¿B¼
ÀK¼dù�öx¼d«­¬ÔÀKüB«­¼]�,¼É¶â÷õ²¾®õÀK¿,¼3ù�°�÷�¼d¶g�
�mÀ�²â³$·\°)«XÀ­¿�·5¿,²¾¶´¼3ÀK°�®B°ÔÀ­¼3ÀK¿,¬ÔÀdþ�úÿ«­°�ù�ÀK¿B¼ã÷�¼%�,®B²¾ÀK²´°�®õ°Ôú`öx°�ÀK¼d®)À­²´¬�¶GÀK¼dù1ö7¼É«¥¬"À­üB«­¼�þ

∂θ

∂σ
= 0 ⇒ ∂T

∂σ
=

1

cp

ps

p
RT.

��§¤����Ñ
»��

ç:U�øcUvÅyUvÅ � ?Jµ¤ËdµUB�?JE'B�D�ñUÊtÜ(?�Êg¶
ô$¿B¼*¶´°"·\¼d«£½7°�ü,®,÷B¬Ô«­¸/¯É°�®,÷�²¾ÀK²´°�®õ²´ù1ö7°)³K¼d÷õ°)®

φ
²´³�³K²´ù1ö,¶¾¸

φ|σ=1 = h (x, y) g,
��§U����Ñ
§��

·5²¾ÀK¿
h(x, y)

À­¿B¼'¬�¯±ÀKü,¬�¶5ÀK¼d«K«¥¬Ô²´®�¿B¼É²´»�¿�À/¬Ô®x÷
g
²â³�À­¿B¼�»�«¥¬fø�²æÀ¥¬"ÀK²´°�®x¬Ô¶5¬�¯d¯±¼É¶´¼É«¥¬"À­²¾°)®

÷�¼%�,®B¼d÷+¼l¬Ô«­¶¾²´¼É«��_½�°ÔÀ­¼�ÀK¿x¬"À�²´®+ÀK¿,¼-¯É¬)³X¼�°�ú��É¼É«­°2³KüB«Xú�¬)¯±¼ºÀ­°�ö7°�»�«¥¬Ôö,¿�¸)þ£¯É°�®,÷B²æÀ­²¾°)®
��§¤����Ñ�§J�U²´ù�öB¶¾²´¼d³5ÀK¿,¬ÔÀ

φ|σ=1 = 0
�

�
��Ñ

UUnniivveerrssiittyy  ooff  PPrreettoorriiaa  eettdd  ––  EEnnggeellbbrreecchhtt,,  FF  AA    ((22000066))  



µ
³­³KüBù�²¾®B»�¿�¸�÷�«­°)³XÀ­¬"À­²´¯9½,¬�¶´¬�®,¯±¼�¬Ô®x÷/²´®�ÀK¼É»)«­¬ÔÀK²´®B»�°"ø�¼d«IÀ­¿B¼*ÀK°)öõù�°�÷�¼d¶>¶´¬f¸)¼É«$»�²´ø�¼l³%l

φ|σ=0 − φ|σ=∆σ = −R
∫ 0

σ=∆σ

ps

p
T dσ

��§¤����Ñ�Â
�

ô$¿B¼/¬)³K³KüBù�ö�À­²¾°)®�°�ú5¿�¸�÷�«­°)³XÀ­¬ÔÀK²â¯1½,¬Ô¶â¬Ô®,¯É¼�°"ø�¼d«*ÀK¿B¼�À­°�ö�ù�°�÷�¼É¶\¶´¬f¸)¼É«�²â³~¯É°�®,³K²´³XÀK¼d®�À
·5²¾ÀK¿ ÀK¿,¼%¶¾²´®B¼l¬Ô«ã¬Ô®x¬Ô¶´¸�³K²â³�°Ôú£ÀK¿B¼�û)üx¬�³K²æým¼É¶â¬�³XÀK²â¯1¼dû�ü,¬"À­²¾°)®,³ã÷�²â³­¯±ü,³­³X¼l÷�²¾®�)\¿,¬�ö�ÀK¼d«�»N�
�O®�ÀK¼d»�«¥¬"ÀK²´®B»M��§¤����Ñ
»��I°"ø�¼d«£ÀK¿B¼*À­°�öõù1°�÷�¼d¶�¶â¬f¸�¼É«lþ�·5¿B¼É«­¼

∂θ/∂σ = 0
þ�»�²´ø�¼l³%l

T |σ=0 − T |σ=∆σ =
R

cp

∫ 0

σ=∆σ

ps

p
T dσ.

��§¤����Ñ
Ñ��

)\°�ù¨½B²´®B²¾®,»���§¤����Ñ
»��$¬�®,÷©��§¤����Ñ
Ñ��$¸�²¾¼d¶´÷B³�ÀK¿B¼¨üBöBö7¼É«9½x°)üB®,÷B¬�«K¸º¯±°)®,÷�²¾ÀK²´°�®�°�®
φ
À­¿,¬"À

²â³$ü,³X¼l÷õ²¾®õÀK¿,¼�ù1°�÷�¼d¶gl
φ|σ=0 = φ|σ=∆σ − cp (T |σ=0 − T |σ=∆σ) .

��§¤����Ñ�¾
�
ô$¿B¼%ø)¼É«KÀK²â¯É¬�¶U½x°)üB®,÷B¬�«K¸ ¯±°)®,÷�²¾ÀK²´°�®,³~²¾ù�ö7°)³K¼d÷ °)®

φ
¬�«K¼/ù~ü,¯¥¿2³K²¾ù�öB¶´¼É«~ÀK¿,¬�® ÀK¿B°�³X¼

ü,³K¼d÷~²¾®
σ
¯±°�°�«¥÷�²´®,¬"À­¼U®�üBù�¼É«­²´¯d¬Ô¶�«K¼l¬Ô¶´²��l¬"À­²¾°)®,³�°�úBÀK¿B¼[�R� ¬Ô®,÷�½|�
µ\H�ù�°�÷�¼É¶â³Éþ"·5¿,¼É«­¼

ÀK¿,¼5ü,³X¼5°�úG¬*«­¼±úÿ¼d«K¼d®,¯±¼$»)¼É°�ö7°ÔÀ­¼É®�ÀK²â¬Ô¶�ö,«K°
�,¶¾¼$²´®,÷�ü,¯É¼d³U¬*ù�°)«K¼5¯±°)ù�öB¶¾²â¯É¬ÔÀK¼l÷ãÀ­«K¼l¬"ÀKù�¼d®)À
�Ùl9üB¼¨¬�®,÷'ô$¿B°)«Kö7¼�þ$��
�
N���¤�5°�°�ù�¼±À*¬Ô¶��¾þ�¥�¦�¦N�^����ô$¿B¼1¬Ô®B¼d¶´¬)³vÀ­²´¯

σ
¯É°�°�«¥÷�²¾®x¬"ÀK¼~¼dû�ü,¬"ý

ÀK²´°�®x³5°ÔúT�5°�°�ùR¼±À9¬�¶g�]�g¥�¦�¦N�^�I«­¼dû�üB²´«­¼*¬)÷B÷�²¾ÀK²´°�®,¬�¶V¯É¬�«K¼ÉúÿüB¶>À­«K¼l¬"ÀKù�¼d®)À�°�ú`ÀK¿B¼�ø)¼É«KÀK²â¯É¬Ô¶
½7°�üB®,÷,¬Ô«­¸�¯É°�®,÷B²æÀ­²¾°)®,³£²¾ù�ö7°)³K¼d÷%°)®

φ
þ�²´®�°)«­÷�¼d«UÀ­°1¼d®,³KüB«K¼9ù�¬�³­³£¯É°�®,³K¼É«­ø"¬"À­²¾°)®�²¾®�ÀK¿B¼

ù�°�÷�¼É¶��
ç:U�øcUvÅyU�Ö � ?JÊFµ!·�D�B¥ó@Ü(?JÊF¶
ô$¿B¼�®B°�ým³XÀK«­¼d³­³3½x°)üB®,÷B¬�«K¸-¯±°�®x÷�²æÀ­²¾°)®,³�²´ù�öx°�³X¼l÷-°)®�ÀK¿B¼�ø)¼É¶´°�¯É²æÀv¸��,¼É¶â÷�²¾ù�öB¶´¸�¬ÔÀ�ÀK¿B¼
ø�¼d«XÀ­²´¯d¬Ô¶Y½x°)üB®,÷B¬�«K²´¼d³"�

σ = 1
¬Ô®,÷

σ = 0
�$À­¿,¬"À3ÀK¿,¼¨ø)¼É«KÀK²â¯É¬Ô¶#÷�¼É«­²´øf¬ÔÀK²´ø�¼¨°ÔúDÀK¿,¼¨¿B°)«K²¾ý

�É°)®�À­¬Ô¶>·5²´®,÷º²â³�¬�³­³KüBù�¼d÷�ÀK°%ø"¬�®B²´³K¿!�9¸\¸õ÷�¼-�x®B²æÀ­²¾°)®�þ
σ̇ = 0

¬"À
σ = 1

¬�®,÷
σ = 0

�d�O®
¼dû�ü,¬ÔÀK²´°�®-úÿ°�«­ùºþ�ÀK¿,¼�ø�¼É«KÀK²â¯É¬�¶D½x°)üB®,÷B¬�«K¸-¯±°�®x÷�²æÀ­²¾°)®,³*²´ù1ö7°)³K¼d÷�°)®-À­¿B¼�ø�¼d¶¾°�¯É²æÀv¸R�x¼É¶â÷
¬Ô«­¼
l

σ̇|σ=1 = σ̇|σ=0 = 0
��§¤����Ñ
���

¬Ô®x÷
∂u

∂σ
|σ=0 =

∂u

∂σ
|σ=1 =

∂v

∂σ
|σ=0 =

∂v

∂σ
|σ=1 = 0.

��§¤����Ñ

��
aD¼É«KÀK²â¯É¬�¶x½7°�ü,®,÷B¬Ô«­¸�¯±°�®x÷�²æÀ­²¾°)®,³£¬Ô¶â³X°ã®,¼É¼d÷�ÀK°~½7¼*³Xö7¼d¯É²<�,¼l÷�úÿ°�«£ø"¬Ô«­²´¬�½B¶´¼

Ω = ω/p
�`µ£À

ÀK¿,¼Dù1°�÷�¼d¶ÔÀ­°�ö���¬9�N,�¼l÷*öB«K¼l³K³KüB«­¼`¶¾¼dø�¼É¶ ��þ
Ω|σ=0 = 0,

·5¿B²´¶´³XÀ5ÀK¿,¼�¶¾°"·£¼É«£½x°)üB®,÷B¬�«K¸�¯±°�®x÷�²æÀ­²¾°)®º°�®
σ̇
�F§U����Ñ
���U²´ù�öB¶´²¾¼l³$ÀK¿,¬ÔÀ

�
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Ω|σ=1 =

(
ps

ps + pT

D ln ps

Dt

)

,

½�¸��F»U� Ñ�
��-�
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E:?�E:G(HªBZAT¿ÀH�=@t�7¶K×?3wDE:GDHªqrÖ 53B(C �
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HL¯�K

�mÀ¨²â³¨ü,³X¼ÉúÿüB¶\ÀK°-¯É°�ù�ö,¬�«K¼�À­¿B¼/ö,«K°)öx¼d«XÀ­²¾¼l³ã°Ôú5À­¿B¼�³KöB¶´²æÀ�³X¼dù�²æý.�V¬�»�«¥¬Ô®B»)²´¬�®-öB«­°�¯±¼l÷�üB«­¼
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û�ü,¬)³X²¾ýq¼d¶´¬)³vÀ­²´¯£¼lû)üx¬"ÀK²´°�®x³`ÀK°�À­¿B°)³K¼5°ÔúGÀ­¿B¼�®�üBù�¼É«­²´¯d¬Ô¶�ù�¼±À­¿B°�÷B³Uüx³X¼l÷
²´®�À­¿B¼ã¯±¶´°)³K¼É¶´¸�«­¼É¶â¬"ÀK¼l÷

σ
¯±°�°)«­÷�²´®,¬ÔÀK¼j�R��¬Ô®,÷�½|�9µ|H ù1°�÷�¼d¶´³�l
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σ
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�
N���b��²¾«¥¬Ô®x÷B¬�¬�®,÷@£�¬Ôù�¼d³dþ5��
�
�¥S�b�5°�°�ù ¼±À�¬Ô¶��¾þ9¥�¦
¦U���-�
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