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as die laagste orde polinoom wat gebruik kan woxrd as basisfunk-—
sies.. Ons toon egter aan dat die orde van die basisfunksies

suksesvol verlaag kan woxd.

Die interpolasie-polinoom, in tyd, oor die interval [tj—l’ tj]
word gegee deur
t) = {(t,-t)/(t, -t. .
u(t) Uty -8 /(g -ty DY uy
+ {(t-t. t, - t. .
{( J_l)/( 3 J__l)} uy
t-t. 4
met die transformasie 1 = A‘g kan u(t) sb6 geskryf word:
3
u(t = 1-1) u. + T u.
(t) (1-1) uy_, 5

Die Lagrange-interpolasie-polincom word dus gegee deur die

vektor
wit) = [1-7 Tl , tel0,1] .
Stel ug = [uj_lJ
3

In matriksnotasie kan ons u(t) nou skryf as:

= . < t<
u(t) Wy (B uy oty £ty
waar Wj ()= [1 - 1 T}
Netso is
u(t) = 'wj (t) u.
] = 4 = 1.
nmet wj (t) = 3t wj = [-1 1]
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Die integraal

t
A = joz [5m(x)? -kx?] dt

kan nou oor die j-de tydinterval benader word deur

t, ]
A, = [ 7 [%¥m(u)?-ku? ]dt
J t.
j-1
tj tj
= Y¥m [ (W, (t) §.)%de -k [ (W, (t)a,)?dt
ke J J € J ]
j-1 j-1
= u.T [1'mh1.1 - %0 ﬁ. “ o 3.19
Uy 5 3 khj] 3 ( )
1n _ l l —1-1
met hj = h -1 1
h M
en hY = 3 :
J L% 1

Die sommasie van die Aj's oor die £ intervalle lewer nou die

volgende benadering vir A naamlik:
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-_—o— 2 —.-- — ——
= GR-3) 8 (g T
m _ 2kh, > m _ kh
+ (’5‘ T3l + h 3)u1u2
m 2kh 2 m 2kh, o
+ 0 = S +(h =3 ug
-m _ kh m _ kh, o
+ ( H —-3'—) uz 1112"*' (h 3)1.12 [T (3.20)
Vir 'n stasionére waarde moet
%%- =.0, vir i =0,1, ..., %.
i
Uit hierdie stelsel word dan opgelos vir Wir Uy oeeey ug.

Netsoos in § 3.3 kan ons die oplossings bereken deur die stel-

sel globaal of as 'n ry intervalle te beskou.

3.5.1 Enkelstapoplossing

Aangesien ons by die lineére basisfunksies nie die afgeleides

eksplisiet bereken nie, gebruik ons die beginwaardes u(0) =%~en

h(O) = -2 om u(h) te bereken.
Ons kry dan

u(t) = W, (t)u,

[

(1 ~1)u{0) + tu(h)

Dus u(t) —%um)+~%um)

en u(h) - 2h + %

Ons benader nou A deur

A = A, + A,
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B ey B ag,
T o T +.(I§—%)ulu2
G T
Vir 'n stasionére waarde moet ‘
%—ﬁ‘—l = 0
waaruit dan volg dat
+(_%-£3E) ,= 0
dus
+2("%+3—}3{—h) u ce. (3.21)

Hieruit word dan vir u, opgelos.

Die stelsel (3.21) kan nou in die algemeen as die volgende

stelsel geskryf word:

mo_kh L L om, kh
(R - 3wy = F+3) 9y,
+2(_£§-+2l§—}luj ee. (3.22)
met J=1, 2, ..., (2-1)

Alhoewel ons basisfunksies line@r is, kan ons nogtans die
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afgeleides by die verskillende tydstappe benader deur

ults) - ouley )

h

1

u(tj) =

of deur die sentrale-verskil O(h?)-benadering

u(t, ,) = u(t. )
. _ j+1 J-1
u(tj) = 5h .

3.5.2 Globale oplossing

Ons beskou nou weer die % tydintervalle gelyktydig. Die

JdA

voorwaardes dat T 0 wvir i=0, 1, ..., %
i

lewer dus (2+1) vergelykings en volgens dieselfde redenasie

soos vroedr laat ons weer die twee vergelykings
= = 0 en =< = 0 weqg.

Ons verkry dus (2-1) vergelykings waaruit vir die (£-1) onbe-

kendes u,, u;, ..., u, opgelos word.

In matriksnotasie kan ons die stelsel skryf as:

- -
u2
u3 u

R . = 8 © eee (3.23)
. u1
Y

met R die (2-1)x(2-1) matriks:

~-m/h  ~kh/3 0 . e . 0'}
2m/h -4kh/3 -m/h -kh/3 0 . e . .
-m/h  -kh/3 2m/h -4kh/3 -m/h -kh/3 0

0 -m/h  -kh/3 2m/h -4kh/3 -m/h -kh/3 0

5 o . . . -m/h -kh/3 2m/h -4kh/3 -m/h -kh/3
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en S die (2-1) % 2 matriks:

m/h + kh/3 2m/h + 4kh/3
0 m/h + kh/3
S =
0 0
0 0

Die voorafgaande kan kortliks saamgevat word in die volgende

twee opmerkings:

Die enkelstapmetode lewer by kubiese polinome 'n (2 x2) stel-
sel (3.16) wat herhaaldelik opgelos kan word tot by die gevraagde
tydstap. By lineére polinome kry ons 'n enkele vergelyking

naamlik (3.22) by elke tydstap wat agtereenvolgens opgelos word.

Die globale metode beskou 'n voorgeskrewe tydstap sé tz wat
in deelintervalle verdeel woxrd. Die stelsels (3.18) en (3.23)

moet dan opgelos word.

3.6 GALERKIN-METODE

In plaas daarvan om die variasieprobleem
t? .
§(f " [%mx? + kx21dt) = 0, met m en k konstantes,
o)
op te los, gaan ons nou die funksionaal
t2 .
A = {7 [%m=x? + kx?]dt
o)

se geassosieerde Fuler-Lagrange-differensiaalvergelyking op-

los., Hierdie vergelyking word gegee deur
4 nxy -4 2] =
3t [mx] ax [kx*] = 0
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Vir hierdie differensiaalyergelyking kies ons dieselfde be-

ginvoorwaardes as in paragraaf 3.4 naamlik
x(0) = ¢ en X(0) = -2,
Ons beskou dus nou in besonder die beginvoorwaardeprobleem
m¥ - 2kx = 0 ... (3.24)
met x(0) =% , %(0) =-2, m=% enk = -12.

Ons gaan nou (3.24) numeries oplos deur van die Galerkin-metode
gebruik te maak soos voorgestel deur Hulme ([25],{26]). Deur
in tyd te diskretiseer, word die oplossing x van (3.24) benader
deur 'n lineére kombinasie van basisfunksies wat afhanklik

van die tyd is. Laat u die Galerkin—behadering van die ek-

sakte oplossing x wees, dit wil sé

x(t) = u(t)

I

[RYES
c
<
o

Die Galerkin-metode lewer dan vir ons die stelsel

2 2
m = ey Ju, +k X L, )u, = 0 ... (3.25
2 (¢ ¢j) i i=o(¢l,¢3) i ( )
met m = %, k=24en3j =0, ..., &

Ons gaan dié stelsel (3.25) oplos deur eerstens van lineére
latte en dan van kubiese latte as basisfunksies gebruik te

maak.

3.6.1 Lineére Lagrange-polinome as basisfunksies

Die lineére latte of hoedfunksies wat ons as basisfunksies

gaan gebruik, word s6 gedefinieer:
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, andersins.

Die interval [to, tZ] verdeel ons in & gelyke deelintervalle

en sodoende verkry ons dan die volgende (2+1) basisfunksies.

¢o d)1 //\\\ ¢i ¢Q
1 1
O h 2h in k-1h Lh=ty
met h = (ti'l'l— tl) Vir i = 0,1, “ vy Q/-l'
Uit die beginvoorwaardes volg dat u, = x(0) = % en uit die

beginsnelheid kan ons ook die benaderde oplossing u, by t=h

vind.
A
di
di
en
B:
di
of

Ons gaan twee benaderings vir u, beskou naamlik

3u . 2"~ %
ot £=0 h
u, - u
= 1
- 2 = 5
- 1 _
ul = '5 2h
du A
ot £=0 2h
u, = u - 4h.
-1
u = u, + 4h

1
-1
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In die stelsel (3,25) is u, en u, bekend en ons moet vir die

(2-1) onbekendes U s eeey Uy oplos. Hiervoor het ons dus

(2-1) vergelykings nodig en die binneprodukte in (3.25) word
net met die (2-1) basisfunksies ¢j, j=1, 2, ..., %=1, geneemn,

Die stelsel word dus

L L
X4 —
m iEO (cpi, ¢j)ui+ki§o(¢i' <1>j) u; =0 ... (3.26)
met j = 1,2, ..., &-1.
Maar
.- zh r
= ¢ (AR5 () = ¢, (0) ¢, (0)
2h .
= [ ei efat
= - (¢;l ¢3y
want ¢j(0) = 0 = ¢j (2h) wvir 3=1, ..., (2-1)

Die stelsel (3.26) word

2 2
- ' '
m .E (¢i, ¢j) ui-+ k Z

(¢., ¢.)u, =0 ... (3.27)
i=0 i=0 * bt

Die binneprodukte word gegee deur

%? ' i=1, 2, .., (£-1)
h
3 ‘ i=0;1i=2
_ h . -
(¢il ¢i+1) - g ’ 1 = Or ¢« ey (2 1)
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(q)i' ¢i+2) = Q ’ i= 0I T ey (2—2)
2
H 4 1l = l, « ey (2:".1)
(o', ¢L) =
i’ 71 1
'H r 1 = 0; i=2
(6%, ¢, ) = "2 i=0 (2-1)
il i+1 h 14 r e e oy
’ ' . . _
(q)il ¢i+2) - 0 I 1 = 0, e ey (/Q; 2)-

Ons kan nou (3.27) op twee maniere oplos deur eerstens 'n
enkelstap rekursiewe prosedure te gebruik en tweedens die

globale (2-1) x (2-1) stelsel op te los.

3.6,1.1 Enkelstapmetode

Aangesien ons uit die beginvoorwaardes u, en u, kan vind
(uit A), gaan ons nou die benaderde oplossing by t = 2h, naan-
lik u,, bereken. In die stelsel (3.27) stel ons 2 =2 en dan

geld:
~m{(¢7, ¢7) u_+ (97, ¢1) u + (9, ¢7) u,}

‘+k{(¢0, ¢1) u0+ (¢1r ¢1)u1+ (¢2I (bl) uz}

= 0
Dus
+(20 - 2D v (3.28)

Uit (3.28) word u, nou bereken en dan tree u, en u, weer as

beginvoorwaardes op om u, te bereken. In die algemeen kan
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ons dus (3.28) skryf as

m , kh — _m_ kh
F + gy = g~ %Iu,
2m 2kh, .
R el b U ce. (3.29)

met 1 = 2, ..., Z.

Indien ons u, bereken deur B te gebruik, skryf ons (3.29) sb&:

G+ TPy = CF - e,
(AR - 2y, ce. (3.30)
met i =1, 2, .., L.
Vir i =1 volg dan dat
G + %?)ul = (-F - %? Ui +(%? - Z%E)uo
dus
2(% + %?)ul = ~4m - é%?i 4—(%? - Z%E ug

Hieruit bereken ons u, en uit (3.30) los ons dan rekursief op

vir U,, Uy eeey uz. Ons kan die twee metodes skematies sb
vocrstel:
Yo Hy {2
/“'—— e ———
T
O t, t, t,
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u_, Ug U, u,
,////”"——— <\ _“‘-\\\\$

Die oplossing uy; word telkens bereken met behulp van die waar-
des Uj_q ©n uy_y- Hierdie voortmarsjeer-in-tyd-metode sal
by die tweedimensionale probleme weer 'n groot rol speel.

3.6.1.2 Globale metode

Die stelsel (3.27) lewer 'n (2-1) x (2—-1) stelsel van verge-
lykings wat ons gelyktydig oplos. In matriksnotasie skryf

ons die stelsel as:
Au = By ee. (3.31)

met A 'n (2-1) x (2~1) matriks, B 'n (2-1) X 2 matriks,

t
eeey U ) en v = (u

u = (u,, ug,, 9 h4 o’ u,).

In besonder is A 'n matriks,-met 'n bandstruktuur, waarvan

die elemente soos volg verkry word:

- iy ' . -
aii - m(¢i, q>i+1) +k(¢i, ¢i+1) r l l,..o, 24 lv
- M, kh
= nt e
— ' ' .
Qip1,0 = Mg a0 ) H ROy, 95,)

= "‘2_}_?1 +Z_]§_b_ ’ l=1[ « ey -2,
- - ' '

qip2,i = T ar i) TR0 050y)
= % _]SRE ’ i=1, © s 0y 9:"3.
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0 yvir j » i of 1 - j = 3,

n

n -
e aIJ

Die elemente van B word gegee deur:

}

b m(pr7 ¢4Y - k(o , ¢;)

i1
en bi 5 = m ( 3; ¢}Y - k(¢1, ¢i)
met i=1,2, e, -1,

Die matriks A is onderdriehoekig met 'n bandwydte van drie.
Deur van hierdie eienskap van A gebruik te maak, kan die stel-

sel (3.31) dus ekonomies opgelos word.

3.6.2 Kubiese Hermiet-polinome as basisfunksies

As basisfunksies gebruik ons nou in die stelsel (3,27) die
Hermiet-polinome. Die polinome interpoleer die funksie sowel
as sy afgeleide by die roosterpunte, Om 'n onderskeid te

maak tussen dié basisfunksies wat die funksiewaarde interpoleer
en dié wat die afgeleide interpoleexr, gebruik ons die volgen-

de notasie:

(tj"'l - w0 <i <
- - t.SsStst.
(tj+1 _tj)a[(tj+1 tj)+2(t tj)], gSESt L,
q)j(tl":‘1
‘t‘tj-1)2
t, -t + 2(t.- 8)]1,t. . <t <t
<tj-tj_1)3[(3 jog)* 2(eym 011 e S e <ty
.
en
( (£ -t ) (t, , - t)?
J j-1 - -
t t <t
(t—tj1)2 R TS S
J -
wj(t) = 4
(t - t., . )2%2(t - t.)
+1
tJ t‘2J ! tJ'<t<tj+1
( 541 j)
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Ons verdeel die interval [to, tzl_weer in & gelyke deelinter-

valle en die basisfunksies kan ons dan grafies sd yoorstel:

dJ1 (DZE

By

;é-------

Die oplossing van die differensiaalvergelyking (3.24) word

nou benader deur

2 2
x(t) = u(t) = Z u, ¢, + Z ul y, vee (3.32)

Die Galerkin-benadering lewer deur die binneprodukte met die

basisfunksies ¢j en wj te neem die volgende stelsel:

L L
m X (¢, ¢ )u, +m = (@', ¢.)u’
i=0 J J 1 i=0 i 3 i
L L "
+k X (¢,, ¢ )u, +k Z (¢Y,, ¢.)ul = 0
i=0 * 7t i=0 *~ 17
en
m % (¢!, v.ou, +m % (!, v.)u¥
i=0 *° T34 im0 Y730
L L
+k = oo vdu, +k 2 (v, pud = 0
i=0 Osr 9500y i=0(‘pl Y3)h
met j =0, 1,..., R. ee. (3.33)
Die beginvoorwaardes bepaal u, en ug. Die stelsel (3.33) be-
vat dus 2 £ onbekendes. Ons soek dus na 2 2 vergelykings om
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vir die onbekendes op te los en derhalwe word die binnepro-
dukte met die basisfunksies ¢j, 37 1, coay x—d.enqg,j =0,00.,48

geneem.
Die stelsel (3.33) reduseer dan tot 'n (22 x 22) stelsel.

Die binneprodukte in (3.33) word deur die volgende vergelykings

gegee:
6 .
Th ’ | i-3 | = 1
'3;762'5 ’ i =17, j o#F R
(07 r 9.)
36 - .
3oh ¢ +=3=17
0 ' andersins
1 .
10 ’ i=73-1
1 .
10 ' i=3+1
134
W, |
0 ' i=3#Q
11 .
10 A Rl
4h ..
'-2_'6 r Il_Jl = 1
12h .
(¢lr ¢j)= <;—3—4—2_0— r i=3%+ %, jJF1
156h
150 p i=3=2,1i=3 =1
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h? .
o0 o A=3-1
13h° i=3+1
420 !
= jJFL #0
(‘Pir q):]): 0 ' 1 J ¢ ]
2 .
o po E=3=0
2
S
Sy , i=3+1
(q)‘:'i-"l‘ lpj) O 14 1 = j¢9'
.i!'é ’ =j=2,
fﬁ ’ i=3=0
(
= , li-3l=1
(W' vy = 1 -%—% , i=3#%, 370
_%% ’ l:]:ﬂ,, l=]=0
L
( 3h? :.
" 120 S L] B
8h? - 4
(‘Pir ‘~Pj)""‘< 220 ' i jFL
4113 l=3=2’, l"‘]=0
L 420 !

met i = 0,1, ..., 2 en J =1, ooy 2.

1
Die stelsel (3.33) gaan ons nou weer oplos deur eerstens 'n

enkelstapprosedure te gebruik en tweedens die stelsel globaal
op te los.
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3.6.2.1 Enkelstapmetode

Aangesien u_ en ug bekend is uit die beginvoorwaardes gaan

o

ons nou u, €n uf bereken by die eerste tydstap naamlik t =h.

1

Ons stel dus in (3.33) vir 2£=1. Die stelsel reduseer dan

tot die volgende twee vergelykings:

1 1
m X (¢}, ¢ uy+m E (vl ¢,)uf
i=0 i=0
1 1
i=0 i=0
en
é ( " .. ) +‘ % ( " o-- ) *
m . q)i ’ lpl ui m , wi ’ U)l ul
i=0 i=0
1 r
N 1 #* =
+k .E (07 s ¥y, +k .§ (¥, v,)uf 0
i=0 i=0

Deur die waardes van die binneprodukte te vervang, word dié

twee vergelykings:

7 36m , 156hk 1lm _ 22kh?
30h 420 10 420 u
1
m  _ 22kh? _ 4mh _ 4kh’ uy
10 420 30 420
_ /. 6m _ 54kh _m _ 13kh?
[ Sh 420 10 420 a
(0]
m , 13kh? _ mh 3kh? #
10 * 7120 30 ' 7420 s
u, uo
6f  A(yx) = B(,¥) ... (3.34)
1 O

met A en B bogenoemde twee matrikse.

Ons los dus op vir u, en uf en gebruik dan dié waardes as
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die beginwaardes vir die oplossing ooxr die interxrval [h, 2h].

In die algemeen skryf ons die stelsel (3.34) dan as die stel-

sel
eer (3.35)

met 1 =1, ...,

Skematies kan ons die prosedure sb6 voorstel:

U Uy u,
* ¥* *
ugs U] uj

Y

N
t

0 h 2h

3.6.2.2 Globale oplossing

Ons beskou nou weer die stelsel (3.33) maar ons los gelyk-

tydig op vir die 22 onbekendes u , uf, ceer Uy uﬁ.

Eerstens beskou ons die binneprodukte met die basisfunksies

J=1l, +o., -1, Dit lewer vir ons (&-1) vergelykings.

I

¢

72m  312kh 6m  54kh
TR T TR

(- 3on * T420 W

m 13kh%) ®

* -
0. u * 1% 220 )Yz

= (- 6m _ 54kh m _ 13kh?, &
=55~ 720'% t 10 120 ) Yo

Vir j = 2 -1 kry ons:
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72m 312kh

54kh +
30h 42Q

6m
220 ) Yg-2

(5h

+ + (- Ju

-1

6m , 54kh

i ( m 13kh2 3t
5h 420

+ lu + 35 T T130 ) Y-

b2

#* _ m _ 13kh?, =

Nou beskou ons die binneprodukte van (3.33) met die basis-

funksies wj, 3 =0, eee, %. Dit lewer vir ons (2+1) ver-
gelykings. In besonder geld respektiewelik vir j =0 en Jj =1
dat:
m 13kh? mh _ 3kh® &
— 95 Y oW T (3o T a2 ™
_ ,m 22kh? 4mh _ 4kh®.
= G657 T30 1% t (30 T w20 %
en
(- % - Egkhf)u + (2 - Zzhﬁi)u
10 420 7 7o-1 10 420 L

_ 4mh 4kh3)u*
30 4207 %

Ons kry dus 2& vergelykings en ons skryf die stelsel as die

volgende matriksvergelyking:

Ar- o u - = B u

! © ... (3.36)
3* 3*
U.l uo
Uy
u*
L g
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A en B is die yolgende (2% x 2%) en (22 x 2) matrikse respek-

tiewelik:
A=rray, é;z 0 e . e v e e e 0 7
Qs 8y, P a,, 0 . e e e .
a,, a,, a,, a,, O
0 0
-0 0 ...0 822,28-3 %29,20-2 21,20-1 224,28
met
a -~ ;™ . 13kh?
11 T 10 420
a = @ - 3kh3
12 30 420
_ _ 72m , 312kh . _
@i,2i-1 = T 30n " 420 ;o i=1, oo, 21
. _ _ 8mh , 8kh® .
d2i+1,2i - 30 + 420 ’ l—ll “ ey -1
_  bm 54kh . _
81,2141 h T 420 y 1=1, ooy -1
ari,2i = 0 , i=1, ..., 2-1
qis1,2i-1- O , i=1, ..., -1
m _ 13kh? _
82i,2i+2 T10 420 ;o i=1, ..., 21
82i+1,2i+1 = @, , i=1, ..., 2-1
_ mh _ 3kh? _
qi+1,2i+2 = 30 ~ 420 , i=1, ..., -1
82i42,2i-1 = 3, ,oi=1, .., 2-2
qi+2,2i  — 3, , i=1, (.., -2
82i+3,2i-1 = "8, , i=1, ..., 2-2
qri+3,2i - 2, , i=1, ..., -2
a
— 32
828,22 = =
a m _ 22kh?
22,28-1 10 420
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ary ;28 =2 a a1,2.
a2£,2£—3 = an‘
a22,2l—4 = _an'.
en
B=[b b 7
11 12
b b
21 22
i b2£,1_ Pae, 2 ]
met _
b - 22kh?
1 10 420
L . = Amh _ 4kn’
TR 30 420
b = -6m _ 54kh
21 h 420
b = _ m _ 13kh?
22 10 420
b = "'b
31. 22
mh 3kh?®
b, = "3 " 120
b, . . .
ij = 0 vir i=3, ..., 22 en j=1,2

Die matriks A het 'n bandwydte 4 en die stelsel (3.36) kan

ekonomies opgelos word.

3.7 NUMERIESE RESULTATE

Ons gebruik die volgende norms vir die berekening van die

foutfunksies naamlik

Il x-ull = | x(ih) - u(ih) |
_ _ I x=-ul
I x-u ”R TR
I x-ull, = maks |x(ih) - u(ih) |

1<i<{
Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2022



88.

I x=-ull

en Ihx-u X =
~ U=l

Die variasiebeginsel en Galerkin-metode lewer telkens
numeriese resultate wat, soos verwag kon word, ekwivalent

is. Ons gaan dus net die Galerkin-metode numeries ontleed
vir die enkelstap— en globale-prosedure met die verskillende

basisfunksies.

In tabel 3.1 beskou ons die foutfunksie van die stelsel(3.36)
Vir 2 =50 het ons dus 'n 100 x 100 matriks opgelos vir die

du,

. i .
berekening van uy en v met i=1, ..., 50.

In tabel 3.2 beskou ons die fout vir die afgeleides van die

oplossing.
Ons merk op dat

I x~-»13.||0_o = 1,0 E-9

en Il x-ull, = 3,0 E-8

Galerkin-metode

Hermiet-polinome

(i) Globaal (Stelsel 3.36).
h =0,001; £ = 50

TABEL 3.1
T X u |l x=-u ll |lIx —1ﬂ|R
0 3 3 0 0
10h },312288562 ;312288562 < E-9 < E-9
20h 1,289246209 , 289246209 < E-9 < E-9
30h |[,264353668 ;264353668 < E-9 < E-
40h |,237770165 , 237770165 < E-9 < BE-
50h {,209665746 1209665745 1,0 E-9 4,8 E-
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TABEL 3.2

dx du . . . .
T . o s =l [ =l

0 -2,0 -2,0 0
10h -2,20670926|-2,20670928 | 2,0 E-8 ,1 E-9
20h -2,39930312({-2,39930313 {1,0 E-8 4,2 E-9
30h -2,57654962 (-2,57654964 | 2,0 E- 7,8 E-9
40h -2,73731500(-2,73731501 1,0 E- 3,7 E-9
50h -2,88057090(-2,88057093 | 3,0 E-8 1,0 E-8
In tabelle 3.3 en 3.4 word die foutafskattings vir die .

stelsel (3.35) gegee. Hier is
Il x-ull, = 21,5 E-6
en Il Xx-ull, = 9,1 E-6

Die eksakte oplossing van ons differensiaalvergelyking

x(t) = % cos 8t - % sin 8t

word voorgestel in figuur 3.4. Ons mexrk op dat die maksi-
munfout telkens voorkom indien die absolute funksiewaardes
relatief klein is, terwyl die fout by die ekstreempunte

weer relatief akkurater is. Dié situasie is by die fout-

funksie vir die afgeleides net die omgekeerde.

In tabel 3.5 verskyn die foutfunksie met lineére polinome as

basisfunksies. Hier het ons 'n 50 x 50 stelsel opgelos om

u, 50 te bereken.

i’ u=1,

* v e g

Tabelle 3.6 en 3.7 lewer die numeriese resultate vir die
enkelstapmetode met line@re basisfunksies. In die stelsel
(3.29) word u, uit die beginvoorwaardes bereken deur 'n

eindige-verskil oor een interval terwyl in (3.30) word u, oor
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'n dubbelinterval benadex,

Uit figuur 3.5 A merk ons dat

R

fu-x1l__= 3,2 E-3

en dat dié fout nie groter word met toename in tyd nie.

Uit figuur 3.5 B volg dat

R

l u-x1ll_= 4,6 E-5

Hierdie fout word na 2500 stappe verkry.

Figuur 3.5B

toon duidelik die fouttoename met betrekking tot tyd.

(ii) Enkelstap

(Stelsel 3.35)

h = 0,001; 1000 stappe.
TABEL 3.3
T % u M =all [l =ull | x-ull?
0 % % 0 0 0
100h , 528965471 E-1 , 528964664 E~1 8,1 E-811,5 E-6| 1,9 E-7
200h -,259626575 -,259626720 5 E-7 R E-7] 3,6 E-7
300h -,414663700 -,414663662 3,8 E-8 R E-8} 9,1 E-8
400h -,318171389 -,318170938 4,5 E-711,4 E-6] 1,1 E-6
500h -,286805831 E~-1| -,286797973 E-1 /9 E-7] 2, E-5] 1,9 E-6
600h 1278207480 ;278208141 ,6 E-7 ' E-6| 1,6 E-6
700h ,416338619 ;416338584 5 E-8(8,4 E-8| 8,4 E-8
800h , 301924338 , 301923374 ,6 E-7 13,2 E-6| 2,3 E-6
900h , 436680555 E--2 ,436531147 E-2 .5 E-6 P E-4| 3,6 E-6
1000nh -2,95839573 E-1|-2,95840693 E~-1 i,1 E-6 | 3, E-6| 2,6 E-6
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TABEL 3.4
dx du . R
T Passiuledy _ - - - —0 - —.‘
3t 3t Fx-ull{llx uHR I -ull_
.0 -2,0 -2,0 0 - 0 0
100h -3,30636299 -3,30636420 1,2 E-6 3,7 E-7 3,6 E~7
200h -2,60713056 -2,60713021 3,5 E-7 1,3 E-7 E-7
300h -,326447717 -,326444432 3,3 E-6 1,0 E-5 9,9 E-7
400h 2,15225393 2,15225836 4,4 E-6 2,1 E-6 E-6
500h 3,32542723 3,32542880 1,6 E-6 4,7 E-7 4,8 E-7
600h 2,48144099 2,48143671 4,3 E-6 1,7 E-6 1,3 E-6
700h 132245944 ,132236894 9,1 E-6 6,8 E-5 2,7 E-6
800h ~-2,29716772 -2,29717613 8,4 E-6 ;7 E-6 2,5 E-6
900h -3,33315027 -3,33315153 1,3 E-6 3,8 E-7 3,9 E-7
1000h -2,34728859 -2,34727990. 8,7 E~6 3,7 E-6 2,6 E-6
Lineére polinome
(i) Globaal (Stelsel 3.31)
h=0,001, 2 =50
TABEL 3.5 _
T X u I x-ull I x-u HR
1 1
0 3 3 5 0
10h » 312288562 ;312394907 1,1 E- 3,4 E-4
20h 1289246209 ,289458231 2,1 E- 7,3 E-4
30h 1264353668 1264670019 3,2 E- 1,2 E-3
40h 1237770166 ,%38188831 4,2 E- 1,8 E-3
50h 1209665746 ,210184056 5,2 E~ 2,5 E-3
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(ii) Enkelstap (Stelsel 3.29) Kyk figuur 3.5A
h = 0,001 , 2000 stappe.

TABEL 3.6
T x u Ix-all | I x-ull |1 x -l
0 3 3 0 0 0
100h 528965471 E-1 ;538515129 E~-1 9,5 E~-4 1,8 E-2 2,28 E-3
200h -,259626575 -,258295748 1,3 E-3 5,1 E-3 3,12 E-3
300h -,414663700 -,413765064 9,0 E-4 2,2 E-3 2,16 E-3
400h -,318171389 -,318251312 8,0 E-5 2,5 E-4 1,92 E-
500h -,286805831 E-1 -,296915577 E-1 1,0 E-3 E-2 2,40 E-
600h ;278207480 , 276878606 1,3 E-3 4,8 E-3 3,12 E-
700h +416338619 415498770 ] 8,4 E-4 2,0 E-3 2,02 E-
800h ,301924338 , 302084227 1,6 E-4 3 E-4 3,84 E-
900h , 436680555 E-2 ,543037059E-2 ]| 1,1 E-3 2,4 E-1 2,64 E-
1000h -,295839573 -,294517459 1,3 E-3 4,5 E-3 3,12 E-
1100h -,416593636 -,415815852 7,8 E-4 1,9 E-3 1,87 E-
1200h —-,284647590 -,284887201 2,4 E-4 8,4 E-4 2,02 E-
1300h ;199618648 E-1 ,188493311E-1 1,1 E-3 5,6 E~-2 2,64 E-
1400nh +312462720 ,311152170 1;3 E-3 4,2 E-3 3,12 E-3
1500h ,415671433 1414949718 7,2 E-4 1,7 E-3 1,73 E~-
1600h , 266400066 1266718866 3,2 E-4 1,2 E-3 7,68 E-
1700h -,442224522 E-1 -,430647670 E-1 1,2 E-3 2,6 E-2 2,88 E-
1800h -,328020230 -+326726022 1,3 E-3 3,9 E-3 3,12 E-
1900h -,412845333 -,412200656 6,4 E-4 1,6 E-3 1,53 E-
2000h -,249919118 -,250305992 3,9 E-4 1,5 E-3 9,36 E-4
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(iii1) Enkelstap (Stelsel 3.30) Kyk figuur 3.5B

TABEL 3.7
T x Cu I x-ull ux-uuRl Ix -l X
0 3 3 0 0 0
1G0h , 528965471 E-1 ;5289503706 E-1 1,5 E-6 2,6 E-5 3,6 E-6
200h ~,259626575 -,259628516 1,9 E-6 7,5 E-6 4,6 E-6
300h -,414663700 -,414665691 2,0 E-6 4,8 E-6 4,8 E-6
400h -,318171389 -,318173491 2,1 E-6 6,6 E-6 5,0 E-6
500h -,286805831 E-1 | -,286824943 E-1 1,9 E-6 6,7 E-5 4,6 E-6
600h ’;278207480 ,278206830 6,5 E-7 2,3 E-6 1,6 E-6
700h ;416338619 ,416340476 1,9 E-6 4,5 E-6 4,6 E-6
800h , 301924338 , 301928850 4,5 E-6 1,5 E-5 1,1 E-5
900h ;436680555 E-2 ;437215953 E-2 5,4 E-6 1,2 E-3 1,3 E-5
1000h -,295839573 -,295836611 3,0 E-6 1,0 E-5 7,2 E-6
1100h -,416593636 -,416595769 2,1 E-6 5,1 E-6 5,0 E-6
1200h -,284647590 -,284654798 7,2 E-6 2,5 E-5 1,7 E-5
1300h -,199618648 E~-1 | -,199530820 E-1 8,8 E-6 4,4 E-4 2,1 E-5
1400h 1312462720 ;312457752 5,0 E-6 1,6 E-5 1,2 E-5
1500h ,415427882 415430698 2,8 E-6 6,8 E~6 6,7 E-6
1600h , 266400066 ;266410229 1,0 E-5 3,8 E-5 2,4 E-5
1700h -,442224562 E-1 | -,442102944 E-~1 1,2 E-5 2,8 E-4 2,9 E-5
1800h -,328020230 -,328013582 6,6 E-6 2,0 E-5 1,6 E-5
.1900h =,412845333 .| —.412849236 _ _3,9 E-6 9,5 E-6 9,1 E-6
2000nh -,247243998 -,247257347 1,3 E-5 5,4 E-5 3,1 E-5
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3.7.1 Gevolgtrekkings aangaande numeriese resultate

Die numeriese resultate vir die Hermiet-polinome en
lineére Lagrange-polinome vergelyk baie goed met die
analitiese oplossing. Met die Hermiet-polinome as basis-

funksies kry ons byvoorbeeld na 1000 stappe dat

0 (E-6)

1

R
- xI,

en I u - x ”5 O (E-6)

Met die line&re Lagrange-polinome geld na 2 500 stappe,

dit wil s& na 2,5 sekondes, dat (kyk figuur 3.5 B).
Ilu-xIY = o (85),

Die enkelstapmetode met lineére basisfunksies lewer 'n eko-
nomiese metode met effektiewe resultate. Die stelsels
(3.29)en (3.30) bestaan slegs uit 'n enkele algebraise ver-
'gelyking wat rekursief opgelos word. Tensy daar dus spesi-
fiek vir benaderde waardes van die afgeleides van die op-
lossing gesoek word, is dit voldcende om lineére latte te

gebruik.

Die enkelstapmetcde is so aantreklik dat die vraag ontstaan
of 'n soortgelyke metode nie veralgemeen kan word na twee-
dimensionale probleme en in besonder na evclusieprobleme
nie? Hierdie vraag word in die volgende twee hoofstukke

beantwoord.
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HOCFSTUK 4

"N NUWE GALERKIN-TIPE-METODE VIR PARABOLIESE PROBLEME

4.1 EINDIGE-ELEMENT-METODES GELYKTYDIG TOEGEPAS IN RUIMTE
EN TYD

4.1.1 1Inleiding

Fix en Strang [ 20 ] maak die opmerking dat eindige-element-
metodes ook vir tydsveranderlike probleme gebruik kan word
maar dat dié metodes nie veel sukses gehad het nie. Wis~
kundig is dit vir hulle aanvaarbaar dat daar in twee stappe
gediskretiseer word naamlik met eindige-elemente in die

ruimte en daarna met eindige-elemente in tyd. Alhoewel

hulle geen meetkundige probleme voorsien, deur eindige-elemente
in tyd te gebruik, verwag hulle dat die koppeling van alle
tydsvlakke juis die voortplanting—-in-tyd-eienskap van eindige-
verskil-metcdes sal vernietig. Hulle vermoed dus dat die
koppeling tussen opeenvolgende tydsvlagkke verloor sal word

as die tydinterval "groot" of vergelykbaar is in verhouding
met die ruimtelike afmetings. In hoofstuk 3 het ons egter
met sukses eindige-element-metodes in tyd toegepas op een-
dimensionale probleme deur 'n globale (koppeling van alle

tydsvlakke) en 'n enkelstapmetode in tyd te beskou.

Die yraag kan nou gestel word tot watter mate die koppeling
behou word indien in die geval van parsié€le differensiaal-

vergelykings eindige-element-metodes in ruimte en tyd gelyk-
tydig toegepas word maar waar die tydinterval "klein" is in

verhouding met die ruimtelike afmetings?
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Skematies kan ons die uliterste moontlikhede s voorstel:

Geval (i)
T
i [ ] I ]
f 1 1 | ]
I 1 I I [}
e e talat
1 : 1 i I
1 . ! I ]
b - v e - R e e
t ' X ] | 1
1 1 I 1 1
T [ Y R
1 ] ] 1 1
1 1 1 1 }
1 1 I ] I
e e S
1 I [} 1 I
[} I L} 1 ]
1 ! ! 1 !
O —— 1

Figuur 4.1: Eindige-element-metodes gelyktydig toegepas op

die gebied [0,1] x[0,T],T >> 1.

Geval (ii)

Figuur 4.2: Eindige-element-metodes gelyktydig toegepas

op [0,1] x [hi’ hi+i] waar Ah<< 1, i=0,1,2,... .
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Die idee van hierdie enkelstapmetode in ruimte en tyd volg
uit die enkelstapmetode in tyd vir eendimensionale probleme

in hoofstuk 3 bespreck,

Die eksplisiete vraag is nou tot watter mate cal die oplos-
sing in geval (ii) verskil van dié vir geval (i)? As Ah
klein genoeg is kan ons nie verwag dat tydskoppeling in ge-
val (ii) tot 'n groot mate behoue sal bly nie? Dit sluit
aan by die vraag wat ook deuxr Mitchell [31] gestel is: Kan
variasiebeginselmetodes soos toegepas in die geval van
ewewigstoestandprobleme suksesvol oorgedra word na evolusie-
probleme? Ongelukkig, s& Mitchell, is die antwoord op
hierdie oomblik (April 1976) na@er aan nee as aan ja. Ge-
deeltelik is die doel van hierdie studie dus om meer gede-

tailleerde antwoorde op hierdie vrae te gee. Dit sal o.a.

gedoen word deur gepaste numeriese eksperimente uit te voer.

Ter inleiding beskou ons nou van dié metodes wat reeds
aangewend is om gelyktydig in ruimte en tyd eindige-elemente
toe te pas, Metodes yir beide paraboliese en hiperboliese
probleme sal beskou word alhoewel die ontwikkeling en toe-
passing van 'n nuwe metode in hierdie hoofstuk beperk sal

wees tot paraboliese probleme,

4.1.2 'n Metode van Sigillito [39]

Sigillito beskou die hittevergelyking gedefinieer op 'n ge-
bied in die (x,t)-vlak. Hy benader die eksakte oplossing

deur 'n funksie

o(x,£) = c; ¢, (x,t)

1

[ \s =]

i=1
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met ¢i 'n versameling van n line&r onafhanklike toetsfunk-
sies. Die Rayleigh-Ritz-metode word dan gebruik om die
optimale waardes van die ci's te bepaal. Die toetsfunk-
sies ¢i moet verkieslik, uit 'n teoretiese oogpunt, elemente
van 'n volledige versameling wees, Vir numeriesec oplossings
maak dit egter nie veel saak of elemente uit 'n volledige
versameling gebruik word nie. Sigillito pas sy metode nou

toe deur die volgende randyoorwaarde-probleem te beskou:

2
°o°u _ du _ 4 ;, ST < x < w; t>0
ox? ot

u(x,0) = COS X ; —T< X < T
u(-m,t) = u{m,t) = 0 , t >0

As tcetsfunksies word die polinome

n 2k -2 tn-—k
(x,t = > X n=1l, ...
by (2, 8) k=g (2k=2)! (n=-k)! ‘ !

gekies. Deur 10 toetsfunksies te gebruik, stem die nume-
riese resultate goed ooreen met die eksakte oplossings.

So byvoorbeeld is,

(a) |[u(0,8m; 1) - u*(0,87; 1)| = 1,4 E-5

~e

(b) |u(o,87; 2) - u*(0,8w; 2)| = 6,2 E-5

(c) |u(o,8m; 3) - u*(0,87; 3)| = 5,7 E-4
(a) |lu(o,8m; 4) - u¥(0,87; 4)|] = 3,1 E-3
met u®(x,t) die benaderde oplossing. Ons merk op dat vir

t 2 3 verswak die resultate aansienlik en meer toetsfunksies
sal gebruik moet word om 'n gegewe fout te handhaaf. Die

toetsfunksies wat Sigillito beskou is ocor die hele gebied
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[- m,m] x [0,T] gedefinieer en verskil dus ietwat van die
klassieke eindige-element-metodes, Dié metode kan ook

beskou word as 'n voorbeeld van geval (i) in figuur 4.1.

4.1,3 'n Metode van Mitchell [31]

Vblgens Mitchell [31] is die grdotste probleem met variasie-
beginsels, wat vir evolusieprobleme gekonstrueer word, dat
hulle langdradig en dikwels onmoontlik is om numeries tot
uitvoer te bring, Selfs as dit moontlik is, is die metode
funksioneel nie vergelykbaar met ander metodes nie. Mitchell
beskou egter twee voorbeelde wat as uitsonderings beskou

kan word:

4.1.3.1 Die golfyergelyking [31]

Beskou
Ui e Rl ’ (%ft) €l0,1]1x (0,T]
u(0,t) = u(l,t) = Q, 0 <SKts<T
U(X,O) = f(X)
9
5% (x,00 = g(x} , ees (4.1)

Die gebied [0,1] x[0,T] word in gelyke deelgebiede verdeel

soos in figuur 4.3 aangetoon,

t A
tn+1 ——————————————
t, T ______________
At
tnoy v o
€ A X —>]
X, X, X, X, X -1 X, X\ 41

FIGUUR 4.3: Verdeling van gebied [0,1] x[ 0,T]
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Hamilton se beginsel (8§ 3.2) vereis dat die funksionaal

n b b ou
= 2 . 2
I (w) = jtn_l [ 1% - G axar ... (4.2)

(in =1,2, ..., N-1)

'n stasionére waarde moet besit (nie noodwendig 'n ekstreem-

waarde nie).

Die oplossing u van (4.2) word benader deur U, met

n+1 L .

U(x,t) = = Z ¢,.(x,t)U7 , n=1, ..., N-1
. . ij i
j=n-1 i=1 .

waar U; die benaderde oplossing by die roosterpunt (iAx, jAt)

voorstel (kyk figuur 4.3).

n-1 n

Die waardes U, , Ui (i=1, ..., L) moet bekend wees om

1
nt

i 1(i=l,---, L) te bereken uit

die waardes U

9 n+i L B
S0 I (3;-1 151 ¢, 00U = 0, 351, ..., L. (4.3)

Aangesien daar egter met 'n beginvoorwaarde-probleem gewerk
R o T | n n+1

word, word Ui en Ui as gegee bheskou en Ui word bereken

uit (4.3). Die voortmarsjeer-in-tyd-proses word aan die

gang gesit deur n=1 te kies. Die beginvoorwaardes lewer

dan U? en U; (i=1, ..., L) en die randvoorwaardes gee Ug en

ul,, (3=0,1,2). Uit (4.3) word dan vir U}(i=l, ..., L)

opgelos en die proses word herhaal vir n=2,3,..., N-1.

4,.1.3.2 Die hittevergelyking [31]

Beskou die vergelyking

u , (x,t)€[0,1]x(0,T]

ut = XX
uf(0,t) = u{1l,t) =0 ' 0 <t <T
u{x,0) = £(x) , 0<x<1. ... (4.4)
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Deur die toegevoegde stelsel

-ujé = u, ., - ., (x,t)el[0,1] x(0,T] -
u¥(0,t) = u®*(1,t) =0 , 0 <t < T
u*(x,T) =0 , 0 <x <1

te implementeer reduseer Mitchell [31] die probleem (4.4) na

die bepaling van 'n stasionére waarde vir

T du 3u*
I(u,u*) = [ [ (55 u*+ e my) dxdt
o O

Die gebied word netsod verdeel soos by die golfvergelyking

en-gevolglik is

. n+1 L .
u®(x,t) = U(x,t) = X z ¢, ,(x,t) vl .
. . ij i
j=n-1 i=1

Mitchell [ 31] lewer geen kommentaar oor die numeriese imple-
mentering van hierdie metode by die golf- of hittevergelyking

nie.

4.1.4 ‘'n Metode van Noble [ 35]

Laastens beskou ons 'n artikel van Noble [ 35] waarin hy be-
weer dat die meeste variasiebeginsels, vir beginvoorwaarde-
p;qbleme, slegs in die ruimteveranderlike gebruik word en dat
die tydsveranderlike dan op 'n ad hoc basis ingevoer word.
Andersins word variasiebeginsels in ruimte en tyd slegs ge-
bruik vir die afleiding van 'n funksionaal wat stasionér

maar nie ekstreem is nie. Sodanige kwasivariasiebeginsels

is wel bekend [19].

Noble [ 35] ondersteun die volgende dogmatiese siening van
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Finlayson en Scriven [19]: "The applied scientist and
engineer are better advised to turn immediately to direct
approximate methods for their problems rather than search
for or try to understand quasi-variational formulations
and restricted variational principles ... there is no prac-

tical need for variational formulations of the sort examined".

Die doel van Noble se artikel is nou om 'n suiwer variasiebe-
ginsel eindige~element-metode te ontwikkel wat geklassifiseer
kan word as 'n stasionére beginsel wat nie 'n ekstreembeginsel

is nie,

Noble beskou 66k die hittevergelyking naamlik:

3%¢ _ 1 23¢

3X2 - c ot

$(0,£) = ¢(1,t) = 0 , t>=o0

$(x,0) = £(x) ' 0 <Kx<1 ,..(4.5)

Die volgende funksionaal is stasionér as ¢ om die eksakte

oplossing ¢ varieer:

i 7
- V. 30, 30
I(9) = Io fo_ le o= o5 + ¥gp} dtax
1
- fo f(x) & (x,t) dx ... (4.6)
met ¥(x,T-t) = &(x,t) en & bevredig die essensiéle rand-
voorwaardes in (4.5),
Stel as toetsfunksies
n
d(x,t) = z Xi(X) @i(t) eo. (4.7)
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Vir die funksies Xi(t) word die line&re hoedfunksies ge-

neem terwyl

q)i(t) = q)i(o) + bit -I i=1l LA Y 4 N- L (4-8)
gekies word met bi 'n willekeurige konstante,
Deur nou (4,7) en (4,8) in (4.6) te vervang en

oI
—_— = O
abi

te stel yir i=1, ,.., n, word die volgende formule gevind

wat ¢ (T) en 9(0) koppel:
(1 +u) ¢, (T) +% (1~ 2y) {¢i+1(T)-+®i_l(T)}
= (l"2p)¢i(0)'f%(l-%4u){¢i+1(0) +¢,_,(0)}
met p = ¢T/h?,

Hieruit kan vir ¢i(T) opgelos word en deur die resultaat in

(4,7) te vervang, verkry ons ¢(x,T).

Dieselfde benaderingsprosedure word deur Noble ook op die
golfvergelyking toegepas. Die onderliggende idee in hier-
die drie voorbeelde is om basisfunksies te gebruik wat wvan
die ruimte en tyd afhanklik is, Die tydsveranderlike word
dus as 'n ekstra dimensie beskou en die ruimte-tyd-vlak word

dan in deelgebiede verdeel.

Die vraag ontstaan nou of, in plaas daarvan om via variasie-
beginsels hierdie probleme op te los, 'n Galerkin-prosedure
nie nou direk op die parsiéle differensiaalvergelyking toe-

gepas kan word nie? Hierdie idee word reeds deur Zienkiewicz
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en Parekh [50] genoem sonder dat hul sover gaan om dit te
gebruik, Die belangrike voordele van so 'n benadering bo

die variasiebeginselmetode is:

1. Dit is nie nodig om 'n funksionaal te vind wat ekwivalent

is aan die oorspronklike differensiaalvergelyking nie.
2, Die metode kan uitgebrei word na probleme waarvan die

funksionaal nie bestaan of dalk nog nie gevind is nie,

Die volgende outeurs pas die metode in verskillende vorms
toe op hoofsaaklik paraboliese probleme: Bruch en Zyvoloski

[5], Cella en Cecchi [9] , Van Niekerk [47] en Davies [12].

Hierdie metode waarin ons gelyktydig in ruimte en tyd die

Galerkin-metode toepas, sal na verwys word as die GRTG-metode.

4.1.5 Formulering van die GRTG-metode

Om die metode beter te kan beskryf gebruik ons 'n spesifieke
differensiaalvergelyking in plaas van 'n algemene operator,
Davies [12 ] beskou die hittevergelyking gedefinieer op 'n
gebied D in die xy-vlak, Laat 9D die rand van die gebied

voorstel met CIUC2 = 3D,

Beskou nou

V2o =4 22 in DC R?
met $ = gl(s,t + op 'n deel C, van 9D
%%-+ o(s,t)¢ = h(s,t), op 'n deel C, van oD
en $(x,y,0) = ¢ (x,y) ve. (4.9)
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Gestel dat die benadering in die xyt-ruimte gegee word deur

o = = ¢° ve. (4.10)
e

1

met 0 NT(x,y,t)6° ve. (4.11)

. . . . e .. .
N is die vormfunksie-matriks en §° die verplasingsvektor.

Die Galerkin-metode (2.24) en (2.35) lewer dan

T
I Il -y 1390
o g (FVPe 4 £ 7)) n, dxdy dt

T

T

L B B 30 L s o-

4 Cl(fI)—g)nidsdt + fo sz(an40<I> h)n, ds dt
= 0 oo (4.12)

Sonder verlies aan algemeenheid kan ons aanvaar dat g = 0 op

C dit wil sé&, ny z 0 op Cl. Deur toepassing van Green se

17

stelling kan (4,12) dan geskryf word as:

! i a0
fo fo (grad n;. grad ¢ +-= —a-—E) dx dy dt

T
+ ({ (60 - h) ds dt

2

= 0 L (4»13)

Deur (4.10) en (4.11) te vervang in (4.13) word die volgende

stelsel algebrailse vergelykings verkry:
K¢ =F ea. (4.14)

Die elemente van die matrikse K en F word verkry uit die

volgende:
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T oNS  ons NS oS aNE
e - i ] i J 1 e 3
kij fo f£ (5% 3%t 55 oy Tk Vi pp)dx dy at
D
—e T o o
= [ [ o N;N, dsdt
i3 o ‘c® i3
- T .
en £ = [ [ h N dsdt
1 le) Cf 1

Uit (4.14) tesame met die rand- en beginvoorwaardes word 'n
algoritme gevind om die oplossing op tydstip T te bereken.
S6 kan dan stapsgewys in tyd voortbeweeg word tot by die
verlangde tydstip. Davies [12] 4illustreer dié metode deur

die volgende voorbeeld:

Laat
2 -
gxﬁ = 22 , 0<x<2, t>0
met ¢(0,t) - t
$(2,t) = 2+t
2
en ¢(x,0) = =

Die gebied in die xt-vlak word s® verdeel:

t A
7 8 )
© @
8] @
4 2 6
T ;
l @ ©
1 2 3 x
—1—>
FIGUUR 4.4

Die gebied [0,1] x[0,1] word in 4 driehoekige deelgebiede

verdeel. Oor elk van die deelgebiede word daar nou eindige-
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elemente van die vorm

$€ (x,t) = ajta x+a,t
gekies.T
Laat
q)e = Ne s¢
= [L,, L,, L,] {¢,,9,,0,}
Die vormfunksies Li kan bereken word omdat Li = Gij by die

j-de knooppunt en elke Li lineér in x en t is oor die deel-
gebied. Die stelsel (4.14) reduseer dan, vir die benaderde

oplossing by ¢,, na die enkele vergelyking

1 1 1,7
~(_“—6‘-"‘6-) ¢, + (0-'"6-) $3 - }549“

2,11 1
tlargrg) em3 ¢

i
o

6

Uit die rand- en beginvoorwaardes volg dat

Daar word nou na die volgende tydsvlak t=2 beweeg waar vir
¢, opgelos word. Dié prosedure word nou herhaal tot die
gevraagde tydsvlak bereik word. bavies [ 12 ] maak dus van

'n enkelstapmetode in tyd gebruik deur basisfunksies op 'n

In die nuwe vorm van die gelyktydige-ruimte-tyd-Galerkin-
metode wat nou hier aangebied sal word (kyk ook Van Niekerk
[47]), word die deelgebied in reghoeke verdeel. Aanvanklik

is die benaderde oplossing globaal bereken [47]. Uit die
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werk van hoofstuk 3 vir gewone differensiaalvergelykings
(kyk ook Van Niekerk [45] en [46]), het die idee egter
ontstaan om parsiéle differensiaalvergelykings, met die
gelyktydige-ruimte-tyd-Galerkin-metode, ook in enkelstappe
in die tydrigting op te los. Ons beskou nou twee parabo-
liese probleme wat met die nuwe vorm van die gelyktydige-
ruimte-tyd-Galerkin-metode opgelos kan word. Ons sal in

wat volg na dié metode verwys as die GRTG-metode.

4.2 TOEPASSING VAN DIE GRTG-METODE OP DIE HITTEVERGELYKING

Ons ontwikkel nou 'n nuwe vorm van die GRTG-metode deur dit

toe te pas op die volgende randvoorwaarde-probleem:

2
2. gx‘j = 0 , (x,£)€[0,1]x (0,T]
met u(x,0) = gin TX , x€[0,1]
u(0,t) = 0 , t >0
en u(l,t) = 0 , t >0 ... (4.14)

Die eksakte oplossing van (4.14) word gegee deur
U(x,t) = Exp (-m%t). sin mx

Die gebied [0,1] x [0,T]in die xt-vlak word nou soos in

figuur 4.5 aangetoon, in reghoekige deelgebiede verdeel:

t/\

1 Fqi RN

«—Fx—>
Bl

i
Y

“—h—> Nh
FIGUUR 4.5
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4.2.1 Keuse van basisfunksies

As basisfunksies gebruik ons funksies wat lineér is in

ruimte en tyd. Vir die berekening van hierdie funksies

gebruik ons die volgende notaste:
Die hoekpunte van die deelgebied R, word genommer soOOs in
figuur 4.6 aangetoon en u?J, uél% u?J en u?J stel dan die

oplossing by die hoekpunte '1,2,3 en 4 respektiewelik voor.

FIGUUR 4.6

Gerieflikheidshalwe bereken ons die basisfunksies eers in

lokale kodrdinate naamlik
E = x - (i-1)h.

As toetsfunksies ul(f,t), die benadering tot u(f,t) oor die

gebied Ri, kies ons

ut (£,t) = a}+ai‘£+ai‘t + oy € t.
= [1 & t &t] oF c.. (4.14.1)
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Definieer nou 'n vektor

_ (ui ui ui ui)
v 1! 2! 3! y 't

Die lokale knooppuntwaardes word gegee deur:

ui(0,0) = u} = a}

ui(h,O) = ui = a} + aill

ui(o,k) = ui = af + a§]<

ulh, ) = ol = ot v atn+ ik oalnk

Dan word ul:gegee deur die volgende matriksvergelyking waar-

in ons die boskrif i gerieflikheidshalwe weglaat:

u = [u = [1 0 0
u, 1 h 0
o
u, 1 0 k ~
u, Ll h k hk
= A o ees (4.15)
en uit (4.14.1) volg dus
u = [1 &€ t &t]altu
Hieruit volg dan dat
- _E_t,Et
o= Orpmxtre) W
E_&t (E_EL
HERORRIW T (TR
£t
+-E—uq
= N u
. 4
Dus ut = z Nfl) u,
j=1 3 3
(i
met Nil)vormfunksies en i =1,2,3,4.
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Indien ons nou & = x - (1L -1}h vervang in die vormfunksies

Nfl),kry ons die vormfunksies in terme van x en t naamlik:
J

(1) o, ox it xt
A € Tl i = =y
(2) _ it _ xt
S 2 e i Y

(3) = _iy.X, (-1t xt
N/ (x,t) = (1 1)-+h + = N

1-i)t xt

@) (4 1) Q-ie & ...(4.15.1)

N,
i

It

Met behulp van hierdie vormfunksies definieer ons nou die

basisfunksies oor die gebied [0,1] x [0,k ] soos volg:

(
3
NG (x,t) , (x,t) ER,
— (1) -
0p5-1 (Xe8) = ¢ Ny (x,8) o (X B) ERy
0 , andersins
.
Uit (4.15.1) volg, vir i =1, ..., N-1
4
L4y ¢ X litDE | oxt
(1-41i) + h-+ % e Ri
... {(4.15.2)
_ Ly X (1+i)t |, xt
0 , andersins
§
( ()
= (2)
d)Zi (Xlt) - < N-+1 (X,t) 7 (X,t)eRi+1
0 , andersins
§
>
(1-i) t xt
—x ‘i ro Ry
b (x.t) = (1+i)t _ xt . ...(4.15.3)
2i °7 1 K hk ! i+l
0 , andersins
.
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Skematies kan ons die basisfunksies s& voorstel:

0, Qa, b,
K )
/ 4 JI/ / /} \/ \\

/
// /7 R
// /l . JT‘X // j) ~ o JI/’ )
0 h 2h G-1h in (+1)h Nh
¢1) U $ziq ban-s

FIGUUR 4.7: Voorstelling van basisfunksies. Die sleutel tot
hierdie diagram word in figuur 4.8 gegee.

0y;,=0=03i %2?:]:0 0,,=0= By,
R; S <___£D:2i—1
L/'m2l
0,;=0=0y 0y =0 0,=0=0y_,
0z =
FIGUUR 4.8

Die benaderde oplossing van (4.14) - by die globale knooppunte -

word deur uj voorgestel soos in figuur 4.9 aangetoon:

t=k Us(j-1) Ui
R
t=0 H2i-3 Uiy
(i-1h in

FIGUUR 4,9: Benaderde oplossing by knooppunte.
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4.2.2 Die GRTG-metode

Met hierdie basisfunksies pas ons nou die Galerkin-metode
gelyktydig in ruimte en tyd toe op die hittevergelyking

(4.14) oor die strook [0,1] x[0,k].

Laat u*(x,t) die benaderde oplossing van die randwaardepro-
bleem wees en laat u®(x,t) 'n element van die deelruimte
voortgebring deur die basisfunksies ¢i, i=1,..., 2(N-1)

wees, Dan is .

2 (N-1)
u(x,t) = u*(x,t) = T ou. d.(x,t) ee. (4.16)
g 373

met uj die globale knooppuntwaardes en (x,t)€[0,1] x[0,k].

Die basisfunksies bevredig die homogene randvoorwaardes en

derhalwe bevredig u® (x,t) ook dié& voorwaardes.

Die Galerkin-benadering u* (x,t) word nou gedefinieer deur die

stelsel
(ut - u:X, ¢i) = 0 , i=1, ..., 2(N-1) ...(4.17)
k 1
met (f,q) = fo fo f.g axdt

Deur (4.16) in (4.17) te vervang word die stelsel

n2

_— - . .= i=1 . e - .
j=1 (at 4)3, cbi)uj ng ( axz ’ d)l uj r 1 ’ ’ (
Maar
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0%2¢. k 1 9%¢,
(-___?_l,q),) = [ 3. ¢, axae
ax? * o ‘o 8%
k 5¢. . kK 1 3. 90,
= J - J._ 1
B fo[ ox 931 dt fo fo % ox axdt
_ 8¢j 3¢i)
ox ' 9x
want ¢i(0,t) = ¢i(1,t) = 0.

Die Galerkin-benadering reduseer dan na die volgende stelsel:

2(N-1) 3 2 (N-1) )
jfl (3-‘_6 ¢jl ¢i)uj + jfl ("; ¢l _¢i) uj=0 00-(4.18)

met i=1, ..., 2(N-1)

Uit die beginvoorwaardes word die waardes van u, = u(h,0),

u3 = u(2h,0), ..., Uy = u({N-1h,0) bereken. In die stelsel

(4.18) het one dus net (N-1) onbekendes naamlik Uy = u(h,k)

= u(2h,k),.. = u(N-1 h,k) en derhalve word die bin-

u, s Ugnoy)
neprodukte net met die (N-1) basisfunksies ¢2, ¢4,..., ¢2(N—1)
geneem. Hierdie basisfunksies word gekies omdat hulle dié
funksies is wat by t =k die waarde 1 in die knooppunte aanneem.
Die stelsel (4.18) reduseer dan na 'n (N-1) x (N-1) stelsel

waaruit opgelos moet word vir u Die volgen-

2’ Yar o Yo

de matriksvergelyking word nou verkry:

Au = By ee. (4.19)

Met
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JRAL R ~ 2 v-1) 9,) ]
ot ' Y2’ ¢ ot ot 'Y2
A = :
3¢ i
2 P
h_( 7 2 m-1)) ('SE¢2(N—1)’¢2(N-1))__
3 3 0 9
('a§ 2% ) : : : (Bx ¢2 (N-1) "ox ¢2)
+ .
a al L] L] L] i . i
(_a?; ¢y Bx ‘bz (N—1)) : : : (Bx ¢, (N-1) " X ¢, (N-l))w__
s )
('S’E ¢1r ¢2) . . . ('s'_E ¢2N—3 I¢2)
B =
P )
G5g 9100, (N—l)) : : : (5'3 ¢2N-—3'¢2(N—1))
d d ) )
% ®17 3% &) ’ : ‘ 5% Yon-37 3% %2
+
P 9 : ) )
_(532 1 3% ®2m-n)) : : (3% ®an-3 3x f20-1)) B
_ t
E - (u2' u4, es ey uz(N_l)) ’
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Die binneprodukte in matrikse A en B word deur die volgende

17 U3l

vergelykings gegee:

¢22—1)'¢22)

3
5t
$o0-17%2042

¢22+1'¢22,)

5
5g 9207 Pogin)

3 .
Gt Popr ¢22—2)

]
(’a? ¢2£+31¢2£)

o b 6

(-3% ¢25L—1' .égxn ¢2,Q,)
G5 S0 5 G29)
65% ¢22+1"§§ ¢22)
(_3%2 ¢25L' -3%{_ ¢22,—2)
-2 0

oxX

) 3
(o 450 5 ¢
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Die matriks A in (4.19) is dus 'n bandmatriks met bandwydte

drie. Uit die stelsel (4.19) los ons op vir u,, u,,...,u

2" 74! 2 (N-1)"

Dié waardes kan dan gebruik word as beginvoorwaardes
Wir Ugreeer Yoy g om die oplossing vir die volgende tyds-
interval te bereken. Ons kry dus 'n voortmarsjeer-in-tyd-

skema naamlik:

A ut = Bul™! , i=1,2,... ... (4.20)

~ ~

wat herhaaldelik opgelos word tot die verlangde tydstip

bereik is.

Alhoewel die cksakte oplossing van die probleem (4.14) be-
kend is, vergelyk ons ook die resultate van die GRTG-Metode
met die resultate van die eindige-verskil Crank-Nicolson-

metode [1].

4.2.3 Numeriese resultate

Numeriese oplossings bereken deur middel van die nuwe
GRTG-metode en die tradisionele Crank-Nicolson-metode (kyk
Bylaag C}, word uiteengesit in tabelle 4.1 en 4.2.

Die volgende norm word in die tabelle gebruik:

Il u=-u* 1l = | u(x,t) ;nu*(x,t) | /| u(x,t)]

met u(x,t) en u*(x,t) die eksakte en benaderde oplossings

respektiewelik.
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TABEL 4.1
GRTG - METODE
h=20,1; k=0,01 h=20,1; k = 0,005

t u(0,5; t) u*(0,5; t) |l u-u*ll | uw*0,5; &) | lu-u*l’

0 1,0 1,0 1,0 0

05 0,610498 0,612733 3,7 E-3 0,610449 38,0 E-
/10 0,372708 0,375442 7,3 E~- 0,372648 1,6 E-4
/15 Q,227537 Q, 230045 1,1 E- 0,227483 2,4 E-4
: 20 0,138911 Q, 140956 1,4 E- 0,138867 3,2 E-4
125 Q,848050 E-1 0,863686 E-1 1, - 0,847710E-11{4,0 E-4
+30 0,517733 E-1 Q,529209 E- - 0,517484E-1| 4,8 E-
-, 35 0,316075 E-~1 Q0,324264 E-~-1 2,6 E~ 0,315898E-1|5,6 E-
, 40 0,192963 E-1 0,198687 E- 3,0 E-2 0,192839E-1}6,4 E-
45 Q,117803 E-1 Q,121742 E-1 3,3 E~- 0,117719E-1|7,1 E-4
.50 0,719188 E-2 Q,745954 1.3— 3,7 E- 0,718613 E-2 (8,0 E-4

— h =20,05; k= 0,01 h =20,05; k = 0,005

t u(0,5; t) u*(0,5; t) I u-u*ll u*0,5; t) | llu-u*l

0] 1,0 1,0 0 1,0

.05 Q,610498 10,614552 6,6 E-3 0,612288 2,9 E-

, 10 0,372708 0,377674 1,3 E-2 0,374897 5,9 E~
/15 0,227537 0,232101 2,0 E-2 0,229545 8,8 E-
+20 0,138911 0,142638 2,7 E-2 0,140548 ' -
125 0,848050 E-1 0,876585 E-1 3,4 E-2 0,860558E-1|1,5 E-

¢ 30 Q,517733 E-1 0,538707 E-1 4,0 E-2 0,526909E-1(1,8 E-
/35 0,316075 E- 0,331064 E- 4,7 E-2 0,322620E-1{2,1 E-
140 Q,192963 E- Q,203456 E- 5,4 E-2 0,197537E-1]2,4 E-
45 Q,117803 E-1 Q0,125034 E-1 6,1 E-2 0,120949E-1|2,8 E-
.50 0,719188 E- 0,768401 E- 6,8 E-2 0,740559 E-2{3,0 E-
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TABEL 4.1 (vervolg)
GRTG-METODE

0,35 0,300605 E-1 0,283563 E-1 5,7 E-2 0,271954 E-1
0,40 0,183519 E-1 0,171677 E-1 6,5 E-2 0,163669 E-1
0,45 0,112039 E-1 0,103938 E-1 7,2 E-2 0,985000 E-2
0,50 0,683989 E-2 0,629273 E-2 8,0 E-2 0,592797 E-2

h =0,2; k=0,01 h =0,2; k=0,0025

t u(0,4; t) u¥(0,4; t) b u=-uw*ll | u*0,4; £y [l u=-u¥ll

0 -] 0,951057 0,951057 0 0,951057 0
0,05 0,580618 0,575797 8,3 E-3 0,572369 ;4 E-2
0,10 0,354466 0,348604 1,7 E-2 0,344466 ;8 E-2
0,15 0,216401 0,211055 2,5 E-2 0,207308 ;2 E-2
0,20 0,132112 0,127779 3,3 E-2 0,124763 ,6 E-2
0,25 0,806543 E-1 0,773611 E-1 4,1 9 E-2
0,30 0,492393 E-1 0,468367 E-1 4,9 E-2 0,451883 E-1 ;2 E-2

5

1

2

1
2
4
5
E-2 0,750855 E-1| 6,
8
9
1
1
1

In tabel 4.1 merk ons op dat vir h = 0,2 en k = 0,0025 die
relatiewe fout groter is as.in die geval waar h = 0,2 en
g = 0,01. Om hierdie verskynsel te ondersoek, het ons vir
'n vaste waarde van h die tydsinterval k al hoe kleiner ge-
kies. In figuur 4,10 yolg die grafiese voorstelling vén

hierdie resultate vir twee waardes van h, naamlik h = 0,1 en

h =20,2,
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TABEL 4.2
CRANK-NICOLSON-METODE (Eindige-verskil)
h=20,1; kX = 0,01 h=20,1; k = 0,005
t u(0,5; t) u*(0,5; t) [ u-u¥l u*(0,5; t) |llu-u*ll
0 1,0 1,0 0 1,0 0
0,05 0,610498 0,612733 3,7 E=3 |0,612913 4,0 E-3
0,10 0,372708 0,375442 7,3 E-3 |0,375662 7,9 E-3
0,15 0,227537 0,230045 .1 E-2 |0,230248 1,2 E-2
0,20 0,138911 0, 140956 1,4 E-2 |0,141122 1,6 E-2
0,25 0,848050 E-1 | 0,863686 E-1 1,8 E-2 |0,864955 E-1 | 2,0 E-2
0,30 0,517733 E-1 | 0,529209 E-1 2,2 E-2 |0,530142 E~1 | 2,4 E-2
0,35 0,316075 E-1 | 0,324264 E-1 |~ 2,6 E-2 |0,324930 E-1 | 2,8 E-2
0,40 0,192963 E-1 | 0,198687 E-1 3,0 E-2 |0,199154 E-1 | 3,2 E-2
0,45 0,117803 E-1 | 0,121742 E-1 3,3 E-2 |0,122064 E-1 | 3,6 E-2
0,50 0,719188 E-2 | 0,745954 E-2 3,7 E-2 | 0,748147 E-2 | 4,0 E-2
h =0,05; k= 0,01 h =0,05 k = 0,005
t u(0,5; t) u¥®(0,5; t) [l u-u*|l u* (0,5; t) |l u-u®ll
0 1,0 1,0 0 1,0 0
0,05 0,610498 0,610874 6,2 E-04 |0,611056 9,1 E-04
0,10 0,372708 0,373167 1,2 E-03 |0,373390 1,8 E-03
0,15 0,227537 0,227958 1,9 E-og 0,228162 2,7 E-03
0,20 0,138911 0,139253 2,5 E-03 |0,139420 3,7 E-03
10,25 0,848050 E-1 | 0,850662 E-1 3,1 E-03 {0,851935 E-1"| 4,6 E-03
10,30 0,517733 E-1 | 0,519647 E-1 3,7 E-03 | 0,520580. -1 | 5,5 E-03
0,35 0,316075 E~1 | 0,317439 E-1 4,3 E-03 [0,318104 E-1 | 6,4 E-03
0,40 0,192963 E-1 | 0,193915 E-1 4,9 E-03 |0,194380 E-1 | 7,3 E-03
0,45 0,117803 E-1 | 0,118458 E-1 5,6 E-03 |0,118777 E-1 | 8,3 E-03
0,50 0,719188 E-2 | 0,723626 E-2 6,2 E-03 |0,725794 E-2 | 9,2 E-03
|
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TABEL 4.2 (vervolg)

CRANK-NTCOLSON-METODE (Eindige-verskil)

h=0,2; k=0,01

t u(0,4; t) v u*(0,4; t) I u-u®|l

0 0,951057 0,951057 0]
0,05 0,580618 0,589782 1,6 E-2
0,10 0, 354466 0,365743 3,2 E-2
0,15 | 0,216401 0,226810 4,8 E-2
0,20 0,132112 0,140652 6,5 E-2
0,25 0,806543 E-1 0,872231 E-1 8,1 E-2
0,30 0,492393 E-1 0,540900 E-1 9,9 E-2
0,35 0, 300605 E-1 0,335430 E-1 1,2 E-1
0,40 0,183519 E-1 0,208011 E-1 1,3 E~-1
0,45 0,112039 E-1 0,128995 E-1 1,5 E-1
0,50 0,683989 E-2 0,799939 E-2 1,7 E-1

4,2.4 Bespreking van numeriese resultate

Aangesien die koéffisiéntmatriks A in die stelsel (4.20) 'n
bandstruktuur het, naamlik 'n bandwydte wvan drie, kan die

stelsel met 'n ekonomiese prosedure opgelos word.

Die GRTG-metode en die Crank-Nicolson-metode lewer vir die
keuse van die parameters h = 0,1 en k = 0,01 dieselfde be-
naderde oplossings. Die rede hiervoor is dat die twee
metodes, vir hierdie besondere keuse van die parameters,
presies dieselfde stelsels lewer waaruit die benaderde op-
lossings bereken word. Die numeriese resultate is besonder
akkuraat. Daar is byvoorbeeld na 0,5 sekondes (50 stappe)
by die punt x = % slegs 0,7% van die aanvangstemperatuur

aanwesig terwyl die relatiewe fout 3,7 E-2 is.
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Vir dieselfde keuse yan die parameters h en k lewer die
GRTG-metode en die Crank-Nicolson—-metode telkens dieselfde
orde stelsels om op te los, Ons vergelyk dus die resultate

soos volg:

(i)--h = 0,2 en k = 0,01

Die GRTG-~metode lewer resultate wat akkurater is as die

Crank-Nicolson-resultate met 'n faktor van ongeveer 2.

(ii) h = 0,1 en k = 0,005

Die GRTG-metode lewer resultate wat akkurater is as die

Crank-Nicolson-resultate met 'n faktor van ongeveer 50.

(iii) h = 0,05 en k = 0,01

Die Crank-Nicolson—-resultate is nou akkurater met 'n faktor

van ongeveer 10,

(iv) h = 0,05 en k = 0,005

Die Crank-Nicolson-resultate is akkurater as die GRTG-resul-

tate met 'n faktor van ongeveer 3.

Die eksperimentele resultate van die studie toon duidelik aan
dat die nuwe GRTG-metode nie net 'n betroubare maar ook 'n
funksioneel praktiese metode is, In besonder vertoon die
GRTG-metode vir 'n relatief growwe verdeling van die interval
[0,1] beter as die Crank-Nicolson-metode. Hierdie eienskap

ts voordelig in die sin dat die orde van die koé&€ffisiéntmatriks

A dus "klein" geneem kan word.

Uit figuur 4.10 volg dat indien h vas gekies word en k al hoe

kleiner geneem word, sal die relatiewe fout vanaf 'n "groot"
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negatiewe waarde afneem totdat die fout van teken verander.
Vir die punt (0,4; Q,15), in die xt~vlak, beteken dit dus
dat die benaderde oplossing in di& punt aanvanklik groter

is as die eksakte oplossing in die punt. As k verder ver-
klein word sal die benaderde oplossing kleiner as die eksak-
te oplossing in die punt wees. Uiteindelik sal die bena-

derde oplossing dus die eksakte oplossing van onder of nader.

'n Ander interessante verskynsel wat uit figuur 4.10 volg,
is dat die benadering met h = 0,2 akkurater is as die be-

nadering met h = 0,1 in die intexrval.

N

A < log(% x 10%) B.

Dit beteken dus dat in 'n omgeﬁing van % = 0,1 is die be-
nadering met h = 0,2 akkurater as dié meth = 0,1. Verder
staaf dit dus die bewering dat die GRTG-metode vir 'n

growwe verdeling van die interval [0,1 ] kompeterende resul-

rate lewer,

Uit hierdie grafiek blyk ook dat indien % in die interval

[0,01; 0,25] geneem word, verkry ons benaderings waarvoor,
vir die relatiewe fout, geld dat

u(0,4; 0,15)- u¥(0,4; 0,15) < 4 gyxi0-2

- -2 <
12 %10 5(0,4; 0,15)

Ten slotte kan ons dus sé& dat die GRTG-metode met groot
sukses op die hittevergelyking toegepas kan word. In die
volgende paragraaf pas ons nou die GRTG-metode op 'n ge-

leiding-diffusie-probleem toe.
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4,3 TOEPASSING VAN DIE GRTG-METODE OP 'N GELEIDING-DIFFUSIE-
PROBLEEM

Die volgende vergelyking lewer 'n geskikte model vir fisiese

verskynsels wat geleiding- en diffusie-effekte bevat:

2
g_ltl_ - egx‘;—a% , e>0,6>0

met (x,t) € (0,1) % (0,«).
Die beginvoorwaarde is deurgaans van die vorm

u(x,0) = uO(X) ' x € (0,1)

maar drie verskillende moontlike randvoorwaardes word be-

skou, naamlik:

(a) Homogene Dirichlet-voorwaardes
(b) Periodiese voorwaardes

(c) Neumann-voorwaardes

Die numeriese behandeling van hierdie probleem word deur
Mitchell en Griffiths [ 33 ] asook Griffiths [ 24 ] ondersoek
deur van die semi~diskrete-Galerkin-metode (kyk § 2.5.3) ge-
bruik te maak. Ons beskou nou die numeriese oplossings

van hierdie probleme met behulp van die GRTG-metode.

4.3,1 Dirichlet-randvoorwaardes

Ons beskou nou die randvoorwaarde-probleem

du _ _ 3%u _ . du

T~ € %2 § X , € >0,8 >0 ce. (4.21)
u(x,0) = uo(x) , X€(0,1) ee. (4.22)
u(0,t) =u(l,t) =0, t >0 ee. (4.23)
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Die gebied (0,1) » (Q,T) in die xt-ylak word soos in § 4.2

in reghoekige deelgebiede verdeel,

Laat

0
o
=
~
o
1l
n
H

tO < tJ < 4vee < tM

die verdelings op die x- en t-asse respektiewelik voorstel,

Gestel verder dat

X, = X = h

en t, - t k wvir alle i,

1l

Die oplossing u(x,t) word weerxr -benader deur 'n lineére
kombinasie van geskikte basisfunksies. Ons neem hier die-
selfde basisfunksies as dié in § 4.2. Ons kies dus die

volgende basisfunksies wat lineé&r is in ruimte en tyd:

( - x -1t xt
(1 -1) + h-+ T VL Ri
. _ 4 4 - X _ (l +i)t —}S_t_
0 , andersins
\
( (1-1i)t , xt
X Thk v Ry
= (1+1)t _ xt
0y (x4E) = 4 K hk v Rin
0 , andersins
\
Gestel nou dat
2(N-1)
u(x,t) = u¥(x,t) = Z u 95 (x,8) c.o. (4.24)
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Die basisfunksies beyredig die homogene randvoorwaardes (4.23)

en derhalwe bevredig u*(x,t) ook di& voorwaardes.

Die Galerkin-benadering u¥*(x,t) word nou bepaal deur die

stelsel
ou® _ 92u* _ du* . _
(’W’ 0;) = el557 + ;) S(zg + 930, 1=2,4,...,2(N-1)...(4.25)
Maar
a2u* pu* 9¢;
Sz 9 = "Gy 3%
dus (4.25) word
90, #
du* _ __ou¥ i, _ <,9u
Vervang (4.24) in (4.26) dan is
2(N-1) 9¢, 2(N-1) 93¢, 9. 2 (N~1) 3
o2, dJuste Z (=2, ww +6 2 G du, ¢ u,
j=1 ot i’ 73 j=1 ox 9x " 73 j=1 90X '] i’73
= 0 ’ i=2,4,..., 2(N-1) ce. (4.27)

Uit die beginvoorwaarde kan u bereken word

17 U3rcccr Uones

en die stelsel (4.27) reduseer dus na 'n (N-1) x (N-1) stelsel

wat in matriksnotasie geskryf kan word as:
Au = B v ... (4.28)

met A en B (N-1)x (N-1) matrikse,

= (U Uyreees W yy)
en v o= (g, ugyee., uy o)
Laat A = (aij) , i=1,..., N-1, j=1,..., N-1
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en B = (b;L:l) p L=1,000, N1, J=1,..., N-1,

Die elemente van A en B word dan gegee deur

_ 2 2 2

ees (4.29.1)

L2 el FRNTY
en by = = (gg by g0 0py) mElT Gy g v gr 055) TS 6,0 100, .. (4.29.2)

respektiewelik.

Die binneprodukte (g% ¢j,¢i)en-0§§¢j,-§;¢i)

in (4.29.1) en (4.29.2) 1is reeds bekend uit § 4.2. Ons

hoef dus slegs

(’a_}‘{' ¢Jr (bl)
te bereken. Die waardes van hierdie binneprodukte word
gegee deur:
9 - -k = -
% 9207 %20041)) & + = lo... (W02
0 _k _ _
(—a—}z 4)2(2,_*_1)' ¢2,Q,) - ’6‘ ’ /Q/ - l, o o g (N 2)
(2 4. 0) 6.,) = 0 5 =1 (N-1)
ox “28' 728 - / roecsr
) _ _ k = -
(§§ ¢22' ¢2wu) - 12 r o=y ey (N22)
3 _k _ _
(—8.-}2 ¢2£+1I¢22) - '1_2‘ 4 Q/ - l, e v o (N 2)

Die matriks A het dus 'n bandwydte van drie en die gedetail-

leerde struktuur is soos volg:
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- h ek 6k ey
12 3h+6 0] « o . 0
h , 2ek h gk |, 6k
3730 1273 "% :
. . M O
. * h _egk 8k
‘ . . 1Z "3 6
h ek _ ¢k h , 2¢k :
o O 127376 37 3n

Netso het die matriks B 'n bandwydte van drie, en die

volgende struktuur:

o
h ck 8k
zte 12 0 T 0
B =
h_ek b, ek ¢k .
3 3h 12 6h 12 .
- 3 \d 0
. . ’ £+§.]S.—-§]§.
12 6h 12
h , ek, &k h _egk
- 0 i2ten 12 37 3h

Uit die stelsel (4.28) word dan opgelos vir Ugr cees u2(N_”
en dié waardes tree dan as beginvoorwaardes op vir die vol-
gende tydsinterval. Ons kry dus weer eens 'n enkelstap

prosedure

ag® = pib ... (4.30)

~

wat agtereenvolgens opgelos kan word tot die gevraagde tyd-

stip bereik is.
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Ons sal die numeriese resultate van (4.30) vergelyk met die
resultate van Griffiths [46 ] asook met die eksakte oplossing

van die vergelykings (4.21), (4.22) en (4.23),

Die bepaling van die eksakte oplossing deur die metode van

skeiding van veranderlikes word in Bylaag A behandel.

4.3,.1,1 Numeriese resultate

Vir die numeriese oplossing van

word die diffusie-koéffisiént € as 0,01 en die dryf-koéf-

.fisiént § as 1,0 gekies. Vir die beginfunksies uo(x) ki?s
ons 'n impuls met eenheidshoogte, basiswydte 0,2 en gesen-
treexr by x = 0,3 (kyk figuur 4.11). Die beginvoorwaarde

(4.22) word dus uitgedruk as:

X
H: - 2 ; 2h1 < x < 3h1
= - .= < x <
u, (x) 4 i + 4 , 3h, < x < 4h,
0 , andersins.

met h1 =0,1.

Die numeriese resultate wat verkry word deur toepassing van
die GRTG-metode word in figuur 4.11 aangetoon. Die interval
[0,1] is in 20 gelyke dele verdeel, dit wil s& h = 1/20.

Vir die tydsinterval kies ons k = 0,01 en die stelsel (4.30)
lewer dan na 100 stappe die oplossing by t = 1,0 sekondes.

Ons merk op dat die impuls egalig na regs dryf oor die xt-vlak
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totdat dit die rand yan die gebied by x = 1 bereik, In
die randgebied x = 0,8 tot by x = 1,0 ossilleer die bena-
derde oplossing om die eksakte oplossing, Die eksakte

oplossing is bereken deur die reeks, soos beskryf in Bylaag A

vergelyking (6), te sommeer tot 400 terme. Die Peclet—-getal
([32], [33] en [24]) L = 525—2- is vir hierdie geval 2,5.

Figuur 4.12 toon die resultate van Mitchell en Griffiths
([32] en[24]) vir L = 5(di h = 0,1). Hulle maak egter van
kwadratiese eindige-elemente gebruik terwyl die resultate in
figuur 4.11 steeds van lineére eindige-elemente in ruimte

en tyd gebruik maak en dus 'n meer ekonomiese metode ver-
teenwoordig. Ongelukkig gee Mitchell en Griffiths slegs

'n grafiese voorstelling van hul resultate en kan geen
kwantitatiewe vergelyking gevolglik getref word nie. Nog-
tans is dit duidelik dat die probleme wat Mitchell en Grif-
fiths in die randgebied aan die regterkant ondervind, ernstiger
is as dit wat die geval met die GRTG-metode is. Die nuwe
GRTG-metode is dus kwalitatief effektiewer in vergelyking

met Mitchell en Griffiths se metodes.
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ANALITIESE OPLOSSING

-1 u{x;n)

08—

o6 u*(x;02)

u*(x;0-4)
u*(x;0-6)
04-
u*(x.08)
02
T
0 01 02 03

- X

FIGUUR 4-11  Dirichlet-voorwaardes.
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FIGUUR 4.12
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In tabel 4,3 yolg 'n uittreksel van die numeriese resultate

verkry deur die interval in 40 gelyke dele te verdeel

(h

Die norm wat ons in tabel 4,3 gebruik is

1/40).

wat sb gedefinieer word:

ua~-u*|l =

Die Peclet-getal in hierdie geval is 1,25.

| ulx,t) ~u*(x,t)]

1 +

[ulx,t) |

'n gemengde norm

Die motivering vir die gebruik van hierdie norm is dat in-

dien u(x,t)

"groot" waardes aanneem,

is die norm ongeveer

dieselfde as die relatiewe norm, terwyl vir "klein" waardes

van u(x,t) is die norm ongeveer die absolute verskil tussen

die eksakte en benaderde oplossings.

TABEL 4.3

i | u(ih; 0,2) u®(ih; 0,2){ilu-u®l ]u(ih; 0,4) | u®(ih; 0,4) | ilu-u™|
0 0 0 0 0 0 0

0,130 E-6 0,659 E-8 |1,2 E-7 {0,170 E-8 |-0,76 E-11] 1,7 E-
8 | 0,134 E-3 |0,499 E-4 |8,4 E-5{0,708 E-6 | 0,136 E-6 | 5,7 E-
12 | 0,15097 E-1 |0,16572 E-1~[1,5 E-37 0,911~ E-4 | 0,777 E-4 | 1,3 E-
16 | 0,221716 0,236453 1,2 E-2 | 0,37582 E-2 | 0,45097E-2 | 7,5 E~-
20 | 0,526105 0,501528 1,6 E-2 | 0,51426 E-1 | 0,60022 E-1 | 8,2 E-
24 | 0,221716 0,221685 2,5 E-5 | 0,242331 0,249560 5,8 E-
28 | 0,15097 E-1 |0,23079E-1 |7,8 E-3 | 0,404787 0,380896 7 E-
32 | 0,134 E-3 {0,627 E-3 |4,9 E-4 |0,242331 0,234775 6,1 E-
36 | 0,323 E-5 |0,531 E-5 [2,1 E-6 |0,51426E-1 | 0,62250E-1 | 1,0 E-
40 0 0 0 0 0 0
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TABEL 4.3 (vervolg)

i | u(ih; 0,6) u®*(ih; 0,6) [lu -u®l [u(in; 0,8) |[u¥(inh;0,8) |lu-u¥ll
0 0 0 0 0
4 0,132 E-10{-0,23 E-13 1,3 E-11 [-0,90 E-13[-0,15 E-169,0E-14
g8 |0,404 E-8| 0,398 E-9{3,6 E-9 | 0,240 E-10| 0,12 E-11|2,3E-11
12 0,546 E-6 | 0,299 E~6{ 2,5 E-7 0,333 E-8 0,11 E-8|2,2 E-9
16 .|0,336 E-4| 0,357 E-4|2,1 E-6 | 0,253 E-6| 0,202 E-6|5,1E-8
20 (0,9540 E-3| 0,1235 E-2({2,8 E-4 | 0,106 E-4| 0,129 E-4|2,3E-6
24 |0,12642 E-1| 0,15999 E-1|3,3 E-3 | 0,247 E-3| 0,344 E-3{9,7E-5
28 10,791622 E-1 | 0,896392 E-1}9,7 E~3 | 0,32185E-2| 0,4397 E-2|1,2 E-3
32 |0,236781 0,238031 1,0 -3 | 0,23509E-1| 0,29158E-1|5,5E=-3
36 - |0,340849 0,319070 1,6 E-2 | 0,96864 E-1| 0,106475 8,8 E-3
38 |0,310182 0,286672 1,8 -2 | 0,157003 0,162866 5,1 E-3
39 10,261879 0,289836 2,2 E-2 | 0,171942 0,217842 3,9 E-2
40 0 0 ' o 0 0

In figuur 4.13 volg die verskillende grafiese voorstellings

van die numeriese resultate vir h

1/40 en k = 0,01.

Die

randlaag waar die resultate swakker word, het nou gekrimp tot

die interval [0,95;

like verbetering op h =

1,0].

Dit verteenwoordig

Mitchell en Griffiths [32].
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emmm——=—-=~ ANALITIESE OPLOSSING

u*(x;04)

u*(x.086)
u’(x;08)

FIGUUR 413 Dirichlet-voorwaardss.
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4.3.2 Periodiese randvoorwaardes

Die randvoorwaardes (4.23) word nou vervang deur

u(0,t) = u(l,t) .. (4.32)

Aangesien die homogene randvoorwaardes nou verval het, word
daar by x=0 en x =1 basisfunksies bygevoeg. Skematies

kan ons dit sb® voorstel:

o, 0, Py ], i, 1, Do) O,
L
/ /N \ e
N AN
/ \
| . W o Ve ST SN B S5
0., h oh G-1h ih i ok
(_D-1) ¢1) d)); ! ¢2i—1 (R ¢2N—)3 N Dan-1
FIGUUR 4.14

Die oplossing u(x,t) word nou benader deur

2 (N-1)
o % _ * %
ulx,t) = utlx,t) =u_, ¢Z,;+ u, o5+ j§1 3 5
#* *
-1 Pon-1 T Vo Pon ce. (4.33)

Omdat die oplossing periodies is in x met 'n periode van 1

eenheid, kan ons (4.33) skryf as

2(N-1)
+* — +* 3* * 3*
ut(x,t) = uZN_1(¢_1+ ¢2N_1)-+u2N(¢o-+¢2N)-+ j§1 uj¢j ... (4.34)
Stel nou
3 * —
2, t Pon-1 T q’21\1-1
+* 3* —
en ¢o + ¢2N - ¢2N
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dan word (4.34)

2N

u(x,t) = u*(x,t) = 2 u; ¢.(x,t) ee. (4.35)
jm1 3

Die Galerkin-benadering lewer die stelsel

ou _ 2%u _ < ,0u
(g—E 7 q)i) - e(axz ’ ¢i) 6(8}( 7 ¢i)
met i=2,4, ..., 2N.

Deur parsiéle integrasie en die periodiese eienskap van die

oplossing by x=0 en x=1 reduseer hierdie stelsel na:

d

o

du 0 ou _
’ d)l) + 8(-a—x r -3—)—{ q)l) 5+ 6('3—;{ ’ d)l) = 0 ... (4.36)

(

QL
t

met i=2,4,..., 2N.
Vervang nou (4.35) in (4.36), dan is

Noos Noa 5
? (5 9oy @) Uyy+ € ? (5% %25 3x ?3) Yo
j=1 j=1
N9
+ & X (= .y
j=1(ax ¢23 <bl) 23
N N
- oy (0 - 9 9
- .% (5€ Po3-17 93) Uy~ € 2 (5 G5y vgx 93) Vpyy
J—-l J=1
Y 9
- 6§ Z (§§ %j—l , q>i)u2j_1 , i=2,4 ..., 2N.

Hierdie stelsel skryf ons in matriksvorm as
Au(= By | e (4.37)
met A en B twee N X N patrikse,

u = (uz, Uyr oeey u2N)
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en X = (ull u31 te ey u2NH1).

Die elemente aij en bij van die matrikse A en B word gegee
deur (4.29,1) en (4.29.2) waar i en j nou die waardes 1,...,N
)

deurloop. Uit die stelsel (4.39) los ons op vir (u2,u eee, U

4 2N

met (ul, Ugreres u2N-1) as beginvoorwaardes en sodoende verkry

ons die stelsel
p ... (4.38)

wat agtereenvolgens opgelos word tot by die gevraagde tydstip.

4.3,2.1 Numeriese resultate

Ons beskou dieselfde beginfunksie uo(x) van § 4.3.1.1 asook
dieselfde waardes vir § en €. In tabel 4.4 volg die numeriese
resultate met h = 1/40 en k = 0,01. Die benaderde oplossings
word gekontroleer met die eksakte oplossing wat in Bylaag A
vergelyking (14) afgelei word, Die norm soos in tabel 4.3,
word ook hier gebruik:

u(xlt) —u%(xlt) .
1+ |u(x,t)]

1

I u-u®*l
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TABEL 4.4
il u(ih; 0,2) | u*@n; 0,2) [l u-u®ll] u(inh; 0,4) [u*(ih; 0,4) |l u-u¥
0|0,243 g-10 0,1769 E-7| 1,8 E-8 | 0,375822 E~2|0,746594E-2 | 3,7 E-3
20,169 g-g| 0,580 E-9|1,1E-90,6733 E-2|0,194909E-2| 1,3 E-3
410,130 g-g | 0,666 E-8|1,2 E-7 |0,911 E-3|0,425082 E-3| 3,3 E-4
6|0,556 g-g5 |-0,259 E-6|5,8 E-6[0,932 E-4|0,779853E-4| 6,9 E-5
80,1344 g-5 | 0,4989 E-4|8,4 E-5 0,142 E-4|0,122601E-4| 1,1 E-8
10| 0,186191 E-2 | 0,161607 E-2| 2,5 E-4 | 0,932 E-5|0,641028 E-5| 2,9 E-6
12 | 0,150966 E-1 | 0,165716 E-1| 1,5 E-3 | 0,911 E-4|0,778947 E-4 | 1,3 E-5
14 | 0,735570 E-1 | 0,825866 E-1| 8,4 E-3 | 0,673 E-3[0,733299E-3| 6,0 E-5
16 | 0,221716 0,236453 ,2 E-Z | 0,375822 E-2 | 0,450967 E-2 | 7,5 E-4
18 | 0,425576 0,424342 8,6 E-4 | 0,159195 E-1|0,193005 E-1 | 3,3 E-3
20 | 0,526105 0,501528 ,6 E-2 | 0,514256 E-1|0,600224 E-1| 1,8 E-2
22 | 0,424576 0,401685 1,6 E-2 [0,127274 0,139833 1,1 E-2
24 | 0,221716 0,221685 2,5 E-5 | 0,242331 0,249560 5,8 E-3
26 | 0,735570 E-1 | 0,852427 E-1| 1,1 E-2 { 0,356123 0,347017 6,7 E-3
28 | 0,150966 E-1 | 0,230787 E-1| 7,9 E-3 | 0,404787 0,380896 1,7 BE-2
30 | 0,186191 E-2 | 0,446053 E-2| 2,6 E-3 | 0,356123 0,333445 1,7 E-2
32 |0,13441 E-3| 0,627430 E-3| 4,9 E-4 | 0,242331 0,234775 6,1 E-3
34 |0,556 E-5| 0,658596 E-4|6,0 E-5 | 0,127274 0,133901 5,9 E-3
36 {6,129 E-6| 0,531 E-6|4,0 E-7 | 0,514256 E-1|0,622550E-1| 1,0 E-2
38 |0,169 E-8| 0,339 E-6|3,4 E-7 |0,159195 E-1|0,237365E-1| 7,7 E-3
40 (0,243 E-10| 0,177 E-7|1,8 E-8 |0,375822E-2|0,746594 E-2| 3,7 E-3
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TABEL 4.4 (vervolg)

i | u(ih; 0,6) u*(in; 0,6) |l u-u®ll|u(ih; 0,8) U%(ih; Q,8) ‘”u-U%”
0 0,236781 0,226194 8,6 E-3 10,226168 0,223830 1,9 E-3
2 0,150072 0,151673 1,4 E-3 |0,279503 0,266647 1,0 E-2
4 0,791623 E~1 | 0,878442E-1 (8,0 E-3 |0,299937 0,280069 1,5 E-2
6 0,347174E-1 | 0,441010E-1 |{9,1 E-3 [0,279503 0,260184 1,5 E-2
8 0,126421 E-1 | 0,192571 E~1 |{6,5 E-3 [0,226168 0,214416 9,6 E-3
10 0,381693 E-2 | 0,733808E-2|3,5 E~-3 ]0,158886 0,157171 1,5 E-3
12 0,9545 E-3 | 0,244845E-2 11,5 E-3 |0,968778 E-1 {0,102735% 5,3 E-3
14 0,20181 E-3 | 0,721357E-31|5,2 E-4 |0,512479 E-1]0,600239E-1]| 8,3 E-3
16 0,672 E-4 | 0,22099 E-3|1,5 E-4 |0,235091E-1|0,314174E~-1| 7,7 E-3
18 0,2018 E-3 | 0,28258 E-3(8,1 E-5 [0,934821E-2|0,147653E~-1| 5,4 E-3
20 0,955 E-3 | 0,124333E-2{2,9 E-4 |0,322913 E-2{0,625455E-2| 3,0 E-3
22 0,381693 E-2 | 0,497372E-2|2,1 E-2 |0,101447 E-2 |0,245252E-2| 1,4 E-3
24 0,126421 E-1 | 0,159996 E-1|3,3 E-3 |0,49469 E-3]|0,116332E-2| 6,7 E-4
26 0,347174E-1 | 0,417785E-1|6,8 E-3 [0,101447 E-2 |0,159643 E-2 | 5,8 E-4
28 0,791623 E~1 | 0,896392E-1(9,7 E-3 [0,322913 E-2 |0,446869E~-2| 1,2 E-3
30 0,150070 0,159648 8,3 E-3 |0,934821E-2(0,122572E-1| 2,9 E-3
32 0,236781 0,238031 1,0 E-3 |0,235091 E~1(0,291623E-1}| 5,5 E-3
34 0,311194 0,299235 9,1 E-3 |0,512479E-1]0,598572E-1| 8,2 E-3
36 0,340852 0,319122 1,6 E~-2 |0,938778E-1{0,106493 1,2 E-2
38 0,311194 0,290249 1,6 E-2 {0,158886 0,165045 5,3 BE-3
40 0,236781 0,226194 8,6 E-3 |0,226168 0,223830 1,9 E-3
Hierdie resultate stel ons grafies voor in figuur 4.15. Die

Peclet-getal vir die resultate in tabel 4.4 is steeds 1,25.
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u(x;0)

u*(x;04)
u*(x,0-6)

u'(, .08)

.

FIGUUR 415 Periodiese-voorwaardes
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4,3,3 Neumann-randyoorwaardes

Nou beskou ons die probleem

? 9%2u _ 2u
__% = € axlél 6 ‘g—i ’ (Xlt) e (Oll) % (OIT]
u(o,t) = 0 , t >0
ces (4.39)
ou _
% (1,t) = 0 , t >0
en u(x,0) = uo(x) , X€ (0,1)

Dieselfde basisfunksies as in figuur 4.14 word geneem behalwe
dat ons ¢g en ¢* buite rekening laat omdat u(0,t) = 0.

Verder stel ons

#* —
2N = I
3 —
en -1 — Sanet
Laat M = span { Giv wens ¢2N}

Deur parsiéle integrasie en die randvoorwaardes volg, vir

v EVM, dat

2 K =1 k1
9°u _ ou _ ou 9v .
(552 + V) = ! 5V x=odt fo jo 5 5y ax dt
= -y, v ... (4.40)

3%’ 3%

Die Galerkin-benadering u¥*(x,t) word derhalwe, vir die
Neumann-randvoorwaarde-probleem (4.39), gedefinieer deur

die vergelyking
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u® ' 3y du® . ou* _
X ce. (4.41)
met < u¥v> = [ u*(1,t)v(1,t)dt
. o
2N
* t = b . .
laat u_(x, ) o u:j ¢J .. (4.42)

Vervang (4.42) nou in (4.41) dan geld die volgende stelsel

vergelykings:

N Noa d
2z (5—- ¢2j ,<bi)u2j + € EJ (5* <1>2j ' 5_>—<¢i) Uy
i=1 j=1
N N
+ 9 \’:(5'55"523"‘1’1) 25 T §<B_X¢2j’¢i> 23

SO N ?
-7 jfl(ﬁ" Op5-17 i)Wy 7 € >=:1 (3% %2917 3% ®1) Y241
N0 S
-8 j§1 Bx $29-1 7 $1) Uy f “ox P25-1 ¢ Y25-1
i=2,4, ..., 2N . .. (4.43).

Al die binneprodukte in (4.43) is reeds bekend (met die

nodige aanpassing vir ¢2N) behalwe

d

< x 92-1 %
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Hierdie binneprodukte word gegee deur

< 52? Pon’ Pon 7 T 355

< ’a% Son-1) 7 b 7 T T 3']%
s a_ii Pon-17 %oy 7 = '6}%

< é% Son-37 Pon ? - T é%

In matriksvorm skryf ons die stelsel (4.43) weer as

A u = Bv

~

met A en B twee N xN matrikse en

u = (u2, Uyr e u2N)
en v = (ul, Ugr ey u2N—1)°
Die matrikse A en B word gegee deur:
h ek, 8§k
i2°3 7% 0 T
-%k h,2¢k h ek Sk |
6 33 12 3h 6
h _ek_sk h, 2ek h
12 3h 6 3 3h 12
. 0 b _ek 6k _ k. h e
© 12 3h 6 3h " 3n
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0 . .
ck &k
*eh T 12 N
h_ek b gk
3 3h 12 6
ek S8k k h €k Sk
tent12ten € %6h 12"

Netsoos in die vorige twee probleme word die stelsel

ag® o gD

~

herhaaldelik opgelos.

4,3.3.1 Numeriese resultate

In tabel 4.5 volg die numeriese resultate deur presies die-

selfde waardes vyir die parameters te kies as in § 4.3.1.1.
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TABEL 4.5

i u¥(ih; 0,2) u®(ih; 0,4) u®(ih; 0,6) u¥ (ih; 0,8)

0 0 0 0 0

2 -0,178363 E-9 | 0,908020 E-13 | 0,235121 E-15 |-0,204188 E-18
4 0,658903 E-8 |-0,759727 E-11 [-0,226745 E-13 |-0,146932 E-16
6 -0,259290 E-6 | 0,557499 E-9 0,355088 E-11 | 0,142981 E-13
8 0,498859 E-4 | 0,135848 E-6 0,398617 E-9 0,121652 E-11
10 0,161607 E-2 | 0,480038 E-5 0,147825 E-7 0,465288 E-10
12 0,165716 E-1 | 0,777107 E-4 0,299629 E-6 0,108258 E-8
14 0,825866 E-1 | 0,733281 E-3 0,390905 E-5 0,172908 E-7
16 0,236453 0,450967 E-2 0,356955 E-4 0,202621 E-6
18 0,424342 0,193005 E-1 0,240251 E-3 0,181799 E-5
20 0,501528 0,600224 E-1 0,123475 E-2 0,128680 E-4
22 0,401685 0,139832 0,497218 E-2 0,734633 E-4
24 0,221685 0,249560 0,159993 E-1 0,344140 E-3
26 0,852427 E-1 | 0,347017 0,417785 E-1 0,134109 E-2
28 0,230787 E-1 | 0,380896 0,896392 E-1 0,439650 E-2
30 0,446053 E-2 | 0,333445 0,159648 0,122386 E-1
32 0,627430 E-3 | 0,234775 0,238031 0,291579 E-1
34 0,658596 E-4 | 0,133901 0,299235 0,598562 E-1
36 0,531160 E-5 | 0,622579 E-1 0,319124 0,106489

38 0,341314 E-6 | 0,238603 E- 0,290558 0,164681

40 0,676988 E-7 | 0,127125 E-1 0,257529 0,198853

Die grafiese voorstelling

in figuur 4,16,
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10

08
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u'(x;04)
u'(x:06)
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02

FIGUUR 416 Neumann-voorwaardes
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In figuur 4.17 volg die resultate van Griffiths [24 ] vir

kwadratiese basisfunksies.

O T B R e . e aa ‘am i a0 3

FIGUUR 4.17
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4.4 BESPREKING VAN NUMERIESE RESULTATE

Die GRTG-metode lewer vir die geleiding-diffusie-probleem

'n stelsel algebraise vergelykings waaruit die benaderde
oplossing bereken kan word. Hierdie stelsel se koé&ffisiént-
matriks besit 'n bandwydte van drie elemente en gevolglik

kan die stelsel met 'n ekonomiese numeriese prosedure opge-

los word.

Aangesien die basiSfunksies line&r in ruimte en tyd is, kan
die binneprodukte wat in die stelsels benodig word maklik

deur eenvoudige integrasietegnieke bereken word.

Vir die geleiding-diffusie-probleem met die verskillende

randvoorwaardes merk ons op dat die grootste afwyking tussen
die eksakte en benaderde oplossing telkens voorkom waar die
oplossing sy maksimum waarde aanneem. In besonder geld vir

die Dirichlet-randvoorwaardes (kyk tabel 4.3 en figuur 4.12)

dat
I w(0,5; 0,2) - u*(0,5; 0,2) Il = 1,6 E-2
I u(0,7; 0,4) - u*(0,7; 0,4) Il = 1,7 E-2
I u(0,9; 0,6) - u*(0,9; 0,6) Il = 1,6 E-2
en I u(0,975; 0,8 - u*(0,975; 0,8) I = 3,9 E-2

Die rede hiervoor is waarskynlik die skerp punt van die be-

ginfunksie by x=0,3.

Griffiths [ 24 ] gebruik die eksakte oplossing van die gelei-
ding-diffusie-vergelyking met periodiese randvoorwaardes as
kontrole vir die benaderde oplossings verkry met Dirichlet-

en Neumann-randvoorwaardes respektiewelik. Die rede
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hiervoor is eerstens dat die oplossing met periodiese
randvoorwaardes slegs in die randgebied verskil van die op-
lossings met Dirichlet- of Neumann-randvoorwaardes, Twee-
dens beweer Griffiths [24 ] dat die eksakte oplossing met
Dirichlet- en Neumann-randvoorwaardes baie moeilik verkry

kan woxrd.

In Bylaag A lei ons die eksakte oplossing vir die geleiding-
diffusie-probleem met Dirichlet- en periodiese-randvoorwaar-

des, af.

Vir die Neumann-randvoorwaarde-probleem het ons nie die
eksakte oplossing bereken nie. Indien die eksakte oplossing
met die periodiese randvoorwaarées as kontrole gebruik word,
vind ons soos by die Dirichlet-voorwaardes, dat die maksimum
fout oor die interwval (0; 9, 75) van orde O(107?) is, Die

grafieke in figuur 4.16 toon egter baie duidelik dat die

randvoorwaarde
Ju _
i ‘5—)‘(‘ (1,t) - 0
bevredig word. Die resultate van Griffiths [24] in figuur

4,17 toon egter nie duidelik aan of bogenoemde randvoorwaar-
de wel beyredig word nie, In figuur 4,17 word kwadratiese
basisfunksies vir die ruimtelike veranderlike gebruik maar
die Peclet-getal is 10 wat groter is as die Peclet-getal,
naamlik 1,25, wat geld vir die resultate van figuur 4.16,
Kwalitatief kan ons egter wel die gevolgtrekking maak dat
die GRTG-metode die Neumann-randvoorwaarde—-probleem beter

benader as die Galerkin-metode wat Griffiths [ 24 ] gebruik,
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Vir die hitte~ en geleiding-diffusie-vergelykings word tel-

kens 'n stelsel vergelykings van die vorm

Aut = But?t
~ ~

verkry waaruit opgelos word. Indien die tydsinterval [0,T ]
in K gelyke deelintervalle verdeel word, beteken dit dus

dat hierdie stelsels herhaaldelik opgelos word met i=1,2,...,K.
Ons verkry dus in effek 'n voortmarsjeer-in-tyd-metode wat
vir die hitte~ en geleiding-diffusie-probleme akkurate nume-
riese resultate lewer. Ons het dus die voortmarsjeer—~in-
tyd-tegniek vir eerste orde gewone differensiaalvergelykings
suksesvol uitgebrei na paraboliese parsiéle differensiaal-
_vergelykings., Die vrees wat Fix en Strang [20 ] dus uitge-
spreek het oor die koppeling tussen opeenvolgende tydsvlakke,

so0s bespreek in § 4,2.1, blyk dus ongegrond te wees.

Die GRTG-metode beskou die tydsveranderlike as 'n ekstra
dimensie en die gebied [0,1]1 x [0,T] in die xt-vlak word
dus in deelgebiede verdeel op 'n soortgelyke wyse as wat
die gebied [0,a] x[0,b] in die xy-vlak verdeel word by
ewewigétoestandprobleme. Die vraag van Mitchell [31] of
variasiebeginsel~metodes suksesvol'oorgedra kan word na
evolusieprobleme word dus,vir die paraboliese vergelykings

wal ons beskou het, positief beantwoord.
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HOOFSTUK &

TOEPASSING VAN DIE GRTG-METODE OP HIPERBOLIESE PROBLEME

5.1 INLEIDING

In hoofstuk 4 het ons 'n metode van Mitchell [31] beskryf
waar die golfvergelyking met 'n variasiebeginsel-metode
opgelos word, Hierdie metode van Mitchell benader die op-

lossing van die randwaarde-probleem

utt = uxx ! (Xlt)e[ol]-] X(OIT]
u(Q,t) = u(l,t) =0 , 0<t<TrT

u(x,0) = f(x) , 0 < x <1 ee. (5.1)
u (x,0) = g(x) r 0SS x <1

deur basisfunksies te gebruik wat afhanklik van die ruimte-
en tydsveranderlike is. Om die oplossing egter op 'n tyd-

stap t==tn te bereken, moet die oplossing by die vorige

+1

twee tydstappe naamlik t==tn en t==tn_l bekend wees. Dit

beteken dus dat die beginvoorwaarde
u (x,0) = g(x)

nie eksak gebruik word nie maar wel in die vorm van 'n
eindige-verskil-benadering. In hierdie hoofstuk gaan ons
die Galerkin-metode gelyktydig in ruimte en tyd, soos ge-
formuleer in paragraaf 4.1.5, toepas op die golfvergelyking
met

(1) Dirichlet-randvoorwaardes

(1i) Neumann-randvoorwaardes.
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Ons metode sal op 'n eksakte wyse gebruik maak van die be-
ginyoorwaardes en die benaderde oplossing van (5,1), sowel

as sy afgeleide met betrekking tot tyd,sal bereken word.

5.2 KEUSE VAN BASISFUNKSIES VIR DIE GRTG-METODE

Die probleem is nou om geskikte basisfunksies te vind waar-
mee die oplossing van (5.,1) benader kan word. Aangesien
die beginposisie sowel as die beginsnelheid van u(x,t) be-
kend is, gaan ons van basisfunksies gebruik maak wat by

die roosterpunte die waarde een aanneem asook van basisfunk-
sies waarvan die afgeleide met betrekking tot tyd die waar-
de een aanneem by die roosterpunte. Ons verdeel die xt-

vlak in reghoekige deelgebiede soos in hoofstuk 4. Beskou

nou die reghoek Ri in figuur 5,1.

L e i i
Ué’ué u4’u4

% B

t R; k
ui, i Uj» Ug
K h -1
(i-1)h in

FIGUUR 5.1

By elke hoekpunt wil ons die funksiewaarde uj sowel as die

afgeleide hj bereken, Daar is dus agt vryheidsgrade en
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as toetsfunksies oor die gebied Ri kies ons

(£, 8) = (B, 4 8,E) (v, + Y, €4y, £ 4y, E0)

— i i i i i,,
O‘o,+a1 E+a), t+oc3 F,t+ocq t

+ ol Et?+ ap t? 4l gt e (5.2)

waar £ = x-(i-1) h.

Die toetsfunksies in (5.2) is line&r in £ maar kubies in

tyd. Die hoofrede vir dié keuse is dat op elke tydstip

Fn word die snelheid h(x,tn) ve;eis as beginvoorwaarde te-
same met_u(x,tn) vir verdere voortplanting van die oplossing.
Ons soek dus nie net 'n benadering vir die funksiewaarde
u(x,t) nie maar ook vir die afgeleide h(x,t). Ons kies

dus kubiese toetsfunksies in tyd sodat ons benaderings vir
u(x,t) en b(x,E)“kontinu is by die kﬁéoépdnte. 'n Verdere
voordeel van die basisfunksies in (5.2) is dat vir 'n enkel-

stapmetode ho€r akkuraatheid in die tydsrigting verkry

word.
Laat
wig, ) =~ ui, e ce. (5.3)
oor die deelgebied Ry en.
i i

bl

Y~ i i
ut(g,t) = uy o, *+ of £ + 2a“ t

+ 207 Et + 3o t? + 3a) Et? ...(5.4)
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Definieer nou 'n vektoxr

i i - i i o-d i -1 i -i
u = (ullulluZI Uy, Uz, Uz, U,y uy)

sb6 dat
ui = ui(0,0) = ai
Wb o= wh0,0 = o
ui = ul(o,x) = oci‘+oc§k+oci‘ k2+ai‘k3
o= wliox) = ela2etx+ezalie
ui = ui(h,O) = ai+c%11
hi - hi(h,O) = ui-fui h
ui = ui(h,k) = ai-&afll+ ui k
fqi hk + ol k2 +alnk? 4ol K+l nk?
wf = Wt = elvelneael

+ 20, hk+3a] k?+3a; hk?.

Die vektor El word nou deur die volgende matriksvergelyking

gegee: (Ons laat die boskrif i nou gerieflikheidshalwe weg).

u =Fu"} =1 o o o 0 0 o 0™ o,
u, 0 0 1 0 0 0 0 0 o,
u, 1 0 k 0 k? 0 k® 0 a,
u, 0 0 1 0 2k 0 3k 2 0 o,
u, 1 h ©0 o0 0 0 0 0 o,
u, 0 0 1 h 0 0 0 0 o
u, 1 h k hk k? hk? k®  hk? o
o, b Lo o 1 h 2k 2nk  3k? 3hkZ .
= A a ees (5.5)
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leterminant van A is ongelyk aan nul, die inverse A™!

ian dus, en uit (5.5) volg dan dat

(t

3t2 _3gt? _ 2t% | 2gt?

&
h

_Et_2t?  2gt? 3 gt?
h

¢ = 2y
0 0 0 0 0 0
1
0 0 0 n 0 0
1 0 0 0 0 0
1 1
“h 0 0 0 ™y 0
2 3 1
¥ % "x 0 0 0
2 .3 1 _3 _2 3 _
hk hk? hk k2 hk hk?
1 ‘2 1
k2 "k kz 0 0 0
1 2 1 2 12
hk2 hk3 hk? hk® hk2 hk3 hk?

3t? L 38t? 2t 2¢td
k2 hk? k3 hk?3

Xtk Tk TERD) W

Lkz

[..

t2+gt2 I S 5 AR

hk 2 k3

kK hk  kz = hk?* "2
& - B .,
BEED _ZELY) 4 (- B4 ELL 4
Nfu1 + N§&1-+N§u2'+Niﬁ2+ N§u34~N§h3+ Niuu+ Niﬁu
gi u .o

(5.6)

terme

nou die
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[ I\ r (x,t) € Ry
N i+l i}
¢2 -1 (x,t) —I N1 ’ (x,t) & Ri+1
0 , andersins
X _ .. _ 4y _3xt? Cooot?ro2xtd ot
r T (i-1) Tk Z + 3 (1 l)k24+ "R 2(i 1)k3 R,
, x _3t2  3xt® 3it? 2t 2xt® 2it?
= 0y YPITETE TR REORT T e TR Tin
L 0 ,anderéins.
Ni (x,t) ?x t) € R
Vi 7 ’ ! i
_ i+1
’_¢2i (x,£) = - N, (x,t) P (x,t) € R,i+1
0 , andersins.
- ( 3xt? . t? 2xt? oy t 3
hKkZ 3(1"‘1)—k—2 Tk + 2(i l)Eg- r Rl
_§ 3t? _ 3xt? | o3it? 2% 2xt® _ 2it’
Y k2 hk? kKZ~ Th? hk3 k37 it
0 andersins
\
i
Ny (x,t) r (x,t) € Ry
i+l
Y(2i-1 &et) = N, (x,£) , (x,t) € R, ,
0 andersins.
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4 2 3 2 3
. 2xt t . t . t
X_ht‘; - (i-1)t - ___th + %{-2- +2(i-1)5% - (A-1)F . Ry
. xt _ 2t% | 2xt? % _ 2it? _ xt?  it?
=g G+t - F -+t G T T T TR TR R
0 . , andersins.
\
N% (x,t) ' (x,t) € Ri
i+1
v (x,8) =4 MU oGnt) o, (xt) € Ry
0 , andersins
( 2 t2 xt?3 . t3
- Rt G- DT fRpr G-l o Ry
— xt.? . t2 xt? . ti
=Y me - WrDx et WH gz o Ry
0 , andersins
.
waar i =1,2, ..., (N-1).

Skematies stel ons die basisfunksies ¢i en wi in figure 5.2

en 5.3 respektiewelik s& voor:

t A -
k q)Z. ¢4 ¢2i.
, vale WA
/ / \
// 7 // \\_ JV
0 h 2F -1 in (+1)h ) Nh
¢,) ‘cb\s =R ¢)L_1 Donss

FIGUUR 5.2: Voorstelling van basisfunksies.
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t A _
43 ﬁh/ﬁ &bi <JL ﬁbmq)
| P I A
; : A 7
\ / ‘ZL_ ¢ / 7 »{ \ / /
/ \
\< \
eZ > Ll N sl g e
0 h ) 2n) G-1h  ih ] (+Dh NA
1")1 ws 2i-1 w2N"3

FTGUUR 5.3: Voorstelling van basisfunksies.

5.3 DIEVGRTG—METODE IN GEVAL VAN DIRICHLET-VOORWAARDES

Ons beskou die golfvergelyking

U, = U , (x,t) € [0,1] x (0,T]

met homogene randyoorwaardes

u(o,t) = 0 = u(l,t) ;, £ >0

en twee verskillende beginvoorwaardes naamlik

(i) u{x.0) = f(x) = sin T X
ees (5.7)
ut(x,O) = g(x) = 0
2x , 0 < xx<}%
{ii) u(x,0) = f(x) = - —
2(1-x) r 3 < xS
ut(x,O) = g(x) = 0, .. (5.8)

Hierdie randwaarde-probleem stel die beweging van 'n snaar

met beginposisie f(x) en beginsnelheid g(x) voor.
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Die eksakte oplossings van (5.7) en (5,8) word respektiewe-

lik gegee deur [28] :

u(x,t) sin mx cos 7wt eee (5.9)

en

Y[ f¥(x-t) + £¥ (x+1t) ] .. (5.10)

u(x,t)
met f¥* die onewe periodiese uitbreiding van f met periode 2.

In besonder geld vir (5.10) dat

2 x , 0 <x<1/3

ulx, 1/6) ={ 2/3 , 1/3 < x <2/3
-2x + 2 , 2/3 < x <1

2 x , 0 < x<1/6
u(x, 1/3) = 1/3 , 1/6 < x < 5/6
u(x, %) = 0
u(x, 2/3) = -u(x, 1/3)
u(x, 5/6) = -u(x, 1/6)

en

u(x, 1) = -u (x, 0)

Die eksakte oplossings van (5.7) en (5.8) word nou benader

deur

( " 2 (N-1) 2(N-1)
u(x,t) = u*(x,t) = 2 wd.t+ Z . . ... (5.1
“ (%, Z J¢J 2 u, wj (5.11)

met uj en hj die benaderde waardes van die oplossing en sy
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afgeleides by die knooppunte (kyk figuur 5.4). S

Us(i-1) ' Ya(i-1) Lyir Uy

e &

& o,

AN o) .
. ¢l
Uzi.z» Ugj-3 u

2i-1’ —2i-1

FIGUUR 5.4: Benaderde oplossing by
knooppunte.

Die benaderde oplossing u%(x,f) kan beskou word as 'n
element van dié deelruimte voortgebring deur die basis-
funksies ¢i en wi’ i=1, ee, 2(N=-1). Ons beskou in
(5.11) net basisfunksies wat verdwyn op die rand en ge-

volglik bevredig u®(x,t) die homogene randvoorwaardes
u(o,t) = 0 = u(1,t).

Die GRTG-benadering u® (x,t) word nou gedefinieer deur die

stelsels
(¥ - uwF o, 9,) = 0, i=2,4,...,2(N-1)...(5.12)
en (uit - u::x ’ l[)l) = 0, i=2,4,...,,2(N-1)...(5.13)
met
k 1
(f,9) = [ [ £g ax dat.
o o
Maar
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k 1
* = #
(aier 93) jo o ui. ¢ ax at

1k

- * .

= J, J, uf, ¢,at ax
1 k K ;

= '[O {ufé ¢l (X,t) - IO U?ti- '-a—E ¢ dt} dx

(o]

~

1 1k
= L1 w00 6 k) -t (5,000, (5,0 ax- [ [ wted o, at ax

1 1 k
d
= [, uf(x,k) ¢; xk)ax - LI, ut a¢ ¢; dt dx.

d
- # . #
= <<ut, ¢, > (ur , T ¢ﬁ

1
want %% (x,0) = 0 en <<f,g>> = LD fg dx
Netso is )
| 5
3 — * - * I
(utt ’ lpi) = << Ue v by > (ut '3t wi)
Verder is
k 1
¥* — 3
(uxx ! lpi) - Io J‘o uix®y 9¥ dt
k 1 3
_ : 3* — ¥ - #* _O
= fo {u¥ (,0)¢; (1,£) ~uf(0,t)¢; (0,t) ]oux = b5 ax}dt
(% 9
- (ul v ox ¢i)
want ¢i(l,tI = ¢i(0,t) = 0 vir alle i,
Netso is
3+ — - 3 _?__
(uxx ! wl) - (l ox wl)
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Die stelsels (5.12) en (5.13) word dan

¥ 9 * 0 -
<< uf, 6, 2P - (ugs mp o)+ (ug, TATR 0 ... (5.14)
en
¥ 0 * 0 -
<< ut”i_, py D> - (ufs g ) +(ags 53 ¥y) 0 ... (5.15)

Deur (5.11) nou in (5.14) en (5.15) te vervang, verkry ons

die volgende stelsels:

2 (N-1) 2(Ni1) 3 8 2(N—1) 3
z <<’” b5 &y P uym TG g g 0gdugt oz og ax b5y
j=1 j=1 J=1
2 (N-1) 3 2 (N-1) 3 3 2(N21)
D gy, 0,0 DG bggp 0 gt 2 G g by b
j=1 =1 3=1
= 0 ’ i=2,4, ..., 2(N-1), oo (5.16)
en
2 (N-1) 2 (N-1) 3, 2 (N-1)
) 9 i )
>y KL b, u>>u.- 0 (=o¢., —=)u, (2 I w)u
=1 ot ¢3’¢1 3 j=1 ot 378t 3 5o ox "3’ 'ax
2(8-1) 2(N-1) 4 5 .21 5 .
— — — —l —_
2K ot 1!) /IP > uj .E ( ot 1pj’atwi) uj + ? (vaj’ wai) uj
j=1 j=1 i=1
= 0 ' i=2,4, ..., 2(N-1), ee. (5.17)

Uit die beginvoorwaardes word die waardes van u,, U ,..., U

1 3 2N-3
en hl’ ;13,..., hZN—3 bereken. In die stelsels (5.16) en (5.17)
het ons dus 2 (N-1) onbekendes naamlik u2, u4,..., u2(N_1)en
'uz, 'u4,..., %(N_l)met 2(N-1) vergelykings waaruit die
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oplossing bereken kan word. Die stelsels rec seer dus

na die volgende matriksvergelyking:
Au = By ... (5.18)

met A en B 2(N-1) x 2(N-1) matrikse,

ot ceer Uyeigyr Yygegy)

(u2, u

e
1l

groveer Ugggr Uy g)e

en (ul, u

1<
I

Indien die elemente van A en B deur a o en bm 2 respektie-

r 14

welik gegee word is:

_ 3 _ 9o 9 9. 9
A oge1 = g P G0 3 %) T G %20 Bx Pom)

9 P 9 P
28 3 Y2u ¢2m (3¢ Yaur 3€ Pom) * (—335“"2!&"& Pom!

metm=1, ..., (N-1}) en £ =1, ..., (N-1).

= << .9 - (9 9 9 9
an-1)+m,28-1 = 3% a0r Yo > 7 (e apratVon) T (o Pan o Vor
-« O - (9 9 9 9
& -1y 4m,20 = e Vaur Vo 7 T G Yaurae Vo) * CoxVanr T Von)

metm=1, ..., (N-1) en 2 =1, ..., (N-1).

= —<x .9 9 9 - (9 9
bm,25L—1 < e P -1 P >+ 5t P20-1 3 ¢2m) (5% %20-17 5% ¢2m)

A ) 0 _ (9 9
bm,zﬂ = -<< ot 11’2&&—1' ¢2m >+ (?E lI’211-1' ot ¢2m) ( X w29,—1' ox ¢2m)

metm=1, ..., (N-1) en 2 =1, ..., (N-1).

- _ <« O 3 9 _ (9 9
P netyem,20-1 T TS5 %0m1 Yot (o b 3E Vo) T (o Pone1 T Vo)
o P T WY SRR |
Puetyem, 20 = T Nme Voot Vo t Gae o 5eVan) T G VYano1 o Von)
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metm=1, ..., N1 en & =1, ..., N-1.

Deur berekening van die binneprodukte word die elemente

van A en B deur die volgende formules gegee:

_ h , 26k
a4,1 = 0,8 ¥+ 35
1,2 15 105h @ 3
- .h 13k

24,3 5k ~ 35h
1,4 60 ' 210h g
al,i = 0 ’ i=25
29,1 = 24,3
22,2 = 24,4
25,3 = 24,1
45,4 = 4,2
4,5 = 24,3
2,3,6 = 24,4 -
a, = 0 , i> 7.
a4,i+2(5-2) = a,, . 3=3..., W-2)meti=1,..., 6
aN-].,ZN_6+i = a2,i ’ i=1,2,3,4o
a - _.h _11x*
N, 1 15 105h

_ _4hk , 28
Ay, 2 = ~7%5 *iosh

_ h , 11k?
.3 = % Y 2in
a __hk _ k3
N4 =~ 45 " 1054
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AN, 1 T g3 -
aN+1,2 = aN,4
4N+, 3 B P
aN+1,4 = aN,z
aN+1,5 = aN,3
%4-1,6 = aN,4

TN-ley, 1420372 = Ay p 3=3,..., M2 met 1=1,...,6.
—— 'v = K = 2 4.

82(N-1), 2N-6+ 1 AN+1,41] i=1,2,3,
b - - 08 9k
1,1 k 35h
b . _.n
1,2 - 15 210h

_ h 9k
P1,3 - 5k * 70n

_ R 13k?
P14 = 60 * 2200
55,1 = b3
b272 = b1,4
b2'3 = bl,l
b214 = b1,2
b2,5 = b1,3
b6 = b 4
P24 - o , 137

= ) = see -2 et 1=1,¢40 6,
bj,i+2(j—2) bz'i ¢ J=3, ; (N-2) m 1 ' '
= = 4‘

bN-1,2N~6+i bz,i , 1=1,2,3,
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_ h , 13k?
Py, 1 = 15 % 310m
_ _bhk K3
Py, 2 = "3 " 7n
b ~ h _ 13k?
N,3 T 60 420h
b N S
N, 4 . 180 140h
Pyi1,1 = by j
bN+1,2 = bN,4
Pyi1,3 = by
Puit, 4 = by,
bN+1,5 = bN,3
Pyit,6 | = Py
P14, 142(5-2) Purt, s y 3=3,...,82 met i=1,...,6.
b2(N"1),2N-—6+i =bN+1,]_ 14 l=l,-.,,4.

Ons los dus uit die stelsel (5,18) op vir u U, ;e

20 Yarecr Yamen!

Y2 (n-1)
oplossing by die volgende tydinterval te bereken. Cns kry

en dié waardes tree dan as beginvoorwaardes op om die

dus 'n stelsel

i-1

Aui = Bu" 11, ooey oo (5.19)

wat herhaaldelik opgelos word totdat die verlangde tydstip

bereik is.

5.3.1 Numeriese resultate

As foutnorm gebruik ons weer die gemengde norm wat in

§ 4,3,1.1 gedefinieer is naamlik

- *#
Il w=-u*| = J u(x,t) u* (x,t) | )
| 1+ | ulx,t) |
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Ons beskou eerstens die numeriese resultate wat verkry is

met die beginvoorwaardes

]

u(x,0) sin X

en ut(x,O) = 0 .

In tabel 5.1 volg 'n uittreksel van die numeriese resultate

verkry deur die interval in 10 gelyke dele te verdeel

(h = 1/10) en vir die tydstappe k = 0,05 sekondes te kies.
TABEL 5.1
u(x,0) = sin Tx, ut(x,O) = 0, h =20,1, k = 0,05

t u(0,2;t) u¥(0,2;t) | lu-u®ll | u(0,5;t) [-u®(0,5;t) | llu=-u®ll

0 0,587785 0,587785 0 1 1 0
0,25 0,415627 0,414125 i,1 E-3 0,707107 0,704551 | 1,5 E-3
0,50 0 -0,419 B-2 | 4,2 E-3 0 -0,714E-2| 7,1 E-3
0,75 | -0,415627 -0,420023 3,1 -3 |-0,707107 |-0,714585 | 4,4 E-3
1,00 [-0,587785 ~0,587670 7,2 E-5 -1 -0,999805 | 9,8 E~5
1,25 {-0,415627 -0,408106 5,3 E-3 |-0,707107 |-0,694311 { 7,5 E-3
1,50 0 0,0127 1,3 E-2 0 0,213 E-1]| 2,1 E-2
1,75 Q,415627 0,425794 7,2 E-3 0,707107 0,724404 | 1,0 E-2
2,00 Q,587785 0,587437 2,2 E-4 1 0,999407 | 3,0 E~-4
2,25 0,415627 0,402005 9,6 E-3 0,707107 0,683932 | 1,4 E-2
2,50 0 -0,209 E~1 | 2,1 E~2 0 -0,356 E~1} 3,6 E-2
2,75 | -0,415627 ~-0,431478 1,1 -2 |{-0,707107 |-0,734074 | 1,6 E-2
3,00 | -0,587785 -0,587084 4,4 E~4 -1 -0,998807 | 6,0 E-4
3,25 | -0,415627 -0,395825 i,4 E-2 {-0,707107 |-0,673417 | 2,0 E-2
3,50 0 0,293 E-1|2,9 E-2 0 0,498E~1]15,0 E-2
3,75 Q,415627 0,437073 1,5 B-2 0,707107 0,743594 | 2,1 E-2
4,00 0,587785 0,586612 7,4 E-4 1 0,998005 1} 1,0 E-3
4,25 0,415627 0,389564 1,8 E-2 0,707107 0,662767 | 2,6 E-2
4,50 Q -0,3763E-1| 3,8 E-2 0] ~-0,640E-1} 6,4 E-2
4,75 [ -0,415627 -0,442580 1,9 -2 |{-0,707107 {~0,752961 | 2,7 E-2
5,00 | -0,587785 ~0,586022 1,1 E-3 | -1 -0,997000 | 1,5 E-3
5,25 | -0,415627 -0,383227 2,3 E-2 |-0,707107 |{-0,651984 | 3,2 E-2
5,50 Q 0,460 E~1 | 4,6 E-2 0 0,782 E-1| 7,8 E-2
5,75 0,415627 0,447995 2,3 E-2 0,707107 0,762174 | 3,2 E-2
6,00 0,587785 0,585313 1,6 E-3 i 0,995793 | 2,0 E-3
6,25 0,415627 Q,376812 2,7 E-2 0,707107 0,641071 | 3,9 E-2
6,50 Q ~-0,543 E-1 | 5,4 E-2 0 -0,924 E-1| 9,2 E-2
6,75 | -Q,415627 -0,453318 2,7 E-2 | -0,707107 |-0,771231 | 3,8 E-2
7,00 [-0,587785 ~-0,584485 2,1 E-3 -1 -0,994385 | 2,8 E-3
7,25 | -0,415627 -0,370323 3,2 -2 {-0,707107 {-0,630030 | 4,5 E-2
7,50 0 0,626 E-1 | 6,3 E-2 0 0,1065 1,1 E-1
7,75 0,415627 0,458548 3,0 E-2 0,707107 0,780129 | 4,3 E-2
8,0Q 0,587785 0,583539 2,7 E-3 1 0,992776 | 3,6 E-3
8,25 Q,415627 0,363759 3,7 E-2 0,707107 0,618864 | 5,2 E-2
8,50 0 -0,709E-1 | 7,1 E-2 0 -0,1207 1,2 E-1
8,75 | -0,415627 ~0,463685 3,4 -2 {-0,707107 {-0,788868 | 4,8 E-2
9,00 { -0,587785 -0,582475 3,3 E-3 -1 -0,990965 | 4,5 E-3
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FIGUUR 55 Oplossing van golfvergelyking met u(x;o) = sin x, h=01 k=005
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In figuur 5.5 toon ons die posisie van die snaar aan by

t=0; 0,25; 0,5; 0,75;1,0 en 2,0 sekondes, dit wil s& na een
periode voltooi is. Slegs die numeriese oplossing word
voorgestel in figuur 5.5 aangesien daar grafies nie conder-
skeid tussen die benaderde en eksakte oplossing getref kan

word nie.

In tabel 5.2 beskou ons die verhouding van |[maks u*(x,t) |/

|maks u(x,t)| oor elk van die periodes.

TABEL 5.2
Periode tydinterval |maks u®| | |maks u| |[|maks u¥/maks u
1 0-2 sek 1 1 1
2 2-4 " 0,999407 1 0,999407
3 4-6 " 0,998807 1 0,998807
4 6-8 " 0,998298 1 0,998298
4,5 8-9 " 0,998728 1 0,998728
-

Uit die oplossing van (5.19) word die snelheid van die
snaar ook verkry. In tabel 5.3 gee ons dié resultate aan

vir x = 0,5.

TABEL 5.3

u(x,0) =sin mx, ut(x,0)==0, h=20,1, k = 0,05, x = 0,5

t | ux,t | W, | lu-ul t  |ux,t) u¥(x,t) | I-u¥
0 0 0 0 4,75 | -2,221 | -2,075 4,5 E-2
0,25 | -2,221 | =2,239 ,6 E=3 | 5,0 0 0,224 2,2 E-1

5,6
Q,50 | -3,142 | -3,156 |3,4 E-3 | 5,25 | 2,221 | 2,391 5,3 E-2
Q,75 | -2,221 | -2,207 |4,3 E-3 | 5,50 | 3,142 | 3,145 | 7,2 E-4
1,00 0 0,045 |4,5 E-2 | 5,75 | 2,221 | 2,040 | 5,6 E-2
1,25 | 2,221 | 2,271 |1,6 E-2 | 6,00 0 -0,2691 | 2,7 E-1
1,50 | 3,142 | 3,155 |3,1 E-3 | 6,25 | -2,221 | -2,420 | 6,2 E-2
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TABEL 5.3(vervolg)

u(x,0) = sin 1%, uw _(x,0)=0 h=0,1, k=0,05 x=0,5

t uix,t) | uFix,t) {llu-u¥l t u(x,t) uf(x,t) | lu-ul

1,75 | 2,221 2,175 |1,4 E-2 | 6,50| -3,142{ -3,140 4,8 E-4
2,00 0 -0,0898 9,0 E-2 | 6,75 | -2,221| -2,006 6,7 E-2
2,25 | -2,221 | -2,301 |2,5 E-2 | 7,00 0 0,314 3,1 E-1
2,50 | -3,142 | -3,153 |2,7 E-3 | 7,25 2,221 2,448 7,0 E-2
2,75 | -2,221 | -2,142 |2,5 8-2 | 7,50 | 3,142 3,136 1,4 B-3
3,00 0 0,1347 |1,3 E-1 | 7,75 | 2,221 1,971 7,8 E-2
3,25 | 2,221 2,332 |3,4 E-2 | 8,00 0 -0,358 3,6 E-1
3,50 | 3,142 | 3,151 |2,2 E-3 | 8,25| -2,221| -2,476 7,9 E-2
3,75 | 2,221 2,108 |3,5 E-2 | 8,50 | -3,142| -3,130 | 2,9 E-3
4,00 | o N 0,179 1,8 E-1 | 8,75| -2,221| -1,935 8,9 E-2
4,25 |-2,221 | -2,361 |4,3 E-2 | 9,00 0 0,4030 | 4,0 E-1
4,50 |-3,142 | -3,148 |1,4 E-3

Uit tabel 5.3 sien ons duidelik dat die maksimumfout vir die
snelheid van die snaar, oor elke periode, by t=1,2,..., 9
sekondes vyoorkom, dit wil s& op dié tydstippe waar die

bewegingsrigting van die snaar verander.

Tweedens beskou ons nou die numeriese resultate wat verkry

is met die beginvoorwaarde

2x ' 0 <x <%
u(x,0) =
2(1 -x) , P < x <1,

In tabel 5.4 volg 'n uittreksel yvan die numeriese resultate
wat verkry word deur die interval in 24 gelyke dele te
verdeel (h = 1/24). In die stelsel (5.19) is A en B, met
h = 1/24, twee 46 x 46 matrikse wat weens simmetrie na

24 x 24 matrikse gereduseer kan word. Die benaderde op-

lossing verkry met die GRTG-metode word in tabel 5.4met die
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eksakte oplossing en 'n benaderde oplossing, verkry deur 'n
eindige-verskil-metode, (kyk Bylaag D) vergelyk. Vir die
eiﬁaige—verskil—metode is h egter 1/48 geneem want dié waarde
van h lewer 'n 24 X 24 stelsel wat opgelos moet word. Ons
vergelyk dus die numeriese resultate verkry deur dieselfde
orde stelsels te beskou. 1In tabel 5.4dui u(x,t), u*(x,t) en
u*¥*(x,t) die eksakte-, GRTG- en eindige-verskil-oplossings

respektiewelik aan.

TABEL 5.4

h=1/24, k =1/30, x =0,5 h=1/48, k=1/30, x=0,5

t u(x,t) u¥(x,t) [ u=u™] u**(x,t) I u~u®¥|

0] 1 1 0] 1 0
1/6 2/3 0,665785 5,3 E-4 0,680092 8,1 E-3
1/3 1/3 | 0,333318 1,1 E-5 0,341297 | 6,0 E-3
1/2 0 -0,463 E-4 4,6 E-5 0,129 E-2 1,3 E-3
2/3 -1/3 -0,329527 2,9 E-3 -0,337256 2,9 E-3
5/6 -2/3 -0,658189 5,1 E-3 -0,668192 9,2 E-4

1 -1 -0,935846 3,2 E-2 ~-0,913476 4,3 E-2
7/6 -2/3 -0,665534 6,8 E-4 -0,741973 4,5 E~2
4/3 -1/3 -0,332484 6,4 E-4 -0,287654 3,4 E-2
3/2 0 -0,417 E-2 4,2 E-3 -0,214 E-1 2,1 E~2
5/3 1/3 0,337906 3,4 E-3 0,343230 7,4 E-3
11/6 2/3 0,706294 2,4 E-2 0,668691 1,2 E-3

2 1 0,917929 4,1 E-2 0,868665 6,6 E-2

In figuur 5.6 stel ons die eksakte en benaderde posisie van

die snaar by t =0, 1/3, 1/2, 1 en 2 sekondes voor.
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5.3.1.1 Bespreking van numeriese resultate

Indien die interval [0,1] in N gelyke deelintervalle verdeel
word, is A en B twee (2N x 2N) matrikse. Die rede hiervoor
is dat die funksie sowel as die afgeleide by 'n knooppunt
benader word. By die Crank-Nicolson-metode kry ons 'n

(N x N) stelsel indien die interval in N gelyke dele verdeel
word. Die prys wat dus betaal moet word om 'n benadering

vir die afgeleide te kry, is om 'n groter stelsel op te los.

Uit die stelsel (5.19) word die benaderde oplossing vir die
golfvergelyking met verskillende beginvoorwaardes sonder
moeite bereken deur telkens net die nodige aanpassing vir

(0)

die beginoplossing u te maak._ Die matrikse A en B bly

deurgaans presies dieselfde.

Uit tabel 5.1 volg dat die GRTG-metode 'n besonder akkurate
benadering vir die eksakte oplossing van (5.7) lewer. Die

swakste benaderings kom voor wanneer die teoretiese oplossing

0 vir alle x€ (0,1)

m

u(x,ti)

en ti = (3+1), i=20,..., 8.

In besonder is die fout na 8,5 sekondes by x=0,5 van die
orde O(E-1) terwyl na 9 sekondes die fout van die orde O(E-3)

is.

In tabel 5.2 sien ons dat, na die verloop van 4,5 periodes,

die verhouding

| maks u*(x,t) | / |maks u(x,t) | = 0,998728 .
X ' X
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Dit gee vir ons 'n aanduiding dat die GRTG-metode uiters
stabiel is. Die groel van die foutnorm in tabel 5,1 kan

dus ook daaraan toegeskryf word dat die beweging van die snaar
na verloop van tyd uit fase raak met die eksakte oplossing
alhoewel die relatiewe periodiese beweging steeds baie nou
ooreenstem. Uit tabel 5.3 volg dat die benaderde waardes

vir die snelheid van die snaar besonder akkuraat is indien

die snelheid van die snaar groot is. In besonder is die fout
na 8,5 sekondes slegs van die orde O(E-3). Op die tydstip-
pe waar die teoretiese snelheid van die snaar egter nul is,

is die benadering nie so goed nie. Byvoorbeeld: HNa

9 sekondes is die fout van die orde O (E-1). Weereens is
hierdie fout waarskynlik te wyte aan die feit dat die twee
oplossings effens uit fase begin raak en is dus nie so ern-

stig nie.

In tabel 5.4 sien ons dat die GRTG-metode met h = 1/24 goed
vergelyk met die Crank-Nicolson-metode met h = 1/48. Soos
te verwag is, sien ons in figuur 5,6 dat die GRTG-benadering
by die punte waar die beginfunksie nie differensieerbaar is

nie, die grootste fout lewer.

Die waardes van k is ook vir beide beginvoorwaardes gevarieer,
Hoe kleiner die waarde van k geneem word, hoe groter word die
aantal iterasies van die stelsel (5.19). In tabel 5.1 is

die stelsel, vir k = 0,05, 180 keer agtereenvolgens opgelos

om die oplossing by t = 2 sekondes te vind. In tabel 5.4

is die stelsel 6Q keer agtereenvolgens opgelos om die oplossing
by t = 2 sekondes te vind. Aangesien die stelsel (5.19)

reduseer na 'n 24 x 24 stelsel, word daar dus 'n ekonomiese
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balans tussen die grootte van k en die aantal stappe

gehandhaaf.

Die berekening van die binneprodukte om die elemente van die
matrikse A en B in (5.19) te bepaal, vereis die meeste werk
in die GRTG-metode. Aangesien die basisfunksies egter
kompakte draers het, is dit slegs nodig om 'n beperkte aan-
tal binneprodukte te bereken. Uit die simmetrie van die

basisfunksies kan die orige binneprodukte dan verkry word.

Vir die golfvergelyking met Dirichlet-randvoorwaardes lewer
die GRTG-metode dus 'n ekonomiese, kompeterende en betrou-

bare metode om die benaderde oplossing te bereken.

5.4 DIE GRTG-BENADERING IN DIE GEVAL VAN NEUMANN-RAND-
VOORWAARDES

Ons beskou die klassieke probleem van die vertikale vibrasie
van 'n elastiese veer of staaf met 'n massa M by die vrye

endpunt (figuur 5.7).

/111101111

X

u(x,t)

m €7

M

FIGUUR 5,7
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Indien die massa van die veer m verwaarloos word, dan voer
M 'n enkelvoudige harmoniese beweging uit in 'n vertikale
lyn. As ons egter toelaat vir die massa van die veer

kr§ ons die volgende gekoppelde randwaarde-probleem (die on-

.betrokke konstantes word gelyk aan een gestel):

m'a"EZ'""a?f = 0 (x,£) € [ 0,1] x (0,T]
3%u , du  _ b =
Mo T 0 Y xE o

%

Deur die skaaltransformasie t = M? T toe te pas, word hier-

die vergelykings [38] :

e u - u,, = 0, (x,t)€[0,1] x (0,T], ... (5.20)
u(o,t}) = 0, t>0 ... (5.21)
u, tu = 0 by x=1, ... (5.22)

met beginvoorwaardes

u(x,0) = £(x) | ... (5.23)
u, (x,0) = g(x) ... (5.24)
waar €2 = m/M.
Ons stel nou in die oplossing van (5.20) (5.24) belang

as € nie weglaatbaar klein is nie.

Beskou nou in besonder die geval waar
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£ (x)

1
»
o
A
w
A
—

|
fe»]

g (x)

Dit stem ooreen met 'n lineér uitgerekte veer wat uit rus

losgelaat word.

Ons kies presies dieselfde basisfunksies as in paragraaf
5.2 asook dieselfde verdeling van die gebied soos in
figure 5.8 en 5.9 aangetoon. Aangesien ons by die rand

x =1 'n gekoppelde randvoorwaarde het, word die basis-

funksies ¢2N_1, ¢2N, sz—l en sz bygevoeg.

k y, (g ’ By, A — Bain-1) j/’¢2~

/ /
/ : \
/ \
// 1) ‘/{% ] I) \\:_ h - ) I{,}
0 F1¢1 22r1¢3 (-1)h |F1¢2F1 (i+1) ¢2N~3 ¢2N_1
FIGUUR 5.8: Yoorstelling van basisfunksies.
t A
i ?ﬁ gﬁ 1, gbi 750bﬂ //qﬁu
7 —1-
/ ¢ QL / /‘% \ /
/ / \
’ / N
/7
// : /,"/l, // ’ \\‘~ /l/.)-
0 h ) onl d-nh ik ) DR N
ke Wy Wi Won-3 W, N1

FIGUUR 5.9: Voorstelling van basisfunksies.
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Die eksakte oplossing u(x,t) word nou benader deur

u®*(x,t) met

2N 2N
u¥*(x,t) = T ou. ¢ + X UL Y. o, e.. (5.25)
j=1 J '] j=1 J ']
Die randvoorwaarde
u(o,t) = 0

word deur u¥*(x,t) bevredig terwyl die gekoppelde randvoor-
waarde deur die Galerkin-benadering betrek word. Ons

definieer dus u®*(x,t) sb6 :

2 % L % * * -
(e Yie T Yt ¢i) * < uttj‘ Uy ¢i > 0
en
2% % < g% 3 =
(efufy —ul,r V) + Sugtul, v, 2 0
met i = 2,4, e o 0oy 2N o0 (5.26)
o k 1
waar (v, w) = ﬁ)L} v.w dx dt

k
en <v,w> = Q) v(i,t) w(1,t) dt

Uit faktorintegrasie volg dat

# = * - 8, 2
(utt' ¢i) = < ut’ q)l >> (ut' ot (bi)
* _ * S, - #* _@_
(Wlcr ¥3) = <Sugy ¥y 22 - Wl g ¥y)
" _ #* - * 9
(Wgr 930 = < Ugr 95 > (er 3x %4
) . _ % B
(Uer Vi) = <ul. v, > Wr 9 i
1
met <<'v,w >> = L) vix,k) w (x,k) dx
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Die stelsel (5.26) word dan

2 _ _2(.% O _ * # 0
£2<L u*é, ¢, >> — et (uf, z¢ 4;) <uf, ¢, >+ (uf, ¢.)

* —
+ < ui, +u . ¢i> = 0
en
g2 * o n2 (g% P - * # O
<< uy, q)i>> € (ut, 5T Lpi). <ux, lpi>+ (ux, 5% q;i)
#* # =
+ <utt+ u?, q)i> = 0
neti=2,4,.-., 2N e v (5'27)
Vervang nou (5.25) in (5.27) dan yerkry ons
EJ < th)" ¢i>>uj—e % (—a—— 4)3-,—8— <1>i)uj
j=1 j=1
2N 32¢j 2N N 5
+ 2 < > u, + 2 (5= ¢., == ¢,)us
s=1 PP $;7 vy 521 (5% %57 3% ¢1)uj
. 2N 5 ) 2N o 5 .
+oe? I <<% V02> ug e Z(3g V0 5E 2300y
j=1 j=1
2N 2N 32y,
9 3 . 3j
+ T (= Y.y =— ¢.)u. + z v 0 >u
=1 ox "3" 8x Ti' 73] 5=1 3t 2 1 J
= 0
en
) 2N . ) 2N 5 3
et <<at¢ AT T R T P R PR
j=1 j=1
2N 2N 3%¢., -
2 (BX 50 ax vy) ug R otz ' Vi 7Yy
j= j=1
2N 2N
2 -2
+ € << Btw q;i>>uj € Z(dtlpJ 8tlp)
j=1 j=1
2N 3?2 vy
b))
+ szax le '5— 1}" )1.1 + Ar < W rq) :]
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= -0 , 1 =2,4, ..., 2N ve. (5.28)

Die stelsel (5.28) lewer 2N vergelykings vir die 2N onbe-

kendes naamlik

In matriksvorm kan (5.28) dan geskryf word as

Ay = By e (5.29)

met A en B twee (2N x 2N) matrikse

E = (u2I u2l AR 4 u2NI uzN)
en T Y’ = (ull u1, .oo,'uzN':ll u2N_1)
Die elemente a; jexlbij van A en B respektiewelik word
14 14

deur die volgende vergelykings gegee:
a = 2 <KX e e2(L ¢ )
i,2j-1 ot 25" Y24 ot 2570t "2i

9%,
¢2J,¢ S
ot? 2i

d d
* (3% 925 5% by + <

)

o _ 2 R - e2( 0 9
1,25 = e Kgp v, 00,7 - et (g vy gg 0ay)
32y
2 9 23
+ (axq}Zj’ ox ¢Zi)+ < at2 ¢2i>
met i=1,2,,.., N, j=1,2, ..., N.
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e a 8
= — ] > - —
i,29-1 =8 0% P25 Vo (i € ( T %257 3¢ Y2(i-m)
2
5 5 0745

9 k3 e

= g2 9 _ 9
3 25 Lt Yy ¥y "L ( £ Y257 3¢ Y2(i-m)!
azwzj
t g Ve am Yoiem! TS TR Yaiony”

met i = N+1, ..., 2N , j =1, ..., N.

I

e K2 by, > + €2 (L

S
bi,2j—1 ot ¢2j-1, 2 ¢2j-—1’ 7€ P21

_<d?
5= 925-1" Bx 9p1)- 7 <3¢ 5t2 (I)Zj 1'¢21

o2 3 ; 9
byag T T g a0y > et (gpvyy e aE 0y)
2
- (_?_w ) - ?.__qiz_l‘_l_ b
ox Y29-1" Bx %2 w2 i

met i =1, ..., N, j =1, ..., N.

_ 8 2,90 9
bi,2j-—1 e <2 T %24-1 l"2(1 -N) >+ et g ¢245-173€ Y2 (1-n1y
92¢
- (5 9 - 2j-1 >
B 9235-17 o V2uw) TS5 M2uem
- _ .2 2,0 R
bi,2j ef <% at Rl’23 1’¢2(1 ~N) > +e (athj—l’at l1'2(1—1\1))

- 2 <
(5% ¥Y25-17 3x Y2(i-m)) <5'£7 ‘sz-1"*"2(i—N)>

met i = N+1, ,.,, 2N , j =1, ..., N.
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Deur die binneprodukte te bereken word die elemente van

A en B gegee deur die volgende formules:

a, = -0,8 e2h/k + 26k/35h

a,, = he?/15 - 11k2/105h + 2e2h/3
a, 5 = -he?/5k - 13k/35h

a,, = he?/60 + 11k?/210h + £%h/6
421 = %3

822 = 814

83 - 411

424 = P

425 - 413

%26 = : Q4”7

Ay 142(9-2) = &y 4 7 j=3, ..., (1) met i=1, ..., 6
Sy, 2n-2041 © Bp,q o 1=1.2

AN, 2(N=1) +1 -0,4e?h/k + 13k/35h - 6/5k

Il

— 2 - 2 5
ay,2(N-1)+2 = E h/30 - 11k2/210h +1,1 + €?h/3

Ayt 1 = €?h/15-11k?/105h
aN41, 2 = -4eg2hk/45 + 2k%/105h
ays1, 3 = €2h/60 +11k?/210h
a4, 4 = =-¢2hk/45-%k3/105h
AN+2,1 = 8N+1,3

AN+2, 2 = %N+1,4

qN+2, 2 = f+1,1

qNe2,4 = %N41,2

aN+2,5 T 841, 3

AN+ 2,6 = 81,4

Onej, i+2(5-2) = ®me2,i 5 §=3,..., NMlmeti=1,..., 6
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AN, 2(N-1)+i  %2,:1 ro =12
I =  €’n/30-11k*/210h +1/10
3,y 2n = =-2e2hk/45+%k3/105h - 2k/15
b, = =0,8ec?h/k - 9k/35h

b,, = -g?h/15-13k?%/210h

b, , = -g?h/5k + 9k/70h

b, = -e?h/60 +13k2?/420h

D)1 = bys

o2 = b4

D3 = by

b4 = iy

s = Byg-

bos - L1y

bj'i+2(j_2) = b, o j=3,e0., (1) met i=1,...,6
Py, 2m-2) 41 = by o i=12

bN’ oN-1 = =0,4e?h/k - 9k/70h - 6/5k
bN, 0N = -g2h/30 - 13k?/420h -0,1
bN+1'1 = €2h/15 + 13k?/210h
bN+1'2 = -g?hk/45 +k3/70h

b 3 = €?h/60 - 13k?/420h

SN 4 = -¢2hk/180 - k3 /140h
Pue2,1 - byit,s

Priz,2 = Pyi1,a

Pyr2, 3 - Pyt1,1

Pu+2, 4 B Pyt1,2

Pyiz, s = Pyet, 3

bN+2,6 = bN+1,4

bN+j:i+2(j—2) = bN+2,i , 3=3,...,N-1 met i=1,.,.,6

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2022



190,

Pon,2n-1)+1 = Pp,y o A=1.2
= 2 2

Pon, 2n-1 = €°h/30 +13k*/420h +0,1
— — 2 . 3 _

Pon, 2n = €®hk/90 +k*/140h - k/30

Alle ander elemente van A en B is nul.

Uit (5.29) verkry ons dus weer 'n voortmarsjeer-in-tyd-

formule:

adt = Butlh o, i=a,.., cv. (5.30)

¢

wat herhaaldelik opgelos word.

Die stelsel (5.19) vir die golfvergelyking met Dirichlet-
randvoorwaardes en die stelsel (5.30) vir die gekoppelde
randvoorwaarde stem grootliks ooreen sodat die stelsel

(5.30) sonder veel moeite verkry kan word as die elemente

van (5.19) reeds bekend is.

5.4,1 Numeriese resultate

Ferstens beskou ons € =1, dit wil s& die massa van die veer
en die massa aan die endpunt van die veer is dieselfde. In
tabel 5.5 vergelyk ons die eksakte oplossing met die bena-
derde oplossing by x=%, %, % en 1 op verskillende tydstippe.
Die eksakte oplossing van (5.20) met randvoorwaardes (5.21 -
5.24) word in Bylaag B bereken, Die eksakte waardes in
tabel 5,5 is yerkry deur die som tot 400 terme te bereken.
Die eksakte waardes by x=1 is ook uit vergelykings (19) en
(20) in Bylaag B bereken om as kontrole te dien vir die
sommasie van die reeks (12) in Bylaag B. In tabel 5.5 is
k=1/24 so dat die stelsel (5.30) na 192 tydstappe die oplos-

sing by t =8 sekondes lewer, In figuur 5.10 stel ons die
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TABEL 5.5

e = 1,0, h = 1/24. k = 1/24
t uls, t) u* (s, t) uly, t) u* (%, t)
0 (0,25 0,25 0,5 0,5
1 {0,221199 0,221137 0,393469 0,393443
2 |0,64138 E-1 0,6410 E-1 | 0,116599 0,116592
3 |0,205823 0,205767 0,432832 0,433079
4 10,274719 0,274461 0,535454 0,534822
5 [0,99938 E-1 0,100720 0,211993 0,212695
6 |0,128342 0,128469 6,242779 0,243735
7 10,258633 0,256676 0,504758 0,504287
8 |0;252289 0,251944 0,477202 0,477323

TABEL 5.5 (vervolg)

e = 1,0, h = 1/24 , k 1/24
t u(%, t) u¥ (%, t) u(l, t) u¥ (1, t)
o |0,75 0,75 1,0 1,0
1 |0,527633 0,527635 0,632121 0,632137
2 |0,144973 0,145212 0,135335 0,135579
3 0,651774 0,651861 0,842510 0,842503
4 0,764390 0,764131 0,935633 0,936059
5 |0,312612 0,312586 0,394938 0,394659
6 10,338026 0,339543 0,427921 0,427412
7 10,743822 0,744197 0,958160 0,958410
8 |0,658364 0,660739 0,806794 0,805859
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TABEL 5.5 (vervolg)

t f s, t) =u® sy ) ha Cgp £) 0™ o ) T (5, £) =u® G, )] a1, €) —u® (1, )l
0 0 0 0 0

1 5,1 E-5 1,9 E-5 1,3 E-6 9,8 B-6
2 3,6 E-5 6,3 E-6 1 2,184 E-4

3 4,6 E-5 1,7 E-4 5,3 E-5 E-6

4 ,0 E-4 4,1 E-4 1,5 E~4 2,2 E-4

5 7,1 E-4 5,7 E~4 2,0 E-5 2,0 E-4

6 1,1 E-4 7,7 E-4 1,1 E-3 3,6 E-4

7 1,6 E-3 3,1 E-4 2,1 E-4 1,3 E-4

8 2,8 E-4 8,2 E-5 1,4 E-3 5,2 E-4

Die norm wat in tabel 5.5 gebruik is, is steeds die gemengde

norm wat in-§ 5.3.1 gedefinieer en gebruik is.
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Die benaderde oplossing is ook bereken deur die tydstappe
groter te maak, In tabel 5,6 toon ons die invloed van die
parameter k op die benaderde waardes. Die waarde van h is

konstant gehou naamlik h = 1/24.

TABEL 5.6
k = 1/24 k = 1/12 k = 1/6

t | u®,e) | le-a® ju® @) [le-u®l (u®@,) [lu-u®™ fudl,e)

Q 1 0 1 0 1 0 1

1 | 0,632137|9,8 E-6 {0,632106 | 9,2 E-6[0,631994 | 7,8 E-5 | 0,632121
2 |0,135579 | 2,1 E-4 | 0,135843 | 4,5 E-4|0,136868 | 1,4 E-3 | 0,135335
3 | 0,842503 | 3,8 E-6 | 0,842507 | 1,6 E-6|0,842486 | 1,3 E-5 | 0,842510
4 |0,936059 | 2,2 E-4 | 0,936339 | 3,6 E-4]0,937139 | 7,8 E-4 | 0,935633
5 | 0,394659 | 2,0 E-4 | 0,394258 | 4,9 E-4{0,392430 ,8 E-3 | 0,394938
6 |0,427412 | 3,6 E-4 | 0,427209 | 5,0 E-4{0,428719 6 E-4 | 0,427921
7 | 0,958410 | 1,3 E-4 | 0,958630 | 2,4 E-4]0,971528 E-3 | 0,958160
8 | 0,805859 | 5,2 E-4 |0,805121 | 9,3 E-4|0,891448 | 4,7 E-2 | 0,8056794

In figuur 5.11 stel ons die beweging van die punte x = % en
x = 1 grafies voor tot en met 'n verloop van 10 sekondes.
Die waardes van u(x,t) en u¥(x,t) val telkens saam aangesien

dié keuse van skaal geen onderskeid toelaat nie.

Die stippellyn in figuur 5.11 stel die standaardbenadering
u(l,t) = cos wst

met . w_ = 1/ +1+e2/3 yOOr.

Dié benadering word gewoonlik deur fisici en ingenieurs ge-

bruik deur te aanvaar dat die elastiese staaf slegs klein

vibrasies uitvoer en dat slegs die fundamentele en kleinste

frekwensie teenwoordig is.
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Ons beskou nou g = 5, dit wil s& die massa van die veer is
25 keer groter as die massa aan die endpunt van die veer.
Die eksakte waardes is bereken deur die reeks (12) in

Bylaag B tot 200 terme te sommeer.

Die vergelykings (19) en (20) in Bylaag B word as kontrole

gebruik vir die sommasie van die reeks (12).

Aangesien die beweging van die veer nou heelwat stadiger is
as in die geval waar € = 1, beskou ons slegs k = 1/12. Uit-

treksels van die numeriese resultate verskyn in tabel 5.7.

TABEL 5.7

e = 5,0, h =1/24 , k = 1/12
t uly, t) u*(y, t) u(%, t) u* (%, t)
0 0,25 0,25 0,5 0,5
1 0,249987 0,250000 0,499987 0,500000
3 0,250031 0,246375 0,436753 0,435127
5 0,398865 E-1 | 0,380535 E-1 0,399589 E-1 | 0,405464 E-1
7 0,249039 0,247335 0,359976 0,369288
9 0,249998 0.249902 0,499972 0,498975
11 0, 250025 0,250390 0,500029 0,504268
13 0,249964 0,245465 0,493691 0,485499
15 0,118832 0,119421 0,120028 0,121209
17 0,240128 0,231394 0,280005 0,287995
19 0,250014 0,250751 0,499626 0,496829
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TABEL 5,7 (vervolg)

€ = 5,0, h = 1/24, k = 1/12

t u(, t) u* (%, t) u(l, t) u*(1, t)
0 0,75 0,75 1,0 1,0

1 0, 749994 0,752566 0,839734 0,839784
3 0,440019 0,440002 0,439991 0, 440000
5 0,399734 E-1 | 0,400281 E-1 0,400103 E-1| 0,400001
7 0,359984 0,360727 0,360006 0,360560
9 0,738534 0.732029 0,760001 0,751958
11 0,750015 0,761436 0,916220 0,911357
13 0,519841 0,519308 0,520010 0,519969
15 0,120021 0,118947 0,119992 0,120723
17 0,280004 0,284148 0,279999 0,281532
19 0,686986 0,684011 0,679994 0,666793

t lluCe,t)-u® G, el luCs, ) -u® G, 0l | TuG, e)-u* G oll] Tul, 2)-u¥* (1,0l
0 0 “0 ' 0 0

1 1,0 E-5 8,7 E~6 1,5 E-3 2,7 E-5
3 2,9 E-3 i,1 E-3 1,2 E-5 6,2 E~-6
5 1,7 E-3 5,6 E-4 5,3 E-5 9,8 E-6
7 1,4 E-3 6,8 E-3 5,5 E-4 4,1 E-4
9 7,7 E-5 6,6 E-4 3,7 E-3 4,6 E-3
11 2,9 E-4 2,8 E-3 ,5 E-3 2,5 E-3
13 3,6 E-3 5,5 E-3 3,5 E-4 2,7 E-5
15 5,3 E-4 1,0 E-3 9,6 E~4 6,5 E-4
17 7,0 E-3 6,2 E-3 3,2 E-3 i,2 E-3
19 5,9 E~4 1,9 E-3 1,8 E-3 7,9 E-3

In figuur 5.12 stel ons die vibrasie van die staaf voor met

e = 5,0, In figuur 5,13 word die beweging van die punte
x = % en x = 1 voorgestel. Ons merk op dat eers vanaf
t = 18 sekondes daar 'n waarneembare verskil tussen

u(l,t) en u*(1,t) is,
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5.5 GEVOLGTREKKINGS EN BESPREKING VAN NUMERIESE RESULTATE

Uit tabel 5.5 sien ons dat die numeriese resultate besonder
akkuraat is. In besonder is die orde van die grootste
fout na 8 sekondes slegs O(E-3). Uit die numeriese resul-
tate volg ook dat

maks u(x,t) | -1 =~-2,5E-3,

7<t<8
0<xx1

wat daarop dui dat die numeriese resultate stabiel is.

Uit tabel 5.6 volg dat ons vir relatief groot tydstappe,
naamlik k = 1/6 sekonde, steeds betroubare resultate verkry.
Die orde van die grootste fout neem vir k = 1/24 van O(E-4)

toe tot O(E-2) vir k = 1/6, Vir k = 1/12 en k = 1/24 is

die orde van die grootste fout dieselfde naamlik O(E-4).

Die voordeel van 'n groter tydstap is dat die stelsel

i i-1

1
W
-
1
=
[N

Au

vir k = 1/12 slegs 96 keer rekursief opgelos moet word, om
die oplossing by 8 sekondes te bepaal, teenoor die 192 keer

vir k = 1/24,

Uit tabel 5.7 en figuur 5,10 yvolg vir € = 5,0 dat die veer
ongeveer 20 sekondes neem om 'n volle ossillasie uit te
voer, Vir 0 <x <% keer die veer na 1 ossillasie terug

na die beginposisie u(x,0) =x, terwyl die invloed van die
gekoppelde randvoorwgarde verhoed dat dit met die endpunt
van die veer gebeur. Die benaderde oplossing by x=1
bereik na 19,75 sekondes die waarde 0,8533 (eksakte waarde

0,8300) waarna die waarde weer afneem, Die numeriese
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resultate is weer eens besonder akkuraat en in figuur 5,11
kan eers na 18 sekondes 'n verskil tussen die eksakte- en

benaderde-oplossing waargeneem word.

Die binneprodukte wat benodig word vir die elemente van
die matrikse A en B in (5.30) is deurgaans analities bere-
ken. Hierdie integrasie kan egter ook numeries gedoen
word wat die toepassing van die GRTG-metode nog verder sal

vergemaklik.

Dit is belangrik om weer eens daarop te wys dat die stelsel
(5.19) vir die golfvergelyking met Dirichlet-randvoorwaardes
en die stelsel (5.30) vir die gekoppelde randvoorwaarde

grootliks ooreenstem, Die GRIG-metode kan dus baie maklik
toegepas word op die golfvergelyking met verskillende rand-

voorwaardes.

Vir die golfvergelyking met verskillende tipes randvoor-
waardes lewer die GRTG-metode 'n stelsel vergelykings van
die vorm

A El - gyt
waaruit die benaderde oplossing bereken word. Die GRTG-
metode lewer dus ook vir hiperboliese parsiéle differen-
siaalvergelykings 'n voortmarsjeer-in-tyd-metode. Die
voortmarsjeer-in-tyd-tegniek wat in Hoofstuk 3 vir eerste
orde gewone differensiaalvergelykings ontwikkel is, is dus
suksesvol uitgebrei na paraboliese en hiperboliese parsiéle
differensiaalvergelykings, Indien die interval [0,T] dus
in N tydstappe verdeel word, word die stelsel

Aut = B ul_l

N-keer rekursief opgelos.
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Die voordele van die GRTG-metode kan soos volg saamgevat

word:

Die GRTG-metode transformeer die verskillende parsiéle
differensiaalvergelykings direk na stelsels algebraiese
vergelykings waaruit die benaderde oplossing bereken word,
Die klassieke Galerkin-benadering transformeexr die parsiéle
differensiaalvergelyking eers na 'n stelsel gewone dif-
ferensiaalvergelykings wat dan Of met eindige-verskil of
met eindige~element-metodes opgelos word. Die GRTG-metode

skakel dus hierdie tussenstap uit,

Vir paraboliese en hiperboliese probleme word daar telkens

'n stelsel van die vorm

A ul = B El—l

~

verkry wat opgelos moet woxrd. Die verskillende randvoor-
waardes word in die matrikse A en B geakkommcdeer terwyl
die beginvoorwaardes die begincplossing E? bepaal, Ver-
skollende beginvoorwaardes wat by 'n sekere randvoorwaarde-~
probleem geld, word gevolglik maklik geimplementeer deur

slegs u® telkens aan te pas.

Die matrikse A en B het vir die paraboliese parsiéle
differensiaalvergelykings (kyk Hoofstuk 4) telkens 'n yl
bandstruktuur, Hierdie eienskap word ekonomies benut met
die keuse van 'n algoritme om die stelsel mee op te los,

By die hiperboliese probleme wat in Hoofstuk 5 behandel
word, het die matrikse A en B, asgevolg van die keuse van
die basisfunksies, nie 'n bandstruktuur nie. Die matrikse

is nogtans yl en 'n ekonomiese algoritme kan steeds gebruik
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word vir die oplossing van die stelsel.

By die GRTG-metode word die binneprodukte, wat benodig word
by die bepaling van die elemente van die matrikse, bereken
deur oor 'n tweedimensionale deelgebied te integreer. By
die klassieke Galerkin-metode vind hierdie integrasie slegs
oor 'n deelinterval van die x-as plaas. Die berekening
van die binneprodukte verg dus by die GRTG-metode meer tyd
as by die Galerkin-metode. Dit is egter nie 'n groot
nadeel nie aangesien die integrasie ook numeries uitgevoer
kan word met dié gevolg dat die tydsfaktor nie betekenisvol

sal wees nie.

Uit die numeriese resultate, yerkry deur die GRTG-metode
in hierdie studie, volg dat dié metode 'n doeltreffende
metode lewer vir die numeriese oplossing van tydafhanklike

probleme.

Evolusie~probleme beskryf 'n fisiese proses wat ontwikkel
met die verloop van tyd. Soos in die geval van gewone
tydafhanklike differensiaalvergelykings, is dit ook by
parsiéle differensiaalvergelykings dus verkieslik om oor
'n yoortmarsjeer-in-tyd-metode te beskik vir die numeriese
oplossing van die vergelykings. Die GRTG-metode lewer so
'n metode wat op 'n natuurlike manier uit die parsiéle

differensiaalvergelyking en die randvoorwaardes ontwikkel.

In hierdie studie word variasiebeginselmetodes soos toege-
pas op ewewigstoestandprobleme, suksesvol oorgedra na
eyolusie-probleme, Die vraag wat Mitchell [31] in 1976 in

die verband gestel het, word hierdeur positief beantwoord.
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BYLAAG A

Analitiese opiossing van die geleiding-diffusie vergelyking

Ons bereken eerstens die eksakte oplossing van die geleiding-
diffusie vergelyking met Dirichlet-randvoorwaardes. Ons

beskou dus die vergelykings 4.21, 4.22 en 4.23 naamlik:

U.t = € uXX -6 uX ' (x/t)e (Oll) X (OIT] ...(1)
u(x,0) = uo(x) , X € (0,1) ... (2)
u(o,t) = wu(i,t) = 0, t>0 ees (3)

Die eksakte oplossing word bepaal deur die metode van skei-

ding van veranderlikes [27]. Ons stel dus
u(x,t) = X (x)T(t).
Uit vergelyking (1) volg dan dat

? 1
ex =& x _
% = A

T
T
met A 'n konstante.

Ons verkry dus twee gewone differensiaalvergelykings naamliik

1

en ex"'-686x - Ax = 0

Die nie-triviale oplossing van vergelyking (1) wat die

randyoorwaardes (3) beyredig is dan, [27],

- -&2 2.2
u(x,t) = X b o(8/2e oo (6% /4e-en® Tt L. (4)
n=1

Uit die beginvoorwaarde (2) volg dat

o]
— - Vx o . . —
u(x,0) = ug(x) = e nél b sin nix , v §/2¢
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Dus

b = 2 L) e 7 uo(x) sin nmx dx ce. (5)

Die eksakte oplossing van (1), (2) en (3) word gegee deur

ul(x,t) = 2 eV¥ ekt bn sin nmx ee. (6)

met A = - 62/4e - ¢ n? 72, v = §/2¢ en die bn's word deur

(5) bepaal.
Vir die beginvoorwaarde

(x/0,1) - 2 , 0,2<xx0,3

»
VAN
o
=

u (x) = (-x/0,1) + 4, 0,3 <

0 ., andersins

word die koéffisiénte bn van die Fourierreeks gegee deur:

5y o~2hy
b = {(v?- n%7?) sin 2hnw + 2vnm cos 2hnm}
h(v2+ n2?n2)?
4 e—3hv

- {(v?- n?%7?) sin 3hnm + 2vnnm cos 3hnmw}
h(v? + n?w2)?2

2 e =4hv ,
+ {(v? -n27?) sin 4hnw + 2vnm cos 4hnn}
h(v? + n?72)?2

waar h = 0,1,

Tweedens bereken ons die eksakte oplossing van die geleiding-
diffusie vergelyking met periodiese randvoorwaardes (kyk

§ 4.3.2),

Die oplossings van

|
1

at AT
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en ex' - 68X - AXX = 0

word respektiewelik gegee deur:

T(t) = ext e o o (7)
r,x r,X
en X(x) = A e + B e ee. (8)
met r, en r, die wortels van
e r’? - 8r - A = 0.

Die vergelyking (1) word dus bevredig deur

u(x,t) T(t) X(x)

r,X
= e}‘t (A e ' + B e 2 ) eee (9)

Vir die oplossing (9) om periodies te wees moet een van

die wortels r, of rz(sé rl) gelyk aan 2kmi wees (k heel).

Dus
r. x r X
1
u(x, t) = e}‘t (A e + B e 2 )
en
r. (x+1) r, (x+1)
u(x+1, t) = e>‘t (A e ! + B e z )
r X r. (x+1)
2
= e)\t (A e ' Yy Be )

il

Uit u(x, t) u(l+x, t) volg dan dat B = 0.

Maar A = € r? - §r

e(2kmi)? - 2kméi

1

1

- e(2km)? - 2kméi
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Die oplossing van (1) vir enige orde van k word dus gegee
deur

2 . .
- m) € - 2kndi
u(x,t) = A e et (2km) 2kmoit . eZk'ﬂ'lx

Om 'n oplossing te vind wat die beginvoorwaarde (2) bevredig,

beskou ons:

p=+® _ 2 0 . .

ulx,t) = T a_ e (2pm) ‘et 2pﬁ61t. e2pﬂ1x ... (10)
= - 00 p
P
Maar
p=+oo .
u(x,0) = u (x) = Z a e2p1rlx eee (11)
O p=_oo

Die Fourier-koéffisiénte van uO(x) word dus deur ap bepaal.

Om ap te bereken word (11) met e-lqzm{vermenigvuldig en ge-
integreer. Dan is
1 —-2Tgix 1 2mgix 2Tpi
J ou (x). e MMM gy = T a [ e NAEX  fTPEX gy
(o} O p p (o]

27 (p-q) ix ;'
pFq P 2m(p-q) i

Il

+ a
d

Dus
1 -2Tpix
ap - L) uo(x) e P dx , p=20,%1,%2, ...
hox —2Tpix
= éh ﬁ;—Z)e dx

_X ~2Tpix
gh (-f+4)e dx
1 ._(e_4ﬂp1h _ze_6ﬂp1h +_e_8ﬂp1h)

h(2mp) 2

met h=0,1 , ...(12)
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Hieruit volg dat

a
p -p

1

a

’

Vervang nou (12) in (10):

x - 2 _ . .
ulx,t) = a, + X [a e (2pm) “et - 2pmdit ) o2pTix
p=1
- 2 . I
+a e (2pm) “et + 2pmlit e 2p’rr1x]
P
2 S .
= a_+ S [a o~ (2pT) “et - 2pméit . o2PTix
p=1
- - 2y _ . .
+a e (2pM) et 2pndit ] e2p1T1x]
P
(=] - (2 2. - N .
= a+ 2[e pTr) z:.t . 2Re (% e 2pmdit e2pm.x)].”(l3)
O
p=1
Maar
Re a e—2pﬂ6it ' e2PTix
P
e - 1 [cos 2pm(x-6t-2h) -2 cos 2pm(x~§t-3h) + cos 2pT (x-t-4h)]
h(2mp) ?
en
3h 4h
a = [ (xh-2)dzx+ [ (- x/h+4)ax
2h 3h
= h

Pus (13) word:

-(2 2 t
u(x,t) = h + - € (2pm) “e {cos 2pm(x-8t-2h)

1 8

1 2(mpi)2hn

- 2 cos 2pT(x~8t-3h) + cos 2pm(x-6t-4h)}] ... (14)
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BYLAAG B

Analitiese oplossing van die golfyergelyking met gekoppelde
randvoorwaardes

Ons beskou nou die vergelykings (5.20) tot (5.24), naamlik:

efu,, —u, = 0, (x,t)€(0,1) x (0,T] ... (1)
u(o,t) = 0, t>0 ees (2)

U + u = 0 , by x=1, t >0 vee (3)
u(x,O{ = f(x) , x€ (0,1) ce. (4)
u(x,0) = g(x) , x€ (0,1) ees (5)

Die gesaghebbendste studie oor hierdie probleem is seker
die van die Rus Timoshenko [43]. Hy aanvaar dat die op-

lossing opgebou is uit terme van die vyorm
u(x,t) = X(x) (A cos pt+B sin pt)

As dit vervang word in (1) verkry ons deur van voorwaarde

(2) gebruik te maak dat

X(x) = D sin pex , D konstant.

Uit (3) volg dan dat

p tan pe = ¢
of te wel
Btan B = €2 met B = pe eve (6)

Hierdie vergelyking staan bekend as die frekwensievergely-

king en vir 'n gegewe € kan die eiewaardes Bi numeries
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bereken word. Die bydrae tot die oplossing deur die i-de

frekwensie word gegee deur

u, = sin Bi x [ A; cos (Bi t/e) + B, sin (Bi t/e)]

en deur die superponering van alle vibrasies word die

eksakte oplossing gegee deur

u(x,t) = X sin Bi x [ Ai cos (Bi t/€)+Bi sin (Bi t/e)]

i=1
LA I (7)

waar die konstantes Ai en Bi bepaal moet word uit die be-

ginvoorwaardes. Uit (4) en (5) volg dat
@«
u(x,0) = f(x) = 2 A, sin B, X ce. (8)
. i . i
i=1
[e 0]
en ut(x,O) = g(x) = ii1 Bi sin Bi X. (- Bi/e). cee (9)
As ons nou f(x) = x en g(x) = 0 kies, word die Ai’s

bepaal deur

X = i§1 Ai sin Bi x eee (10)

terwyl uit (9) volg dat

B, = 0 , i=1,2, ...

Deur die toepassing van Fourier-tegnieke [ 44 ] word Ay

gegee deur:

1
. : 2
X . L) x sin B; x dx + (sin B;)/e
i - 1 P 2 : 2 2
[o sin? B; x dx + (sin Bi)/e

-(cos B,)/B;+ (sin ei)/eg + (sin Bi)/e2

¥[1 - (sin 28,)/2B1 ] + (Sinzﬁi)/él2

ceo(11)
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Maar uit die frekwensievergelyking yvolg dat

. tan . =
Bl a Bl €
By .2
dus —=a 7 = eI
. in B,
cos Bl s Bl
2 .
in . sin . CO .
s Bl ~ Bl S Bl
en =
e? B

Uit (11) volg dan dat

4 sin B,
A, = =
AR B .

1

(28i + Bi sin ZBi)

Die vibrasie van die staaf word dus gegee deur

o Sin Bi X sin Bi cos(Bit/e)

u(x,t) = 4 ii B, (28; + B, sin 2B;)

oo (12)

1

Die eksakte oplossing (12) van Timoshenko het ongelukkig
twee nadele naamlik:
(i) Die eiefrekwensies Bi moet numeries bereken word.
(ii) Die eksakte oplossing u(x,t) is die somfunksie

van 'n oneindige reeks.

Snyman [ 40] toon aan, deur gebruik te maak van die metode
van karakteristieke, dat redelik eenvoudige uitdrukkings
verkry kan word wat nie berus op eiewaardes nie en wat die
aanvanklike vibrasie van die staaf eksak beskryf. Ons
bespreek kortliks die metode van Snyman om die oplossing

u(l,t) by die endpunt te ontwikkel,

Die substitusies
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transformeer (1) na 'n stelsel van twee eerste orde

vergelykings

2.1 2 _
e“uy u, 0
2 T 1
ug uy 0 eee (13)

Die randvoorwaardes is nou

ul (0,t) = 0

ué +u? = 0 by x=1
en die beginvoorwaardes

u'(x,0) = g(x) = {0}

u?(x,0) = f' (x) = {1}

Die karakteristieke rigtings van die stelsel (13) word

gegee deur

_ dt
1.2 T ax -

i
m

en die karakteristieke is dus:

o konstant p konstant

ex + t = ¢

As o en B nou beskou word as nuwe karakteristieke ko8rdi-
nate dan kan stelsel (13) getransformeer word na 'n stelsel
waarin elke vergelyking slegs differensiasie langs een van

die karakteristieke rigtings bevat (kyk Ames [11]).
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Dit lewer dan

eué - ué = 0 langs B karakteristiek
eué + ué = 0 langs o karakteristiek ... (14)

Deur integrasie van vergelykings (14) verkry ons

eu! - u? = konstante, langs B karakteristiek
= eul(xO,O) - uz(xO,O)
dit is
gul! - u? = eg(xo) -1 = -1, e.. (15)

Netso geld langs die o karakteristiek dat

eul! + u?

1

eg(xo)-+ X, = X

Verdeel die integrasiegebied in verskillende deelgebiede

soos in figuur 1 aangetoon:

X0=1~t/€

FIGUUR 1: Verdeling van integrasiegebied.
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Die oplossing word langs die lyn x=1 ontwikkel maar dit

kan vir die ander gebiede ewe maklik verkry word nadat

u(i,t) gevind is, Beskou die punt P waar die B karak-
teristiek vanuit x die rand ontmoet, By dié punt geld:
ué + u? = 0 (Randvoorwaarde) ve. (16)

en uit (15) volg

gu! - u? = -1 eee (17)

Uit (16) en (17) volg dan

da 1 1 =
Fr 0 teu = 1 langs x=1 e (18)

Hier het ons dus 'n eerste orde lineére differensiaalverge-
lyking waaruit vir u?(1,t), 0 <t < ¢, opgelos kan word,

Ons verkry dan

- 2
u(l,t) = 1 + 1/e? - t/e - e et/e , 0<t<e ... (19)

Die oplossing (19) geild ook vir e < t < 2¢ aangesien die
o karakteristiek 'n eenvoudige weerkaatsing ondergaan by
x =0, Op soortgelyke wyse word die oplossing vir die

interval 2¢ < t < 4¢ ontwikkel en

-et

u(l,t) = =-3(1+1/€?) + (1+2e282 e )

M|t

2e2/¢? 2e?, -et

+ (4e 1/e? - 4e )e . ... (20)

Hierdie metode van Snyman lewer 'n baie eenvoudige uitdruk-
king vir u(l,t) wat sonder enige benaderingstegnieke bere-

ken kan word.
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BYLAAG C

Crank-Nicolson-algoritme viyr die hittevergelyking [5 ]:

Beskou die vergelyking

2
,%% -3 ? = 0 , (x,£)€(0,8) x(0,T] ... (1)
9x
met u(o,t) = u(l,t) = 0, veo (2)
en u(x,0) = uo(x) ; X€ (0,2) ee. (3)

Die Crank-Nicolson-metode vervang diec parsiéle differensiaal-

vergelyking (1) met die volgende gemiddelde-verskil-formule

2u, . + u, .
1,7 i-1,73

u, . -, . u. .-
i,3+1 i,] ¥l i+1,3
k
h2

Ll

Yie1, 941 T 2,501 T Ye1, 90 | "
hz . * ® o

+

wat soos volg voorgestel kan word:

Uit js Ui i+t Uist.ja
Paaindy '/"\\ ’a"\v
AY
{ =M2% TS 1-A2 %
A 7 AY 7 AY T
\-—' \-" ~~ -l' I
- k
l'-\\ VAN K -~ 1
a2 _ {1-a 0 A2
\\ ...’I “s,a" ‘*_'),
Ui 1,i Ui j Uis,j
le—————P > h > b= 0,..-:N
I=1 | 1+1

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2022



216.

Die Crank-Nicolson-metode kan in matriksnotasie voorgestel

word deur:

j+1 j .
A u’ = Bu , 3 =0,1,2, ... ...(5)

met A en B die volgende matrikse:

L+n) -2 0 .. 0
A A N
"2" (l + }\)\ ’2" ~ .
0 _% ~ * N s . .
~ . N s ~ !
. . . ~ . O
-~ . ~ . . . —2\-
. . . N 5
.~ . A s
R [
en
o] -.-!
A
E (.1 )\) '? 0 . e o . 0
3 A AT .
2 UM .
5= 0 2“ ) D N ) - !
~ 2 ~ ~ ) .
. ~ -~ s N N 0
. N . M . N . ~ 2\—
. - . . 2
~ R N }\ N _
O ) . . O ’2'_ (l )\-)J
(o)

Die beginoplossing u in (5) word bereken uit (2) en

(3).
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Uit (5) volg dat die oplossing by t = (j+1)k slegs bereken
kan word indien die oplossing by die vorige twee tydstappe,
naamlik t = (j-1)k en t = jk, bekend is. Die oplossing
by j =0 kan uit (3) bereken word terwyl (4) gebruik moet
word om die oplossing by j =1 te benader. Hiervoor kan

die volgende verskil vergelyking gebruik word:

2 2
- - 52 AZ A
U,y = (1 -2°) f(xi) t = f(xi+1) + 5 f(xi_l)
+ kg(xi) ; i=1,2,..., N-1
Met Uy g enouy dus bekend, word 'n voortmarsjeer-in-tyd-
4 14

algoritme uit (5) verkry.
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