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OPSOMM!NG 

REGULARITEITSTELLINGS VIR ELLIPTIESE RANDWAARDEPROBLEME 

DEUR 

L. PRETORIUS 

LEIER: PROF, F.D. PENNING 

Departernent Wiskunde 
UNIVERSITEIT VAN PRETORIA 

Voorgele ter vervulling van n deel van die 

vereistes vir die graad M.Sc. (Wiskunde) 

In die verhandeling sal op n funksionaalanalitiese wyse 

die regulariteit (differensieerbaarheid) van swak oplossings 

van n sekere klas van elliptiese randwaardeproblerne bewys 

word. Die bewyse word progressief gedoen: eers word regula­

riteit in die raaklynige rigting op die rand bewys; dan 

word regulariteitstellings vir n sekere klas van tweede orde 

elliptiese randwaardeproblerne gedoen en ten slotte word 

regulariteit in die normaalrigting op die rand behandel. 
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Stellings word ook deurentyd toegelig met tweede sowel as 

hoer orde Dirichlet- en Neumann-randwaardeproblerne. 

Ten slotte dien dit ook vermeld te word dat spesifieke 

Sobolev-ruimtes n belangrike rol in die bewyspatrone van die 

verhandeling speel. 
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SUMMARY 

REGULARITY THEOREMS FOR ELLIPTIC 

BOUNDARY VALUE PROBLEMS 

BY 

L. PRETORIUS 

PROMOTOR: PROF. F.D, PENNING 

Department of Mathematics 
UNIVERSITY OF PRETORIA 

Submitted in partial fulfilment of the 

requirements for the degree of 

MSc(MATHEMATICS) 

In this thesis the regularity (differentiability) of weak 

solutions of a certain class of elliptic boundary value 

problems will be shown. For the proof of regularity theorems 

one will resort mainly to the techniques of functional 

analysis. 

Regularity theorems will be proved progressively: firstly 

regularity in the tangential direction on the boundary will 

be shown; then regularity of a certain class of second order 
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elliptic boundary value problems will be demonstrated and 

lastly regularity in the normal direction on the boundary 

will be accounted for. 

Theorems will also be illustrated for second as well as 

higher order Dirichlet and Neumann boundary value problems. 

One should also mention that specific abstract Sobolev 

spaces play an important role in the proofs of most theorems. 
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HOOFSTUK 1 

PROBLEEMSTELLING EN ALGEMENE HULPRESULTATE 

1. INLEIDING 

In die verhandeling word die regulariteit (differensieerbaar­

heid) vanswak oplossings van algemene elliptiese randwaarde­

probleme ondersoek. 

In teestelling met die metode van differensiaalkwosiente 

om regulariteit van oplossings van elliptiese randwaarde­

probleme te ondersoek (vergelyk bv. Lions, Magenes [2] 

hoofstuk 3), word in die verhandeling hoofsaaklik van die 

beginsels van Funksionaalanalise gebruik gemaak om vir n 

spesifieke probleem, dieselfde resultaat te bewys. 

In die verhandeling word die artikel van Renate Schappel 

[4] dan as basis gebruik om die hoofresultate vir regulari­

teit van die spesifieke elliptiese randwaardeprobleem te 

bewys. 

Hierdie eerste hoofstuk sal dan in hoofsaak gewy word aan: 

die probleemstelling 

die definisie van ruimtes en begrippe 

die vermelding van voorstellings 

die vermelding en bewys van sekere hulpresultate. 
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2. PROBLEEMSTELLING 

Gegee elemente f€L 2 (s-2), g€iflrn) gkeL 2 (an), k = 1, .•... ,m, 

is dit nou die doel om die regulariteit van n oplossing 

UEV van die volgende funksionaalvergelyking 

m 
b(v,u)+s(v,u)=(v,f)-b(v,g)-s(v,g)+I <Tkv,gk>' VEV (1) 

k=1 

aan te toon. 

Die ruimtes Ven die funksionale b ens sal verderaan in die 

verhandeling gedefinieer word. 

( , ) stel die L2 -inproduk op die ruimte n en, <, > die 

L2 -inproduk op an voor. 

Tk stel voor differensiaaloperatore op as-i. 

n In die verhandeling sal die aanname gemaak word dat n = R, 
+ 

n halfruimte in Rn. Die rand van n moet sodanig glad wees 

dat n d.m.v. partisies van identiteite afgebeeld kan word 

n 
op R+. 

Dit sal ook aangetoon word hoedat n mens vanuit vergelyking 

(1) die regulariteit van swak oplossings van tipiese elliptiese 

parsiele differensiaalvergelykings kan bewys. 
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3. FUNKSIERUIMTES 

In die paragraaf word dit aanvaar dat die leser vertroud 

is met die algemene begrippe en teorie van Funksionaalanalise. 

3. 1 Die n-dimensionale ruimtes Rn en Rn 
-1-

Laat Rn gedefinieer wees deur 

waar x' 

X = (X' 1 X ) n 

Laat verder dan die ruimte Rn gedefinieer wees deur: 
+ 

As verder nou a= (a 1 ,a2 , .•••• an), ai nie-negatief, heel, 

n multi-indeks is,dan word die notasie aa gebruik vir die 

differensiaaloperator 

a 
a n 
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Die orde van die differensiaaloperator word aangedui 

met: 

3.2 Die Fourier-transformasie 

As f n sneldalende funksie in Rn is dan word die Fourier-
A 

transforrnasie f van f gedefinieer deur: 

Die notasie Ff word ook sorns gebruik vir die Fourier-trans­

forrnasie. 

Die definisie-van die Fourier-transforrnasie kan ook uitge­

brei word na funksies in L2(Rn) en na sternmige distribusies 

in Rn. Vir volle besonderhede verwys na Rudin [3] hoofstuk 

7. 

As f noun sneldalende funksie in R~ is, word die gedeelte-

l 'k F . t f ' f f . Rn- 1 d ~· · d i e ourier- rans orrnasie van in ge e~inieer eur: 

x' f(y' X )dy' , n 

Hierdie definisie kan ook uitgebrei word na funksies in 

L 2 (R~). 
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3 .. 3 Die ruimte w111(Rn), m=0,1,2 .••••. 

Die Sobolev-ruimte Wm(Rn) word gedefinieer as die versame­

ling van alle funksies in L 2 (Rn) waarvan die distribusie­

afgeleides tot en met die m'de orde in L 2 (Rn) is en met 

inproduk: 

. Ci. Ci. 
[u,v] = I J a u(x)a v(x)dx 

m Rn 
la.l~m 

en geassosieerde norm: 

I u 12 = 
m 

I J I a a.u ( x) ! 2 dx 

I a.I ~m Rn 

Dit is bekend dat hierdie norm ekwivalent is aan die norm 

11 • 11 m wa t gedef inieer word deur: 

11 u II 2 

m 
= f ( 1 +Ix I 2 ) m I Fu (x) I 2 dx 

Rn 

Die inproduk word gedefinieer deur 

( u , v ) = J ( 1 + I x I 2 
) mF u ( x ) Fv ( x) dx , 

m 
Rn 
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3.4 Die ruimte Ws(Rn), s reeel 

Die Sobolev-ruimte W5 (Rn) word gedefinieer as die versame­

ling van alle stemmige distribusies u waarvan die Fourier­

transformasie Fun funksie is en waarvoor geld dat 

f (1+lxl 2
)

5
!Fu(x) l 2 dx< 00 

Rn 

Die inproduk en geassosieerde norm op Ws(Rn) word dan ge­

definieer deur: 

(u,v)s = J ( 1 + I x I 2 
) s Fu ( x) Fv ( x) dx • 

Rn 

= f ( 1 + I x I 2 
) s I Fu ( x) I 2 dx 

Rn 

3. 5 Die ruimte wID ( R~) , m=O, 1 , 2 •...•.. 

Die Sobolev-ruimte ~(R~) word gedefinieer as die versame­

ling van alle funksies in L2 (R~) waarvan distribusie-afge­

leides tot en met diem-de orde in L2 (R~) is en met in­

produk: 

rn 
[u,v]m = I I 

k=o I a' I ~m-k 

a' k a' k f d d u ( X ' , X ) a a V ( X ' , X ) dx ' dx 
Rn n n n n n 

+ 

en geassosieerde norm: 
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w1°1(Rn) kan ook gedefinieer word as die versameling van alle 
+ 

funksies uEL2 (R~) waarvan die distribusie-afgeleides 

a~u, r=0,1, .... ,rn in L 2 (R~) is en waarvoor geld dat: 

waar Fu die gedeeltelike Fourier-transforrnasie in Rn-i is. 

Die inproduk ( , ) m en geassosieerde norm II . II m op w111 (R~) 

word dan gedefinieer deur: 

m 
(u,v)m = I 

k=o 

en 

2 m 
11 u 11 = I 

m k=o 

3.5.1 Lemma 

f I I m-k k k , 
( 1 + y ' 2 

) F a u ( y'' X ) F a V ( y ' X ) d y ' dx Rn n n n n n 

Die norms [u[m en I[ ulb is ekwivalent op Wm(R~), m=0,1,2 •..•• 
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Bewys: 

Aangesien die gedeeltelike Fourier-transformasie n L2 -iso­

metrie van L 2 (Rn- 1 ) op L 2 (Rn-l) is, is 

Dus is vir uew111(R~), m=0,1,2 •••••• 

m 
lul 2 

= I 
m k=o 

Verder bestaan daar konstantes c1 , c2 > 0 

s6 dat 

( 1 + l Ya 12) m-k~c1 l (y') 2 a.' ~c2 ( 1 + IY' 12) rn-k, O~k~rn 

la' l~m-k 

D.w.s. 

~ c 1 I ( Y ' ) 2 a. ' I Fa ku ( Y ' , x ) I 2 
n n 

I a.' I ~m-k 
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Gevolglik is 

m 

I 
k=o 

J ('t + I Y ' I 2 ) m-k I Fa ku ( Y ' x ) ' 2 dy ' dx n · 1 n 'n I n 
R+ 

f 
I k 

~ c, I I ( y' ) 2 a. I Fan u ( Y' 'xn) I 2 dy 'dxn 
k=o I a.' I ~m-k Rn 

+ 

m I I m-kl k ~ c2 I s ( 1 + Y' I z ) Fan u ( Y' 'xn) [ 2 dv 'dx ... n 
k=o Rn 

+ 

Oftewel: 

11 ull~ uit definisies 

I U Im en 11 u I b is dus ekwivalente norms op ifl (R~) , m=0, 1, 2 •••• 

3 • 6 Die Ru im t es ~ ' s ( R ~ ) , m = 0 , 1 , 2 • • • • , s = 0 , 1 , 2 • • • • • 

Die Sobolev-ruimte Hm's(R~) word gedefinieer as die versame­

ling van alle funksies UtL 2 (R~) waarvan die distribusie-afge­

leides 

' a. 
aa.u = aa annu aan L 2 (R~) behoort vir alle multi-indek-

se a= (a',a.) met la.I ~ m+s .en a. ~ m. 
n n 

Die inproduk [ , J en geassosieerde norm I , I op m,s rn,s 

Hm' 5 (R~) word gedefinieer deur: 

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2022.

 
 
 



-10-

[u,v] m,s = 
m 

I J a' k a' k l d a u(x' ,x )a d v(x' ,x )dx'dx 
Rn n n n n n 

k=o la' l~m+s-k + 

en 

I u 12 = 
m,s 

m a' k I I f I a a u (x ' , x ) I 2 dx ' dx • 
k=ola' l~m+s-k R~ n n n 

Opmerking: As s=o is die ruimtes Hm,c(R~) en W~(R~) dieselfde. 

rf1 15 (R~) kan ook gedefinieer word as die versameling van 

alle funksies UEL 2 (R~) waarvan die distribusie-afgeleides 

a~u vir r=0,1., .... ,m in L 2 (R~) is en waarvoor geld dat 

m 

I 
k=o 

J I I m+s-k I k ( 1 + y' 2 
) a Fu ( y' , X ) [ 2 dy' dx <00 • 

Rn n n n 
+ 

Die inproduk ( , ) en geassosieerde norm 11 11 op m,s m,s 

~'
5 (R~) word dan gedefinieer deur: 

(u,v)m,s 
m 

= I 
k=o 

f I I m+s-k k k (1+ y' 2
) a Fu(y',x )3 Fv(y',x )dy'dx 

Rn n n n n n 
+ 

en 

11 u 11
2 

m,s 

m 
= I f ( 1 + I Y' 12) m+s-k I akFu (y' , x ) 12 dy' dx • 

Rn n n n 
k=o + 
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3.6.1 Lemma 

Die norms I u I s en II u II is ekwivalent op Hm, s (Rn+) , m, m,s 

m,s~0, m,s heel. 

Bewys: 

Die bewys verloop identies soos in paragraaf 3.5.1 behalwe 

dat 'm-k' oral vervang word met 'm+s-k', 0~k~m. 

3. 7 Die Ruimte Hm, s (R~) , m=0, 1, 2, .•.• , s reeel 

Die Sobolev-ruimte Hm,s(R~) word gedefinieer as die ver­

sameling van alle funksies uEL 2 (R~) waarvan die distribusie­

afgeleides a~u vir r=0,1 ..•. ,m.in L2 (R~) is en waarvoor geld 

dat: 

Die inproduk ( , ) en geassosieerde norm 11 • j I word m,s m,s 

soos in paragraaf 3.6 gedefinieer. 

Opmerkings 

(i) In die verhandeling sal hoofsaaklik gebruikgemaak 

word van die norm II , 11 m, 
5 

op ~, 5 (R~) m~o, heel, 

s reeel. 
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(ii) Vir m=O, s~O, s heel is H0' 8 (R~) die versameling 

van funksies u in L 2 (R~) waarvoor distribusie-afge­

a. ' leides, a u, in die raaklynige rigting tot en met 

dies-de orde L2 -integreerbaar op R~ is. 

(iii) Indien u € Hm's(R~), m, s~O, m,s heel beteken dit 

dat u distribusie-afgeleides van totale orde hoogstens 

m+s en distribusie-afgeleides van hoogstens orde m 

in die rigting xn (of norrnaalrigting) in L2 (R~) besit. 

3.8 Sobolev se lemma 

Laat R~ die afsluiting van R~ wees d.w.s. 

Die ruimte Cm(R~), m=0,1,2, .... word gedefinieer as die 

versameling van alle funksies u wat kontinue, begrensde 

afgeleides tot en met die m'de orde op R~ besit met 

II ull m 
C 

= sup { I a a.u ( x) I I I a. I ~m. , 
- I 

x t R~, I a I ~m 

< 00 

X E 

Laat ken rn nie-negatiewe heelgetalle wees met 
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Dan is 

met kontinue inbedding. 

Die stelling word nie hier bewys nie. Kyk [2.J hoofstuk 1 s1:.ell1ng s.s 

Die funksies in Wk(R~) besit dus afgeleides in die gewone 

sin tot en met diem-de orde en die afgeleides-is kontinu 

tot op die rand van die gebied. 

3.9 Randruimtes 

Aangesien die rand aR~, van R~ gegee word deur {x € Rnlxn=O} 

n-1 
kan dit geidentifiseer word met R • Gevolglik kan funk-

sie-ruimtes soortgelyk aan die in paragrawe 3.3 en 3.4 op 

aR~ gedefinieer word. 

n-1 Die L 2 -inproduk en geassosieerde norm in R word aangedui 

deur: 

<u,v> = J u(x')v(x')dx' en, 
Rn-1 

< u > 2 = f n -1 I u ( x ' ) I 2 dx ' 
R 

Die inproduk en geassosieerde norm in die Sobolev-ruimte 

s( n-1) .. 1 . W R , s reee word aangedui deur 
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= J ( 1 + Ix' ! 2 ) s Fu ( x') Fv ( x • ) dx' 
Rn-1 

<u>2 
s = J ( 1 + I x ' I 2 ) s I Fu ( x ' ) I z dx ' • 

Rn-1 

3.10 n Algemene Spoorstelling vir Hm' 5 (R~) m=0,1,2 ... , 

s reeel 

m s n Laat u ~ H' (R+). Die funksie u kan beskou word as n funksie 

van die een veranderlike xn met waardes inn Sobolev-ruimte 

n-1 op R • 

Op hierdie wyse kan die ruimte Hm,s(Rn) gekarakteriseer word 
+ 

as die versameling van alle funksies 

u € L2 (R ; W~+ 5 (Rn- 1 )) waarvoor vir j = 0, .•.. ,m 
X n,+ 

geld dat 

a~u E L2 (Rx ; w111+s-j(Rn-1)) 
n,+ 

Nou geld vir j=0, ..• , m-1 dat 

m's n j ; _ _m+s-.J;-½ (Rn-1)) H (R) CC (R w 
+ X n,+ 

met kontinue inbedding. 
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ms n Dit beteken dat vir elke u e H' (R+) geld dat 

Die stelling word nie hier bewys nie. 

Spoorstellings word in groat detail behandel in hoofstuk 1 

Lions, Magenes [2]. 

Daar sal in die verhandeling dikwels van die spesiale geval 

m=1, j=O gebruik gemaak word: 

Dan is: 

< U ( X I , Q) > 1 +s-½ 

= < u ( x ' , 0 ) > 5 +½ 

C 11 u 11 , , s , u €. H 
1 

, s ( R~ ) 

3.11 Faktor-integrasie 

Laat C~(R~) die versameling van alle oneindig differensieer­

bare funksies met kompakte draer in R~ wees. 

As u, v £ C~(R~) dan geld die volgende formules vir faktor­

integrasie: 
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Vir j=1,2, ••• , n-1 geld dat: 

a.u(x)v(x)dx= -J 
J 

u(x)a.v(x)dx. 
J 

Vir j=n kom egter randterme ter sprake: 

= 

= 

a u(x)v(x)dx n 

= f J
00 a u(x',x )v(x',x )dx dx' 

1 
o n n n n 

Rn-

-J u(x',O)v(x',0)-J 

Rn-1 Rn-1 

f u(x' ,O)v(x' ,O)dx' 
n-1 

R 

J
oo 

u(x',x )a v(x' ,x )dx dx' o n n n n 

f u(x' ,x )a v(x' ,x )dx. n n n 
Rn 

+ 

Aangesien c:(R~) dig is in die Sobolev-ruimtes Hm,s(R~), 

geld hierdie formules dan ook vir funksies in Hm,s(R~). 

3.12 Randoperatore in die Hulpruimte V 

Laat die randoperatore Rk, k=1, •.• , pop 3R~ gedefinieer 

wees deur: 

= ak, k=1, .••. ,p 
n 
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oo n 
Laat verder die ruimte W (R+) gedefinieer wees deur: 

00 

W
00 

(R~) = n w111 
(R~) 

m= 1 

Gevolg: Uit Sobolev se inbeddingstelling soos inn vorige 

paragraaf vermeld, volg nou dat 

00 

i,,00 (R~) = n ifl(R~) 
m= 1 

-
C C 

00 

(R~) 

oo ( n C R~) moet nie verwar word met 

00 ,2 n · d d'ff C (R+), die ruimte van onein ige i erensieerbare funk-

sies waarvan gewone afgeleides van alle ordes in L2 (R~) is 

nie. 

n Funksie u E W
00

(R~) besit dus in die gewone sin kwadraties 

integreerbare afgeleides van alle ordes tot op die rand van 

n 
R+. 

Aangesien die randwaardes van u € W
00

(Rn) goed gedefinieer 
+ 

is, is dit sinvol om die hulpruimte V soos volg te definieer: 
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Gevolg 

(i) As C~(R~) die versameling van oneindig-differensieer­

bare funksies met kompakte draer in R~ is, dan volg 

onmiddellik dat C~(R~)C V. 

(ii) Die versameling V het ook die eienskap dat indien 

v € V dan is a.v ~ V vir j=1, .•••.. , n-1. Dit volg 
J 

uit die gelykheid van die gemengde afgeleides 

k k n a.a Ven a 3.v op aR+. 
J n n J 

4. DIE OPERATOR K 

Laat die operator K gedefinieer wees deur: 

Opmerking 

n-1 
K = 1 -I a~ 

j =1 J 

Die operator K word baie effektief aangewend vir die bewys 

van randregulariteit in die raaklynige rigting, van swak op-

lossings van elliptiese randwaardeprobleme. 
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4.1 Stelling 

oo n 
Laat V die deelruirnte van W (R+) wees soos voorheen gedefi-

nieer. Dan is die operator Kn isomorfisme van V op V. 

Bewys 

Uit die laaste gevolg in paragraaf 3.12 volg dat K vir V 

afbeeld in V. 

K is n injeksie want neern u 1 en u 2 E V met Ku 1 = Ku2 . 

Die volgende is egter oak waar: 

n-1 
\' oo n (Ku,u) = (u,u) - L (a~u,u), u t: w (R+) 

j=1 J 

n-1 
= (u,u)+ I (a.u,a.u), faktorintegrasie 

j=1 J J 

en, 11 11 respektiewelik die inproduk en norm op 

Hieruit volg nou dat: 
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K is dus n injeksie. 

K is ook n surjeksie want vir v € V Ls: 

n=1 
FKv(y' ,x )=Fv(y',xn)-F I a~v(y',x) 

n j= 1 J n 

n-1 
= Fv ( y ' , x ) - i i 2 I y . I 2 Fv ( y ' , x ) , i 2 = -1 

n j= 1 J n 

n-1 
= ( 1 + I y ' I 2 ) Fv ( y ' , xn ) , I y ' I 2 = l I y . I 2 

j=1 J 

met Fv(y',x) die gedeeltelike Fourier-transformasie in n 
n-1 

R • 

Uit bogernelde volg nou dat 

-1 . 1 
= F ( 1 + I y , I 2 FKv ( y ' , xn) ) e: V 

-1 Fu 
= F ( 1 + I y, I 2 ) , Kv=u E V. 

Vir enige u E: V bestaan daar dus n v € V 

met 

K is dus n surjeksie van V. 

s6 dat Kv=u 

K is dus n surjeksie en n injeksie oftewel n bijeksie van 

V op V. 
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opmerking 

Negatiewe rnagte van die operator K kan gedefinieer word 

deur 

K- 1 u ( X ' , ,.... ) - .., -
1 [ 

1 
Fu ( y ' X ) ] U E. V 

L n - ... . f + I y' 12 ' n ' • 

4.2 Lemma 

5 
(K u,v) = (u,v) rn rn,s 

Bewys 

rn 
= I 

k=o 

dx n 

rn + k k" k" 
= I JRn(1+ly' l 2 )rn s- a u(y' ,x ) a v(y' ,x )dy'dx 

k=o + n n n n n 

= (u,v) per definisie rn, s 

Gevolg 

II vii rn,-s= II K-
5
vlb,s , rn,s~O, heel 
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en 
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4.3 Lemma 

Bewys 
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-s 
(v, K v) 

m 

faktorintegrasie 

m+s-k 
2 k,.. 

,f u (y I ,x ) X 
n n 

m-s-k 
(1+ly' 1

2 > 2 k" I a '"v ( y ' ' X ) d y ' dx n n n 

m k k" ½ ~ I (J (1+ IY' 12 )m+s- I a u(y' ,x ) l 2 dy'dx ) 
k=o Rn n n n 

+ 

Die voorlaaste stap volg uit Schwarz se ongelykheid. 
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4.4 Lemma 

II vlb,-t ~II vlb-t vir alle v EV, O~t~m 

t,m heelgetalle. 

Bewys: 

m 

l 
k=o 

=II vl12 
m-t 

4.5 Lemma 

want m-t~O. heel. 

per definisie. 

-1 Die inverse operator K is kontinu in V m.b.t. die norm 

II , II m' 

Bewys: 

m 

I 
k=o 

m 
= I 

k=o 
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m 
~ I 

k=o 

2 

= II vii m 

Die lineere operator K- 1 is dus per definisie begrens en 

dus oak kontinu op V. 

Gevolg 

( i) I (u,v) I m,-s 
u,v e V 

' 
Schwarz 

~11 u II II vii m m lemma 4.5. 

(ii) II vii m,-s ~II vlb V €. V. 

(iii) II v[I m,-s ~II vlb,v E r1 die afsluiting van Vin Wm(R~) 

deur kontinue normuitbreiding vanaf V C ~' want neem 

enige v E r1. Dan bestaan daar n ry (v) in V met n 

limjl v -vii = 0 
n-+00 n m 

Dan is II vii m,-s 

= limll v II n m -s 
n+oo ' 
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= 11 vlb 

4.6 Lemma 

II vlb,-s ~ II v llo,m-s 

Bewys: 

2 m 
11 v1 1

- = fu,-s I 
k=o 

2 

= II v II O,m-s 

m,s~O,:m,s heel 

V €. V. 

per definisie 
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HOOFSTUK 2 

RANDREGULARITEIT IN DIE RAAKLYNIGE RIGTING 

1. INLEIDING 

In hierdie hoofstuk sal die differensieerbaarheid van swak 

oplossings van V-koersiewe randwaardeprobleme, in die raak­

lynige rigting ondersoek word. 

oo n 
Vir die doel word die deelruimte V van W (R+) soos gedefini-

eer in paragraaf 3.12 hoofstuk 1 gebruik. 

Vir n gegewe heelgetal m>O sal aangeneem word dat die orde k 

van die operator Rk = a~, streng kleiner as mis. 

Die operator Rk kan nou op element u ~ wm(R~) inwerk sodat 

k 
= y(a u) n 

waar y(v) £ L2 (aR~) die spoor van die element v E W
1

(R~) is. 

2. HULPRESULTATE EN DEFINISIES 

2.1 Lemma 
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rk < rn d.w.s. rk=rn-1, hoogstens. 

Rku voldoen dus aan die vereistes van stelling 3.10 

hoofstuk 1. 

Rku is 'n kombinasie van spore van u van orde hoogstens 

rn-1, en behoort dus aan wm-(rn- 1 )-½(Rn- 1 )=W'(Rn- 1 ) 

Opmerking 

Laat die spoor y(u) vervolgens oak aangedui word deur u. 

2.2 Die ruimte vrn 

Laat die ruirnte vID gedefinieer wees as die afsluiting van 

V in ~(R~) rn.b.t. die norm II, II m· 

2.3 Bilineere funksionale 

Laat die volgende twee bilineere funksionale op 

~(R~)xwID(R~) soos volg gedefinieer wees: 

\ Ct, s b(u,v) = l (a u,bet.Sa v) 

[al,[B[~m 
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en s(u,v) = l 
I a I , Is I <m 

met ba.S E C
00 

(R~) en Sa.SE C
00 

( aR~) en afgeleides van alle 

ordes van bas en sa6 is begrens in R~ en 3R~ respektiewelik. 

Nota Met bilineere funksionale word bedoel funksionale wat 

lineer in die eerste argument en toegevoeg lineer in die 

tweede argument is. 

2 • 3 • 1 Lemma 

Vir elke s >o, en funksie u met kontinue eerste afgeleide 

en u € L 2 [o, 00 ) geld dat 

00 

lu(o) 1
2

~ ~ s f 0lu' (t) l 2 dt+~J~lu(t) l 2 dt 

Bewys 

Neem enige 6>o, dan volg deur faktorintegrasie dat: 

J! u(t)dt + J~(t-S)u' (t)dt 

= J8 u(t)dt + J8tu' (t)dt-J 8Su' (t)dt 
0 0 0 . 

= J6u(t)dt + tu(t) !8 - J8u(t)dt - Su(t) 1
8 

0 0 0 0 

= Su(B) - Su(B) + Su(o) 

= Bu(o) 
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Nou volg uit Schwarz se ongelykheid dat: 

Uit die ongelykheid 

volg dan dat 

Dus is 

Oftewel vir enige s>o gege~ is: 
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2.3.2 Lemma 

Vir enige e:>o gegee kan die bilineere funksionaal s deur 

die volgende ongelykheid afgeskat word. 

2 2 

1s(v) l~e:11 vlb + x(e:) Ii vllm._ 1 , v E V 1 waarx(£):>o 

Bewys: 

Beskou n algernene term van s(v): 

Uit Schwarz se ongelykheid volg dat: 

Uit Lemma 2.3.1 hoofstuk 2 volg nou dat 

~ ~ E:: J J°0 I d d a.v ( X I 
IX ) I 2 dx dx 1 

n-1 o n n n 
R 

2 j Joo a, + - I a V ( X ' X ) 1
2 dx dx ' s o ' n n n-1 R 
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2 2 2 2 

~ 3ell vi~+ sll vll-m_ 1 , lal~m-1 en definisie van II - lb 

n Soortgelyke ongelykheid geld vir 

J I a S v ( x ' , o) I 2 dx ' 
Rn-1 

So dat die volgende algemene afskatting uit (2) verkry 

word, vir e:>o gegee:· 

Is ( v )I ~ I I < a av , s a S a S v > I 
I a I , Is I <m 

2 2 

~ £Ii v I~ + x ( e:) II v I k-1 , V E. V 

2.4 Koersiewe bilineere funksionale 

Die bilineere funksionaal bis koersief oor Vas daar kon-

stantes y>o en A~o bestaan sodat 

2 2 

Re b ( v) ~ Y II v I b - A II v I 1- , v € V. 
m-1 

2.5 Lemma 

Laat die bilineere funksionale b ens gedefinieer wees soos 

in 2.3 en laat b koersief wees oor V. 
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Dan is die bilineere funksionaal 

a(v,w) = b(v,w) + s(v,w), 

koersief oar Ven daar bestaan konstantes y
0

>o en A
0

~o 

s6 dat 

Bewys: 

Re a ( V) = Re b ( V) + Re s ( V) , VE V. 

Uit 2.3.2. volg nou dat vir e:>o willekeurig,is 

2 

!Re s(v)I~ ls(v) l~e: II vlb + x(E:) II vl~_ 1 

d.w.s. 
2 2 

Re s (v) ~-e: I I v I b-x ( d 11 v lb_ 1 v E: V 

en uit die feit dat b koersief is volg die bestaan van 

y>o, A~o 

so dat 

2 2 

=(y-s*) II vlb-(A+x(e:*)) II vlb_ 1 

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2022.

 
 
 



mets* s6 gekies dat 

y = y-s*>o. 
0 

-33-

Hieruit volg nou data koersief oor Vis. 

2.6 Bilineere funksionale van hoer orde 

Laat die hoer orde bilineere funksionaal soos volg op 

Hm,t(Rn) gedefinieer wees: 
+ 

en st(v,w) = I 
I a I , Is I <m 

Opmerking 

(i) Vir t=o reduseer at na a
0 

oftewel a, die koersiewe 

bilineere funksionaal oor V. 

(ii) · b op Hm't(Rn+) want at is egrens o.a. is 

(vervolg) 
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m, t (Rn) <oo , V,WGH + 

2.6.1 Lemma 

Die volgende verwantskap geld vir vEW
00

(R~) en weHm,t(R~) 

t = a(K v,w), t=0,1,2 •••.. 

Bewys: 

In die bewys dui v(y',xn) die gedeeltelike Fourier-trans-

formasie in Rn-1 aan. 

w E Hm,t (R ) 
+ 

t = 0,1,2 .... 

= l (aav,baBaBw)o,t + I <aav,saBaBw>t 

I a I , I B I ~m [ a I , I B I <m 

definisie van ( )
0
,t en< >t 

+ I J n- 1 (1+[y'[ 2 )t(aav(y',o))"(saSa 6w)"dy' 

la[,[B[<m R 
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t t 
= b(K v,w) + s(K v,w), definisie van b ens 

= definisie van a 

Die kruks van die bewys is die feit dat 

t n-1 2 2 

(K v)A= ((1- I aj)v)A=(1+ly' I )◊, sien § 4.1 hoofstuk 
j = 1 

1. 

2.6.2 Lemma 

Die volgende verwantskap geld vir die bilineere funksionaal, 

n-1 
at+ 1 (v,w)=at(v,w)+j~

1
at(3jv,djw)+at(v,w) vir t=0,1,2 •... 

rnet at(v,w) n bilineere funksionaal wat vir enige s>o gegee 

soos volg afgeskat kan word: 
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ui t 2 • 6 • 1 • , vir t = O , 1 , 2 •••• 

Net so is: 

= I (aaKtv,baSa8w) 

!al ,ISl~m 

+ I <3aKtv, saSaBw> 

lal,IBl<m 

at+ 1 (v,w) = I (aaKKtv, ba 8a8w) 

I et I , I BI ~m 

+ l <aetKKtv, setSa 8w> 

lal,IBl<m 

= 

= I ( aaKtv, bas a 6w) + I < aetKtv, s aS a 6w> 

I Ct I , I s I ~m I Ct I , I s I <m 

(vervolg) 
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n-1 . a, . t (3 - I ( a l a . a .K v, b,... 0 a w> 
·-1 J J u,µ 

I a. I , I s I ~m J -

. n-1 a. t B 
+ t t <3 K a.v,a.(s 0 a w)>, faktorintegrasie 

1.. -~ J J a,µ 
I a. I , I s I <m J - 1 

n-1 · a- t B l <3 K a.v, (a.s a>a w>, produkreel 
j=1 J J a,µ 

m 

n-1 
= at(v,w) + I at(a.v,a.w) + at(v,w) 

j=1 J J 

met a.f.(v,w) = I (Ktaa.a .v, (a .b a> a6w) 
J J a,µ 

la.[,IBl~m 

\ t a, s 
+ L <K a a . v, ( a . s 8 > a W> 

J J a, 

I a. I , I BI <m 
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Laat e>o, gegee wees. 

Beskou dan algemene terme van at(v,v): 

Eerstens is: 

Voer nou m.b.v. faktorintegrasie t afgeleides van die 

operator Kt (n operator van orde 2t) oor na regs, dan volg 

dat: 

I t a s I ( K a a . v, ( a . b O ) a w) 
J J aµ 

~ cllv11m,t+1 II vlb,t , C>o, konstant. 

= c is 11 v I b, t + 1 
1 
Ts II vlb,t 

Beskou ook die algemene randterm van at(v,v): 

t"\a. <K a a . v, 
J 

f3 ( a . s Q) a v> 
Jctµ 

met I a I, I f3 I ~m-1. 

Voer weereens m.b.v. faktorintegrasie t afgeleides van Kt 

oor na regs, dan volg dat: 
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I t,.,,a.".I 1<K o o,V, 
J 

C>o, konstant 

~c• II aa.vll 1,t+1 II a6vll 1,t, spoorstelling, 3.10 hoofstuk 1. 

~c• II vlb,t+ 1 II vlb,t' la.I, IS l~m-1 

=C'isll vlb,t+1 h II vlb,t 

Uit die voorafgaande volg dan direk dat vir enige s>o, 

gegee, kan at(v) afgeskat word deur: 

met n konstante Ct(s)~o. 

2.6.3 Lemma 

Die volgende verwantskap geld vir die bilineere funksio­

naal at: 

Daar bestaan konstantes yt>o en At~o, t=0,1,2 .•..• s6 dat 
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2 2 

Re at(v)~Ytll vii- - Atll vll v 
t 1 

, V E • m,t m, -

Bewys: 

In die bewys word die volgende resultaat telkemale benodig: 

m 
= I 

k=o 

J ( 1 + I y' 1 2 ) m+t+,-k I akv (y' ,x ) i dy 'dx 
Rn n n n 

+ 

2 

met = IY' I 

2 

= II V 11 
m,t+1 

Verder verloop die hoofbewys deur induksie. 
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Beskou eers die geval t=o. 

Die bilineere funksionaal a=a is koersief (sien paragraaf 
0 

2. 5) • Daar bestaan dus konstantes v >o en A ~o s6 dat •o o 

Re a
0

(v) = Re a(v) 

2 

~Y0 II vii - A0 ll vii m,-1 • 
m,o 

Die laaste stap volg uit lemma 4.4 hoofstuk 1: 

II vlb_ 1 ~ II vlb,- 1 d.w.s. 

- II v lb-1 ~- II v lb,-1 · 

Die lemma (2.6.3) geld dus vir t=o. 

Gestel nou die lemma geld vir t. D.w.s. daar bestaan 

Nou is uit die induksie-aanname en volgens lemma 2.6.2 

hoofstuk 2 die volgende bewering waar~ 

Re at+ 1 (v) 
n-1 

= Re at(v) + I Re at(aJ.v) + Re at(v) 
j =1 
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2 

~ Y t ( II v 11-
m,t 

n-1 2 

+ l 11 a • v I 1- t ) 
j=1 J m, 

n-1 2 

+ I 11 a . v I b t-1) 
j = 1 J , 

+ Re at (v) , VE V. 

In bogemelde is ook die feit dat, indien v e V dan is 

a.v ~ V, gebruik. 
J 

Verder is volgens lemma 2.6.2 hoofstuk 2, vir enige e:>o 

gegee, die volgende waar 

2 2 

Re at(v) ~-l·at(v) l~-e:11 vlb,t+ 1 - Ct(e:) II vlb,t' v~ V 

met Ct(e:)>o, konstant. 

Deur die feit tesame met die inleidingsresultaat van hierdie 

lemma te gebruik volg dan vir n spesifieke e:*>o dat 

VE: V 

met e:*>o so gekies dat 
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D.w.s. 

2 2 

Re at+ 1 ( v) ~ Y t + 1 11 v I b, t + 1 - :\ t + 1 11 v I b, t , v E. V 

met Yt+ 1 = Yt - s*>o 

As die lemma dus vir t heel geld, geld dit vir t+1. 

Die lenL~a geld dus vir t=0,1,2 .••... 

2.7 Die Lax-Milgram-stelling 

Die stelling word ook sander bewys aangehaal uit Yosida [6], 

bl. 92. 

Laat H n algemene Hilbert-ruimte wees en H' die ruimte van 

begrensde lineere funksionale op H. 

Vir elke F € H', bestaan daar n uni eke u €. H so dat 

B(v,u) = F(v) 

waar B n begrensde bilineere funksionaal op His met 

I B ( u, u) I~ CI I u I I 
2 

, u €. H, 

en C n positiewe konstante, 
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3. 'N REGULARITEITSTELLING VIR DIE RAAKLYNIGE RIGTING 

Laat V die ruimte wees soos gedefinieer in §3.12 hoofstuk 1. 

Beskou die bilineere funksionaal a, koersief oor V (§2.5 

hoofstuk 2). 

Laat l n lineere funksionaal-wees op V met die eienskap: 

J!(v) l;;iBII vlb,-t' v EV, B>o, konstant 

t=0,1,2 ..... . 

Dan is elke oplossing u E yID van die funksionaalverge­

lyking: 

a(v,u) = l(v), v EV 

in 

Die bewys verloop deur induksie int. 

Beskou eers die geval t=o. 

u € vID is n oplossing van die funksionaalvergelyking 

d.w.s. 
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Die stelling geld dus vir t=o. 

Gestel nou die stelling geld vir t~o. 

Aangesien ]l(v) !~Bil vlb,-(t+ 1 ), gegee vir t+1 

-t-1 <-t 

is elke oplossing u E ~ van 

a(v,u) = l(v), VE. V 

volgens die induksie-aanname in Hrn't(Rn) 
+ 

v EV 

Laat A~A
0

,A~At+ 1 , A konstant en reeel met A
0 

en At+
1 

soos 

gedefinieer in §2.5 en §2.6.3 hoofstuk 2. 

m t+1 n Laat die bilineere funksionaal ct+ 1 soos volg op H' (R+) 

gedefinieer wees: 

Ct+ 1 (v,w) = at+ 1 (v,w) + >i. (v,w)m,t 

Aangesien at+
1 

begrens is op Hm,t+ 1 (R~) en v,w E Hm,t+ 1 (R~) 

. m t+1 n 
is Ct+ 1 begrens op H ' (R+) 

Uit lemma 4.2 hoofstuk 1 en lemma 2.6.1 hoofstuk 2 volg 

dat 
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ct+ 1 (v,w) 

Verder is ook vir v E V ;9 

Re Ct+ 1 (v) = Re at+ 1 (v) + ARe(v,v>m,t 

2 2 

~ Y t + 1 II v I b, t + 1 - At+ 1 11 v I b, t , 1 emma 2 • 6 • 3 

hoofstuk 2 
2 

+.\II V lb,t 

2 2 

~Yt+1 II vlb,t+1 - At+1 II vlb,t 

2 

=-=> Re Ct+ 1 (v) ~ Yt+ 1 II vllm,t+ 1 , vEV 

Laasgenoemde vergelyking is, deur limiete van (v ) , v E V 
n n 

in die norm II, II m,t+ 1 te neem, ook geldig vir die af-

sluiting vm,t+ 1 van V. 

Aangesien u E:Hm,t (R~) uit die induksie-aanname, volg dat die 

funksionaal 

= l(Kt+ 1v) + A(v,u) t' v EV m, 

goed gedefinieer is op V. 

Ook is vir V G V: 
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Schwarz 

lemma 4.2 hoofstuk 1 

~SIi vlb,t+1 + A' II vlb,t+1 

= So II vlb,t+1 

Deur n lirnietproses soos tevore aangedui volg nou dat 

lt+ 1 vanaf V C yffi,t+ 1 (R~) kontinu uitgebrei kan word 

na 
'v 
l o vrn,t+1 (Rn) 

t+1 p + 

'v 

Laat lt+ 1 oak verderaan aangedui word deur lt+ 1 . 

Die Lax-Milgrarn stelling (§2.7 hoofstuk 2), toegepas op 

die bilineere funksionaal Ct+ 1 en die lineere funksionaal 

lt+ 1 verseker nou die bestaan van n unieke w E yrn,t+ 1 

n oplossing van 

ct+ 1 (v,w) = lt+ 1 (v), v E yrn,t+ 1 
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Aangesien V C r1,t+ 1 geld laasgenoemde vergelyking ook vir 

elemente van V: 

t+1 t 
= a(K v,w) + A(K v,w) , v ~ V 

m 

Volgens stelling 4.1 hoofstuk 1 is die operator Kn iso­

morfisme van V. Laat dus Kt+ 1v = v', met v, v'E Ven laat dan 

v' aangedui word deur v dan word laasgemelde vergelyking: 

v E V. 

maar u is n oplossing van die funksionaalvergelyking 

a(v,u) = l(v) 

d.w.s 

a(v,w-u) + A(K- 1v, w-u) = 0, v EV. 
m 

Deur die toepassing van lemma 4.2 hoofstuk 1 volg nou dat: 

a(v,w-u) + A(v,w-u) 1 = 0, v EV. m,-

Uit lemma 4.5 hoofstuk 1 volg dat ( . ) 
1 

kontinu is op m,-
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Laasgenoemde vergelyking kan dus uitgebrei word na die 

afsluiting r1 van V. 

Neem dan 'n spesif ieke v' = w-u € ~ sodat die volgende 

verwantskap verkry word: 

2 

a (w-u) + A 11 w-u 11 = 0 
m,-1 

2 

D • w. s . 0 = Re a ( w-u) + A JI w-u I b, _ 1 

~Re a(w-u) + All w-ulk_ 1 , lemma 4.4 hoofstuk 1 

2 2 

~y 
O 

II w-u lb - A
0 

II w-u lb_ 1 

2 

+ All w-ulb_ 1 , a koersief oor V 

2 

=> II w-ulb = o 

Y >o 
0 

• ..m t+1 Hieruit volg nou dat u=w b.o. maar w Ev' (reeds bewys) 

d.w.s. u E vm,t+ 1 C If1,t+ 1 (R~). 

Indien die stelling dus geld vir t geld dit vir t+1. 
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Die stelling geld dus vir t=0,1,2 •.•.•• 

Opmerking: 

Die stelling gee uitspraak oor die differensieerbaarheid 

van n oplossing van die funksionaalvergelyking 

a(v,u) = l(v), v EV 

en wel dat n oplossing wat distribusie-afgeleides in alle 

rigtings tot die m'de orde op die rand besit boonop nog 

ekstra ordes tot en met diet-de orde op n rand in die 

raaklynige rigting besit. 

4. GEVOLG - RAAKLYNIGE RANDREGULARITEITSEIENSKAPPE VIR 

'N ELLIPTIESE RANDWAARDEPROBLEEM 

4.1 Stelling 

Laat die deelruimte Ven die bilineere funksionaal a vol­

doen aan die vereistes van stelling 3 hoofstuk 2. 

Definieer ook die randoperator Tk op die rand aR~ soos volg: 

k=1,2 ....• ,m,tk~m-1 

oo n . 
met koeffisiente Tka inc (3R+) en afgeleides van alle 

n ordes begrens op aR+. 
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Gegee n heelgetal r~o en elemente 

Dan behoort elke oplossing u € vm van 

b(v,u) + s(v,u) = (v,f) - b(v,g) - s(v,g) 

Bewys: 

m 

+ I <Tkv'gk>' 
k=1,. 

VE V 

Definieer die lineere funksionaal lop V deur: 

m 
l(v)=(v,f)-b(v,g)-s(v,g)+ I <Tkv,gk>' v EV. 

k=1 

Aangesien a(v,u) = b(v,u) + s(v,u) sal, indien aangetoon 

kan word dat 

ll(v) !~ell vlb,-(m+r) 

die resultaat vir hierdie stelling volg uit stelling 3 

hoofstuk 2, met t=m+r. 

o r n Nou is f E H ' (R+} gegee 
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d.w.s. 

l (v,f} I ~ llvlJ 0 ,-r II f lb,r' lemma 4.3 hoofstuk 1 

~ell vlb,-r 

= cllvlb,m-(m+r) 

~ B, II vlb,-(m+r) I lemma 4.6 hoofstuk 1. 

Ook is g E. Ifl,m+r (R~) 

d "IS E: Ho ,m+r (Rn) . w.s. 0 g + vir enige 8 met IBI ~ m . 

Hieruit volg dan dat: 

I b ( v , g) I ~ I I ( a av , b a 
8 
a 8 g) I 

lal,IBI ~ m 

, lemma 4.3 hoofstuk 1. 

lal ~men definisie 

van 11 , 11 m, s 

Uit die algemene spoorstelling §3.10 hoofstuk 1 volg ook 

dat v~r g E Hm,m+r(R~~ is: 
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Waar g (m- 1 > d1.'e (m-1) 'de d 1 f 1 'd ore normaa age e1. e 

voorstel. 

Dit geld ook vir a6g(x', o) met S enige multi-indeks met 

!Sl~m-1. 

Hieruit volg dan dat 

ls(v,g) I~ I l<aav, sa 13 a 6g>[ 

I a I , Is I <rn 

~ c1 I <aav>_m-r-½ , saSaSg e w1Il+r+½(Rn-1) 

I ct I , I BI <m 

< C I 11 actv II spoorstelling = 2 1 ,-m-r-1 ' 
I ct I , I BI <m 

, -m-r-1 <-m-r 

Die derde laaste stap volg deur n toepassing van die al­

gemene spoorstelling §3.10 hoofstuk 1 op H1 ' 5 (R~) waaruit 

volg dat 
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II u(x' ,o) J~s+1-½ (Rn-1) 

stel nou s+1 = -m-r 

dan is 

II u(x' ,o) l~-m-r-½ ~ C II u]k1 ,-m-r-1. 

Verder geld ook dat gk E ~+r(Rn- 1 ) sodat: 

rn 
~ C I r <aa.v>-(rn+r)+½ 

k=1 a.l:£tk 

m 

II aav 111 ,- (rn+r), ~ C I I 
k=1 la.l~tk 

spoorstelling 

vir k=1, •••• ,m. 

Gevolglik is: 

m 
jl(v) 1:£1 (v,f) J+!b(v,g) l+Js(v,g) l+I }:<Tkv,gk>[ 

k=1 
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~ Bllvlb-(m+r) ' . 
, uit bogemelde met 

Hierdie stelling 4.1 oor randregulariteit geld dus soos 

vermeld. 
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HOOFSTUK 3 

REGULARITEIT VAN TWEEDE ORDE RANDWAARDEPROBLEME 

1. ALGEMEEN 

In die geval van eerst.e orde bilineere funksionale lei 

die regulariteitstellings van hoofstuk 2 tot volledige 

regulariteit (d.i. ook in die normale rigting op die rand). 

In die lig gesien is dit dus geed om tweede orde randwaar­

deprobleme inn aparte hoofstuk te behandel aangesien die 

eenvoudiger bewerkings op eerste-orde funksionale die re­

sultate meer prominent maak en ook n basis daarstel vir 

ingewikkelder probleme soos wat in hoofstuk 4 behandel sal 

word. 

2. DEFINISIES 

2.1 b(u,v)-bilineere funksionaal 

Laat b die volgende eerste orde bilineere funksionaal 

wees: 

b(u,v) 

met bj, bjk E C
00

(R~), en alle orde afgeleides is begrens 

n 
op R+. 

Laat V soos volg gedefinieer wees 
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Dit sal duidelik blyk uit die verdere probleemstellings 

met watter definisie van V gewerk word. 

2.2 s(u,v) - bilineere funksionaal 

n Laat s die bilineere funksionaal op aR+ wees gedefinieer 

deur: 

s (u,v) = J u ( x ' ) O' ( x ' ) v ( x ' ) dx ' 
aRn 

+ 

00 n . n met crE C ( a R+), en alle orde afgele1.des begrens op aR+. 

2.3 Die operator T 

Laat die operator T gedefinieer wees deur: 

Tu(x) = -r(x)u(x), XE dR~ met 

TE C
00

(aR~), en alle orde afgeleides begrens op aR~. 

2.4 Die bilineere funksionaal a 

Laat a die volgende koersiewe bilineere funksionaal oor V 

wees: 
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a (u,v) = b (u,v) + s (u,v) 

sodat Re a(v) ~ 
2 :? 

Y II vl!
1 

- A II v II , v E V met spesifieke 
0 0 

A > o, A ~ o 
0 0 

(sien lemma 2.5 hoofstuk 2). 

3. 'N REGULARITEITSTELLING 

r n 2+r n 1+r n-1 Laat r~o, r heel, f E W (R+) , g E W (R+) en we W (R ) • 

1 
As u EV n oplossing is van die volgende funksionaalver-

gelyking 

b(v,u) + s(v,u) = (v,f) - b(v,g)· - s(v,g) + <Tv,w> 

, VE V 

Bewys: 

Stelling 4.1 hoofstuk 2 (vir m=1) is op hierdie geval van 

t ' 1 l'k i's u E H111 +r(Rn+). oepassing en gevo g i 

s ( ¢ , u) = J ¢ ( x ' ) cr ( x ' ) u ( x ' ) dx ' , 

c3Rn 
+ 

= 0 

= s(¢,g) 

= <Tep , w> want ¢ =o op c3R~ 
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u is dus n oplossing van die volgende funksionaalvergelyking: 

b(¢,u) = (¢,f) - b(¢,g), 

D.w.s. 

n 
b ( ¢, u) = ( ¢, f) - { ( ¢, b

0
g) + I ( <P, b . a . g} 

; =1 J J 
..J 

= (1>, f-Lg) 

met L 

Hieruit volg dan dat 

n 
+ l (aj<P, bjkakg>} 

j ,k=1 

- uit faktorintegrasie, ¢ E C~(R~) 

n n-1 n-1 
( ¢ 1 b U) + I ( ¢ 1 b , d • U) + I ( d n ¢ 1 bn k d ku) + I ( d • cp 1 b ' n1d nu) 

o j=1 J J k=1 j=1 J J 

= (¢,f-Lg) 

D.w.s. 
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n-1 
an ( bnk a ku) - l a . ( b . a u) 

j = 1 J Jn n 

= (¢, f-Lg) , uit faktorintegrasie en u E H111 (R~) 

Dan is 

n 
= (¢,f-Lg-a (u(a b )) - bu - I b.a.u n n nn o J J 

met 

j =1 

n-1 n-1 
+ l a (b kaku) + I a. (b. a u) 

k= 1 n n j= 1 J Jn n 

= (¢ ,v) 

n 
v=f-Lg-a (u(a b ))-bu - I b.a.u 

n n nn o j -= 1 J J 

n-·1 n-1 
+ I a (b k a ku > + I a . ( b . a u) 

k= 1 n n j= 1 J Jn n 

(vervolg) 

( 3) 
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g E w2 + r (Rn) en u ~ H 1 ' 1 + r (Rn) 
+ + 

Volgens die definisie van n distribusie-afgeleide bestaan 

a 2 (b u) en n nn 

Aangesien die bilineere funksionaal a koersief is (d.w.s. 

b oak) oar V, is die bilineere funksionaal b gelykmatig 

sterk ellipties. (Verwys Agmon [1] stelling 7. 12 bl. 86) • 

Gevolglik is die koeffisient b- 1 € C
00

(Rn+) en alle orde af­
nn 

geleides begrens 09 R~, sonat dan uit die laaste resul-

taat volg dat 

Hierdie geval kom ooreen met die geval r=o. 

Deur gebruik te maak van die feit dat f E Wr(R~) en 

2 +r( n) k t d d tu E. w2 +r(Rn+), g E W R+ an nou aange oon wor a 

heel. 

Aangesien u e W2 (R~) kan vergelyking (3) in di€ stelling 

geskryf word as: 
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a2 (b u) = f-Lg-an(u(a b ))-bu n nn n nn o 

n n-1 
I b.a.u +.Ia (b kaku) 

j=1 J J k=1 n n 

n-1 
+ l a . (b. a u) 

j= 1 J Jn n 

( 4) 

Differensieer vergelyking (4) een keer na x en kry: 
n 

n-1 
+ a L d. (b. a u) 

n j= 1 J Jn n 

Die regterkant van die vergelyking behoort aan L2 (R~) 

t f E Wr (Rn) wr (Rn) _ H2 , r (Rn+) . wan +, Lg E + en u ~ 
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a2+1 (b u) E L 2 (Rn) 
n nn + 

oftewel u E w2+1 (R~). 

Gestel dus nou dat u E w2 +t(R~), o~t<r, is. 

Deur t+1 keer na xn in die regterk~nt van vergelyking (4) 

te differensieer volg dat die resultaat in L 2 (R~)is want 

Die gevolg is dat 

oftewel u E w2 +t+ 1 (R~) 1 o~t<r 

Uit induksie volg dan nou dat 

U ,c:: w2 + r ( Rn) > h 1 
c;:;.. + r ... o, r ee . 

3.1 Regulariteit vir die tweede orde Dirichlet-probleem 

Stelling 3 hoofstuk 3 lei onmiddellik tot volle regulari­

teit vir die Dirichlet-probleem soos volg: 

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2022.

 
 
 



-64-

Stel V = {v E W
00 

(R~) lv=o op 3R~}, s=o, T=o, f e L 2 (R~)., 

g E W2 (R~), dan reduseer die funksionaalvergelyking in 

stelling 3 na die volgende 

u e vi n oplossing van 

b(v,u) = (v,f) - b(v,g), VE. V 

=> Lw = f, w = u + g € w2 (Rn) 
. + 

w = g op 3Rn 
+ 

n n 
met L = b + I b. a. l a. Cb. kak) 

0 j = 1 J J j , k= 1 J J 

Bewys 

u ~ vi, is dus n oplossing van 

n n 
=> ( cp , b u) + I ( cp , b . a . u) + I < 3 . cp , b . k a k u > 

o j=1 J J j,k=1 J J 

n n 
> (¢,bu+ I b.a.u - I a.(b.kaku)) 

o j=1 J J j,k=1 J J 

(vervolg) 
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n 
= (¢,f) - (¢,b g + I b.a.g 

0 j=1 J J 

(uit faktorintegrasie en u € W2 (R~)) 

=> L(u+g) = f 

n 
met L = b

0
+ I bJ·a. 

j = l J 

D.w.s. Lw = f met w 

ook is w = g op aRn 
+ 

= 

u(x) = 0 op c3Rn 
+ 

d.w.s. w = g 

u+g. € w2 (Rn) 
+ 

want u E vi 

3.2 Regulariteit vir die tweede orde Neumann-probleem 

Presies soos in §3.1 lei stelling 3 hoofstuk 3 onmiddellik 

tot volle regulariteit vir die tweede orde Neumann-probleem 

SOOS volg: 

Stel V = 

s = 

T = 

O,....(J =o 

1 => Tu(x) = u(x), x E aRn 
+ 
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Dan reduseer die funksionaalvergelyking in stelling 3 

hoofstuk 3 na die volgende: 

u E W
1

(R~) n oplossing van 

b(v,u) = (v,f) - <v,w>, v ~ V 

~ Lu 

n 
I b kaku = 

k=1 n 

Bewys: 

u E V 1 is n oplossing van die volgende funksionaalvergelyking: 

b(v,u) = (v,f) - <v, w >, v E V 

D.w.s. 

n n 
(v,b

0
u) + Itv,b.a.u) + I (a.v,b.kaku)=(v,f)-<v,w>,v E:: v 

j=1 J J j,k=1 J J 

Die doel is nou om met behulp van faktorintegrasie afge­

leides na regs oor te voer: 

Vir elke k=1, •••. ,n is uit faktorintegrasie en die feit 

da t U E W2 
( R~) : 

en vir elke k=1, •... ,n, en j=1, .••. ,n-1 is ook 
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Gevolglik kan die funksionaalvergelyking soos volg geskryf 

word: 

n 
I <v ,b kaku> = (v, f) -<v, w>, vir alle v € V. 

k=l n 

D.w.s. 

n 
(v,Lu) - I<v,b kaku>=(v,f)-<v,w>, v EV 

k=1 n 

met L die operator soos voorheen gedefinieer. 

As v nou vir C~(R~) deurloop (C~(R~) c V) dan verdwyn al die 

randterme. u E V 1 is dus n oplossing van die volgende 

funksionaalvergelyking: 

en dus is 

Lu= f, u E W2 (R~) uit regulariteitstelling 3 

hoofstuk 3. 

Deur Lu= fin die voorlaaste funksionaalvergelyking te 

vervang volg dat 
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n 
I b kaku> = <v,w>, 

k=1 n 
V €. V. 

As v nou vir C~(R~) deurloop dan sal die spoor van v op 

n oo n-1 3R+ vir C
0

(R ) deurloop. Dan volg uit die teorie van 

die Lebesque-integraal dat die volgende randwaardes van 

toepassing is op die tweede orde Neumann-probleem. 

n 
t b au - w, op ~Rn+ L k k - a 

k=1 n 

3.3 Regulariteit vir die tweede orde Newton-probleern 

Presies soos in paragraaf 3.1 lei stelling 3 hoofstuk 3 on­

rniddellik tot volle regulariteit vir die tweede orde Newton­

probleem soos volg: 

CJ "f 0 1 'T = 1 

D. W. S • S -j O, Tu ( X) = U ( X) X €. d R~ 

Dan reduseer die funksionaalvergelyking in stelling 3 na 

die volgende: 

u E W1 (R~) 'n oplossing van 

b(v,u) - <v,cru> = (v,f) + <v,crg> - <v,w>, VE. V 
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=> Lu= f vir u £ w2 (R~) 

n 
en I b kaku + cru+crg = w, op 3R~ 

k=1 n 

Bewys: 

u £ V
1 

is 'n oplossing van die volgende funksionaalverge­

lyking: 

b(v,u) - <v,cru> = (v,f) + <v,crg> - <v,w>, v EV 

Presies soos in §3.2 hoofstuk 3 reduseer die vergelyking 

tot: 

n 
(v,Lu) - I <v,b kaku> 

k=1 n 

- <v,cru+crg> = (v,f)-<v,w>, v EV 

oo n 
As V nou vir C

0
(R+) deurloop dan verdwyn al die randterrne 

in bogemelde funksionaalvergelyking. 

u c V
1 

is dus 'n oplossing van die volgende funksionaalver­

gelyking: 

(cp,Lu) = (cp,f), 

oftewel Lu= f, 

hoofstuk 3. 

u E W2 (Rn) uit regulariteitstelling 3 
+ 

Deur Lu = f in die voorlaaste funksionaalvergelyking te 
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vervang volg dat 

<v, 
n 
2 b kaku + cru+crg> = <v, w>, v E v. 

k=1 n 

Die volgende randwaarde is dus van toepassing op die tweede 

orde Newton-probleem. 

n 
I bnkaku + cru+crg = 

k=1 

presies soos in §3.2 hoofstuk 3. 
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HOOFSTUK 4 

RANDREGULARITEIT IN DIE NORMAALRIGTING 

1. OORSIG 

In hoofstuk 2 is algemene regulariteit in die raaklynige 

rigting bewys vir n spesiale klas van elliptiese randwaarde­

probleme. In hoofstuk 3 is verder aangetoon hoedat die 

resultate van hoofstuk 2 lei tot volle regulariteit (d.i. 

ook in die normaalrigting) vir n klas van tweede orde ellip­

tiese randwaarde-probleme. In die hoofstuk bly dit dus slegs 

nodig om die volle randregulariteit van n klas van hoer orde 

elliptiese randwaarde-probleme aan te toon. 

In die proses word die volgende hulpresultaat benodig: 

2. HULPRESULTAAT 

Laat sen k heelgetalle wees met o<s~k en v n funksie ge­

definieer op R~ met 

2. 1 s-1 n . a.vE W (R ), J=1, ••• ,n-1 
J + 

(d.w.s. v 

2.2 , ¢ E c~ (R~) , K konstant 
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Vir n bewys van die hulpresultaat word die leser verwys 

na Schechter [s J bl. 198. 

2.1 Opmerking 

Die stelling 2 hoofstuk 4 vind toepassing in die bewys van 

hoofstelling 3 in die hoofstuk en wel in die vorm met 

k=2m en s=m+1 en voorwaarde dat 

3. DIE HOOFSTELLING VIR RANDREGULARITEIT 

Laat V die deelruimte wees soos voorheen gedefinieer. Laat 

a die bilineere funksionaal wees wat voldoen aan al die 

vereistes vir stelling 3 hoofstuk 2. Definieer die 

differensiaaloperatore Tk, k=1, .. ~m deur 

op aR~, sodat -r ka. E c
00 

( aR~) en afgeleides van alle ordes 

n begrens op aR+. 

Gegee n heelgetal r~o, en elemente 
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Dan is elke oplossing u € v111 van die funksionaalvergelyking: 

m 
b(v,u)+s(v,u)=(v,f)-b(v,g)-s(v,g)+ I <Tkv,gk>' v € V 

k=1 

Bewys: 

Die bewoording van die stelling is sodanig dat u E ~ in 

elkgeval voldoen aan: 

uit stelling 3 hoofstuk 2. 

Laat L die volgende operator wees: 

Aangesien die bilineere funksionaal b koersief is, is dit 

gelykmatig sterk ellipties uit Agmon [1] bl. 86 en dus n 

die koeffisient bas waar a=B=(6,o, ••••. ,m) ongelyk aan nul 

n 1 n op R+ en met S- begrens op R+. Daar mag dus deur hierdie koeffi 
as 

sient gedeel word sander om die aard van die vergelykings 

te verander. 

Neem dus nou aan dat die bilineere funksionaal b van die 

volgende vorrn is: 
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a. + S < 2m n n 

met a.n en Bn die n'de kornponent van die multi-indekse a. en 

s. 

Aangesien C~(R~)C Vis u E v111 ook n oplossing van die 

volgende funksionaalvergelyking: 

D.w.s. 

b ( ¢ , u) = (.¢ , f ) - b ( ¢ , g) 

8 I (aa.¢,ba.ea uJ 

lal, IBl~m 

a. +B <2rn 
n n 

= ( ¢' f) - I ( ¢ , ( -1) I a. ! a a(ba. 8 as g)) 

I a. I , I s I ~rn 

(uit faktorintegrasie en die feit 

dat u € Hm,rn+r(R~) en g E W2 rn+r(R~) 

Sadat die volgende geld: 

( -1 ) m ( a ~m ¢, u) 
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a +S <2m 
n n 

( 5) 

Die doel is om nou by elke term in die sommasie aan die 

regterkant van vergelyking (5) m.b.v. faktorintegrasie 

oo n 
(<PE C

0
(R+)) een afgeleide van links na regs oor te voer. 

As Sn< m mag enige een afgeleide van links na regs oor­

m m+r n gevoer word want u EH' (R+>· 

As Sn= m dan moet vir die multi-indeks a= (a',a.n) geld 

data, ~m-1 en dus is a•~o, want la.l=m. Een raaklynige n 

afgeleide kan dus van links na regs in die inproduk oor-

gevoer word. 

Uit vergelyking (5) volg dan nou dat: 

= Kll <P II 2m-(m+1 )' 

• ..rn n .Jn m+r n 
Verder is aj u E w (R+), j=1, ..•• ,n-1 want u E. tt ' (R+) 

sodat beide voorwaardes van stelling 2 hoofstuk 4 be-
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vredig word. 

Gevolglik is u E wm+ 1 (R~), (s=m+1). 

Gestel nou dat vir 'n k heel met o~k~m-1 geld dat u E wm+k (R~). 

Die doel is nou om indien moontlik k+1 afgeleides m.b.v. 

faktorL~tegrasie in die sommasie van vergelyking (5) van 

links en regs oor te voer. 

Beskou weer 'n algemene term 

met lal=ISl=m en a +8 < 2m. n n 

Indien 6 <m kan enige k+1 afgeleides na regs oorgevoer n 

word 

Indien S =m volg dan weer soos voorheen dat vir die multi­n 

indeks a= (a' ,a) geld dat a•~o. k+1 afgeleides waarvan 
n 

hoogstens k normaal afgeleides is mag dus na regs oorgevoer 

word (u e. -JU+k (R~)). 

Nou volg uit vergelyking (S) dat 

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2022.

 
 
 



-77-

~ Kil <Plbrn-(m+k+1) ' 

Verder is ook 

Dan volg direk uit stelling 2 hoofstuk 4 dat 

u E vf1+k+ 1 (R~), o~k~m-1. 

Uit induksie is dit dus nou bewys dat 

Deur gebruik te maak van die feit dat 

f E Wr (R1) en g E w2m+r (R~) kan nou aangetoon word dat 

Aangesien u ~ w2m(R~) kan vergelyking (5) m.b.v. faktor­

integrasie geskryf word as: 

a +S <2m n n 

(6) 
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Differensieer vergelyking (6) een keer na xn en kry: 

a. +B <2m 
n n 

Uit voorgemelde gegewens volg dan direk dat die regterkant 

van laasgemelde vergelyking aan L2 (R~) behoort 

sodat 

oftewel 

2m+t n Gestel dat u E W (R+) met o~t<r. 

Differensieer weer t+1 keer na x in vergelyking (6) en kry: n 

u = 
t+1 t +1 l la.l~t+1~a.(b ~B) 

~ f- ~ Lg - ( 1) o o o u on on . - n a.B 

I a. I , I B I $.m 

a. +B <2m 
n n 

Uit voormelde gegewens volg weer direk dat die regterkant 

van die laaste vergelyking aan L~ (R~) behoort (ov. a~+ 1 f e L2 (R~) 

r n met t=r-1 hoogstens want f E W (R+)). 

sodat 

~2m+t+1_ n o u ~ L2 (R ) , o::it::ir-1 n + 
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oftewel r~o, heel. 

Volle regulariteit vir die funksionaalvergelyking is dus 

m.b.v. induksie bewys. 

3.1 Regulariteit vir die ho§r orde Dirichlet-probleem 

Die voorgaande regulariteitstelling lei tot volle regulari-

teit vir die hoer orde Dirichlet-probleem soos volg: 

Laat V soos volg gedefinieer wees: 

V = {v E W
00

(R~) !a~v(x' ,o) = 0,j=0,1. •• ,m-1} 

Laat ook s=o, Tk=o, k=1, ..•• ,m, met 

n 2m n 
f E. L 2 

( R +) en g E W ( R +) • 

Laat die bilineere funksionaal b en operator L soos voor­

heen gedefinieer wees deur: 

en 

b(v,u) = I (3av,ba 8a6u), u,v E ifl(R~) 

la!, IBl~m 
sien § 2.3 hoofstuk 2 

L = 
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Dan is die probleem 

u € v111,b(v,u) = (v,f) - b(v,g), V€.. V 

ekwivalent aan: 

Lw = f, w = u+g e w2 (R~} 

en aJw = a~g op aR~, j=o, •••• ,m-1. 

Bewys: 

u € v111, b(v,u) = (v,f) - b(v,g}, VE V. 

Aangesien vir v £ V geld dat a~v ~ o op aR~ vir j=o,1 •.• , 

m-1 sal daar geen rand terme by faktorintegrasie ontstaan 

nie_s6dat uit die funksionaalvergelyking volg dat: 

I (~(-1) la.I aa.(ba.
8

a 6u+ba.Ba 6g)) = (v,f), VE. V 

I a. I , I s I ~m 
u E w2m(Rn) regulariteit, 

+ 

g E w2m (R~) 

oftewel 

L(u+g) = f 

met L die operator soos voorheen gedefinieer. 

D.w.s. Lw = f met w = u + g. 

Ook is u e ~ (die afsluiting van Vin Wm) 
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d.w.s. d ~ U ( X 1 
, 0) = 0, j = 0, 1 , •..• m-1 

Die volgende randwaardes is dus van toepassing op die 

hoer orde Dirichlet-probleem: 

n op aR+' j=0,1, .•.•• m-1 

3.2 Die hoer orde Neumann-probleem 

Die regulariteitstelling 3 hoofstuk 4 lei tot volle regu­

lariteit vir die hoer orde Neuman-probleem soos volg: 

Laat V = w00 

(Rn) s=o, Tk=ak- 1 , k=1, •... ,m, f E L2 (Rn+) , 
+ , - n 

Dan is die probleem: 

m 
u € v111 , b ( V , u) = ( V , f ) + I < T kV , gi( , V E. V 

k=1 

ekwivalent aan: 

met lineere differensiaaloperatore Nk, k=1, ..... ,2m-1, 

op aR~ s6 dat Green se formule 

m-1 . 
b(v,w) = (v,Lw) + \"' <aJv,N

2 
. 

1
w > 

.l n m-J-
J=o 
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Bewys: 

Die geldigheid van n Green se formul~ soos hierbo vermeld 

word aanvaar (sien Agmon [1] stelling 10.1 bl. 134). 

u E vID· is n oplossing van die volgende funksionaalverge­

lyking: 

b (v, u) 
m k-1 

= (v,f) + I<a v,gk>' 
k=1 n 

VE V. 

A.g.v. die Green-formule hierbo vermeld, kan die funksionaal­

vergelyking geskryf word in die vorm: 

m-1 . 
(v,Lu) + I<aJv,N

2 
. 

1
u> . n m-J-

J=o 

= (v,f) + VG V (7) 

As v vir C~(R~)C V deurloop dan is 

(¢,Lu) 

D L f U c w2m (Rn+) • . w.s. u = , -.;;. 

Deur Lu= fin (7) te vervang volg vir elke <PE C~(R~) dat 

~<aj- 1¢, N
2 

.u> = 
.L n m-J 

j=1 
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Oftewel: 

mI<~j-1~, N u g > = o 
0 'fl 2 . - . 

j= 1 n m-J J 
(8) 

Neem enige vaste 1~k~rn en neem enige ~(x 1 ) E C~(Rn- 1 >. 

Volgens Schechter [SJ lemma 8-4 bl. 180.bestaan daar n 

<f>(x',xn) E C~(R~) s6 dat 

. 1 a~- ¢(x' ,o) = o, vir j=1, ••. ,m; j~k 

en d ~ - 1 ¢( X 1 
, 0) = ~ ( X 1 

) • 

Uit vergelyking (8) volg dus dat 

Hieruit volg dan die randwaardes vir die hoer orde Neurnann­

probleem: 

3.3 Opmerking 

Die hoer orde Newton-probleem word nie hier behandel nie 

aangesien die skrywer reken dat, vir die doeleindes van 

die verhandeling, die metodiek vir hantering van rand­

funksionale s, duidelik genoeg geillustreer word i.t.v. 
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die tweede orde Newton-probleern. 

4. GEVOLGTREKKING 

In die verhandeling is daarin geslaag om op n funksionaal­

analitiese wyse die regulariteit vir n sekere klas van 

elliptiese randwaarde-problerne aan te toon. 

Dit het geblyk dat die bewysmetode vir regulariteit,altans 

vir die betrokke klas van probleme,net so kragtig indien 

nie selfs ietwat 'eenvoudiger' as die rnetode van differen­

siaalkwosiente (vergelyk bv. Lions, Magenes [2] hoofstuk 2 

paragraaf 3) is nie. 

Die laaste bewering moet egter steeds gekwalifiseer word 

in die sin dat die skrywer van die verhandeling horn byvoor­

beeld glad nie ingelaat het vir funksionale van die tipe 

nie. 

b(u,v) = I (ba.eaa.u, sa.Ba 6v) 

I a. I , I BI ~m 

Verdere navorsing in die rigting kan dus baie nuttig blyk. 
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