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OPSOMMING

REGULARITEITSTELLINGS VIR ELLIPTIESE RANDWAARDEPROBLEME

DEUR

L. PRETORIUS

LEIER: PROF, F.D. PENNING

Departement Wiskunde
UNIVERSITEIT VAN PRETORIA

Voorgelé ter vervulling van ‘n deel van die

vereistes vir die graad M.Sc. (Wiskunde)

In dié verhandeling sal op n funksionaalanalitiese wyse

die regulariteit (differensieerbaarheid) van swak oplossings
van n sekere klas van elliptiese randwaardeprobleme bewys
word. Die bewyse word progressief gedoen: eers word regula-
riteit in die raaklynige rigting op die rand bewys; dan
word regulariteitstellings vir n sekere klas wvan tweede orde
elliptiese randwaardeprobleme gedoen en ten slotte word

regulariteit in die normaalrigting op die rand behandel.
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Stellings word ook deurentyd toegelig met tweede sowel as

hoér orde Dirichlet- en Neumann-randwaardeprobleme.

Ten slotte dien dit ook vermeld te word dat spesifieke

Sobolev-ruimtes 'n belangrike rol in die bewyspatrone van die

verhandeling speel.
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SUMMARY

REGULARITY THEOREMS FOR ELLIPTIC

BOUNDARY VALUE PROBLEMS

BY

L. PRETORIUS

PROMOTOR: PRrROF. F.D. PENNING

Department of Mathematics
UNIVERSITY OF PRETORIA

Submitted in partial fulfilment of the

requirements for the degree of

MSCc(MATHEMATICS)

In this thesis the regularity (differentiability) of weak
solutions of a certain class of elliptic boundary wvalue
problems will be shown. For the proof of regularity theorems
one will resort mainly to the techniques of functional

analysis.

Regularity theorems will be proved progressively: firstly
regularity in the tangential direction on the boundary will

be shown; then regularity of a certain class of second order
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elliptic boundary value problems will be demonstrated and
lastly regularity in the normal direction on the boundary

will be accounted for.

Theorems will alsao be illustrated for second as well as

higher order Dirichlet and Neumann boundary value problems.

One should also mention that specific abstract Sobolev

spaces play an important role in the proofs of most theorems.
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HOOFSTUK 1

PROBLEEMSTELLING EN ALGEMENE HULPRESULTATE

1. INLEIDING

In dié& verhandeling word die regulariteit (differensieerbaar-
heid) van swak oplossings van algemene elliptiese randwaarde-

probleme ondersoek.

In te&stelling met die metode van differensiaalkwosiénte

om regulariteit van oplossings van elliptiese randwaarde-
probleme te ondersoek (vergelyk bv. Lions, Magenes [2]
hoofstuk 3), word in dié verhandeling hoofsaaklik wvan die

beginsels van Funksionaalanalise gebruik gemaak om vir n

spesifieke probleem, dieselfde resultaat te bewys.

In dié verhandeling word die artikel van Renate Schappel
(4] dan as basis gebruik om die hoofresultate vir regulari-
teit van die spesifieke elliptiese randwaardeprobleem te

bewys.

Hierdie eerste hoofstuk sal dan in hoofsaak gewy word aan:

die probleemstelling

die definisie van ruimtes en begrippe

die vermelding van voorstellings

die vermelding en bewys van sekere hulpresultate.
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2. PROBLEEMSTELLING

Gegee elemente feL? (Q), geWm(Q) gkng(aﬂ), k=1,..... ,m,
is dit nou die doel om die regulariteit wvan n oplossing

WV van die volgende funksionaalvergelyking

m
b(vlu)+s (v,u)=(v,£f)-b (V:g) -S (Vlg) +2 <TkV:gk>, veV (1)
k=1
aan te toon.

Die ruimtes V en die funksionale b en s sal verderaan in die

verhandeling gedefinieer word.

( , ) stel die L?-inproduk op die ruimte Q en, <, > die
L?-inproduk op 30 voor.

Tk stel voor differensiaaloperatore op 3Q.

In die verhandeling sal die aanname gemaak word dat Q = Rf,
n halfruimte in R". Die rand van Q moet sodanig glad wees

dat @ d.m.v. partisies van identiteite afgebeeld kan word

Dit sal ook aangetoon word hoedat 'n mens vanuit vergelyking

(1) die regulariteit van swak oplossings van tipiese elliptiese

parsiéle differensiaalvergelykings kan bewys.
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3. FUNKSIERUIMTES

In dié paragraaf word dit aanvaar dat die leser vertroud

is met die algemene begrippe en teorie van Funksionaalanalise.

n

3.1 Die n-dimensionale ruimtes R en R,

Laat R" gedefinieer wees deur

R" = {x=(x1,x2,...,xn)|xi redl, i=1,....,n}

Die punt x=(x1,x2,...,xn)e R" word ook geskryf as

X = (x',xn)

n-1
(x1,x2,.....,xn_1)eR .

waar x'
. . n C
Laat verder dan die ruimte R, gedefinieer wees deur:
R? = {x=(x',x_)eR%|x >0}
n n

As verder nou o = (a1,a2,.....an), oy nie-negatief, heel,
m multi-indeks is,dan word die notasie i gebruik vir die

differensiaaloperator

o] o
3 1

5 cee g of kortweg 3 9:n= 3 S:n
90X
1 n

waar « = (e, . 9«
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Die ordé van die differensiaaloperator word aangedui

met:

la] = aq+a, ... ta

1 n

3.2 Die Fourier-~-transformasie

As £ m sneldalende funksie in Rn is dan word die Fourier-

transformasie f van f gedefinieer deur:

2 f e-ix.y f(y)dy.

Rn

%(x)=(2w)

Die notasie Ff word ook soms gebruik vir die Fourier-trans-

formasie.

Die definisie van die Fourier-transformasie kan ook uitge-
brei word na funksies in L2R™) en na stemmige distribusies
in R®. Vir volle besonderhede verwys na Rudin [3] hoofstuk

7.

As f nou n sneldalende funksie in Rf is, word die gedeelte-

n-1

like Fourier-transformasie £ van £ in R gedefinieer deur:

_(h-1

%(x',xn) = (2m 2 f
R

-iy', x' '
f(y' x_)dy'
n-1 ’on

Hierdie definisie kan ook uitgebrei word na funksies in

n
L? (RD) .
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3.3 Die ruimte W(R®), m=0,1,2......

Die Sobolev-ruimte Wm(Rn) word gedefinieer as die versame-
ling van alle funksies in L’(Rn) waarvan die distribusie-
afgeleides tot en met die m'de orde in Lz(Rn) is en met
inproduk:

[wvl, =1 [ 3%uas*v(xax
m n

|o!<m R

en geassosieerde norm:

lul2 = 7 Jl3%u(x)|*ax
|a|sm R

Dit is bekend dat hierdie norm ekwivalent is aan die norm

.llm wat gedefinieer word deur:

fall 2 =/ (1+]x]2)™|Fu(x) |2dx

m Rn

Die inproduk word gedefinieer deur

(u,v) = [ (1+]x]2)™Fu(x) Fv (x) dx,

Rn

u,veWm(Rn)
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3.4 Die ruimte Ws(Rn), s reéel

Die Sobolev-ruimte Wb(Rn) word gedefinieer as die versame-
ling van alle stemmige distribusies u waarvan die Fourier-

transformasie Fu n funksie is en waarvoor geld dat

[(1+]x]2) 5 |Fu(x) |?dx<=
!

Die inproduk en geassosieerde norm op Ws(Rn) word dan ge-

definieer deur:

(u,v)g = [ (1+]x|?) °Fa(x) Fv(x) dx.
n
R

!IUIE = [ (1+]x|?)%|Fu(x) | 2dx .
Rn

3.5 Die ruimte Wm(Rﬁ), m=0,1,2c.cee..

Die Sobolev-ruimte Wm(Rz) word gedefinieer as die versame-
ling van alle funksies in LZ(RE) waarvan distribusie-afge-
leides tot en met die m-de orde in Lz(Rﬁ) is en met in-

produk:

m
[u,v]m = ) ) f Ba'aiu(x',xn)aalaiv(x',xn)dx'dxn

k=o|a'|sm-k Ry

en geassosieerde norm:
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m ' k
lul2 =) f o 19% 3 u(x',x )| 2dx'dx_.
M k=o|a']sm-k R? & . "

Wm(Rf) kan ook gedefinieer word as die versameling wvan alle

funksies ueL’(R?) waarvan die distribusie-afgeleides

r

anu, r=0,1,....,m in LZ(Rf) is en waarvoor geld dat:

v m-k .k 2
NG e LN
k=0 +

waar Fu die gedeeltelike Fourier-transformasie in Rn-1 is.

Die inproduk ( , )m en geassosieerde norm I

| o ©oP W (RY)

-

word dan gedefinieer deur:

m
m-k_ .k k .
= f n(1+!y'|2) Fanu(ybxn)Fanv(yan)dy dxn

(u,v)m .

k=0

en

: T v 12 -k k 1 2
Il all —kz [oO+ly )7 T Fa uly’,x ) [?dy'dx

3.5.1 Lemma

Die norms [u{m en ][u]h is ekwivalent op Wm(Rz), m=0,1,2.....
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Bewys:

Aangesien die gedeeltelike Fourier-transformasie m L?*-iso-

metrie van Lz(Rn-1) op Lz(Rn-1) is, is

| 3% ]

=l F3% u(y' ,x) || o=y T Raly x ). @
L% (R n l 1.2 (Rn 1) )S’l 12 (R

n-1)

Dus is vir uew" (R}), m=0,1,2......

m []
a2 =3 f 1 (w02 efratyt,x ) [Paytax, .
M k=o R, "|a'[sm-k

Verder bestaan daar konstantes C1, C2 > 0

sé dat

(1+iy'|2)m'ksc1 ) (y')za'sc2(1+1y']=)m'k, 0sksm

ot |sm-k

D.w.s.
(1+|y‘lz)m-k]Fanku(y',xn)|2
) (y')za'lFaiu(y'IXn)I’
|a'|sm-k

s c, (1+[y'|2)m—k[F8§u(y',xn)[2, 0sksm
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Gevolglik is

m -
IS aaely )™ rofulyt x) [2dy ax,
k=o D+
sc, f 1 1 (y')’a'[}?aiu(y',xn)|2dy'dxn
= ' <m—
gD k=ola'|sm-k
+
v m-k | .k
s Gy ) fn(1+[Y'!z) |F3nu(y',xn)[2dy'dxn
k=0 R,
Oftewel:
lalf s cylulz s cyflu |l , uit definisies

|U|p en || ul|, is dus ekwivalente norms op Wm(Rf), m=0,1,2....

3.6 Die Ruimtes H“'S(R}), m=0,1,2...., s=0,1,2.....

r - A) : S ks . .
Di& Sobolev-ruimte H™' (Rf) word gedefinieer as die versame-—

ling van alle funksies ueLz(RT) waarvan die distribusie-afge-

leides

o. _ Q' %n 2 . .
3°u = 3 an u aan L (R+) behoort vir alle multi-indek-

se a = (a',an) met |a| £ m+s en a S m.

Die inproduk [, ] en geassosieerde norm |, | op
m,s m,s

m,s,.n .

H' (R,) word gedefinieer deur:
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T a' k o'k
fu,v] o = ) fRnB dulx',x )3 3 vi(x',x )dx'dx
14
k=0 |a'|Sm+s-k "+
en
ul? 1] f 1% o%ue,x ) [2ax'a
u = ulx',x x'dx_.
m,s k=o|a'|sm+s-k R o "n n

+
Opmerking: As s=o is die ruimtes Hm'c(Rz) en Wm(Rf) dieselfde.

Hm’s(Rf) kan ook gedefinieer word as die versameling van
alle funksies ueLz(Rf) waarvan die distribusie-afgeleides
Biu vir r=0,1.,....,m in LZ(RE) is en waarvoor geld dat

T 1 ]2 m+s-k k 1 2 [
Lo axlyt ) |3 Fuly',x ) [*dy'dx <=.

k=o T+

Die inproduk ( , ) en geassosieerde norm || || op
m,s m,s

Hm’s(R?) word dan gedefinieer deur:

=1

= 2 m+S-k k 1 k '
(u,v) o kzo fRn(1+|y'[ ) 3 Fuly' ,x )3 Fv(y',x )dy'dx
+
en
2 T m+s-k | .k
[ wll™ = I _(1+]y"]?) |ojFuly',x ) [*dy'dx_.

n
m,s k=0 R+
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3.6.1 Lemma

Die norms |u| en Ihl”m,s is ekwivalent op Hm'S(Rz),

m,s

m,s20, m,s heel.
Bewys:

Die bewys verloop identies soos in paragraaf 3.5.1 behalwe

dat 'm-k' oral vervang word met 'm+s-k', 0sksm.

3.7 Die Ruimte Hm’s(RI:), m=0,1,2,...., s redel

Dié Sobolev-ruimte Hm’s(Ri) word gedefinieer as die ver-
sameling van alle funksies ueLz(RT) waarvan die distribusie-
afgeleides aiu vir r=0,1....,m.in Lz(R?) is en waarvoor geld
dat:

m+sS -k

m
k
kzoer: (1+]y"|*) IBnFu(y',xn)Izdy‘dxnw.

Die inproduk ( , ) en geassosieerde norm |

m,s .Ih's word

soos in paragraaf 3.6 gedefinieer.

Opmerkings

(i) In die verhandeling sal hoofsaaklik gebruikgemaak

word van die norm op Hm’S(Ri) m2o, heel,

(PR

s reéel.
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0'S(R:_l) die versameling

(ii) Vir m=0, s20, s heel is H
van funksies u in L’(Rf) waarvoor distribusie-afge-

1
leides, 3% u, in die raaklynige rigting tot en met

die s-de orde L?-integreerbaar op R? is.

(1ii) 1Indien u e H"/5(R}), m, s20, m,s heel beteken dit
dat u distribusie-afgeleides van totale orde hoogstens
m+s en distribusie-afgeleides van hoogstens orde m

in die rigting X, (of normaalrigting) in L’(R?) besit.

3.8 Sopolev se lemma

Laat R? die afsluiting van R? wees d.w.s.
R, = {x € RnlanO}

Die ruimte Cm(RT), m=0,1,2,.... word gedefinieer as die
versameling van alle funksies u wat kontinue, begrensde

afgeleides tot en met die m'de orde op R? besit met

||u|!m = sup {Iaau(x)|‘[a|§m., X € Ri}
C b i
X € Rf,]algm
< o

Laat k en m nie-negatiewe heelgetalle wees met

k>m+£21-
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We (R C Cm(;{?_:)
met kontinue inbedding.

Dié stelling word nie hier bewys nie. Kyk [2]hoofstuk 1 stellings.g

Die funksies in Wk(Rf) besit dus afgeleides in die gewone
sin tot en met die m-de orde en dié afgeleides is kontinu

tot op die rand van die gebied.

3.9 Randruimtes

Aangesien die rand GRE, van Rﬁ gegee word deur {x € Rnlxn=0}
kan dit geidentifiseer word met R™”'. Gevolglik kan funk-
sie-ruimtes soortgelyk aan dié in paragrawe 3.3 en 3.4 op

BRf gedefinieer word.

1

. . . . n- .
Die L?-inproduk en geassosieerde norm in R word aangedui

deur:
<u,v> = | u(x')v(x')dx' en,
Rn-1
<u>? = | n_1lu(x')[2dx'

R

Die inproduk en geassosieerde norm in die Sobolev-ruimte

wS (R? 1y, s regel word aangedui deur
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<u,v>_ = | (1+[x'|2)s Fu(x')Fv(x')dx'
S Rn—1

en

<u>l = f (1+]x'|2)s]Fu(x')[fdxf.

Rn--1

3.10 'm Algemene Spoorstelling vir Hm’s(Rf) m=0,1,2...,

s redel

n

Laat u € Hm’S(R+). Die funksie u kan beskou word as m funksie

van die é&&n veranderlike X met waardes in n Sobolev-ruimte

op AT,

Op hierdie wyse kan die ruimte Hm's(Rf) gekarakteriseer word

as die versameling van alle funksies

u € Lz(Rx : Wm+s(Rn-1)) waarvoor vir j = 0,....,m
n’+

geld dat

3u e L2 (R : W +s-j(Rn-1))
n X
n,+

Nou geld vir j=0,..., m=1 dat
] —5 -
H''S(R}) C CT(R, ; wis—iz (g7l
n,+

met kontinue inbedding.
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. . m,s ,,n
Dit beteken dat vir elke u € H (R+) geld dat

j .
<3 ulx',o0)> 3 < C[haHm's,j=0,....,m-1

m+s—j-

Dié stelling word nie hier bewys nie.

Spoorstellings word in groot detail behandel in hoofstuk 1

Lions, Magenes [2].

Daar sal in die verhandeling dikwels van die spesiale geval

m=1, j=0 gebruik gemaak word:
Dan is:

<u(x',0)>q145-3

<u(x! ’0)>S+%

[7aY

cllully ¢ »ue r'"SE&Y

3.11 Faktor-integrasie

Laat C:(RT) die versameling van alle oneindig differensieer-

bare funksies met kompakte draer in R? wees.

As u, v e C:(Rf) dan geld die volgende formules vir faktor-

integrasie:
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vir j=1,2,..., n-1 geld dat:

[ d.u(x)vix)dx= -f u(x)d.v(x)dx.
n 7 n J
R R+

Vir j=n kom egter randterme ter sprake:

f Bnu(x)v(x)dx

n
R,
= [ J0 djulx',x )vix',x )dx dx'
n-1
R
= =) ux',0v(x',00-f [ ulx',x )8 v(x',x )dx dx'
Rn-1 Rn-1
= - u(x',0)v(x',0)dx' - | ulx',x )93 vix',x )dx.
Rn—1 Rn

+

. © N C s . . m,s ,,n
Aangesien Co(R+) dig is in die Sobolev-ruimtes H (R)

geld hierdie formules dan ook vir funksies in Hm’s(RE).

3.12 Randoperatore in die Hulpruimte V

Laat die randoperatore Rk' k=1,..., p op BRT gedefinieer

wees deur:
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Laat verder die ruimte Wm(Rf) gedefinieer wees deur:
© (o]
wo(R)) =0 wh(RY)
m=1

Gevolg: Uit Sobolev se inbeddingstelling soos in 'n vorige

paragraaf vermeld, volg nou dat

wO(RY) = N WR(RD)
m=1

® N
C (R))

(@]

C®(R2) moet nie verwar word met

o

C ’2(R2), die ruimte van oneindige differensieerbare funk-
sies waarvan gewone afgeleides wvan alle ordes in LZ(RT) is

nie.

m Funksie u € Ww(Rﬁ) besit dus in die gewone sin kwadraties

integreerbare afgeleides van alle ordes tot op die rand van

n

R,

Aangesien die randwaardes van u € Wm(Rf) goed gedefinieer

is, is dit sinvol om die hulpruimte V soos volg te definieer:

v={v e W (R}) |Rv(x)=0, x e 3R,, k=1,...,p}
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Gevolg
(1) As C:(R?) die versameling van oneindig-differensieer-

bare funksies met kompakte draer in RE is, dan volg

onmiddellik dat cz(Rf)c V.

(1i) Die versameling V het ook die eienskap dat indien
v ¢ V dan is ajv € V vir j=1,......, n=1. Dit volg
uit die gelykheid van die gemengde afgeleides

k k n
Bjanv en 3n8jv op 9R_.

4. DIE OPERATOR K

Laat die operator K gedefinieer wees deur:

n§1
K =1-] 32
j=1

Opmerking

Die operator K word baie effektief aangewend vir die bewys

van randregulariteit in die raaklynige rigting, van swak op-

lossings van elliptiese randwaardeprobleme.
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4.1 Stelling

Laat V die deelruimte van Ww(RT) wees soos voorheen gedefi-

nieer. Dan is die operator K n isomorfisme van V op V.

Bew*z S

Uit die laaste gevolg in paragraaf 3.12 volg dat K vir V

afbeeld in V.

K is n injeksie want neem u1 en uze; V met Ku1 = Ku2.

Die volgende is egter ook waar:

n-1
(Ru,u)=(u,u) = T (33u,u), u e W (R])
3=1
n-1
= (u,u)+ } (Bju,aju), faktorintegrasie

3=1
2

2 || uff

met ( , ) en || || respektiewelik die inproduk en norm op

2 ;o0
L (R+).
Hieruit volg nou dat:

(Ku,-Ku,, u -u2)2]|u1-u2||2

1

74}

D.w.s. ||u1-u2|| 0, Kuy; = Ku

2.
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Sodat u1=u2 b.o.

K is dus 'm injeksie.

K is ook n surjeksie want vir v € V is:

n=1
FKv(y',xn)=Fv(y',xn)—FjZ183v(y',xn)
n-1
= Fv(y',xn)—j§1iz[yjlev(y',xn), i?=-1
n-1
= (1+|y']2)Fv(y',Xn), ly'|2= 1 ly:l?
j=1

met Fv(y',xn) die gedeeltelike Fourier-transformasie in

g1,

Uit bogemelde volg nou dat

_ a1 1 .
V(X',Xn) = F (1—+I-Y—.—P- FKV(Y',Xn)) €V

-1 Fu
= F (:]—_'—_TT—]-{) , Kv=u € V.

Vir enige u € V bestaan daar dus nve V sb6 dat Kv=u

met

=1

K is dus 'n surjeksie wvan V.

K is dus 'm surjeksie en mn injeksie oftewel m bijeksie van

V op V.
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opmerking

Negatiewe magte van die operator K kan gedefinieer word

deur

-1 ] --.-1 __.._J__..
K u(x ,xn) = F {i+|y,leu(y',xn)}, ue V.

4.2 Lemma

s

As u, v e Hm’2 (R?) dan is
s ——

(K u,v)m = (u,v)m,S

Bewys

m ~ N
= k ~nk 1 '
(Ksu,v)m =kZO[R2(1+[y'|2)m k(an(Ksu(y',xn)) a viy',x )dy'dx

n-1 -~ '
2 M=k kK, . 2, S ' ankl v
. fRn(1+|y.I )T (1= ) 33 Tulyyx)) T3 vyt x )dy!
<+

k j=1

ne~—1g

dx
n

m -~ ~
= v |2 m+s-k k ' k ' '
kZOfR§(1+Iy 12) 3 uly' % )3 viy',x )dy'dx_

per definisie

= u,v
(w,v) o

Gevolg

Il vl —s= IIK—SVIR’S , m,s20, heel
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want
- =S _ -s . .
|| v “m,-s = (K v,v) = (v,K "v) ~ faktorintegrasie

-s_ 12 - -s

en |l V"m,s = (v,K “v)
-s

D.w.s. Ilvlh’_s = || K v[lm’S
4.3 Lemma
Vir u,v e Hm's(Rf) geld dat
Bewys

m m+§—k I~
|(u,V)mI Yo (1+]y']?) 3 uly’ ,x )X

=0 pn

+
m-s-k

m=s-kK -
(1+]y'|*)" 2 3 vI(y',x )dy'dx

=1

kA
LU quely ™0 lojuly',x,) |2dytdx )}
k=0 R,

x (f (1+]y" lz)m's'klalgv(y',xn) lzdy'dxn)%
+

Hall ol vl _gr wev e HS(RD)

+

Die voorlaaste stap volg uit Schwarz se ongelykheid.
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4.4 Lemma

vl ¢ 2l vl vir alle v e V, 0stsm
14

t,m heelgetalle.

Bewys:
m ~
m-t-k .k '
HVlfn,_t = kzo fRn(1+lY‘l’) o uly',x ) [*dy'ax
- +
m-t-k

m-t

kA
z ] [ _(+ly']?) |9 uly',x ) |2dy'dx
k=0 R" n n n

want m—-t20. heel.

=|l v||? , per definisie.

4.5 Lemma

Die inverse operator K"1 is kontinu in V m.b.t. die norm

[

Bewys:

- 2 m - k n-1 —1 [} ~ ]
& vl = 1 NEEIFAN R b klan((1—z p2) 7 vyt x ) T |Pdy dxy
m k=0 R s j=1

+

k- k~
,{?)m : 1|8nv(y',xn)lfdy'dxn

]
il ~18

[ nO+ly

+

k=0
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m - k~
s 1S ]y M e vy x ) [2ay tax
k=o R,

2
- vl

Die lineére operator K-1 is dus per definisie begrens en

dus ook kontinu op V.

Gevolg
(1) !(u,V)m’_Sl u,ve Vv
= [ (K" %u,v)_|
sl]K-sul!mllvlh , Schwarz
sl u ”ml‘vllm , lemma 4.5.
(ii) ”"”m,-s <l ve V.

(1ii) ]Iv[lm —s sllvlh,v e V™ die afsluiting van V in Wm(Rf)
14
deur kontinue normuitbreiding wvanaf V C v", want neem
enige v € v™. Dan bestaan daar ry (Vn) in V met

lim]lvn-vllm =0
n->o

Dan is || v|[ ~_o

= lim]| v
n

n->o Ilm’—s
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s lim|| v ||
N-»x
= vl
4.6 Lemma
!Ivlh,_s z2 || v “o,m—s m,s20,m,s heel
ve v,
Bewys:
: T m-s-k,.kK*
|lvlh,—s= 1 a+ly' [3pviy’oxy) [2dy dx,
_ n
k=0 R+

[\

f (1+]y 1) 8 16y ,x ) |2dy'dx
n n n

R
+

[| v per definisie

2
IIO,m—s
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HOOFSTUK 2

RANDREGULARITEIT IN DIE RAAKLYNIGE RIGTING

1. INLEIDING

In hierdie hoofstuk sal die differensieerbaarheid wvan swak
oplossings van V-koérsiewe randwaardeprobleme, in die raak-

lynige rigting ondersoek word.

Vir dié doel word die deelruimte V van Wm(R?) soos gedefini-

eer in paragraaf 3.12 hoofstuk 1 gebruik.

Vir m gegewe heelgetal m>0 sal aangeneem word dat die orde k

van die operator Rk = Bi, streng kleiner as m is.
Die operator Rk kan nou op element u ¢ Wm(Ri) inwerk sodat
_ k
Rku = Y(Bnu)

n . . 1,.n, .
waar yv(v) e L2(8R+) die spoor van die element v e W (R,) is.

2. HULPRESULTATE EN DEFINISIES

2.1 Lemma

R, u e Lz(Rn_1) vir u € Wm(RE) en k = 1,2.,,,,p.

k
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r, <m d.w.s. rk=m-1, hoogstens.

k

R, u voldoen dus aan die vereistes van stelling 3.10

k
hoofstuk 1.

Rku is n kombinasie van spore van u van orde hoogstens

m-1, en behoort dus aan Wm—(m—1)-§(Rn-1)=W§(Rn-1)

n-1)

D.w.s. R,u e L? (R

k
OEmerking

Laat die spoor y(u) vervolgens ook aangedui word deur u.

2.2 Die ruimte v

Laat die ruimte VU gedefinieer wees as die afsluiting van

V in Wm(Rf) m.b.t. die norm ||,||m.

2.3 Bilineére funksionale

Laat die volgende twee bilineére funksionale op
Wm(Rz)xwm(Rf) soos volg gedefinieer wees:

bluv) = I (3%,b 000

la],[8]sm

8
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o B
en s(u,v) = ) <3 u,saBB u>

[o] /|8 ]<m

s~} n o=} n .
met baﬁe C (R,) en SocBe C (8R+) en afgeleides van alle

ordes van baB en SaB is begrens in R? en BRT respektiewelik.

Nota Met bilineére funksionale word bedoel funksionale wat
lineér in die eerste argument en toegevoeg lineér in die

tweede argument is.

2.3.1 Lemma

Vir elke £ >0, en funksie u met kontinue eerste afgéleide

en ue L?[o,») geld dat
lu(o) |25 2 e f_Ju' (t) [2at+2{T]u(t) [2at
Bewys

Neem enige B>o0, dan volg deur faktorintegrasie dat:

fﬁ u(t)de + fg(t—B)u'(t)dt

12 urae + [Prur (yae-fBour eyt

[Barae + cu(e) |8 - flarrrat - gue) |8

Bu(B) - Bu(B) + Bu(o)

Bu (o)
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Nou volg uit Schwarz se ongelykheid dat:
|Bu (o) | sfglu(t)ldt + jgkt-sﬂlu'(t)ldt
s(f51dt)%(fglu(t)|2dt)%

e (SEe-mzan) (B a0 ran

AUlluw rant « EH B luwrrant

[ 78

/E(leu(t)lzdt)* + (%3)§(f2|u'(t)|2dt)%
Uit die ongelykheid
(a+b)? < 2(a?+b?), a,b 2 o

volg dan dat

|Bue) |2 < 28f7 u(t) [2at + 38° [T]ur () |24t
Dus is

[uto) [* < F [Tlue) [2at + 26/ u" (v) |2at
Oftewel vir enige e>o gegee; is:

fufo) |2 s %j:|u(t)lzdt + %efz[u'(t)lzdt.
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2.3.2 Lemma

Vir enige €>0 gegee kan die bilineére funksionaal s deur

die volgende ongelykheid afgeskat word.

2

IS(V)15€I|V|; *x(e)ivlly_q s

v € V, waar xg)»>0
Bewys:

Beskou n algemene term van s(v):

B

<3%, Sya 8 v>slalsm=1, |8|sm-1.

Uit Schwarz se ongelykheid volg dat:
86

| <a%, s,% vl

sc(fn_1]3av(x',o)[’dx')%(f _1]88v(x',o)[2dx')%, c>o, (2)
R *D ,
Uit Lemma 2.3.1 hoofstuk 2 volg nou dat

f 3% (x',0) |2dx"

Rn-1

2
s 5ef  fo18, 3% (x',x ) [ax_dx'

+ g_j jg[aav(x',xn)lzdxndx'
1
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< %el[vl& + —||v[[ ;, |a|$m-1 en definisie van ||.

b

n Soortgelyke ongelykheid geld vir

f 138 v(x',0) |2ax’
n-1

So dat die volgende algemene afskatting uit (2) verkry

word, vir e>o0 gegee:-

ls(v) £} |<8av,su888v>|

ICt'rIBl(m

, 2 2
el vlh + x(€)||v|h_1, vev

2.4 Koé&rsiewe bilineére funksionale

Die bilineére funksionaal b is koérsief oor V as daar kon-

stantes y>0 en AzZo bestaan sodat
Re b(v) 2 Y||v|h A|!v]| , Ve V.
-1

2.5 Lemma

Laat die bilineére funksionale b en s gedefinieer wees soos

in 2.3 en laat b koérsief wees oor V.
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Dan is die bilineére funksionaal

a(v,w) = b(v,w) + s(v,w),

koérsief oor V en daar bestaan konstantes Yo>o en AOZO

sb6 dat
2 2
Re a(v)ZYO||v|k - Aol|v[%_1, ve V.
Bewys:
Re a(v) =Re b(v) + Res(v), ve V.

Uit 2.3.2. volg nou dat vir e>o willekeurig, is

|Re s (v)|s [s(v)lgellvlg + x(e)llv]fﬂ_1

d.w.s.

2 2
Re.S(V)Z—EI[vlh-x(a)l]vlh_1 ve vV
en uit die feit dat b koérsief is volg die bestaan van
Y>o, Az20
sé dat
2 2 2 2
Re a(v) 2v||v|[-Al vi[_,-e* Il vI[-x(en]| vI[ _,

=(v=em) || vl O e | vlf

2 2
=Yl vl = A llvll_y r vev
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met €* s6 gekies dat
Y. = y=-€*>o0.

Q

Hieruit volg nou dat a koérsief oor V is.

2.6 Bilineére funksionale van hoér orde

Laat die hoér orde bilineére funksionaal soos volg op

Hm't(Ri) gedefinieer wees:
at(v,w)=bt(v,w) + st(v,w), v,weHm't(Rf) t=20,1,2.....
- o B
met b, (v,w) = ] (3%v,bygd™w) | o
]'OLI,]B|§m
- ¥ o B8
en s _(v,w) = ) 3w, s 3Tw>y
lol s |8]<m
Opmerking
(1) Vir t=o0 reduseer a, na a, oftewel a, die koérsiewe

bilineére funksionaal oor V.

(ii) a, is begrens op Hm’t(R?) want o.a. is

a B o
| (3%, ga%w) Jscll %]l Il 3Pw|| ot

SCIIv!k’tllwlh’t'lal,IBlsm (vervolg)
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2.6.1 Lemma

m,t( n

Die volgende verwantskap geld vir veww(Rﬁ) en weH R))

a, (v,w) = a(ktv,w), £=0,1,2.....

Bewys:

In die bewys dui Q(y',xn) die gedeeltelike Fourier-trans-

. . n-
formasie in R 1 aan.

a (v,w) = b (v,w) + s (v,w), veW(R])

w € Hm’t(R+)
t =0,1,2..
- Z (aav’baBaBW)o,t + Z <aav,sa838w>t
lo|,|B]sm lo|,|8]<m
t ~ ~ [}
=1 [an(1+ly*[?) " (3%) (basagw) dy'dx_,
|0C|1|5|§m
definisie wvan (.)O £ en < >t
+ ] J n_1(1+|Y'Iz)t(aav(y',O))“(saBBBw)“dy'
R ,
laf,|8]<m
= ] fRn(aa(Ktv))“(baBBBw)“dy'dxn (vervolg)

lo|,|B|sm T+
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+ 3 { (3% (v',0)) (s ,0Bw(y',0))"dy")
n-1 Y s aB ’
R
o, 8] <m -
ve W (R+)
t t c e
= b(Kv,w) + s(Kv,w), definisie van b en s
= a(Ktv,w) ’ definisie van a

Die kruks van die bewys is die feit dat

£ n-1 , B
(K-v)*= ((1- § 33)v)"=(1+|y'| )¢, sien § 4.1 hoofstuk
j=1

2.6.2 Lemma

Die volgende verwantskap geld vir die bilineére funksionaal,
e +1

n-1
(v,w) =at (v,w) + Z

; 1at(ajv,ajw)+ai':(v,w) vir t£=0,1,2....

41
met aé(v,w) m bilineére funksionaal wat vir enige e£>0 gegee

soos volg afgeskat kan word:

2 2 41
laf (v) [ sllv[h't+1 + Ct(e)llvuﬂ’t v ¢ H" (RY)
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Bewys:

a(Ktv,w) , uit 2.6.1., vir £=0,1,2....

at(v,w)

z (BaKtv,baBBBw)
laf,|8]<m

+ z <3aKtv, sa838w>

la|,]|B8]<m

Net so is:

t
ag 1 (v,w) = Y (3%RK v, baBan)

la] /| 8]sm

t 8

+ } <3”rk w>

fol,]8]<m

v saBB

n-1
- O .y t 8
= ] (3" (1- 1 83)K7v, b g3

lal,|8lsm 37T

w)

B

o n-1 .t
+ ) <37 (1= ) ()R Vv, S_,3 w>

j aB
lo],|B|<m

=1

\ t
= ) (3aKtv, baBan) ") <3%k" v, SaBaBW>

la],|8}sm lal,|8]<m

(vervolg)
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, n=1
- I % 13x%, b 38w)

~ o B
la],|8]sm 37

n-1
o t
- 1 <37 ] a.0K"v, s

lal,|8]<md™

B
88 w))

n-1
' t 8
= a,(v,w) + ] 1 (3% 357,3 (bygd"w))

lal,|elsm 377

« J <8aKt3jv,8j(sa
lal,|8]md™T

Ban)>, faktorintegrasie

nstl oLt B
= a, (v,w) + Y Y (37K ij, baBB ij)

la],|6]smI™]

n-1
. I <a%kfav, s 00"

d.wW>
3=1 3"
|l ,[B]<m

n-1 £ 8
+ ] T (3%k%3.v, (3.b_,)0"w)
51 J j T aB
laf,[8] m

n-1 N
v 7 ) <3aKt3jv, (358,

laf,]8] m 37

B)88w>, produkreél

n-1
= a, (v,w) +j§1at(3jv,8jw) + al (v,w)

t a B
met  al(v,w) =} (R™373,v, (35b,g)3"w)
loc|,|81§m

t.o B
+ <K ) Sjv, (ajsaB)8 w>

o], 8] <m
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Laat e€>0, gegee wees.
Beskou dan algemene terme van aé(v,v):
Eerstens is:
(Ktac‘ajv, (ijas)asv) met |al,|8]|sm.

Voer nou m.b.v. faktorintegrasie t afgeleides wvan die
operator Kt (n operator van orde 2t) oor na regs, dan volg

dat:

| (Kta%jv, (3554) 38w) |

< cl|vl] C>o, konstant.

motet Ve v

= Ve vl eor 7z Hvlhe

[ 7N

2 2
7l vif, eerrg Hvlh,e)

Beskou ook die algemene randterm van aé(v,v):

8

<k%3% v, (BjsaB)a v> met |al|,|B|sm-1.

J

Voer weereens m.b.v. faktorintegrasie t afgeleides van K*

oor na regs, dan volg dat:
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:<Kta°‘ajv, (3jsa8)3BV>I

§C<8av>t+1 <38v>t ’ C>0, konstant

§C<Bo"v> <8‘B'v>

t+1+3% t+3

SC'llaav||1’t+1l|8Bv[|1,t, spoorstelling, 3.10 hoofstuk 1.
sl vl paq I vll er o], 18]2me1

) 1

Vel vl e 72 Mol e
c! 2 1 2
sslell vk, ear * 2Vl o)

Uit die voorafgaande volg dan direk dat vir eénige e>o,

gegee, kan aé(v) afgeskat word deur:

2 2
g @15 ell vl g+ c vl

met n konstante Ct(e)zo.

2.6.3 Lemma

Die volgende verwantskap geld vir die bilineére funksio-
naal a:

Daar bestaan konstantes Yt>o en AtZo, t=0,1,2..... sO dat
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2 2
Re at(v)zyt||v|l - ltilV{

m,t m,t-1"' ve V.

Bewys:

In die bewys word die volgende resultaat telkemale kenodig:

2 n—1 | 2
Vi, e * j§1||3jV|!m,t
3 1 2 m+t-k ka. ' 2 '
= kzo fRn(1+|Y [2) lanv(y ,xn)| dy dxn
+
-1
2 m+t-k" k n~y 2 ey
+ IRn(1+|y-| ) j§1lan(ajv) (y',x, ) |*ay dxn}
+

n-1 K
(e I lyg*) 8,9y yx ) [2dy'dx,

3=1

m
= ] fan(i+|yr|n)rETR
k=0 T+

m
+t+1-k 1 Kk, ,
=1 fRn(1+[Y'|2)m lanv(y',xn)rdy dx_
k=0 +
met ‘2 ly, 1=y

= vl

Verder verloop die hoofbewys deur induksie.
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Beskou eers die geval t=o.

Die biline@re funksionaal a=a_ is koérsief (sien paragraaf

2.5). Daar bestaan dus konstantes vo>o en AOZO sd dat

Re ao(v) = Re a(v)
2 2
2y, [l el - Al vl

2
zy vl = a Il vl
o m,o o) m,~-1.

Die laaste stap volg uit lemma 4.4 hoofstuk 1:
lvelloy s Nl -y dewes.

1 [

Dié lemma (2.6.3) geld dus vir t=o.

Gestel nou die lemma geld vir t. D.w.s. daar bestaan

> -
Yt>o en At=o s6 dat

2 2
Re at(V)zYtllv|h,t - Atllv|k,t-1’ ve V.
Nou is uit die induksie-aanname en volgens lemma 2.6.2

hoofstuk 2 die volgende bewering waar:

n—_‘l

Re a , ((¥) = Re a, (V) +jZ1Re at(ajv) + Re al(v)
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[ Tl aelf
2 v, ( vl + | o,V |l )
t m,t =1 1 m,t
| vif T e
- A (] v} + A VL. ,_4)
t m,t-1 j=1 J H’t !
+ Re aé(v), v e V.

In bogemelde is ook die feit dat, indien v € V dan is

ajv € V, gebruik.

Verder is volgens lemma 2.6.2 hoofstuk 2, vir enige e€>o0

gegee, die volgende waar
, 2 2
Re a/ (V) z—Laé(v)lz-sllv!%,t+1 - Ct(s)llvlh't, ve V
met Ct(e)>o, konstant.

Deur dié feit tesame met die inleidingsresultaat van hierdie

lemma te gebruik volg dan vir 'n spesifieke e€*>0 dat
* : * ?
> - -
Re a,, (V) 2t -e )HvlL_ﬂlt+1 (A, * Cple ))||v|%,t,
veV

met €*>0 s& gekies dat

—ek ) >
Y€ >0 en Ct(e 2o
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D.w.s.
2 2
Re ay,q (V) 2 vg,qll Vlh,tu " e llvlp, g, ve v
met Yee1 = Ye T g*>o0
en At+1 = Ag + Ct(E*)ZO.

As die lemma dus vir t heel geld, geld dit vir t+1.

Die lemma geld dus vir t=0,1,2......

2.7 Die Lax-Milgram-stelling

Dié stelling word ook sonder bewys aangehaal uit Yosida [6],

bl. 92.

Laat H n algemene Hilbert-ruimte wees en H' die ruimte van

begrensde lineére funksionale op H.
Vir elke F € H', bestaan daar m unieke u e H sd dat

B(v,u) = F(v)

waar B 'n begrensde bilineére funksionaal op H is met
> 2

en C n positiewe konstante,
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3. 'N REGULARITEITSTELLING VIR DIE RAAKLYNIGE RIGTING

Laat V die ruimte wees soos gedefinieer in §3.12 hoofstuk 1.

Beskou die bilineére funksionaal a, koérsief oor V (§2.5

hoofstuk 2).

Laat £ 'n lineére funksionaal-wees op V met die eienskap:
|£(v)|§8|]vlh'_t, v € V, B>0, konstant

t=0,1’2..¢.0.

Dan is elke oplossing u € v® van die funksionaalverge-

lyking:

a(vyu) = L(v), vev
in gt (R?)
Bewys:

Die bewys verloop deur induksie in t.

Beskou eers die geval t=o.

u € vt is m oplossing van die funksionaalvergelyking

d.w.s.

m
ue Voo w'R) = 5V (RD).
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Die stelling geld dus vir t=o.
Gestel nou die stelling geld vir tzo.

Aangesien |£(v)l§8]]v]h ~(t+1) s 9egee vir t+1

<B “"”m,—t' -t-1 <-t ve v
is elke oplossing u e v® van
a(v,u) = £(v), vev
volgens die induksie-aanname in Hm't(Rn)

+

S > e
Laat A=AO,A At+1’ A konstant en refel met AO en At+1 S00S
gedefinieer in §2.5 en §2.6.3 hoofstuk 2.
Laat die bilineére funksionaal Ct+1 soos volg op Hm’t+1(RT)
gedefinieer wees:

Ct+1(v,w) = at+1(v,w) + )\(v,w)m't
Aangesien a,_, , begrens is op Hm’t+1(R2) en v,w € Hm't+1(R2)
is Ct+1 begrens op Hm’t+1(R2)

Uit lemma 4.2 hoofstuk 1 en lemma 2.6.1 hoofstuk 2 volg

dat
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t+1

Ct+1(v,w) = a(K v,w) + A(Ktv,w)m, v e ww(R

Verder is ook vir ve V,

Re Ct+1(v) = Re (v) + ARe(v,v)m’

a4 t

2 2
ZYt+1|lV|h,t+1 'Xt+1||v|h,t, lemma 2.6.3

hoofstuk 2
) 2
Allvlf .
> ¢ ?
ool vl ear = Aear vl e
2
*At+1llvlh,t , xzxt+1

2
= Re C__,(v) 2 Yt+1l]V”m,t+1 ’ vewv

Laasgenoemde vergelyking is, deur limiete van (Vn), v, € v

in die norm te neem, ook geldig vir die af-

[P —
sluiting Vm’t+1 van V.

m,t

Aangesien ueH (R?) uit die induksie-aanname, volg dat die

funksionaal

_ t+1 \
£t+1(v) = £(K v) + A(v,u)m, veV

t,

goed gedefinieer is op V.

Ook is vir v e V:
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t+1

|£t?1(v)|§|£(K (v)) | + Ik(v,u)m,tl

t+1V|l Schwarz

SBHK m’ _(t+1)+>\I|V|Lu't”uHm,tl

£,.n
§3!|V!h’t+1 + K']lVHm’t ue g° (R,) en gevolg

lemma 4.2 hoofstuk 1

Bl vif, ean * 2 VIG, e4q

= Boll vk, een ro By = BT

Deur 'n limietproses soos tevore aangedui volg nou dat

t+1

£t+1 vanaf v ¢ v (RE) kontinu uitgebrei kan word

V]
m,t+1 ,.n
na £t+1 op V'’ (R+)

AV}
Laat £t+1 ook verderaan aangedui word deur £t+1'

Die Lax-Milgram stelling (§2.7 hoofstuk 2), toegepas op

en die lineére funksionaal
t+1

die bilineére funksionaal Ct+1

£t+1 verseker nou die bestaan van n unieke w ¢ el

m oplossing van

t
Ct+1(v,w) = £t+1(v), v e v *+1
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Aangesien V C Vm't+1 geld laasgenoemde vergelyking ook vir

elemente van V:

Ct+1(v,w) = a(Kt+1v,w) + A(Ktvlw)m, veV

= £ ()

t+1

Y A(Ktv,u)m.

Volgens stelling 4.1 hoofstuk 1 is die operator K n iso-

morfisme van V. Laat dus Kt+1v = yv', met v, v'g V en laat dan

v' aangedui word deur v dan word laasgemelde vergelyking:

1 v,u)m,

a(v,w) + A(K-1v,w)m = L(v) + M(X~

maar u is m oplossing van die funksionaalvergelyking

a(v,u) = £(v)

d.w.s

a(v,w-u) + MK

v, w-u)m = 0, ve V.

Deur die toepassing van lemma 4.2 hoofstuk 1 volg nou dat:

a(v,w-u) + A(v,w—u)m -1 = 0, veV.

Uit lemma 4.5 hoofstuk 1 volg dat ( . ) ~_, kontinu is op
14

W,
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Laasgenoemde vergelyking kan dus uitgebrei word na die

afsluiting V™ van V.

Neem dan n spesifieke v' = w-ue V" sodat die volgende

verwantskap verkry word:
2
a(w-u) + A|| w-ul] =0
m’-1
2
D.w.s. 0 =Re a(w-u) + )\Hw-uILn'_1
4
2Re a(w=-u) + A]]w-u]&_1, lemma 4.4 hoofstuk 1

2 2
sy, L wmall = Al weulf
+ A||w—u|&_1, a koérsief oor V
2 2
2y |l weulf, = Al weulf
2
+ Aoi|w—u|h_1’ AZ) gegee
2
=Y, || w=ull Yo >0
2
==>||w—u!h = 0

Hieruit volg nou dat u=w b.o. maar w & Vm’t+1 (reeds bewys)

dow.s. ue VET o gt R

Indien die stelling dus geld vir t geld dit vir t+1.
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Die stelling geld dus vir t=0,1,2......
Opmerking:

Dié stelling gee uitspraak oor die differensieerbaarheid

van n oplossing van die funksionaalvergelyking

a(v,u) = £(v), veV

en wel dat m oplossing wat distribusie~afgeleides in alle
rigtings tot die m'de orde op die rand besit boonop nog
ekstra ordes tot en met die t~de orde op m rand in die

raaklynige rigting besit.

4. GEVOLG - RAAKLYNIGE RANDREGULARITEITSEIENSKAPPE VIR
'N ELLIPTIESE RANDWAARDEPROBLEEM

4.1 Stelling

Laat die deelruimte V en die bilineére funksionaal a vol-

doen aan die vereistes van stelling 3 hoofstuk 2.

Definieer ook die randoperator Tk op die rand BRT soos volg:

met koé&ffisiénte Tra in Cm(BRT) en afgeleides van alle

ordes begrens ap BRT.
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Gegee n heelgetal r2o en elemente

m,m+r(Rn)
+

fe 2R, ge H
g, € WEENT)

Dan behoort elke oplossing u € V™ van

b(v,u) + s(v,u) = (v,f) - b(v,g) - s(v,qg)

m
* Z <Tergk>r ve vV
k=1-
aan Hm'm+r(RE).

Bewys:
Definieer die lineére funksionaal £ op V deur:

m
L(v)=(v,£)-b(v,g)-s(v,g)+ ) <TyV,9,>, V€ V.
k=1

Aangesien a(v,u) = b(v,u) + s(v,u) sal, indien aangetoon

kan word dat

20wy [scli vl

- (m+r)

die resultaat vir hierdie stelling volg uit stelling 3

hoofstuk 2, met t=m+r.

Nou is f & Ho’r(RE) gegee
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d.w.s.
P (v,£)]| < Ivlly _p Il £1, .+ lemma 4.3 hoofstuk 1

n

scll vl _, , £ e B°'T(R))

n

CHvlL‘),m—(m+r)

WA

B'Ilvlh,—(m+r) , lemma 4.6 hoofstuk 1.

Ook is g € HY™T (R])

d.w.s. 385 e Ho,m+r(R2) vir enige B met [B| S m.

Hieruit volg dan dat:

Ib(v,g) | < Y [(Bav,basaeg)|
la|/|8] s m
; a
D SN (I Jd KPR | LT
ol [B] £ m
, lemma 4.3 hoofstuk 1.
< 82||v]h,-(m+r) , |a] € m en definisie

van || 41l ¢

Uit die algemene spoorstelling §3.10 hoofstuk 1 volg ook

yM+T

dat vir g € g™ (Rf» is:

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2022.



UNIVERSITEIT VAN PRETORIA
UNIVERSITY OF PRETORIA
YUNIBESITHI YA PRETORIA

(@

-53=-
g(m-1)(x',o)e§ WZm+r—(m—1)-—é(R -1) - Wm+r+§(Rn-1)

waar g(m’1) die (m-1)'de orde normaal afgeleide (na xn)

voorstel.

B

Dit geld ook vir 37g(x', 0) met B enige multi-indeks met

|8|sm-1.
Hieruit volg dan dat

|s(v,g) s 2 |<8av, Sa888g>[
la],[8]<m

a B
S L1 iy %082 Pnerey
|a],|B|<m
a B +r+% _n-1

s c, ) @y v Sedge Wt (RP™

IO"‘IIB|<m
sCy ] Ilaavlhrm_r_1, spoorstelling

jal, 18],
. C3HV[L¢1,—'m-r-1
< 83” VILﬂ,-(m-*-r) ; —m=r-1 <-m-r

Die derde laaste stap volg deur n toepassing van die al-

1,s(

gemene spoorstelling §3.10 hoofstuk 1 op H R?) waaruit

volg dat
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|]u(xf,o)[hs+1—§(Rn-1) < C|[ul%1,s(R?)

stel nou s+1 = -m-r

dan is
| u(x',0) [|;-m-r-} < CI[u]%1,—m—r-1.

Verder geld ook dat g, € W (RN sodat:

T m
L <mveg>l < L] |<3%, T, g,.>|
m N _
: k§1 |§|<t OV (mer) “TkaIk mer
B =k
7 o
<
<C k§1 L <3 V>_ (mer) . C>o
"k
m
sc o1 <d%e-(mer)+i
k=1 Jajst,
m “ |
sc kz l§|<t 137vlly _(qe+r) SPoorstelling
Tk
s B4H VILﬂ'_(m+r), tkﬁm-1

vir k=1,....,m.
Gevolglik is:

m
[ eee) [5] (v, €) [+|o(v,q) [+|s(v,g) |+] [<T,v,q.>]
k=1
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, uit bogemelde met

B=B,+B,+B3+By

Hierdie stelling 4.1 oor randregulariteit geld dus soos

vermeld.
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HOOFSTUK 3

REGULARITEIT VAN TWEEDE ORDE RANDWAARDEPROBLEME

1. ALGEMEEN

In die geval van eerste orde bilineére funksionale lei
die regulariteitstellings wvan hoofstuk 2 tot volledige

regulariteit (d.i. ook in die normale rigting op die rand).

In dié lig gesien is dit dus goed om tweede orde randwaar-
deprobleme in 'n aparte hoofstuk te behandel aangesien die
eenvoudiger bewerkings op eerste-orde funksionale die re-
sultate meer prominent maak en ook n basis daarstel vir
ingewikkelder probleme soos wat in hoofstuk 4 behandel sal

word.

2. DEFINISIES

2.1 b{u,v)-bilineére funksionaal

Laat b die volgende eerste orde bilineére funksionaal

wees::
n n
b(u,v) = (u,b_v) + j;(u,bjajv) +j§}({iqu,bjk8kv)
met bj’ bjk:e Cw(RT), en alle orde afgeleides is begrens
op Rn.

+

Laat V soos volg gedefinieer wees
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V = {ve W I(R,)|u=o op 3R]}
- (Rl
SE V = W (R})

Dit sal duidelik blyk uit die verdere probleemstellings

met watter definisie van V gewerk word.

2.2 s{u,v) - bilineére funksionaal

n

+ wees gedefinieer

Laat s die bilineére funksionaal op oR

deur:

s(u,v) = [ _ u(x")o(x')v(x')dx'
R

+

met ceacw(aRz), en alle orde afgeleides begrens op BRT.

2.3 Die operator T

Laat die operator T gedefinieer wees deur:

Tu(x) = T(x)u(x), X € BRE met

TE C“RaRfL en alle orde afgeleides begrens op aRi.

2.4 Die bilineére funksionaal a

Laat a die volgende koé&rsiewe bilineére funksionaal oor V

wees:
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a(u,v) = b(u,v) + s(u,v)
2 2
sodat Re a(v) 2 Yollvlh - Al vll s ve V met spesifieke

AO > o, xo 2 0o (sien lemma 2.5 hoofstuk 2).

3. 'N REGULARITEITSTELLING

Laat r2o, r heel, f e Wr(RT), ge W2+r(Rf) en w€& W1+r(Rn_1)

As u e V'nm oplossing is van die volgende funksionaalver-

gelyking
b(v,u) + s(v,u) = (v,f) - b(v,g) - s(v,g) + <Tv,w>
, VEV
dan is u e Wr+2(RE)
Bewys:

Stelling 4.1 hcofstuk 2 (vir m=1) is op hierdie geval wvan

1,1+

toepassing en gevolglik is u € H (R?).

, © n . .
Nou 1is CO(R+) C V en dus is

s(é,u) = [ o(x")o(x")u(x")dx', ¢ e cZ(Rf)
n
3R,
= 0
= S(¢’,9')
= <Td ,w> want ¢ =0 op 3R2
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u is dus 'n oplossing van die volgende funksionaalvergelyking:

b(¢,u) = (¢,£) - b(é,9), ¢ € C_(R])
D.w.s.

b(é,u) = (¢,£) - {(¢,b g) + 12_1(¢ /b3, 59)

n
+ ) (3j¢, b
jlk=1

3k°%%9) }

=(¢,£) - {(¢,b_g) + 2 (¢,b;0.9)~ 2(¢ 35 (byy9y9))}
3=1 i k=1 J

- uit faktorintegrasie, ¢ &€ Cz(Rz)

= ((bl f"Lg)
z I
met L = b+ - 3 (b. )
(o] =1 J J j[k=1 Jk k
Hieruit volg dan dat
n-1 -1
(¢b1n+2<¢bau)+z (3 n¢,bpy 3, 1) 4-2(3¢bw, u)
j=1 k= j=
n-1 T u
* (8n¢’bnn3nu) + jzk=1(aj¢,bjk k)

= (¢,£-Lg)

D.w.s.
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? n§1 n;T
(¢,b u + b.3.u - 9 _(b_,9,u) = , 3.(b, 3 u)
o} 321 3 k=1 n "nk'k 551 j 7jn ' n

ni1

- 9.(b.,3,u))
j. k=1 1773k Tk

* (8n¢’bnn3nu)

= (¢,f-Lg) , uit faktorintegrasie en u e H1’1(RE)

Dan is

(3,4,3, (b))

n
(¢,f-Lg-8n(u(8nbnn)) - b_u —‘Z bja.u

j=1 3 J
n§1 ni1
+ 3_(b_,3,u) + 9. (b._23_u)
k=1 B nk 'k = 3 7jn n
n-2-:1 © _n
+ 3. (b., 3, 1)) r ¢ €C_(R))
3 k=1 i Tikk o'+
= (¢,v) (3)
met
n
v=f-Lg-3_(u(3 b ))-b_u -jz1bjaju
ng-‘] . n-1
+ 3 b 3, u) + 3.(b. 93 _u)
ko1 D nk "k 5=1 j ' Tijn ' n

(vervolg)
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n-1
+ ) 9.(b

.1, 0
jlk=1 J jk ku)

waar v € Lz(Ri) want f € Wr(R?),

ge w?‘“"(Ri’) en u € H1'1+r(R:_1)

Volgens die definisie wvan 'n distribusie-afgeleide bestaan

2
Bn(bnnu) en
2 n
an(bnnu) € LZ(R+)
S
d.w.s. bnnu EW (R+).

Aangesien die bilineére funksionaal a koérsief is (d.w.s.
b ook) oor V, is die bilineére funksionaal b gelykmatig

sterk ellipties. (Verwys Agmon [1] stelling 7.12 bl. 86).

1

rle Cm(R?) en alle orde af-

Gevolglik is die koé&ffisiént b;
geleides begrens oD RE, sodat dan uit die laaste resul-

taat volg dat

PR o
uew (R+)

Hierdie geval kom ooreen met die geval r=o.

Deur gebruik te maak van die feit dat f e Wr(RT) en
g e W2+r(R2) kan nou aangetoon word dat u & W2+r(Rf), r20,

heel.

Aangesien u € W’(RT) kan vergelyking (3) in dié stelling

geskryf word as:
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2
Bn(bn 1)

n f-Lg-an(u(anbnn))—bou

-'rz‘

n-1
J_1bj3ju +-k£1an(bnkaku)

n-1
+ 32133' (by d3,u)
n-1
+_j§k=1aj(bjkaku) (4)
Aangesien u ¢ WZ(RT) en ue€ H1’1+r(R2) is u € H2,r(R2)

Ook is f ¢ Wr(Rf) en g € W2+r(R2) en dus is Lg € Wr(Rf).

Differensieer vergelyking (4) een keer na X, en kry:

2+1
n (bnnu)

anf - SnLg - 3;(u(3nbnn)) - Bn(bou)

? n§1

- 3 b.3.u + 3 9_(b_,3,1)
h

j=1 3 n,oqn nk "k

+

3 ¥ 35 (byp8,u)

+9n § 18j(bjk8ku)

Die regterkant van dié& vergelyking behoort aan LZ(RT)

2,r(Rn).

r
want £ &€ W (Rf), Lg € Wr(Rf) en u € H +
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2+1 2 ph
D.w.s. Bn (bnnu) € I, (R+)

2+1(Rn).

oftewel uée W +

2+t ,_.n

Gestel dus nou dat u € W (R+), ost<r, is.

Deur t+1 keer na X, in die regterkant van vergelyking (4)

te differensieer volg dat die resultaat in L’(Rz)is want

£e w'(rR) € wt*l (RT), ost<r

ge w2+r(R_r:) c WZ+t+1‘(RI:)
en u e H2+t’r-t(R?).
Die gevolg is dat

2+t+1 2 ¢p
oftewel ue W2+t+1 (Ril) , ost<r

Uit induksie volg dan nou dat

W2+r

u e (Rf) r20, r heel.

3.1 Regulariteit vir die tweede orde Dirichlet-probleem

Stelling 3 hoofstuk 3 lei onmiddellik tot volle regulari-

teit vir die Dirichlet-probleem soos volg:
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Stel V = {v € Wm(R?)lv=o op BRE}, s=0, T=0, £ € Lz(Rfl,

g e Wz(Ri), dan reduseer die funksionaalvergelyking in

stelling 3 na die volgende
u € V! 'n oplossing van

b(Vlu) (Vrf) - b(vlg)l veV

==>Iw = £, w u+ g€ Wz(RE)

3
([
Q
o
'g
Q
o]

met L = b_ + 2 bJ 3 ) 35 (byydy)

Bewys C:(Rf) cC Vv
u e V!, is dus m oplossing van

b(¢,u) = (¢,£) = b(6,9), ¢ eCgI(R])

n
—> (¢,b_u) + Z (6,D33 u) zk 1(3 6Dy 0)
= J ’

n
= (q)rf) - (¢/bog) - 21(¢lbjajg)

j:
n
- 3. ¢sb.y 9
j’£=1( 5 0rbyy 1 9)
I )
— (ébu+ | b.d.u - (b.. 3,u))
°" 521 33 5Tk ?3 B

(vervolg)
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n n
= (¢,£) - b . b.d.g - . (b,
(0,£) = (¢,b g + jﬁ1b3 39 jz1aj(bjk8kg))

(uit faktorintegrasie en u € W‘(R?))

n n
=>(¢,b. + ) b.3. - )Y 3.b.. 3. ) (u+g)
© 42133 4 k=g T3KK '

= (¢,£f) vir alle ¢ € C:(RS)

—_ L(u+g) = f

n
met L = b _+ b:3. - 3.(b..9
o) z. 173 j§k=1 J&Hk Q

D.w.s. Lw = f met w = u+g. € W’(Ri)

ook is w g op BR?

u(x) = o op BRﬁ want u € V!
n
d.w.s. W =g op aR+

3.2 Regulariteit vir die tweede orde Neumann-—-probleem

Presies soos in §3.1 lei stelling 3 hoofstuk 3 onmiddellik
tot volle regulariteit vir die tweede orde Neumann-probleem
soos volg:

Stel Vv = w“(Rf)
S = o= 0 =0
i n
T = => Tu(x) = u(x), x € 3R,

f e L’(R?), we whr*
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Dan reduseer die funksionaalvergelyking in stelling 3
hoofstuk 3 na die volgende:
1,,n .
uew (R+) n oplossing van
b(v,u) = (v,f) = <v,w, v eV

= Lu = f, vir u € WZ(RE)

n
Y b ,3,u= wop 3R,

uev!ismn oplossing van die volgende funksionaalvergelyking:

b(v,u) = (v,f) = <v,w>, wveV
D.w.s.
n n
(v,bou) +j2§v,bj3ju) + j§k=1(ij,bjkaﬁn=(v,f)-<v,w>,v e Vv

Die doel is nou om met behulp van faktorintegrasie afge-

leides na regs oor te voer:

Vir elke k=1,....,n is uit faktorintegrasie en die feit

dat u € W2 (R}):
(anv,bnkaku)

= -<v,bnk8ku> - (v,Bn(bnkaku))

en vir elke k=1,....,n, en j=1,....,n=-1 is ook
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Gevolglik kan die funksionaalvergelyking soos volg geskryf

word:

) )

(v,b_u + b.3.u - 3. (b.,3,1))
o 51 i 5, k=1 J Tikk
n
- kZ1<V'bnkaku> = (v,f)-<v,w>, vir alle ve V.
D.w.s.
B
(v,Lu) - kﬁ:v,bnkaku>=(v,f)-<v,w>, v € V

met L die operator soos voorheen gedefinieer.

As v nou vir Cz(Rg) deurloop (CZ(R?) c V) dan verdwyn al die
randterme. u e V! is dus 'n oplossing van die volgende

funksionaalvergelyking:

= had n
(¢,LU.) - (¢lf)l ¢e CO(R+)

en dus is

Lu = £, ue Wz(Rf) uit regulariteitstelling 3

hoofstuk 3.

Deur Lu = f in die voorlaaste funksionaalvergelyking te

vervang volg dat
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n
<y, k21bnkaku> = <v,w>, ve V.

As v nou vir C (R?) deurloop dan sal die spoor van v op

o
GR? vir C:(Rn_1) deurloop. Dan volg uit die teorie van
die Lebesque-integraal dat die volgende randwaardes van

toepassing is op dié tweede orde Neumann-probleem.

- n
nkaku = w, op OR_

3.3 Regulariteit vir die tweede orde Newton-probleem

Presies soos in paragraaf 3.1 lei stelling 3 hoofstuk 3 on-
middellik tot volle regulariteit vir die tweede orde Newton-

probleem soos volg:

Laat V = Ww(Rf)

D.w.s. s # o, Tu(x) = u(x) xe 3R}

en fe L2(R}), g€ W (R}).

Dan reduseer die funksionaalvergelyking in stelling 3 na

die volgende:
ue wl(RE) n oplossing van

b(v,u) - <v,ou> = (v,£f) + <v,09> - <v,w>, vev
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=> Lu = f vir u e.wz(Rf)

' n
1bnkaku + gu+0g = w, Op 8R+

en

It~

k

Bewys

(1]

we v ism oplossing van die volgende funksionaalverge-

lyking:
b(v,u) - <v,ou> = (v,f) + <v,o0g> - <v,w>, ve V

Presies soos in §83.2 hoofstuk 3 reduseer die vergelyking

tot:

(VlLu) -
k

<v,b
1

It~

nk k%>
- <v,qu+gg> = (v,f)-<v,w>, vev

As V nou vir C:(RE) deurloop dan verdwyn al die randterme

in bogemelde funksionaalvergelyking.

u eV is dus m oplossing van die volgende funksionaalver-

gelyking:v

(6,Lu) = (¢,£), ¢eC,I(R})

oftewel Lu = £, u e WZ(RE) uit regulariteitstelling 3

hoofstuk 3.

Deur Lu = f in die voorlaaste funksionaalvergelyking te
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vervang volg dat

<v, bnkaku + gu+og> =<vy,w>, ve V.,
1

i e~13

k

Die volgende randwaarde is dus van toepassing op die tweede

orde Newton-probleem.

_ n
1bnkz)ku + ou+og = W, Op 9R_

e~

k

presies soos in §3.2 hoofstuk 3.
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HOQFSTUK 4

RANDREGULARITELIT IN DIE NORMAALRIGTING

1. OORSIG

In hoofstuk 2 is algemene regulariteit in die raaklynige
rigting bewys vir n spesiale klas van elliptiese randwaarde-
probleme. In hoofstuk 3 is verder aangetoon hoedat die
resultate van hoofstuk 2 lei tot volle regulariteit (4d.i.

ook in die normaalrigting) vir 'n klas van tweede orde ellip-
tiese randwaarde-probleme. In dié hoofstuk bly dit dus slegs
nodig om die volle randregulariteit van m klas wvan hoér orde

elliptiese randwaarde-probleme aan te toon.

In die proses word die volgende hulpresultaat benodig:

2. HULPRESULTAAT

Laat s en k heelgetalle wees met o<s<k en v n funksie ge-

definieer op RE met

2.1 e wSTTRD), 3=1,...,n-1

(d.w.s. v HO’S(Rf)).

k ®© n
2.2 |(v,3_8) [<K]| o[} _ , ¢ € C_(R}) , K konstant
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Dan is v € WS(RT).

Vir 'n bewys van dié hulpresultaat word die leser verwys

na Schechter [5] bl. 198.

2.1 Opmerking

Die stelling 2 hoofstuk 4 vind toepassing in die bewys wvan
hoofstelling 3 in dié hoofstuk en wel in die vorm met

k=2m en s=m+1 en voorwaarde dat
djue W (R])
en | (u,32%0) k1] o]
r n = M2me-

(m+1)

3. DIE HOOFSTELLING VIR RANDREGULARITEIT

Laat V die deelruimte wees soos voorheen gedefinieer. Laat
a die bilineére funksionaal wees wat voldoen aan al die
vereistes vir stelling 3 hoofstuk 2. Definieer die

differensiaaloperatore T k=1,...m deur

k’

a -—
Ia%<t Tkaa ’ tkﬁm"1, k—1,....,m
7k

op QRT, sodat Tra € c“(aRf) en afgeleides van alle ordes

begrens op BR?.

Gegee n heelgetal rzo, en elemente
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+r _n

(R]), g € WE(RD)

2m+xr
w +

£ew (R, ge

Dan is elke oplossing u € v® van die funksionaalvergelyking:

m
b(v,u)+s(v,u)=(v,£f)-b(v,g)-s(v,g)+ ) <TyV,9, >, VEV
k=1

. W2m+r(R

in n)

+ L]
Bewys:

Die bewoording van die stelling is sodanig dat u & vt in

elkgeval voldoen aan:

m,m+r n,

ue H +

(R

uit stelling 3 hoofstuk 2.

Laat L die volgende operator wees:

B)

- ¢ _qy lo]aa
L Io} (-1) 37 (b g2

,|B]sm

Aangesien die bilineére funksionaal b koérsief is, is dit
gelykmatig sterk ellipties uit Agmon [1] bl. 86 en dus n

die koéffisiént baB waar o=B8=(0,0,.....,m) ongelyk aan nul

op R? en met Big begrens op RT. Daar mag dus deur hierdie koé&ffi

siént gedeel word sonder om die aard van die vergelykings

te verander.

Neem dus nou aan dat die bilineére funksionaal b wvan die

volgende vorm is:
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b(v,u) = (30v, %) + ] (a“v,baeasu)

la|,|8|sm

o_+ <2
n Bn m

met a, en Bn die n'de komponent van die multi-indekse o en

8.

Aangesien C:(RE)C V is ue V" ook b oplossing van die

volgende funksionaalvergelyking:

b(¢,u) = (6,£) - b(d,q)

D.w.s.
(3%, a%u) + (3%,b >%u)
n¢’ n "“aB
laf,[8]sm
an+8n<2m
- - _plel o B
= (¢,£) ) (6, (=1)17" 370 ,379)

[, |8]sm

(uit faktorintegrasie en die feit

dat u € HV™T(RY) en g € W (R])
Sodat die volgende geld:
(-1)™ (324, u)
= (37¢,37u) , u e BV (RD)
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=(¢,£) - (¢,Lg) - J (Baib,baBBBu) (5)
laf,|Bis

a_+B <2
n B'n m

Die doel is om nou by elke term in die sommasie aan die
regterkant van vergelyking (5) m.b.v. faktorintegrasie

(¢ € CZ(RT))een afgeleide van links na regs oor te voer.

8

Beskou n algemene term (8a¢,ba88 u)

o = [B] =men a + B < 2m.

As Bn < m mag enige een afgeleide van links na regs oor-

,M+T

gevoer word want u € ie (R?).

As Bn = m dan moet vir dié multi-indeks o = (a',an) geld
dat a_sm-1 en dus is a'#o, want |o{=m. Een raaklynige
afgeleide kan dus van links na regs in die inproduk oor-

gevoer word.

Uit vergelyking (5) volg dan nou dat:

w2m+r( n)

R,

G2 0w [s kI ol g€

r n
f e W (R))

© n
= Kl oMl on_mer)r ¢ € Co(RY:

m+r(Rn)

vVerder is aju € Wm(Rz), j=1,....,n=1 want u & Y +

sodat beide voorwaardes van stelling 2 hoofstuk 4 be-
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vredig word.

Gevolglik is u € Wm+1(R2), (s=m+1).

Gestel nou dat vir n k heel met osksm-1 geld dat u & Wm+k(RT).
Die doel is nou om indien moontlik k+1 afgeleides m.b.v.

faktorintegrasie in die sommasie van vergelyking (5) wvan

links en regs oor te voer.

Beskou weer n algemene term

(3%6,b 384)

8
met |a[=[B[=m en o +B8 < 2m.

Indien Bn<m kan enige k+1 afgeleides na regs oorgevoer

word (une Hm'm+r(Rf)).

Indien Bn=m volg dan weer soos voorheen dat vir die multi-
indeks a = (a',an) geld dat a'#0. k+1 afgeleides waarvan
hoogstens k normaal afgeleides is mag dus na regs oorgevoer

word (u € Wm+k(R?n.

Nou volg uit vergelyking (5) dat

| (a_*™¢,u) |

$ K1l 0l )
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. K|]¢]bm—(m+k+1) ! be Cz(Rz)

Verder is ook

Bju e Wm+k(R2) want

u € Wm+k(R?) en ue€ g MTE (gD

R,

Dan volg direk uit stelling 2 hoofstuk 4 dat
ue wkT (R, osksm-1.

Uit induksie is dit dus nou bewys dat

ue Wzm(Ri)

Deur gebruik te maak van die feit dat

2m+r

f e Wr(RE) en g€ W (R?) kan nou aangetoon word dat

u e W2m+r( n

RY)

Aangesien u & Wzm(Ri) kan vergelyking (5) m.b.v. faktor-

integrasie geskryf word as:

P3N el R
(=1)9u = f-Lg ) (-1) 3" (b g3 u) (6)

lal,|8]sm

+ <2
o Bn m

. 2
Aangesien u € Wzm(Rﬁ) en u & Hm,m+r(R2) is ue H m’r(Ri_l)
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Ook is f & Wr(Rf) en g & W2m+r(R2) en dus ILg & Wr(Rf).

Differensieer vergelyking (6) een keer na X, en kry:

(-1)“‘3;’;‘“+1 u=3_£-3 Lg - [ (-1) 'O‘lanea(basasu)
la],|8]sm

o_+B_<2m
n 'n

Uit voorgemelde gegewens volg dan direk dat die regterkant

van laasgemelde vergelyking aan L’(Rf) behoort

sodat
2m+1
an u e Lz(Rz)
oftewel u e« W2m+1(R2)
Gestel dat u & W2m+t(R2) met ost<r.

Differensieer weer t+1 keer na X in vergelyking (6) en kry:

m,2m+t+1 £+1 t+1 _ o], t+1.a B
(=1) 73, us=23 " f£-3 - 'Lg - ¥ (-1) CR (baBa u)
la|, [B]sm
un+8n<2m

Uit voormelde gegewens volg weer direk dat die regterkant
t+1

van die laaste vergelyking aan L’(RE) behoort (bv. Sn fesL’(R?)
met t=r-1 hoogstens want f g Wr(Rz)},
sodat

arzlmJ’t” u e L? (RI:) , oStsr-1
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2m+r

oftewel uew (Ri) rzo, heel.

Volle regulariteit vir die funksionaalvergelyking is dus

m.b.v. induksie bewys.

3.1 Regulariteit vir die ho&€r orde Dirichlet-probleem

Die voorgaande fegulariteitstelling lei tot volle regulari-

teit vir die hoé&r orde Dirichlet-probleem soos volg:

Laat V soos wvolg gedefinieer wees:

V= {ve W (R})|3aJv(x',0) = 0,3=0,1...,m-1}

Laat ook s=o0, Tk=o, k=1,....,m, met

f e Lf(R?) en g € Wzm(Rf).

Laat die bilineére funksionaal b en operator L soos voor-

heen gedefinieer wees deur:

b(v,u) = J (3%,b,43%0) , u,v e WH(RD)

laf,|B]<m

8

sien § 2.3 hoofstuk 2

_ T oy ol B
en L= 3 (1'% (b,g?3")
la!,lﬁlﬁm
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Dan is die probleem

u € Vm,b(v,u) = (v,f) - b(v,g), ve V

ekwivalent aan:

Iw = £, w = u+g € Wz(Rf)

en Sgw = ng op aRf, j=0,e0e.,m-1.
Bewys:

ue V" b(v,u) = (v,f) - b(v,g9), ve V.

Aangesien vir v € V geld dat Bgv = o op BRf vir j=o,1...,
m-1 sal daar geen rand terme by faktorintegrasie ontstaan

nie s& dat uit die funksionaalvergelyking volg dat:

Y (w(-1)]a|3a(ba888u+ba838g)) = (v,f), ve V
lof s [8]sm
u e Wzm(RT) regulariteit,
ge Wzm(R?)
oftewel

L(u+g) = £ ’ u e Wzm(RI:)

met L die operator soos voorheen gedefinieer.

D.w.s. Iw = £f met w = u + g.

Ook is u e V™ (die afsluiting van V in Wm)
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d.w.s. Bgu(x',o) = 0o, 3j=0,1,....m=1

Die volgende randwaardes is dus van toepassing op die

hoér orde Dirichlet-probleem:

agw = agg op 8R2, 3j=0,1,.....m=1

3.2 Die hoér orde Neumann-probleem

Die regulariteitstelling 3 hoofstuk 4 lei tot volle regu-

lariteit vir die hoér orde Neuman-probleem soos volg:

f\k—
Laat V = WO(R}), s=0, T, ="', k=1,....,m, £e 1 (R},
g, & WHEM)
Dan is die probleem:
m
ue V%, b(v,u) = (v,£) + J <TYV,g2, VE Y
k=1
ekwivalent aan:
2m ,_n
Iu = £, ue w (R+)
n
= dR
Mom-k ¥7% P R+
met lineére differensiaaloperatore N, k=1,..... ,2m=1,

op aRf s® dat Green se formule

m-1 .
b(v,w) = (v,Lw) + .z <3%V,N

. AW
j=o 2m-j-1

v,wW € Cw(RT), geld.
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Bewys:

Die geldigheid van n Green se formule soos hierbo vermeld

word aanvaar (sien Agmon [1] stelling 10.1 bl. 134).

ue v is m oplossing van die volgende funksionaalverge-

lyking:
m -1
k=1 °

A.g.v. die Green-formule hierbo vermeld, kan dié funksionaal-

vergelyking geskryf word in die vorm:

m-1 .
j
(v,Lu) + 'Z<8nv,N2m_j_1u>
j=o
T k-1
= (v,f) + ‘L<E)1_1 Vg > ve V (7)
k=1

As v vir C:(R?)C V deurloop dan is

(¢,Lu) = (¢,£), 6 & CJI(R])

2m,_n

D.w.s. Lu=£f, uew (R+).

Deur Lu = f in (7) te vervang volg vir elke ¢€7CZ(R§) dat

m 5-1 ?
Y<3 $, N, _.u> =
j=1 ° m=3 j=
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Oftewel:

.U~g.> = O (8)

m 3-1
z<an ¢ N2m—] 3

j=1

Neem enige vaste 1<ksm en neem enige yY(x') e C:(Rn-1).

Volgens Schechter [5] lemma 8-4 bl. 180.bestaan daar m

¢(x',xn) € CZ(RT) sbé dat

ag-1¢(x',o) = o, vir j=1,...,m; j=k
en 3§-1<NX',O) = Y(x').

Uit vergelyking (8) volg dus dat

<y, N > = o0 vir alle ¢y ¢ C:(Rn_1), k=1,...,m.

2m-k% " 9k

Hieruit volg dan die randwaardes vir die hoér orde Neumann-

probleem:

sz_ku = gy Op BR?, k=1,...,m.

3.3 Opmerking

Die hoér orde Newton-probleem word nie hier behandel nie
aangesien die skrywer reken dat, vir die doeleindes van
dié verhandeling, die metodiek vir hantering wvan rand-

funksionale s, duidelik genoeg geillustreer word i.t.v.
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die tweede orde Newton-probleem.

4. GEVOLGTREKKING

In dié verhandeling is daarin geslaag om op 'n funksionaal-
analitiese wyse die regulariteit vir 'n sekere klas van

elliptiese randwaarde-probleme aan te toon.

Dit het geblyk dat dié bewysmetode vir regulariteit, altans
vir die betrokke klas wvan probleme, net so kragtig indien

nie selfs ietwat 'eenvoudiger' as die metode van differen-
siaalkwosi&nte (vergelyk bv. Lions, Magenes [2] hoofstuk 2

paragraaf 3) is nie.

Die laaste bewering moet egter steeds gekwalifiseer word
in dié sin dat die skrywer van die verhandeling hom byvoor-

beeld glad nie ingelaat het vir funksionale van die tipe

blu,w) = ] (bggd®u, s,40%)

|a|r18|§m
nie.

Verdere navorsing in di& rigting kan dus baie nuttig blyk.
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