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(i)

N ONDERSOEK NA DIE GEDRAG VAN DIE OPLOSSING
VAN ’N
WARMTEGELEIDINGSPROBLEEM MET

1"
VARIeRENDE RANDMEDIUMPARAMETERS
deur

PIETA BRAND

LEIER : Dr W J Rossouw

DEPARTEMENT : Wiskunde en Toegepaste Wiskunde, Universiteit
van Pretoria

GRAAD : MSc

SAMEVATTING

Vir ’n goedgeformuleerde probleem word beherende vergelykings en newevoor-

waardes benodig.

Beherende vergelykings word herlei wuit behoudwette en materiaalverge-

lykings. Die behoudwet wat in hierdie verhandeling van toepassing is, is

die wet vir die behoud van warmte—energie, geformuleer as ’'n parsiele dif-

ferensiaalvergelyking, naamlik die warmtevergelyking.

2
du 3‘u b

—_— R =

at Ix?

waar u die temperatuur is en & bekend staan as die termiese diffusiwiteit.

b is 'n bronterm van warmte—-energie en x en t dui onderskeidelik posisie en

tyd aan.

Materiaalvergelykings poog om 'n materiaal se fisiese eienskappe wiskun-dig

te modelleer.

Newevoorwaardes in hierdie werk bestaan uit randvoorwaardes en ’n beginvoor-

waarde.
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(ii)

HBoofstuk 1 is ’'m inleiding waar die belangrikste terminologie onder ander
toegelig word.

In Hoofstuk 2 word die nodige begrippe gedefinieer en die warmtevergelykin
afgelei.

In Hoofstuk 3 word drie moontlike randvoorwaardes bespreek wat geld vir di
dik-randmodel, naamlik die Neumann-randvoorwaarde, die Dirichlet-randvoor
waarde en die Dinamiese-randvoorwaarde.

In Hoofstuk 4 word 'n analitiese oplossing vir elk van die bogenoemde pro
bleme verkry, asook die oplossing van die sogenaamde "moederprobleea” waa

twee stawe, elk met sy eie fisiese eienskappe, gekoppel word.

In Hoofstuk 5 word grafieke van die oplossings van die probleme beskou.

In Hoofstuk 6 word parameters van die tweede staaf (of die warmtegeleidings

koeffisient Kz, éf die lengte L) gevarieer in die moederprobleem en di

oplossing vergelyk met die oplossings van bogenoemde problenme.

Ten slotte is Hoofstuk 7 ’'n samevatting van die resultate van die navorsing
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(iii)

AN INVESTIGATION INTO THE BEHAVIOUR OF THE
SOLUTION OF A HEAT CONDUCTION
PROBLEM WITH VARYING BOUNDARY MEDIUM PARAMETERS

by

PIETA BRAND

LEADER : Dr W J Rossouw

DEPARTMENT : Mathematics and Applied Mathematics, University
of Pretoria
DEGREE . MSc

SYNOPSIS

Governing equations and subsidiary conditions are required for a well-posed
problem.

Governing equations are derived from conservation laws and constitutive
equations. The applicable conservation law in this dissertation, is the law
for the conservation of heat energy, formulated as a partial differential

equation known as the heat equation

3
a_u-na__uzb
at ax?
In this equation u is the temperature and x is the thermal diffusivity. b

is a term that describes a source for heat energy and x and t denote

position and time respectively.

Constitutive equations are equations that attempt to formulate a

mathematical model for the physical properties of a material.

In this paper, subsidiary conditions consist of boundary conditions and ar

initial condition.
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(iv)

Chapter 1 is an introduction where the most important terminology i
mentioned.

In Chapter 2, the necessary concepts are defined and the heat equation i
derived.

In Chapter 3, three possible boundary conditions that apply to the thic
boundary model are discussed, namely the Neumann boundary condition, th

Dirichlet boundary condition and the Dynamic boundary condition.

In Chepter 4 an analytical solution is obtained for each of th
above-mentioned problems, as well as the solution of the so called "mothe

problem”, where two rods, each with its own physical properties, ar
connected.

In Chapter 5 the graphs of solutions of the problems are considered.

In Chapter 6 parameters (either the heat conduction coefficient K2, or th
length L) of the second rod are varied in the mother problem and th

solution compared with the solutions of the above-mentioned problems.

Finally, Chapter 7 is a synopsis of the results of this research.
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HOOFSTUK 1

INLEIDING

Vir 'n goedgeformuleerde probleem word beherende vergelykings en

newevoorwaardes benodig.
Beherende vergelykings word herlei uit behoudwette en

materiaalvergelykings (wat in hoofstuk 3 bespreek word).

Die dinamika van die warmtegeleidingsproses wat gemodelleer word,word
vasgele in 'n algemene behoudwet wat geld vir warmte-energie,

geformuleer as 'n parsiele differensiaalvergelyking.

In hierdie verhandeling sal die begrip ‘materiaalvergelyking’ (wat ’'n
vergelyking is wat poog om 'n materiaal se fisiese eienskappe wiskundig
te modelleer), uitgebrei word om ook die vergelykings vir die vorms van
die verskillende digtheidsfunksies in te sluit. 'n Tipiese
materiaalvergelyking is die vergelyking vir warmte-energiedigtheid wat

die vorm van 'n digtheidsfunksie beskryf.

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2022.



UNIVERSITY OF PRETORIA
YUNIBESITHI YA PRETORIA

&5

&

ﬂ UNIVERSITEIT VAN PRETORIA
A 4

2

Skematies kan bogenoemde as volg voorgestel word:

GOEDGEFORMULEERDE
PROBLEEM
BEHERENDE | NEWEVOORWAARDES |
VERGELYKINGS
.Behoudwet .randvoorwaardes
.materiaal- .beginvoorwaarde
vergelykings

In hoofstuk 2 word die nodige begrippe gedefinieer en met behulp van
hierdie begrippe en die energie-behoudwet word die warmtevergelyking

afgelei.

In hoofstuk 3 word drie moontlike randvoorwaardes bespreek wat geld vir
die dik-randemodel onder bespreking in hierdie verhandeling. Die drie

randvoorwaardes is naamlik die Neumann-randvoorwaarde, waar die

warmtevloed by die randpunt voorgeskryf word, die

Dirichlet-randvoorwaarde, waar die temperatuur by die randpunt

voorgeskryf word en die Dinamiese-randvoorwaarde waar tyd- en ruimtelik:
afgeleides van die temperatuur gelyktydig voorkom in die randvoorwaarde

wat by die randpunt voorgeskryf word.
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In hoofstuk 4 word 'n analitiese oplossing vir elk van die probleme me
bogenoemde randvoorwaardes verkry, asook die oplossing van die
sogenaamde ‘moederprobleem’. In die moederprobleem word twee stawe, el!

met sy eie fisiese eienskappe, gekoppel. By die koppelpunt word perfek

termiese kontak gemaak.

In hoofstuk 5 word die grafieke van die oplossings van die verskillend

probleme beskou en bespreek.

In hoofstuk 6 word die nodige parameters van die tweede staaf (éf die
warmtegeleidingskoeffisient K,, ;f die lengte L) verander (vergroot of
verklein) om dan die oplossing van die veranderde moederprobleem te

ondersoek en te vergelyk met die oplossings van die bogemelde probleme

Hoofstuk 7 is 'n kort samevatting van die resultate van hierdie

navorsing en 'n paar probleme wat gedurende die navorsing ondervind is

Hieronder volg 'n lys van simbole, asook hulle betekenisse, wat die

meeste in hierdie verhandeling voorkom. Die bladsynommers waar die

simbole gedefinieer word , word ook aangedui.

SIMBOOL BETEKENIS BLADSY

A deursnitoppervliakte van die 5
staaf

B(d, ) tempo waarteen 'n bron by die 24

punt d warmte-energie vrystel
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bron van warmte-energie vrygestel 20
per eenheidslengte per eenheidstyd

by die punt x

die gemiddelde tempo waarteen bronne 30
warmte-energie op tydstip t in die

tweede gebied vrystel per eenheidslengte.

spesifieke warmte 8
warltegeleidingsko;ffisi;nt. 14
temperatuur by posisie x op tydstip t 10
warmte-energiedigtheid 20
massadigtheid 6
warmte-energievloed by posisie x 20

op tydstip t

termiese diffusiwiteit 15
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HOOFSTUE 2
WARMTEGELEIDING

In hierdie hoofstuk word die nodige begrippe gedefinieer en met behulp
van hierdie begrippe en die behoudwet vir warmte-energie word die

hittevergelyking afgelei.

2.1 "N WARMTEGELEIDINGSPROBLEEM IN EEN DIMENSIE

Beskou ’'n staaf met 'n konstante deursnee-oppervlak A wat in die

rigting van die X-as le.

X

A\ 7

3
/
x-O\\SN x=L

yA

Hierdie driedimensionele probleem kan na 'n eendimensionele probleem
gereduseer word deur te aanvaar dat die temperatuur van die staaf,
u(x,t), onafhanklik is van y en z. Die temperatuur is met ander woorde
konstant vir elke dwarsdeursnit, maar dit wissel vanaf die een

dwarsdeursnit na die volgende.

'n Paar begrippe word eers gedefinieer voordat die warmtevergelyking v:

hierdie betrokke staaf afgelei word.

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2022.



UNIVERSITY OF PRETORIA
YUNIBESITHI YA PRETORIA

&
ﬂ UNIVERSITEIT VAN PRETORIA
A~ 4

2.1.1 Massadigtheid

Beskou 'n homogene materiaal, massa m, volume V.
Definisie

(Konstante) massadigtheid = oo>%8 -

n
volume —V_]

Beskou nou ’'n nie-homogene materiaal in Q2. Beskou ’'n gebied Gc met x¢G.
Definisi

Die gemiddelde digtheid 1in G, voorgestel deur 5, word as volg

gedefinieer:
- _, massa in G . 4m
P volume 1in G av
(s,
Definisi

Die digtheid by x

p(x) = lim E = lim ;; met xe€G.

4V-0 4vs0

Om die totale massa in 2 te vind, verdeel 2 in n deelversamelings Gi’

1i=1,2,3,...,n sodanig dat
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Die massa inp Gi is A-i = p.dV.

Die totale massa in Q is

Laat new op sé 'n manier dat AVi~0 vir alle i.

Y - S p(xi)

n
Som = lim z pidv1
AVi40 i=1
N e
= ] p(x)dv
G

volgens die definisie van die Riemann-integraal)

Maak die volgende staafaanname: oor 'n dwarsdeursnit bly alles

konstant.

Dit impliseer onafhanklikheid van y en z.

b
o[ dv = | Adx
G a
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;.Die massa van die staaf in die interval (a,b) is

I pAdx.

2.1.2 ifi w te W -

Die spesifieke warmte van 'n stof word gedefinieer as die warmte-energic
wat aan 'n eenheidsmassa van die stof verskaf moet word om die
temperatuur van die stof met 'n eenheid te verhoog. In die algemeen is
die spesifieke warmte ¢ afhanklik van die temperatuur u(x,t) en ook van
die tipe materiaal waaruit die staaf bestaan. As die samestelling van
die eendimensionele staaf onder bespreking wissel vanaf die een posisie

na die volgende, sal die spesifieke warmte ook afhanklik wees van x. In

die algemeen sal

c c(x,u).

Die spesifieke warmte is dus implisiet afhanklik van die tyd as gevolg
van die tydafhanklikheid van u(x,t). In die meeste probleme wissel die

temperatuur nie te veel nie en dikwels is die spesifieke warmte amper

onafhanklik van die temperatuur.

Die warmtevloeiprobleem word dus geformuleer onder die aanname dat

c = c(x).
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Vir 'n homogene materiaal is ¢ ’'n konstante. Om dus die temperatuur va
'n homogene materiaal met massa m en spesifieke warmte c met T°C te

verhoog, word
caT
eenhede warmte-energie benodig.

Beskou nou egter 'n nie-homogene G
materiaal. Laat p die hoeveelheid

Q
warmte-energie benodig wees om die

(-]
nie-homogene materisal 1in Gecg, massa m, se temperatuur met T C te

laat styg. Dan is die gemiddelde spesifieke warmte

paVT

Die spesifieke warmte by 'n punt x is

c(x) = lime = lim —B
ava0 ava0  pavT

met xeG.

Die hoeveelheid warmte-energie benodig om die temperatuur van G met T°

Lte verhoog is

p = EBTJV

Verdeel 2 in n deelversamelings Gi sodanig dat
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Die totale warmte-energie in 2 is dan

.
Laat n.ee op so 'n manier dat Avi40 vir alle i

LPy - p(xi)

en c. c(x,
i ( 1)

s.die totale warmte-energie in 2 is

n
q = lim 't cipiu(x,t)dvi
New i=1]
dvi-oo

waar u(x,t) geskryf word in plaas van T.

o9 = [ c(x)p(x)u(x,t)dV
G

cixYp(x)u(x,t) is die digtheidsfunksie vir warmte-energie, omdat vir

alle Gca geld dat
warmte-energie in G = [ cpudV
G

Vir enige interval (a,b) wat 'n gedeelte van die staaf bevat geld

b
warmte-energie = [ c(x)p(x)u(x,t)AdX ——e—0onou-(2.1)
a

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2022.



UNIVERSITY OF PRETORIA
YUNIBESITHI YA PRETORIA

&5

&

ﬂ UNIVERSITEIT VAN PRETORIA
A 4

11

2.1.3 Warmtevloed.

Die warmte-energie in die staaf onder beskouing verander met tyd as
gevolg van warmte-energie wat oor die rande vloei en ook as gevolg van
energie wat binne-in die staaf opgewek word deur positiewe of negatiewe

warmte-energiebronne.

¥(x,t

Laat Q(x,t) die hoeveelheid warmte-energie wees wat per tydseenheid na
regs vlioei oor ’'n eenheidsoppervlakte by posisie x. Q(x.t) word die

warmtevloed by posisie x op tydstip t genoem. As ¢(x,t)<0, beteken dit

dat warmte-energie na links vloei.

2.2 BRONNE

Laat b(x,t) die digtheidsfunksie wees vir die warmte-energie wat per
eenheidsvolume per eenheidstyd vrygestel word by die punt xen.
b(x,t) verteenwoordig bronne van warmte-energie (byvoorbeeld

as gevolg van chemiese reaksies of elektriese verhitting.:

Op 'n wyse soortgelyk aan di; wat in paragraaf 2.1.1 en 2.1.2 gevolg is

volg dat die totale warmte-energie in die gebied G vrygestel per
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eenheidtyd gegee word deur

J b(x,t)dVv
G

2.3 DIE WARMTEVERGELYKING

Die behoudwet vir warmte-energie kan as volg beskryf word:

Tempo van verandering van warmte-energie in ’'n gebied

= warmte-energie wat per tydseenheid oor die rande pb—(2.2)

van die gebied vloei
+

warmte-energie binne-in die gebied opgewek per

tydseenheid.

Dit is die beginsel van warmte-enegiebehoud.

Besk ' indi t
eskou nou 'n eindige segment van o(a, b.4)
die staaf vanaf x=a tot by x=b

0 x=a x=b L
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Die totale hoeveelheid warmte-energie in (a,b) is

(2.1)

[ cpuAdx

Volgens die beginsel van energiebehoud is,

(2.1) en (2.2) )

b b
Je f cpuAdx = Ad(a,t) - Ad(b,t) + [ bAdx
a a
. ba
Verder is $(a,t) - ¢(b,t) = - £ xax
a ® ® o
en Ir J cpudx = [ 3-{-(c,':m)dx
a a

(mits integrasie en differensiasie mag verwissel word.

as die integraal gelykmatig konvergeer.)

b
Dan is [ [%T(cpu) + ;% - blJdx = 0
a

Dit geld vir willekeurige (a,b) < (0,L).

Indien die integrand kontinu is,

identies nul is.

Gevolglik is %T(cpu) =
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2.4 DIE MATERIAALVERGELYKING VIR WARMTEVLOED.

Beskou die volgende eienskappe van warmtevloei:

a) As die temperatuur in 'n gebied konstant is, vloei geen

waramte-energie nie.
b) As daar temperatuurverskille is, vloei warmte-energie vanaf die
warmer gebied na die kouer gebied.

(eerste wet van die termodinamika)

c) Hoe groter die temperatuurverskille (vir dieselfde stof) is, hoe

groter is die warmte-energie-vloed.

d) Die warmte-energie-vloed sal wissel vir verskillende stowwe.

Bogenoemde vier eignskappe is deur Fourier opgesom deur die volgende

formule:

¢ = -k (2.4)

Hierdie wet staan bekend as Fourier se warmtegeleidingswet.

K word die warmtegeleidingskoeffisient genoenm.

Dit is ook moontlik dat K = K(x).
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As hierdie vergelyking nou vervang word in die vergelyking vir
warmte-energie-behoud, (2.3), ontstaan die volgende parsi;le

differensiaalvergelyking:

o

@

xX|c
S
+
-4

§?(Cpu) = 3;(K

In die geval van 'n homogene staaf, waar ¢, p en K konstantes is, word

hierdie parsiele differensiaalvergelyking

+ b (2.5)

As daar geen warmtebronne is nie, sodat b=0, word (2.5)

2
St T A3;:  met 0(x<L, >0
(2.6)
waar R = 5— bekend staan as
cp
die termiese diffusiwiteit.
Om die temperatuur te voorspel word een beginvoorwaarde u(x,0) = f(x)

en twee randvoorwaardes vir u, een by x=0 en een by x=L, benodig.
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HOOFSTUK 3

RANDVOORWAARDES

3.1 INLEIDING

In die partikeldinamika en die starreliggaam-dinamika is dit gebruik o
'n bepaalde partikel (deeltjie) of ’n fisiese liggaam in sy beweging
deur die ruimte te volg. Op di; manier word dan begrippe soos beweging
en baan verkry. Wanneer meer ingewikkelde bewegings beskou word, soos
die van 'n vloeistof of elastiese stof waar die invloed van een deel o
'n ander nie meer so eenvoudig is nie, is dit nie meer so maklik o=
bewegings te beskryf nie. Vir 'n ander beskrywing het Euler die

sogenaamde veldteoretiese benadering ontwikkel.

Dit kom daarop neer dat 'n waarnemer by 'n posisie x in die ruimte
feplaas word en dat hy daar op enige gegewe tydstip t 'n hoeveelheid

u(x,t) waarneem. u word dan ’'n veldteoretiese hoeveelheid genoen

In die studie van veldteoretiese probleme word baie aandag gegee aan d
formulering van beherende vergelykings. Benewens die beherende

vergelykings van 'n fisiese proses, word ook newevoorwaardes, waaronde
randvoorwaardes benodig ten einde te verseker dat die besondere proble:

goedgeformuleer is.

'n Algemene teorie vir die sinvolle formulering van randvoorwsardes wo

gegee deur W J Rossouw ([Behoudwetformulerings vir randvoorwaardes). D
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hoofpostulaat van daardie werk veronderstel dat voorwasardes wat op die
rand van die gebied geld, die gevolg is van kontak tussen die gebied e
'n randmedium. Randvoorwaardes moet dus die wiskundige formulering wee:
van die wisselwerking tussen die gebied en die rand. Hierdie formuleri:

behels die implementering van behoudwette en materiaalvergelykings vir

die randmedium.

Die beherende vergelykings van die wiskundige model onder bespreking,
naamlik die probleem van warmtegeleiding in een dimensie, word dan uit
twee soorte vergelykings herlei, naamlik 'n behoudwet en
materiaalvergelykings (wat in die volgende paragraaf gedefinieer word).
Die dinamika van die warmtevloeiproses wat gemodelleer word, word

vasgele in 'n algemene behoudwet wat geld vir warmte-energie (sien

vergelyking (2.2) )

Materisalvergelvkings (‘'constitutive equations’) is volgens die
literatuur vergelykings wat poog om 'n materiaal se fisiese eienskappe
wiskundig te modelleer en is altyd idealiserings van werklike materiale

Vergelyking (2.4) wat die warmtevloed beskryf

__.ou
$ = K5

is byvoorbeeld 'n materiaalvergelyking.

'n Goedgeformuleerde probleem het die volgende drie eienskappe:

{Weinberger, 1965, bladsy 6]

a) Vir geskikte data bestaan 'n oplossing.
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b) Die oplossing van die probleem is eenduidig vir die geskikte data.

c) Die oplossing van die probleem is kontinu met betrekking tot die

geskikte data.

Ten einde die goedgeformuleerdheid van die probleem te ondersoek, word
die beherende vergelykings van die probleem altyd ten volle betrek by
die analise van die probleem ten opsigte van al drie die eienskappe wat
hierbo genoem word. Dit is ook duidelik dat die beherende vergelykings
alleen nie ’'n goedgeformuleerde probleem verseker nie. By al drie die
eienskappe hierbo is daar sprake van ‘geskikte data’. Hierdie ‘geskikte

data’ hou verband met die randvoorwaardes van die probleenm.

In die praktyk is randeffekte die gevolg van 'n gebied se kontak met sy
'buitew;reld’. Die formulering van randvoorwaardes behels dus die
wiskundige modellering van hierdie kontakeffekte. In die lig hiervan
word randvoorwaardes vir die eendimensionele warmtegeleidingsprobleenm
geformuleer deur 'n randmedium met sy eie fisiese eienskappe te
postuleer, en die wisselwerking tussen hierdie randmedium en die interne
gebied wiskundig te beskryf. Die formulering van randvoorwaardes 1is
gevolglik wesenlik die beskrywing van 'n dinamiese proses met behulp van
‘'n behoudwet en materiaalvergelykings. Die voorwaardes wat geld op die

rand van die gebied wat bestudeer word, kan slegs korrek geformuleer

word indien hierdie wisselwerkings behoorlik wiskundig gemodelleer word.
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3.2 DIE BASJESE RANDVOORWAARDEPOSTULAAT

Die randvoorwsardes vir 'n probleem is goedgeformuleer indien hjerdie

randvoorwaardes die wiskundige modellering van die wisselwerkings tusse

die interne gebied en die randmedium, as medium met sy eie besondere

eienskappe, in ag neem. [Rossouw, 1883, bladsy 16]

Wiskundige modellering van die wisselwerkings beteken dat die randmediu
werklik as medium erken moet word. Vir die randmedium geld dus wette
soortgelyk aan dié vir die gebied wat bestudeer moet word. Rierdie wett
is naamlik materiaalvergelykings asook 'n behoudwet vir warmte-energie.

3.3 DIE BEHOUDWET VIR WARMTE-ENERGIE.

Die behoudwet wat geld vir die proses van warmtevloei is, soos reeds in

vergelyking (2.2) aangetoon:

{Die tempo waarteen die totale hoeveelheid warmte energie in 'n gebied

verander) =

(Die vloeitempo van warmte-energie oor die rand van die gebicd}

{Die tempo waarteen bronne warmte-energie in die gebied vrystel)

(3.1)
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3.3.1 Digthejdsfunksies.

Ten einde vergelyking (3.1) in 'n wiskundige vorm te giet, word ’'n

aantal digtheidsfunksies benodig.

Die digtheidsfunksies hieronder word gedefinieer vir te(0,T) en vir

x€GecR. x is 'n ruimtelike koordinaat terwyl t die tydkoordinaat is.

Die volgende word aanvaar ten opsigte van die eienskappe van die

digtheidsfunksies:

a) Die digtheidsfunksies bestaan en is eenduidig.
b) Die digtheidsfunksies is voldoende differensieerbaar.
¢c) Die digtheidsfunksies en die nodige afgeleides daarvan is

lokaal-integreerbaar.

v=v(x,t) 1s die digtheidsfunksie vir die warmte-energie waarvoor die

behoudwet geld. Die eenhede van v is J/m.
b=b(x,t) 1s die digtheidsfunksie wat die tempo beskryf waarteen bronne
in die gebied warmte-energie in die gebied vrystel per eenheidslengte

van die gebied. Die eenhede van b is W/m.

$=¢(x,t) is 'n funksie vir die totale warmte-energievloed.

Die eenhede van ¢ is J/sek.
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In terme van die digtheidsfunksies word die behoudwet (3.1) nou

geformuleer vir willekeurige (c,d)c<cG.

OE(C.Q_)%_)Kd t)
0 x L

=c x=d

a 4 d
Ir i vdx = [¢(c,t) - Q(d,t)] + i b(x,t)dx
d d
=-f :—g(x,t)dx + [ b(x,t)dx (3.2)
c c

Indien differensiasie en integrasie aan die linkerkant verwissel mag

word, volg dat

d
v 3 _
SE A 3% - biax = 0
Aangesien %% + %g - b volgens aanname (c) hierbo lokaal

integreerbaar 1is, volg uit die willekeurigheid van (c,d) die verdere

vorm van die behoudwet

v, 3% . (3.3)
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3.4 MATERIAALVERGELYKINGS.

Die behoudwet (3.3) alleen is onvoldoende om die oplossing van die
probleem eenduidig te bepaal. Ten einde die behoudwet te gebruik is dit
nodig om materiaalvergelykings te gee vir die digtheidsfunksie v, die

vloedfunksie ¢, en die bronfunksie b.

In hoofstuk 2, vergelyking (2.6), volg daet die beheervergelyking vir
warmtegeleiding in 'n eendimensionele homogene isotropiese medium sonde

hittebronne die volgende is:

du
crst - Esx

deur te aanvaar dat die warmte-energie-digtheid v=cpu, die warmtevloed

¢=-K%; en die bron b=0 is.

Die sukses-al-dan-nie van die wiskundige model vir hierdie fisiese
proses van warmtevloei is in 'n groot mate afhanklik van hoe goed

hierdie materiaalvergelykings die eienskappe van die proses wiskundig

beskryf.

Manipulasie van die fisiese eienskappe van die randmedium (wat neerkom
op die manipulasie van die materisalvergelykings) is nodig vir die

daarstelling van verskillende soorte randvoorwaardes.
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3.5 RANDMODELLE.

Soos reeds gemeld, moet die eienskappe van 'n randmedium deeglik in ag
geneem word by die formulering van randvoorwaardes. Een van hierdie

eienskappe is die afmetings van die randmedium.

Dit is soms sa dat die afmetings van die randmedium van dieselfde orde
is as die afmetings van die gebied wat bestudeer word. In so ‘'n geval
word die randmedium ‘'dik’ genoem en word daar 'n ‘dik-randmodel’

geformuleer.

Soms is die afmetings van die randmedium klein in vergelyking met die
afmetings van die medium wat bestudeer word. Vir sulke gevalle word die
randmedium ‘dun’ genoea en word ’'n ‘dun-randmodel’ geformuleer. ’n
Dun-randmodel kan soms ook geformuleer word indien die randmedium oor

besondere fisiese eienskappe beskik.

In hierdie verhandeling word van die dik-randmodel gebruik gemaak en

gevolglik word slegs dié model bespreek.

3.6 DIE DIK-RANDMODEL.

In hierdie paragraaf word die medium wat bestudeer word, sowel as die

randmedium, gemodelleer as eendimensionele kontinue media.
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Die interne gebied is G,=(c,d). Die eksterne gebied (randmediumgebied)
is G,=(d,e). Die rand van G, is 3aG,={c,d}. Hier word slegs
randvoorwaardes by d geformuleer. Die randvoorwaardes by c volg
soortgelyk. d is 'n singuliere punt ten opsigte van onder andere
materiaaleienskappe, want by d het twee verskillende materiale met
mekaar kontak. Die bestaan van 'n bron by so 'n punt moet dus in ag
geneen word. Indien d byvoorbeeld 'n punt is waar water besig is om te

vries (water links en ys regs van d) word latente warmte by d vrygestel.

B=B(d,t) is die funksie wat die tempo beskryf waarteen die bron by d

warmte-energie vrystel.

Die behoudwet wat vir die gebied G, geld, is nog nie ’'n randvoorwaarde
vir G, by d nie, aangesien koppeling tussen G, en sy randgebied G, nog
nie bewerkstellig is nie. Hierdie koppeling volg deur die

warmtebehoudwet vir (d-¢,,d+e¢,) te formuleer

Hierdie behoudwet is:

d d d+e¢,
at [ I e,pyudx ¢+ ] cppau,dx ]
d-e, d
d d+¢,
= ¢,(d-e,,t)-¢,(d+e¢,,t)+ [ b, dx + g b,dx+B(d,t) —m8 ——(3.4)
d-¢,

Laat ¢,, ¢, - 0

Die bostaande koppelvergelyking word dan vir lokaal integreerbare

CyP Uy, C3pau,, b, en b,:
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0 = ¢,(d,t) - ¢,(d,t) + B(d,t)
Nea aanleiding van die randvoorwaardepostulaat vroeer gedefinieer in

paragraaf 3.2 is die veralgemeende randvoorwaarde by d die

behoudwet-cum-koppelvergelyking

SE(capaus) + $=(-Ea3mt) = b, t>0, d<x<e —(3.5a)
¢.(d,t) = é,(d,t) - B(d,t) t>0—(3.5b)

Die veralgemeende radvoorwaarde kan ook as ’'n enkele vergelyking geskry

word wat soms geriefliker hanteer as die twee vergelykings (3.5).

Deur in (3.4) te stel dat «,-0 en ¢,+e-d volg die randvoorwaarde by

d as die enkele vergelyking

e e
Se 7 capausdx = $,(d,t) - $yle,t) + [ bydx ¢+ B(d,t)
d d
of
e e
$.(d,t) = Jr Je,puudx + @y(e,t) = [b,dx -B(d,t)——(3.6)
d d

Randvoorwaardes by d word verkry deur die besondere
materiaalvergelykings vir die randmedium in die veralgemeende

randvoorwaarde (3.5) of (3.6) te vervang.
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3.7 NDVOORW VOORTYVLOEIEND U D -RANDM .
Meer spesifieke randvoorwaardes volg deur die materiaalvergelykings vir
die randmedium met die behoudwet te kombineer. Vir verdere toepassing
van die werk is dit nodig om die begrip ‘materiaalvergelyking van

kontak’ te definieer. (Sien ‘Samestellingsvergelyking van kontak’,

Rossouw [1983], bladsy 27)

3.7.1 Materiaalvergelyvykings van kontak.

Funksies word gedefinieer vir twee aanliggende intervalle (c,d) en
(d,e). Vir die twee aanliggende intervalle kan limietwaardes vir
funksies bepaal word vir die limietpunt d tussen (c,d) en (d,e).

Die volgende definisie word nou gegee:

‘n Materiaalvergelyking van kontak is enige vergelyking wat nie alreeds

'n behoudwet is nie en wat verbande gee tussen die limietwaardes van

funksies gedefinieer in (c,d) en (d,e) by die limietpunt d.

'n Voorbeeld van so 'n vergelyking is die vergelyking van swak of

perfekte termiese kontak, wat in vergelyking (3.7) gebruik word.
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3.7.2 Moontlike randvoorwaardes met die dik-randmodel.

In hierdie paragraaf word die probleem van warmtegeleiding in die

begrensde interne gebied G, ontleed.

Die digtheidsfunksies gedefinieer op Gi (i=1,2) is die volgende:

warmte-energiedigtheid

"
<
"
0
°
[+

i i”i71
warmte-energievloed = ¢. = -l.aui
i idx
waar ¢, = spesifieke warmte
P = massadigtheid
u, = temperatuur
en K. = warmtegeleidingsvermoe

Die mees algemene randvoorwaardes by d is die behoudwette (3.5) en

(3.6):
ciPa3E' - x,%%?t = b, in G, vir t>0
$,(d,t) = ¢,(d,t) - B(d,t) vir t>0 (3.5)"

of
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e e
$.(d,t) = Jr 1 capausdx = $,(e,t) - f b,dx - B(d,t)
d d

vir t>0 —(3.6)"

Behalwe waar anders vermeld, is die materiamalvergelyking van kontak by

die vergelyking van perfekte termiese kontak. By d geld dus

u, = H(u,) = w, (3.7)
Enkele randvoorwaardes wat kan voortvloei uit die behoudwette (3.5) en
(3.6) in kombinasie met die materiaalvergelyking van kontak, word nou

afgelei.

Neumann-randvoorwaardes word eerste geformuleer met behulp van (3.5).

Aanvaar die randmedium is 'n volkome isolator, dit wil se K,=0. Uit

(3.5b) volg die Neumann-randvoorwaarde soos volg:

¢|(dnt) = ¢g(dlt) - B(d!t)
K, Sut(d,t) = -K,3Rr(d,t) - B(d,t)

-k, 2814, t)

5% -B(d,t) (want K,=0)

B(d,t) _
—x— f (3.8)

wat 'n Neumann-randvoorwaarde is.

du,
of 3T (d, t)

Die fisiese implikasie van 'n Neumann-randvoorwaarde is dus hier dat '
puntbron B=K,f hitte vrystel by die punt d wat volkome termies

"

gei1soleer is van die eksterne gebied.
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'n Dinamiese randvoorwaarde is 'n randvoorwaarde waarin tyd- en

ruimtelike afgeleides van die afhanklike veranderlikes gedefinieer in

G, =(c,d) gelyktydig voorkonm.

'n Dinamiese randvoorwaarde word nou vir die probleem onder bespreking

verkry. Aanvaar dat die randmedium 'n supergeleier is, dit wil se K,

Indien die vloed

du
$: = Kyt
begrens is, moet
du, _
S-X- ’0
Dus is
u,(x,t) = U,(t) in G, (3.9)

Met behulp van (3.9) reduseer (3.6) tot

e
$,(d.t) = €c,p U, (t) + ¢,(e,t) - J b,dx -B(d,t)
d

(¢ = e-d)

Vir perfekte termiese kontak by d is

u,(d,t) = u,(d,t) = U,(t)

du,

LK SE(d,t) = ,(d,t) = fc,p,SEt(dit) ¢ gi(e,t)

-b,(t)e - B(d,t)
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Hierin is S,(t) die gemiddelde tempo waarteen bronne warmte-energie ¢

tydstip t in (d,e) vrystel per eenheidslengte.

NEc,p Spt(dit) ¢ K 3ui(d,t) = €b,(t) + B(d,t) - §,(e,t)

(3.10)

Aangesien die behoudwet (3.10) tyd- en ruimtelike afgeleides van die

veranderlike u, bevat, is dit 'n dinamiese randvoorwaarde.

Dirichlet-randvoorwasardes volg uit die dinamiese randvoorwaardes. Laat

in (3.10) ¢4 nadat die vergelyking deur ¢ gedeel is:

du,

. lC.p,g—g—‘(d,t) Kigz'(d,t)
“)im [ 7 * 7 ]

- Jim [lb;(t) . B4 g,re,n]

SCaP z_‘{’.l(d,t) = b,(t) by d.

Integrasie hiervan lewer die tyd-afhanklike Dirichlet-randvoorwaarde

t
u, (d,t) = J by(r)dr +  u,(0) (3.11)
C2P: g

Dirichlet-randvoorwaardes behels dus die ‘geskiedenis’ van alle

randeediumbronne van 'n supergeleidende rand van oneindige lengte.
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Ander materiaalvergelykings van kontak lewer ander randvoorwaardes. Die

vors van die materiasalvergelyking van kontak
u, = H(u,) by x=d en vir t>0.

kan vir probleme van warmtegeleiding heelwat varieer.

3.8 TRANSFORMASIE VAN VERANDERLIJKES.

Die doel van hierdie paragraaf is om ’'n gebied te verkry met
eenheidslengte en om die koeffisiente in die parsiele

differensiaalvergelyking (2.6) weg te transformeer.

Die gebiede waarin gewerk word is (-a,0) en (0,L) soos in die figuur

In (-a,0), vir t>0, geld die hittevergelyking

al
cipi 3t - Kigga' = 0 (3.12)

Nadat die volgende transformasie uitgevoer is kom die
materiasalkonstantes voor in die vergelykings vir die randmedium, wat

latere analise makliker maak.
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Laat x = ax en t = cip,a’ t [Carslaw en Jaeger, 1959, bladsy 24)
—"'xl— g » ’ y
Die twee gebiede transformeer dus na (-1,0) en (0.%
L 1 )
-1 U L
a

Om die hittevergelyking te transformeer word as volg te werk gegaan:

au, du, aAx - 1 au,
ax ax  ax a ax
2 2
sodat i_ﬂl = l_ 2731
dx? a? ax?
au, du, at - K , 9du,
at at  at c,p,at at

Die hittevergelyking word

1 a%u,

Cipy —= — K,-’ — 0 vir -1<x<0
c,p,a? at a? ax
en t,0
2
sodat 241 - 2 Y1 - 0 in die gebied (-1,0) met t>O0.
at ax?
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In hoofstuk 4 word van hierdie transformasie gebruik gemaak. Ten einde
verwarring met moeilik hanteerbare simbole uit te skakel, word gebruik
gemaak van die bekende simbole x en t, in plaas van x en t. Dit is dus

belangrik om deurgaans bewus te wees van die feit dat daar met ’n

getransformeerde probleem gewerk word.

3.9 EENDUIDIGHEID VAN DIE OPLOSSINGS

Beskou die hittegeleidingsprobleem in 'n eindige geslote gebied met

voorgeskrewe beginvoorwaarde waarin die Dirichlet-randvoorwaarde geld,

as voorbeeld.

Indien moontlik, laat u, en u, twee onafhanklike oplossings wees va

die probleen

au atu  _ .

> R 0 0¢x<l
u(x,0) = 1 O¢x¢l
ul(0,t) = 0 t>0 — (3.13"
u(l,t) = g(t) t>0

Laat U = u, - u,. Dan bevredig U die vergelykings

au Aty _

St "~ 33 - O 0<x<1
U(x,0) = 0 0¢x¢l1
U0,t) = 0 >0 — (3. 14)
u(l,t) = 0 t>o
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As vergelykings (3.14) slegs die triviale oplossing U = 0 het, is

u, = u,, dit wil se die oplossing van (3.13) is eenduidig.

Beskou die integraal

J(t) = 3 furdx » O (3.15)

O Sy

waar U die oplossing is van (3.14)

au

As U en sy eerste en tweede afgeleides kontinu is, volg met behulp van

stuksgewyse integrasie

1 1 1
Ay v au au
[ US—; dx = Us— | - ] = S dx
0 ax? 3x 0 0 aX Ix
1 1
dJ  _ 14 aU .2
dt Uax '0 g (ax) dx
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Aangesien U = 0 by die rande, volg

1
dJ : . . . .
s S é (%%) dx indien %g begrens is op die rande.
Dus is
dJ
IF ¢ 0 (3.16)
1
J(O0) = J 3 Ux,0)dx = 0 volgens (3.14)
0
(3.17)
_ dJ
J(0) = 0 en It < 0 vwvir t>0
impliseer J(t) ¢ 0O as t > O (3.18)

As (3.18) geld, moet die volgende aannames in verband met U gemaak word

(a) U -0 as t -0

{b) —_— is begrens.
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Van (3.15) en (3.18) volg dit dat J = 0 en omdat U kontinu is, moet

U = 0, sodat

Die bewys vir eenduidigheid van die oplossings van die ander probleme

volg soortgelyk.

In 'n verdere hoofstuk word die onderstaande gekoppelde probleem
analities opgelos. Om te bewys dat die oplossing van die probleem

2enduidig is, word as volg te werk gegaan:

du dtu au 3tu
(a) V-t = 0 -1<x<0 ! - a?—,% = b(x,t) O0<x<e
3t ax? £50 at ax? £50
(b) u,(x,0) = f,(x) u,(x,0) = f,(x)
(¢)  u,(-1,t) =0 $2a(e,t) = 0
(d) u,(0,t) = u,(0,t)
du - du
(e) 3;‘(O,t) = 737’(0.1)

a? en 1> 0

Aanvaar die oplossing van die probleem is nie-eenduidig. Veronderstel

dus daar bestaan ten minste twee stelle oplossings (u:,u;) en

(ur.u:) vir die probleen.

Stel nou U, = u, - ut en U, = u, - u,
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Dan 1is
aU, _ a%uy, aU, _ _,a%U
3T e <0 3t T et 70
U,(x,0) = 0 Up,(x,0) = 0
- v -
U,(-1,t) = 0 St(e.t) =0
U,(0,t) = u,(0,t) - ui(0,¢t)
‘ *
= u,(O,t) - ug(out)
= U,(0,t) (f)
au, _ _au,
Netso 3% (0,t) = 3% (0,t), 10— (g)
G’ 0 2 ¢ 2 G,
Stel nou J(t) = — f } U, dx + f } U, dx > 0 as — > O
v _1 0 v
0 14
dJ _ a? U au
s ’_-{ U'é‘{'l dx + g U‘a_f’ dx
: 0 4y ¢ a1y
= =1 U3zt dx o+ oat g Upgga® dx
-1 0
0 0 ¢ ¢
_ a? au _ a? au, 3 au, _ av, . ?
- - 11 — _{ (5%') dx + a?U,5- |0 al {) (35%) dx

0
_ a? au, _at au,  _ _ a? v, ?
= ;_U,(O.t)s? (0,t) ;_U,( l’t)s? (-1,¢t) — _{ (3; ) dx

4 2
+ atut(e,t)j_g’(l,t) - a’U,(O.t)g‘(O.t) - at J (g—:') dx
0
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2
Beskou 2.0, (0,t)30:(0,t) - a?U, (0,6)301(0, 1)
: gl[ U, (0, )351(0,t) - 70,¢0,t)32(0, 1) ]

} 4
- g_u,(o,t)[ Aoty - 1§g'(o.t)] volgens (f)

0 volgens (g)

0 ]
2 2 2
'.g% = - g_ ! (ggl) dx - a? f (%g‘) dx ¢ 0
-1 0

Op soortgelyke wyse as in die Dirichlet-probleem waar eenduidigheid

reeds bewys is, volg dat
u, =0 en u, = 0
sodat u; = uf en u, = u:

wat eenduidigheid bewys vir die gekoppelde probleem onder bespreking.
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HOOFSTUK 4

WARMTEGELEIDINGSPROBLEME

4.1 INLEIDING

In hierdie hoofstuk word vier warmtegeleidingsprobleme ondersoek en
opgelos. Die randvoorwaardes wat geld in die eerste drie probleme is di
Dirichlet-randvoorwaarde, die Neumann-randvoorwaarde en die Dinamiese
randvoorwaarde. In die laaste probleem word 'n algemene geval beskou

waarin twee stawe gekoppel word sodanig det perfekte termiese kontak by

die koppelpunt plaasvind.

Die oplossings van hierdie probleme word in hierdie hoofstuk slegs

analities bepaal. In hoofstuk 5 word die oplossings in tabelvorm gegee

asook die grafieke daarvan.

Voordat die probleme bespreek word, word 'n kort opsomming gegee van ho
die afsonderlike randvoorwaardes verkry is na aanleiding van die

bespreking van randvoorwaardes in Hoofstuk 3.

Soos reeds gesien in paragraaf 3.7.2, vergelyking (3.11)

t
1
u,(d,t) = Y é b,(r)dr + u,(0)

behels Dirichlet-randvoorwaardes die ‘geskiedenis’ van alle

randmediumbronne van 'n supergeleidende rand van oneindige lengte.
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b,(r) is die gemiddelde tempo waarteen bronne warmte-energie op tydsti

r in die tweede gebied vrystel per eenheidslengte.
In paragraaf 4.2 word die Dirichlet-randvoorwaarde aangegee as
u{0,t) = g(t)

waar u,(0) = 0 en g(t) 38 gekies is dat di; term na die transformasie

van die veranderlikes x en t p(l-—e.t

) is.

Dit is as volg gedoen:

Uit vergelyking (3.11) volg, met u,(0) = 0

dat
1 t
d,t) = b,(r)dr
Uil ) CaiPa é :
K,
. . CT,p,a? T
Kies B,(r) = e
K,
1 t T T a?
Dan is wu,(d,t) = I e SiP dr
CiP2 g
- Kl t
c,p,a’ [ c,p,a’ ]
CaPsh, 0
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- c,p,8?
neer AT S
2
Na die transformasie met t = 1218 ¢
1
- -t
word u,(d,t) = p] 1 - e

Vergelyking (3.8) gee die Neumann-randvoorwaarde as

B(d, t)

Ju - -
E;I(d,t) = ——KT—— =

wat beteken dat ’'n puntbron B=K,f hitte vrystel by die punt d wat

volkome termies gelsoleer is van die eksterne gebied.
In paragraaf 4.3 word die Neumann-randvoorwaarde aangegee as
du -
waar g(t) = 0 gekies word in die berekeninge, met ander woorde die

afwesigheid van 'n puntbron aan die regterkant van die staaf word

aanvaar.
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Laastens is die Dinamjese randvoorwaarde volgens vergelyking (3.10)
(c,p,g—‘é‘(d,t) + Klg-;‘(d,t) = ¢5,(t) + B(d,t) - é,(e,t)
Om die Dinamiese randvoorwaarde te verkry wat gebruik word in paragraaf

4.4, word die staaf in die tweede gebied geisoleer by die eindpunt (dit

wil se Q,(e,t)=0) en die bron B(d,t) by die koppelpunt weggeneen.

Dan volg
au, K, du, . Ba(t) . .
3T (a,t) + Le.p; 3% (a,t) Tops waar L in plaas van ¢ gebruik
word en b,(t) as volg gekies is:
-K‘
c a?
Mg, ) ¢ S Wigay) = T
at ’ CaP, 9X ' CaiP2
L]
Na die transformasie x = aX, t ciPa8° ¥,
i
¢ Uy - K, AL en v . l Y, )
at c,p,at at ax a ax
-
volg dat __EL. v, _KL__ l v, ¢
c,p,a? ot Le,p, & ax C1Pa
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au, , acipy 2w, . ateip, T
at Le,p, 3% K,c,p,
of Ui a 24 - pe‘r
at ax

met ac,p, p = alc,p,
L<c,p, K.C.P,

4.2 PROBLEEM 1 - 'N WARMTEGELEIDINGSPROBLEEM WAARIN DIE
DIRICHLET-RANDVOORWAARDE GELD.

Beskou ’'n eendimensionele staaf, lengte a, waarin die hittevergelyking

geld.

Die probleem word as volg geformuleer:

2
cp %% - K %;? = 0 -ad{x<0, t>0
u(-a,t) = 0 t>0
u(0,t) = git) t>0
U(X.O) = l -a<x<0
Die keuse vir die beginvoorwaarde, naamlik u(x,0) = 1, word

gerieflikheidshalwe gedoen omdat hier met 'n toetsprobleem gewerk
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word. Hierdie keuse maak die berekening van die Fourier-sinus-

koeffisient bn in vergelyking (4.2) baie maklik.

- :
As die transformasie x = ax, t = E;ﬁ_ t toegepas word, transformeer

hierdie probleem as volg na die gebied (-1,0):

du a*u  _ -
5F - 3w G 0 1<x<0, t>0
u(-1,t) = 0 t>0
u(0,t) = g(t) t>0
u(x,0) = 1 -1<x<0

(Soos reeds gemeld in paragraaf 3.8 word die simbole x en t in die

getransformeerde probleem gebruik in plaas van die moeiliker-hanteerbar

simbole x en t).

Laat wv(x,t) = (l+x)g(t) (4.1)
%¥<x,t) = (1+x)g*(t) v(-1,t) = 0
2
i?:(x,t) =0 v(0,t) = g(t)
v(ix,0) = (l+x1g(0)
AS W = u - v, volg dat
Aw atw N
5T 3% (1+x)g* (t)
wi{-1,t) = 0
w(0,t) = 0
w(x,0) = 1 - {1+x)g(0)
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Hierdie probleem word geskei in twee probleme A en B met oplossings

w,(x,t) en w,(x,t):

Probleem A Probleem B
aw, _ a'w, _ 0 dw, _ 3w, _ “(1+x)g* (t)
3t wr 3t T ot x)8
= F(x,t)
w,(-1,t) = 0 w(-1,t) = 0
w,(0,t) = 0 w,(0,t) = O
w,(x,0) = 1-(1l+x)g(0) wp(x,0) = 0
Om die oplossing vap probleem A te vind, word die metode van skeiding

van veranderlikes gebruik. Probeer om die oplossing te bepaal in die

vorm van 'n produk
w,(x,t) = X(x).T(t)
waar X(x) slegs ’'n funksie van x en T(t) slegs 'n funksie van t is.

Probleem A lewer sodoende 'n eiewaardeprobleem vir X(x) met eiewaardes

An=n‘n‘ en eiefunksies Xn(x) z sinJAnx. n=1,2,3....

Die oplossing vir die tydgedeelte van die probleem is {[Haberman, 1983,

bladsy 34)

Ce

T (t)
n

-ndpg?
Ce n*n?t
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Die algemene oplossing van die probleem is

b -n3nt

w,(x,t) sin naAax .e —_(4.2)

"
H ™8

w,(x,0) bn sin nnmx -1<x<0

"
ne~g

[ = 1-(1+x)g(0) ]

Hieruit volg dat die koeffisiente bn die koeffisiente is van ’'n

Fourier-sinusreeks

0
bn =2 [ [1-(1+x)g(0)] sin nax dx —_—(4.3)
-1

Om die oplossing van probleem B te vind, word as volg te werk gegaan:

Brei die oplossing (indien een bestaan) vir vaste t uit in ’'n

Fourier-sinus-reeks:

wylx,t) = bn(t) sin nnx

1

neg

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2022.



&
ﬂ UNIVERSITEIT VAN PRETORIA
A~ 4

UNIVERSITY OF PRETORIA
YUNIBESITHI YA PRETORIA

47

" "
Die versameling sinus-koeffisiente

0
bn(t) = 2 J wy(x,t) sin nax dx
-1

bepaal w,(x,t) eenduidig. Dit word die eindige

Fourier-sinustransformasie van w,(x,t) genoenm. {Weinberger, 1965,

bladsy 127)

2
As %;!' kontinu is, word sy eindige sinus-transformasie gegee deur

0
Atw, _.
2_{ 3% Sin omx dx
aw 0 0 aw
- 2 3 - 2
= 2[ 5% sin nnx l nn'{ 5%  €os nmx dx ]
0 0
= —Znu{ w, cos nnmx | + nn f W, sin nax dx ]
-1 -1
0
= -2n%n? [ w, sin nnx dx
-1

= -n‘n’bn{t)

As 3T kontinu is, kan integrasie en differensiasie omgeruil word om

aan te toon dat

0 dbn(t)
2 J XT, sin nax dx = F § —
-1
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Neem nou die eindige sinus transformasie van

dw, _ 3w _
3T 3;,’ = F(x,t)
. . 2 =
..bn (t) + n®n bn(t) = Bn(t) (4.4 a)
waar
0
Bn(t) = 2 f F(x,t) sin nmx dx (4.4 b)
-1 N
Die beginvoorwaarde w,(x,0) = 0 "beteken dat
bn(O) =0 (4.5)

Die gewone differensiaalvergelyking (4.4 a) is ’'n eerste-orde lineere

differensiaalvergelyking met beginvoorwaarde (4.5).

Oom dié gewone differensiaalvergelyking op te los, word gebruik gemaak

p g ]
van die integrasiefaktor T t:
2 2 2 2 2 2
" Tt vty ¢ ntate” "y (t) = ™ T 'p (1)
n n n
d n'nm*t _ nin?t
. JF [ e bn.t) ] = e Bn(t)
Integreer vanaf 0 tot t:
nintt t ninty
e b (t) - b (0) = [ e B (r)dr
n n 0 n
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Met behulp van (4.5) word dit
-n2ntt t nin?r
b (t) = e J e B (r)dr
n 0 n
t -n®n?(t-r)
b (t) = [ e B (r)dr
n 0 D

AW, 3tw,

S Die oplossing van die probleem B, met 3T en kontinu, is

wo(x,t) = e'“'”'("')an(r)dr . sin nax ——(4.6)

neg

O

waar Bn(r) hierbo gedefinieer is.

Die oplossing van die hittevergelyking waarin die

Dirichlet-randvoorwaarde geid, is dus

u(x,t) = v(x,t) + w, (x,t) + w,(x,t)

met v, w, en w, gegee deur (4.]1), (4.2) en (4.6) respektiewelik.
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Die berekenings om die uitdrukking vir u(x,t) te bepaal, word as

volg gedoen:

met g(t) = p(l—e—t) volg dat

vix,t) = (l+x)g(t) (van (4.1) )
Lv(x,t) = p(lex)(l-e Y
0
bn = 2 f [1-(1+x)g(0)] sin pmwx dx (van (4.3) )
-1
0
= 2 [ sin nnax dx
~1
1 0
= 2 [- — cos nnx])
nn 1
=2 [-%; + %7 cos nm ]
= g_ cos nn - 1)
nn
0
Bn(t) = 2 [ F(x,t) sin nux dx , van (4.4b), waar
-1

die uitdrukking vir F(x,t) in probleem B op bladsy 45 aangegee

word.
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0
;,Bn(t) = 2 f -(l+x)g'(t) sin nmx dx
-1
0 -t
= 2 f -(l+x)pe " .sin nmx dx
-1
_t 0
= -2pe J (l+x)sin nmx dx
-1
—tf 1 0 p O
= -2pe (1+x) (- 5 cos nnx)! + E?_{ cos nnx dx]
. 0
_ -tf_ 1 1 .
= -2pe |~ TrwT: Sip omX !1 ]
_ Zpe.t
Y
-r
sodat B (r) = gﬁi__
n nn
*® t N S
wo(x,t) = Z e ™" it r’Bn(r)dr . sin nmnx
n=1 O
® t -n?n?(t-r) Zpe-r
I 2 J e ' . ~__. dr . sin nnax
nn
n=1 O
® 2p t -n?n2t r(n?n?-1)
= I [ e .e dr . sin n=x
n=1 ™ o
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; 2p e-n’u’t 1 er(n‘n’ - 1) t .
z o TErmr—IT |0 .sin nmx
.
; 2p e i [et(nzﬂz_l)-l] sin nux
— ¢ . .
p-1 0% (m'm*=

. sin nux

ot 2p -t
an(niw:=Ty |© €

n=1

-n'u't]

}
vix,t) + w,(x,t) + w(x,t)

Dus is u(x,t) =

- ® Y
u(x,t) = g(l+x)(l-e t) + I b sin nax.e ° % t
n=1 "
*® - - 2 2
MR- nfg,:TT (e t-e™™ ™YY sin nax
=1
met
2
bn : = {cos nm - 1)
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4.3 PROBLEEM 2 - 'N WARMTEGELEIDINGSPROBLEEM WAARIN DIE

NEUMANN-RANDVOORWAARDE GELD.

Beskou weereens 'n staaf, lengte a, waarin die hittevergelyking geld.

Die probleem waarin die Neumann-randvoorwaarde geld, word as volg

geformuleer:
2
cp%% - xgyf = 0 -a<x<0, £>0
u(-a,t) = 0 t>0
du -
a—x(O,t) = g(t) t>0
u(x,0) = 1 -adx<0
Met behulp van die transformasie
—nv _cpa?-
x=ax t-—K_ t

transformeer die probleem, soos in paragraaf 3.8, na

du 3tu _
R 0 1<x<0, t>0
u(-1,t; = 0 t>0
du R
EY(O,Q) = g(t) t>0
u(x,0) = 1 -1<{%x<0
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Laat v(x,t) = % sin ax . g(t) (4.7)
%%(x,t) = % sin ax . g'(t) v(-1,t) = 0
2
Szi(x,t) = -m sin mx . g(t) =(0,t) = g(t)
v(x,0) = Eéglsin nx
Laat w = u-v
dw d'w  _ 1 . . 2 =
ST " 3% ° g sinomx [g'(t) + afg(t)] = F(x,t)
w(~-1,t) = 0
ow _
ﬁ(olt) - 0
wix,0) = 1 - E%glsin ax

Soos in probleem 1 word hierdie probleem in die volgende twee probleme

geskei:

Probleem A Probleem B

ow, _ 3w, _ aw, _ dlw, _

-a—r slx—: = 0 n W’ = F(x.t)
w,(-1,t) = 0 wy(-1,t) = 0

v, - W, =

% (0,t) = 0 5% (0,t) = 0

w,(x,0) = 1 - géglsin nx w,(x,0) =0
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Die oplossing van probleem A word verkry met behulp van die metode van

skeiding van veranderlikes. Die X-gedeelte van die probleenm is

X"(x) = =aX(x)
X' (0) = O
X(-1) = 0

Die eiewaardes van hierdie probleem is

An G (p+})2xn?, n=20,1,2,...
met ooreenstemmende eiefunksies
Xn(x) = cos(n+})nx n=20,1,2,...

Die oplossing van die tyd-gedeelte van die probleenm

T'(t) -AT(t)

- 2 2
is T(t) e (nra)init

sodat die produkoplossing van die probleem gegee word deur

- 3 2  §
w,(x,t) = cos(n+})nax.e (n+g)intt
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Enige lineere kombinasie van hierdie oplossings sal ook 'n oplossing

wees, dit wil se

~(n+i)?n2t

w,(x,t) = Z

bncos(n#g)nx.e (4.8)
n=0
is 'n oplossing mits
[ _J
1 - !iglsinux = Z b _cos(n+})ax
o n
n=0
sodat
0 (0)
bn .27 [1—53——sin nx) cos(n+})ax dx (4.9)
-1

Die oplossing van probleer B word, soortgelyk aan probleem B op bladsy

45 van paragraaf 4.2 verkry deur gebruik te maak van die eindige

Fourier-cosinus-transformasie, sodat die oplossing gegee word deur

o t
wyix,t) = Z I e-(n+;)’n’(t-r)an(’)dr . cos(n+}iax | — (4.10)
n=0 O
met
0
Bn(t) = 2 [ F(x,t)cos(n+})nxdx (4.11)
-1
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Die oplossing van die hittegeleidingsprobleem waarin die

Neumann-randvoorwaarde geld, is dus

u(x,t) = wv(x,t) + w,(x,t) <+ w,(x,t)

met v,w, en w, gegee deur die uitdrukkings in (4.7), (4.8) en (4.10).
In die numeriese berekening van die oplossing van hierdie
probleem gaan die puntbron g(t) aan die regterkant van die staaf

weggeneem word, dit wil se, g(t)=0.

Die oplossing word dan as volg verkry:

vix,t) = % sin nx . g(t) (van (4.7) )
Svix,t) =0
*® - 1)252
w,(x,t) = I bncos(n*:)nx.e (ne+3)intt (van (4.8))
n=0

met b

0 g0
2 5 [1- = in nx) cos(n+})nax dx (van (4.9))
-1
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0
b= 2 [ cos(n+})nx dx
n -1
= t -(n+i)*na2(t-r)
w(x,t)= 2 [ e 2 B _(r)dr. cos(n+})nx
n=0 0 n
(van (4.10))
0
waar Bn(t)=2 J F(x,t)cos(n+})mx dx (van (4.11))
-1

en F(x,t)= - % sin ax [g'(t) + =wig(t)] =0
sodat Bn(t)=0
SoWa(x,t)=0

Die oplossing van die probleem is dus

u(x,t) = vix,t) + w,(x,t) + w(x,t)
*® - ) } P ]
u(x,t)y = 2 bncos(n+§)nx e (n+3)%n7t
n=0
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waar
0 2
= 1 . = i 1
bn 2-{ cos(n+3)mx dx "bn ICE2OE sin(n+3)=w

4.4 PROBLEEM 3 - 'N WARMTEGELEIDINGSPROBLEEM WAARIN DIE DINAMIESE

RANDVOORWAARDE GELD.

Beskou ’n staaf, lengte a, waarin die hittevergelyking geld. Aan die
regterkant van die staaf geld die dinamiese randvoorwaarde, met ander

woorde die tyd- en ruimtelike afgeleides kom gelyktydig voor.

Die probleem word as volg wiskundig geformuleer:

R 0<x<a, £50
u,{0,t) = 0 50
u,(x,0) = 1 0<x<a
—KL
c,p,al
du,, + K, 9du, . e! t,
5t 0t s (oY) — /0

Met behulp van die transformasie

2 g=Sipra’y
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transformeer die probleem na die volgende op die gebied (0,1):

(Verwys na bladsy 42 en 43)

2
3_;‘.* - g_;‘," = 0 0¢x<1, t>0
u,(0,t) = 0 t>0
u,(x,0) = 1 0<x<1
du Jdu -t
sr‘(l,t) + 03;‘(1.t) = pe t>0
a = S1P.8 B = c,p,a’
C:P,L C:P:K,

Die getransformeerde randvoorwaarde is as volg verkry:

Uit die transformasie geld dat

3u, _ 1 au,
ax 8 %
du, _ K, odu,
at c,p,a?at

sodat die Dinamiese randvoorwaarde as volg transformeer:

-k, c,p,a’ T
c,p,at’ K,
LT UPRORE RS I TP

c,p,8tat Le,p, a ax% Ca.Pa
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Skei hierdie probleem in twee probleme

Probleem A

2
;;* - 27‘;" = 0 (4.12a)

w,(0,t)

"
o

(4.12b)

w,(x,0) = 1 (4.12¢)

L, t) + afet(1,t) = 0 (4.12d)

dw, _ d'w, - 0
3t Ix?

w,(0,t)

"
o

w,(x,0)

oW, 3w, -
O_{-(l't) *Gs-;(l,t) = pe

"
o

4.4.]1 Probleem A se oplossing word verkry deur gebruik te maak van die

metode van skeiding van veranderlikes. [Haberman, 1983, bladsy 465 tot

471)

w,(x,t) = X{(x)T(t)
Die randvoorwaarde is dan X(1)T*(t) + aX*(1)T(t) =0

LX(D)(=AT(t)) + aX' (1)T(t) = 0O

SX(1) - :TX(I) : 0
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Die X-gedeelte van die probleem lyk dan as volg:

X"(x) = -=aX(x)

X(0)

"
o

Xe(1) - g X(1)

n
o

Beskou drie moontlike gevalle vir a:

As A=0 is die oplossing van die differensiaal-

vergelyking

X(x) = C, + C,x

Die homogene randvoorwaardes lewer die volgende:

X(0) = 0 -~ €, =0

. X(x) = C,px

S X (x) = C,

X1(1) = 2X(1) =0 4 C, =0 (420

S X{x) = 0 wat die triviale oplossing is, sodat A=0

nie 'n eiewaarde is nie.
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A<O

As ACO0 is die oplossing van die differensiaal-

vergelyking

X(x) = C,cosh/8x + C,sinh/8x waar A=-s, 8>0

Deur weereens die randvoorwaardes toe te pas word

die volgende verkry:

X(0) = ¢, =0

S.X(x) = C,sinhJ/8x
s X' (x) = C,/5 coshJ/sx
X*(1) - 2 X(1) = C,/5 cosh/& + 2 C, sinhJ/5 = 0

S Ca(J/S cosh/w + 2 sinhJ/s) = 0
Die gedeelte in hakies is positief (.. # 0)
&C, = 0

sodat die triviale oplossing weereens verkry word.

Daar is dus geen negatiewe eiewaardes nie.
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Beskou dus slegs die geval A>0.

Die algemene oplossing van die probleem is dan

X(x) = C,cos/h x + C,sin/a x
X(0) = c, = 0
L X(x) = C,sin/k x X*(x) = C,/% cos/x x
X'(1) - 2 X(1) = C,/F cos/F - 2C,8in/k = 0 —(4.13)
sodat JX tan/A = «a

Om die eiewaardes te verkry word hierdie vergelyking grafies opgelos en

'n numeriese metode gebruik om die wortels akkuraat te bepaal

Laat z = tanJa J;

z A

1
v

v

E

v
Daar is 'n oneindige hoeveelheid snypunte (eiewaardes, aangedui as

JX,,/X,;,... en as nww sal

JT; x (n-1)m )
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Die oplossing van die tydgedeelte van die probleem is

c et

T(t)

sodat die algemene oplossing die volgende is:

w,(x,t)

n
~
o
o
[
-
=]
3

=]
x

(4.14)

L]
Die eiewaardeprobleem vir X is ongewoon in die sin dat die eiewaarde a

ook in die randvoorwaarde voorkos:

X"(x) = -AK(x)
X(0) = 0 (4.15)
X*(1) - X x(1) =0
a

Om aan te toon dat die eiefunksies wat ooreenstem met die verskillende
eiewaardes nie ortogonaal is nie, word gebruik gemaak van die

standaardbewys deur Green se formule. [Raberman, 1983, bladsy 170!

Beskou naamlik twee verskillende eiefunksies X, en X, met eiewaardes a,

en A, respektiewelik.
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(4.15) impliseer:
X, "(x) = =-a,X,(x) : Xa"(x) = -AX,(x)
xl(o) = o x'(o) - o
X,*(1) - 2x,(1) = 0 X' (1) - 21x,(1) = 0
Green se formule
1 qay, asx, dx, ax, !
g (xl X‘ - X,a?(-. )dx = x‘a; - X,ﬁ |0
lewer nou die volgende:
1 1
JIX, (=a,X,) = Xa(-a,X,))dx = X, X" (x) - X,X,'(x) |
0 0
1 A A
S [-AX X, + A X, X,] dx = X, (1) 5' X, (1) - X,(1) E‘X,(l)
0
1 1
SF X Xp(A, - ap)dx = 5 X, (1) X,(1) [a, - a,]
0
! 1
(A, = A) [ X, X,dx = s (Ay =A,) X, (1)X,(1)
0

Omdat die regterkant nie verdwyn nie, kan nie tot die gevolgtrekking

gekom word dat

1
J X, X,dx = 0 as A, » A,
0
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soos gewoonlik die geval is met ortogonaliteitsbewyse.

Let egter op dat

(A, = A,)

O
"
o

XiXgdx - 2(A, = ADX, (D)X, (1)

...(As - Aa)

"
o

XiXadx + 2(a, = 40X, (1)X, (1)

O~

1

SOay = oA X, X,dx + 3 X, (1)X,(1)} = 0

O~ =

Hieruit kan 'n ander tipe ortogonaliteit afgelei word:
As A, # A,, dan is

1
RILICI 2 LX) = 0

Die eiefunksies wat ooreenstem met die eiewaardes is ortogonaal in

hierdie sin.

Die ortogonaliteit kan uitgedruk word deur gebruik te maak van 'n

gewigsfunksie o wat die Dirac-deltafunksie bevat.

1
/ X,X,0dx = 0 waar o =1 + 1 8(x-1)
0 a
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Dink ean hierdie Dirac-deltafunksie as 'n digtheidsfunksie wat die

warmte-eienskappe van ’'n randpartikel beskryf.

Die eiefunksie-uitbreiding van enige funksie f(x) (byvoorbeeld die

funksie wat die beginvoorwaarde beskryf) is

£
-
~~
X
o
s
1}
o]
~~
b
Nt
]
"neg

bnxn(x)' of in die geval waar f(x) 1 wvir (0,1

n=1

(sien vergelyking (4.12c))

Die koeffisient bn kan nou bepaal word deur hierdie nuwe soort

ortogonaliteit te benut:

1 o 1
O g w,(x,0) X.(x)c(x)dx = f bn g Xn(x)x.(x)a(x)dx
= 0 behalwe as m=n
1 1
. é w,(x,0) xn(x)o(x)dx = bn é X;(x)o(x)dx

1
I w,(x,0)X (x)o(x)dx
0 n

sodat b z

X? (x)o(x)dx

2
n

©
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Gebruik o(x) = 1 + 3 8(x - 1), dan volg

1
fow,(x,0) X (x) [1 + ls(x - 1)]dx
_ 0 n a
bn - T 1
{] X3(x) [1 + 2 6(x - 1)]dx
1 1
£ 1L.X_(x)dx  + 2 w,(1,0) X_(1)
B
EHO L S X2(1)
Xn(x) = sin JT; X
1 1
en J sin? JT; xdx = - [ JT; - sin JTQ cos JT; ]
0 2./1Tn

(verkry vanaf dubbelhoeke)

Gebruik die eiewaardeverband in vergelyking (4.13) neamlik

cos JA = Zg sin Ja

Dan 1is
L 1 Jrn
I sin? /A xdx = [ JA - — sint/a ]
0 n 2/ n n
n
= .l_ [ ] - l sin? /A
" Q n
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Omdat sin’./i'n + cos’./:n = 1
- sin’Jh ¢+ E? -in'./A-n = 1
- sin‘ﬂ-n (1 + 0y =
. at
sin*/A_ =
o at + A
1 1 1 at
o J sin’./A—n x = = [ 1 - = ]
0 2 a a? + An

.1 [a‘ + Aq - a ]
2 a? + 2
] 1
—w,(1,0) sin /A + [ sin JA_ xdx
b . a n p n
n
a . l[a‘*t\q-a ]
a? + A 2 at + a
n

1
1 . .
a_"‘(l'O) sln./An - {) sin JAn xdx

at + A+ a
D

2(a? + An)
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1 1
] 2(at + AL = w,(1,0)sin 47; + gsin JTn xdx ]
n a? + A+ a
n
1 . 1
a2 -
. 2(a #An)[a w,(l,O)sanTS + 7T:(l cosJTh)] 4. 16)
n at + A_ + a
n
4.4.2 Probleen B word opgelos deur gebruik te maak van die

Laplace-transform.

Probleem B:

aw, _ 3w, = 0
at ax?
w,(0,t) = 0
w,{x,0) = 0
Iw, Iw, - -t
5T (1,t) + ass (1,t) pe
®  -st
Stel U(x,s) = L {w,(x,t)} = [ e s wyix,t)dt
0
AW
L ’ST’(x,t)} = sU(x,s! - w,(x,0) = sU(x,s)
G(s) = L (pe’ty = £
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Die getransformeerde van probleem B word dus

y” - sU = 0 0<x<1
Uu(o,s) = 0 (a)
sU(l,8) - w,(1,0) + aU*(l,s) = G(s) (b)

Die algemene oplossing van dié differensiaalvergelyking is

U(x,8) = A cosh /8 x + B sinh /& x
Uit a volg: U(O,s) = A = O
S U(x,s) = B sinh /8 x Ur(x,s8) = BJE cosh /s x
Uit b volg: sB sinh /5 - w,(1,0) + aBJ/S cosh /s = G(s)
B - G(s) + w,(1,0)

s sinh /s + aJs cosh Js

L U(x,s) = _Simh /8 x [G(s) + w,(1,0)]
aJ/s cosh Js + s sinh Js

"

Vervang nou hierin die reele veranderlike s met die komplekse

veranderlike o.

Volgens die Laplace inversestelling is

s+io® ot .
walx,t) = Z%T I e "sinh Jo x [G(e) + w,(1,0))]

s-ie aJ/o cosh Jo + o sinh Jo

do

(c)
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s+ie
wy(x,t) S — J I(o)do
2ni s-ie
Hierin is I(e) die integrand.

die integrand wees.

Laat an die pole (singuliere punte)

Beskou fI(o)do langs die kontoer soos geskets:

iR :;;;ﬁ s+iR
r
A
x‘ X
-
lx X
-ia’..\ S-iR

Volgens die residustelling is

an
J1(o)de = 2mi I Res(I(on)] (d)
i
s+1iR
maar J1(o)do = J I(o)do + [ 1(o)do
s-1iR r
Dit kan bewys word dat J I(e)do = O [Carslaw
r
en Jaeger, 1959, bl 303])
s+ie
lim fI(o)do = J Ito)do = 2mi w,(x,t)}) van (c)
R oo sS-1e
L _J
= 2mi Z Res[I(on)] van (d)
1
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..."g(xvt) = z RCS[I(OD)]
met
ot .
I(o) = e sinh Jo x [G(o) + w,(1,0))
[ 2 cosh Jo + sinh J3 ]
Jo

Om die residue te bereken moet die pole van

e%tsinh/a x (G(o) + w,(1,0)]
[a—coshﬁ + linh./o_]

Jo

gevind word.

Stel P(o) = 2_cosh /& + sinh Jo = 0
Jo
Probeer o = -p? Jo = tip

-

(Die rede hiervoor le in die terme eOtsinh Jo x van die oplossing.

o = -p?, word hierdie term
-n2
e A tsinh i8x
-pnt
= le A tsin pX
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wat die standaarduitdrukking is vir warmteprobleme wat tot nou toe

opgelos is.)

= %ﬁ cos g+ i sin g = 0
cos g - g sin g = 0
cos B = é sin g (4.17)

”

Die pole word dus gegee deur die reele getalle g wat sodanig is dat

g tan g = «

"

Daar bestaan aftelbaar veel reele waardes wat hierdie vergelyking

bevredig. Pole van die integrand I(o) is dus die waardes

= —-n2
fos =
pn

Hierdie pole is almal reeel en le op die negatiewe as.

[Haberman R,1983, bl 469]

Skryf nou

9Ysinh /5 x [G(a) + w,(1,00] /o _ J(o)
cosh Jo + sinh Jo K(a)

[

I(c) =

5I°

Volgens ’n stelling uit die teorie van residurekene is

Res[I(o )] = J(9,)  (Weinberger HF, 1965, bl 274]

K'(an)
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d a .
K'(o) = [ — cosh /o + sinh Jo ]
ol s
= %, cosh /5 + 2 sinh Jo + 1_ cosh Jo
201 20 2/o
met 0 = -pt is Jo = ip en
:.o= = (Jo)* = (ip)* = -ip?
Aangesien cosh ix = cos x en sinh ix = i sin x, volg
K'(o (p)) = a cos p _ ai sin g + cos g
n'"p . .
21p; an' 2ip
_ 1 [ [ cos S8 sin g ] ]
= a —_—Tn 4+ e—n + cos B8
21In p; pn n

-p;t
ie sin p_x [ G(-p1) + wy(1,0) l

Verder 1is J(on(pn)) = -
-p“

_p;t
ie sin PoX [ﬁG(-p;) + w,(1,0) J.Zipn

) p,[ - [ 5%3-3" . z%E_An ] + cos p_ ]

.ZRes[I(on(pn))] =

-p;t
ane sin B X [ G(-p;) + w,(1,0) ]

a ( cos P, * pnsin P ) o+ p; cos B
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By die pole pn geld volgens vergelyking (4.17)
pnsin pn = @& cos pn
’p;t

2pne sin g x { G(-p;) + w,(1,0) )

‘Res(1(p )]

a ( a cos P, *+ cos pn) + p; cos p

-p;t
2pne sin p_x [ G(-p;) + w,(1,0) ]
.ZRes[I(pn)] = - - (4.18)
(a + a + pn ) cos pn
Daar is ook ’'n pool waar o = -1. [ G(eo) = —T—g—s— ]
Skryf
(o) = eatsinh Jo x.p + (l*o)eatsinh Jo x.w,(1,0)
. (l1+a) o l 2 cosh /& + sinh J/o
Jo
= %%%% waar K(o) = l+o
K'{o) =1
-t inh 1ix
“Res[I(o))] IR ea si . B ]
o= - l T cosh i +sinh i ]

e_tsin x . B

~-{ Q] =

1

cos 1 + 1 sin 1 ]
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-p e-tsin X
- sin 1]

- a cos 1

B e-ttin X (4.19)
- s1in [ :

a cos |

.'.Res[l(o)]o:_1

SoWa(x,t) = I Res[I(pn)] + Res[I(c)]o:_l —1(4.20)
D=
en
u(x,t) = w,(x,t) <+ wy(x,t)

waar die uitdrukkings vir w;(x,t) en w,(x,t) gegee word deur

vergelykings (4.14) en (4.20).

Vir berekeningsdoeleindes later, sal die uitdrukking

vir u(x,t) dan as volg lyk:
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= W‘(x,t) + H,(xlt)

u(x,t)
- -Ant -
= tlbne sindﬁ;x + 2z Res[I(pn)] + Re:[I(o)]oz__1
n= n=
(van (4.14) en (4.20))
1 . 1
2(at+a )[ - w,(1,0)sinJa_+ 7——(l—cosJTn)]
met b _= o a ! o An
. a® + A+ a
n
(van (4.16)
_p;t
3 -A2
Res(I(p )] = 28pS  SinA,x [G(-py) * w,(1,0))
(a* + a + p;) cosp
(van (4.18))
BT S
pe “sin x
en Res[I(o)loz_l " acos I - sin [
(van (4.19))
4.5 PROBLEEM 4 - DIE "MOEDERPROBLEEM".
lengte L, wat san 'n staaf, lengte a gekoppel

Beskou 'n eindige staaf,

word.
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Die probleem lyk as volg:

(= 4

-a c, P, K, c; P2 K, L

Die warmtevergelykings vir die twee gebiede is

du 3y du A%y
CnP;sf' - 513;1' =0 en CaPagr' - K:g;z' = by(x,t)
Stel x = ax t = ELQLE‘E (Verwys na bladsy 31 tot 33)
1
Die vergelykings transformeer na
v, _ K, f;a en c,p,kK, 2%: - K, ai“a = b,(x,t)
at c,p,a? at c,p,a? ot a? ax?
'n Ander vorm vir die vergelykings is
3'u, _ 1 oy, en af, _ Kyc,p, aju, . €.p,8? b, (X, 1)
ax? a? ax? at K,c,p, 9ox? c,p. K,
K,c,p _ ¢c,p,a?
Stel at = L1171 en = 11
1C2Pa A c.P:K, -
Dan volg
au, _ alu, du, _  _,9%u, _ -t ,
3T %t 0 5T alss? = pe (Verwys na bladsy 40 en 41
u,(x,0) =1 u,(x,0) = 0
- - du, - - L
u, (-1,t) = 0 5% (e.t) = 0 ¢ s
u,(0,t) = u,(0,t)
du, _ Ju, _ Kk,
3;(.—(O,H R~ (0,t) waar v = K
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Let daarop dat die simbole X en ¥ vervang is met x en t.
Verder is die bron in die tweede gebied weereens
sé gekies dat dit n; die transformasie die faktor

e_t bevat. By die punt x=0 word asanvaar dat daar

geen puntbron is nie, Dit wil se B=0 in vergelyking (3.5) op bladsy 25.

Neem die Laplace transform met betrekking tot t:

Probleem A Probleem B
sU, -1 -U," =0 sU, - aty,” = 2
u,(-1,s) = 0 u,*(e,s) =0
u,(0,s) = U,(0,s)
U,'(0,s) = v U,*(0,s)

Vir probleem A:

Stel 'n partikuliere oplossing 1is

Ulp = K
‘8K = 1
RY SR

s

Die oplossing van die homogene probleem A is

U,(x,s) = A cosh /§x + B sinh /8 x
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Die algemene oplossing van probleem A is dus

U,(x,8) = A cosh /8 x + B sinh /& x + é
U,(-1,8) = Acosh /& - Bsinh /& + - = 0 —(4.21)
1
u,(0,s) = A + e
U,*(x,8) , = A /& sinh /8§ x + B /s cosh /8 x
U,'(0,s) = B J&
Vir probleem B:
probeer ’n partikuliere integraal
U2p = L
- B
sL = 135
- A
L ® s1Tes
Die algemene oplossing van probleem B is
U,{x,s; = C cosh == x + D sinh {E X o+ A
a s({1+s
- A
U, (0,8 = € + b
U,*{x,s) = C'fs-sinh ’/._s-x + D’/"S-coshl/:u
a a a a
U,r(e,s) = S5 sinn BBt . DS . S5 (4.22)
a a a
v U, (0,s) = LD/
a
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Die randvoorwaarde U,(0,s) = U,(0,s) lewer:

c=a+z-_4 (4.23)

Die randvoorwaarde U,*(0,s) = v U,'(0,8) lewer:

"

BJ;- 'IDJS-

a0

B (4.24)

Vanaf (4.22), (4.23) en (4.24):

A+ l - A ] iE sinh /5¢ + 28 ig cosh igi = 0
s s([+s a a v a a
(4.25)
(4.25) x cosh J/s:
[ A+ 1. d ] iE sinh iii cosh /s
) s(I+s a a
545 cosh JE' cosh /5 = 0 (4.26)
14.21) x {E sinh iEL:
a a
Aig sinh {Ei cosh /s - Big sinh iii sinh /s
a a a a
1 Jse
t 57 sinh < = 0 (4.27)
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(4.26) - (4.27):
1 _ A Js . Jse
[; m]_cslnhTCOShﬁ+
B ['/_; cosh Jae cosh /& + £ sinh ﬂ sinh Js_]
Y a a a
- 071-.- sinh ’/—ie- = 0
. Jse
sinh ——
a 1 B JE. Jse
—7— [:'mu—s)] =5 sinh T5— cosh /&
° T /s osh /st h /8 + /s sinh /st sinh /s (4.28)
= c —5— cos = sin 5
(4.21) x _'/i- cosh ﬂ:
1 a
Af cosh ﬂ cosh J/s - Bf cosh /se sinh Js
b} a b} [« §
+ 75 cosh ::_e- 0 (4.29)
"4.25 x sinh J/3:
L1l B o S5
[A = T ]—5 sinh - sinh /s
- fi- B cosh @ sinh /8 = 0 (4.30)
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(4.29) + (4.30):
A[-’/g cosh '/::( cosh Js + f; sinh ./El sinh -./'5]

Jse

1 /8¢ + [é m’.]_ sxansinhﬁ = 0

7 cosh -

sodat
Jee
.- /5 hJ‘e.hJ__°°'hT
A s s(l+8)| a sin - %o s 778 (4.31)
_'/Ec i:icosh JE O+ {--Es1nh Qsinb JE

Die oplossing van probleem A is
U,(x,s) = A cosh Jsx + B sinh J/sx + é

met A en R soos gegee deur vergelykings (4.31) en (4.28).

4.5.] VOORBEREIDING OM DIE INVERSE LAPLACE TRANSFORM TE VIND:

A cosh Jsx
7.!.1'_ sinh ﬂ sinh /s cosh J/sx

sinh /s

£ sh /3¢ cosh /s + ./_s- sinh /st
v a a a
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e sinh izl sinh /S cosh J/sx
. s{l+s5)a a
ig cosh /st cosh Js + iz sinh /se sinh /%
a a a
;5; cosh JE? cosh J/sx
—; cosh Jic cosh /s + ig-sinh igi sinh Js

1 2 3
1 . Jse .
- sinh Y— sinh /3 cosh J/sx
A = Tsa a
ig cosh izl cosh /s + {E sinh igi sinh J/s
3 a a a
- v sinh JE? sinh /s cosh J/sx
cs[cosh {Ei cosh v/ + L sinh izi sinh J?]
=] a a
Stel nou s = -¢% sodat Js = t i@
¥y s1in 3i sin @ cos 0Xx
LAy = 2 (4.32;

X4 b ] . X4 .
-aé?® |cos -5 cos e - z Sin — sin 0
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Soortgelyk volg dat

-pv sin zé sin @ cos @x
A2 = (4.33)
2 2 (X4 v R X 4 .
-2 (-0 +l)a[cos —5 cos [} z 8ip — sin 9]
en
X4
cos — cos ox
A3 = (4.34)
0‘{cos 9 cos & - L sin ’”’ sin 0]
a a a
Netso volg
-v sinh igl cosh /s sinh J/Sx
B sinh /sx =
as[cosh igl cosh J/s + % sinh igi sinh JE]

Bv sinh igi cosh /5 sinh Jsx

a

s(l*s)a[cosh /st cosh Js + é sinh igi sinh JE]

Js¢e

v sinh —_ sinh J/sx
+
as[cosh igi cosh Js + % sinh igi sinh JE]
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Soortgelyk as vir Al' A2 en A, volg

. (X4 .
7 sin — cos ¢ sin #x
Bl = (4.35)
- ao’[cos LA cos ¢ - L sin ° sin 0]
a a a

pv sin :% cos & sin 0x

B = (4.36)

z (X4 ~ [ X4

O'(l-o‘)a[cos — cO08 # - -~ sin — s8in 0]
a a a

. 0t .
Y sS1D = sin 0x
83 = (4.37)

[ X 4 v . (X .
a8?|cos — cos ¢ - — sin — sin ¢
a a a

4.5.2 DIE INVERSE TRANSFORM.

waar die uitdrukkings van Al tot 83 gegee word deur vergelykings (4.32

tot (4.37).
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Die inverse van U,(x,s) word bepaal met behulp van die inversiestelling

u,(x,t) = Z Res[U,(x.s)eSt]s:O (Verwys Bylaag E op bladsy 138)
n D

waar o die pole van U,(x,s) is.
Die inverse van die term é is 1.

Dit is verder nodig om die pole van Al tot A3 en B1 tot 83 te

ondersoek.

Al' A2 en A3 asook Bl’ Bz en 83 het almal pole waar

X4 v . (X4 .
COS — CcO0S § - — sin — sin @ = 0
a a a

Met behulp van L’Hospital se reel kan dit bewys

word dat die volgende limiete bestaan:

lim A, lim A,, lim B,, lim B, en 1lim B,.
s-.O ' s-0 5-00 3-40 s-.O

A,, A,, B,, B, en B, het dus nie pole by s=0 nie.
A, het 'n pool by s=-1

A, het 'n pool by s=0

B, het 'n pool by s=-1
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Vervolgens word bewys dat die wortels van die vergelyking

8¢ v . ¢ .
CcCO0S —— CcOs 8 - — slin — s1n 8
a a [+

1}
o

” ~
op die reele as le en simmetries ten opsigte van die oorsprong, sodat in
”

die finale berekenings slegs pole op die negatiewe reele as in

berekening gebring hoef te word.

4.5.3 DIE WORTELS IS REEEL (Carslaw en Jaeger, 1959, bladsy 325]

Beskou die vergelyking

cos 8 cos gt - r sin 6 sin 8¢ - 0 — (4.38)
a a
.
waar r = —
o4
Aanvaar dat ’'n suiwer imaginere wortel
8 = i¢
moontlik is.
nLcos i¢ cos L L r sin i¢ sin 6e 0
a a
cosh ¢ cosh ié + r sinh ¢ sinh Eé. = 0
Se _
coth ¢ coth 2—- + r = 0 —4—m _ (4.39)

A
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ce coth x
Aangesien coth ¢ en coth -
altyd dieselfde teken het, is T T T 71 3'_"- - =
(4.39) onmoontlik, aangesien r = % > 0
-1
@ = i¢ 1s dus onaanvaarbaar.

Om aan te toon dat die wortels van (4.38) ook nie van die vorm

@ = ¢ + i¢ kan wees nie, word as volg te werk gegaan.

Laat @ enige wortel van (4.38) wees.

Stel nou U,(x) = sin [e(1+x)] -1<x<0
U,'(x) = & cos [@{1l+x)]
U,"(x) = -e2sin [e(1+x)]
ZU" 4+ e?U, = 0 (4.40)
U,(-1» = 0 (4.41)
. (]
sin ¢ cos - (e-x)
Stel U,(x) = 0x<e
'Y
COS =
a
. N
— 8in @ sin —(¢-x)
Uu,*(x: = 2 s
[ X4
COS8 e
a
2
—/g) sin @ cos ;(c—x)
U,"(x) =
(X4
CO8 —
a
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"

LU, o+ (2)'0. = 0 (4.42)

Uy,'(e) =0

U,(0) = U,(0) = sin o

[ . . [ X
. . K‘E sin 0 sin =
K,U,(0)-K,U,(0) = K, 9 cos @& -
8¢
COS
a
. K, _
Aangesien g =7 volg
[}
KU (0)-K,U,(0) = Eo [ cos & cos o - Lsin e sin & ]
cos —
= 0
VK, UL (0) = K,U,(0) (4.43)

Laat ¢ 'n ander wortel van (4.38) wees en definieer vir ¢ twee funksies

V, en V, soortgelyk aan U, en U, hierbo.

Die eweknie van

u,” + 83U, = 0 is V," + 4V, = 0
0

f{V,U," + @®V,U,]dx

-1
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0
= [ [V,(-e®U,) + o2V, ,U,Jdx = 0
-1
0
sodat I {v,u,” + e?U,V,]Jdx = O en
-1
(4.44)
0
J (U, v," + ¢, V,Jdx = 0
Die eweknie van
” [ - : » -
U, + (a)‘U‘ = 0 is v, + (2)'V‘ = 0
¢ [
S [VaUu,m o+ (2)2V,U,]Jdx = O
0 a
(4.45)
4
en J [Uv," + (i)’V,U,}dx = 0
0 a
Uit (4.44):
0 0 0 0
Jov,u,"dx + [ e?V, U,dx - JU,V,"dx - [ ¢*U,V,dx = 0
-1 -1 -1 -1
0 0
JKyiet - 6%y fV,U,dx + K, [ (V,U," - U, V,")¥dx = 0
-1 -1
(4.46)
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Uit (4.45):
K ¢ ¢
—L(0* - ¢*) [ U,V,dx + K, J [V,U," - U,V,"]dx = O
a? 0 0
(4.47)
Uit (4.46) en (4.47):
0 g ¢
(e - ¢*) (K, J V,U,dx + X [ U,V,dx]
-1 a® 0
0 e
= K, J [Vv,"U, - VvV, U,"]dx + K, J [U,V," - Vv,Uu,")dx
-1
0 0
= K,[V,'U, - v,U,-]l - K, { (V,*U,* - U,'V,*]dx
¢ ¢
+ Ky{U,Vv,* - v,U,"] - Ky J [U,*v,* - v,'U,*)dx
0 0
K, [V, (0YU,(0) = V,(0)U,*(0) -~ Vv, *(-1)U,(=1) + Vv, (-1)U, " (-1
K, (U, ()V,r (e - v(e)U, 0 () -U,(0)v,*(0) + Vv, (0)U,'(0)]
U,(0)[K,V,'(0) - K,V,*(0)]
V,(0)[R,U,*(0) - K,U,"(0)] = O ( volgens (4.43) )

0 ¢
S(0%-91)[K, [ U,V,dx + 51 J U,V,dx] = 0—(4.48)
-1 0
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Veronderstel ¢ en ¢ is twee komplekse toegevoegdes
6 = ¢ + ig ¢ = ¢ - it

Dan is U,,V, en U,,V, komplekse toegevoegde pare

[Haberman R, 1983, bl 163]

U, = R, + 1§, U, = R, + iS,
V, = R, - i85, V., = R, - iS5,
Uit (4.48)
0 4
(82 - ¢23[K1 J g,v,dx - =27 Uszdx] = 0
-1 a? O
volg
0 K 4
(82 - ¢2)[K1 S (R;? + 5,%)dx + =X [ (R,?.+ §,%)dx] = 0
-1 a? 0

Die gedeelte in [ ] 1is streng groter as 0

g2 = ¢z

Dit is slegs moontlik as die wortels van (4.38) reeel is en nie kompleks

nie.

A

DIE WORTELS LE SIMMETRIES TEN OPSIGTE VAN DIE OORSPRONG.

Beskou steeds die uitdrukking

? . .
cos 86 cos 2; -~ r sin 8 sin iﬁ = 0
3 a
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cot @ = r tan :i
a

Analities word as volg aangetoon dat die wortels simmetries

ten opsigte van die oorsprong is:

As ¢ 'n wortel is, is

(X4 . . (X4
cos @ cos = - r sin ¢ sin - 0

Stel nou ¢ = -0

.cos ¢ cos $ - ¢ sin ¢ sip LA 0
a a
¢ is ook 'n wortel.

Die pole van Al tot A3 en 81 tot 83 le dus by die punte

s = -02 op die negatiewe reele as waar ¢ reele waardes is wat

oplossing

is van die vergelyking

cot ¢ = r tan :é mits sin 6 sin ié ¢ 0
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HOOFSTUK S

ANALITIESE OPLOSSINGS VAN DIE PROBLEME

In hierdie hoofstuk word 'n kort opsomming van die probleme wat in
Hoofstuk 4 behandel is gegee, tesame met die analitiese oplossings en
grafieke van die oplossings. 'n Pyltjie dui telkens die betrokke tipe
randvoorwaarde aan. Die rekenaarprogramme en tabelle van die oplossing

is in die bylae n; Hoofstuk 6 saamgevat.

5.1 DIE DIRICHLET-RANDVOORWAARDE PROBLEEM

Die getransformeerde probleem wat in paragraaf 4.2

behandel is, is

3t - 3% = 0 -1<x<0, t~0

u(-1,t) = O t>0

w(0,t) = p(l-e Yy = g(t) t>0
u(x,0) = 1 = f(x) -1¢x<0

Die Dirichlet-randvoorwaarde is verkry deur die tweede gebied termjes
massief te maak, dit wil se
K 3 en Lo

(Verwys na paragraaf 3.7.2)

Die analitiese oplossing van die probleem word aan

die einde van paragraaf 4.2 gegee as
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o
u(x,t) = p(l*x)(l-e't) + Z b sin aax.e B 't
n=1
L J
2 -t__-nim?t, .
* nil Do neal:TT(e ~e " " Ysin nax
_ 2
met bn = E—[cos nn - 1]

Die grafiek van die oplossing is op bladsy 104.

Beskou die Dirichlet-randvoorwaarde

As tze is p(l-e %):zp=0.58

s = z:zia: waar c, = 0.136’x 10?
p, = 7,4 x 10°
a = 1
0,6 x 10°

€1 T TR
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Dit blyk dat die invloed van die bron aan die regterkant van die staaf

‘'n temperatuurstyging tot gevolg sal he wat duidelik sigbaar is in die

grafiek van die oplossing.

5.2 DIE NEUMANN-RANDVOORWAARDEPROBLEEM

Die getransformeerde probleem is,volgens paragraaf 4.3,

2
A -1¢x<0, >0
u(-1,t) = 0 >0
- g_:(o,t) = 0 £50
u(x,0) = 1 -1¢x<0
waar %;(O,t) = g(t) = 0 gekies word, met ander woorde,

daar bestaan geen puntbron aan die regterkant van die

staaf nie.

Die Neumann-randvoorwaarde is verkry deur die tweede gebied 'n
isolator te maak, dit wil se
K,;-0

(Verwys na paragraaf 3.7.2)

Die analitiese oplossing van die probleem word aan

die einde van paragraaf 4.3 gegee as
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> - 1 2 2
u(x,t) = 2 bncos(n+i)nx.e (ne3)imit
n=0
: 2
met bn = 2‘{ cos(n+})ux dx = TR sin(n+i)a

Die grafiek van die oplossing van die probleem volg
op bladsy 105

Beskou die Neumann-randvoorwaarde

du -

'a—x-(oot) =0
Aan die regterkant van die staaf is daar geen warmte-energiebron nie e1:
mens verwag dan 'n daling in die temperatuur wat duidelik blyk uit die

grafiek. Verder is die helling van die grafiek aan die regterkant altyc

nul.

5.3 DIE DINAMIESE RANDVOORWAARDEPROBLEEM

Die getransformeerde probleem is, volgens paragraaf 4.4

du 3y

a—r - —a—x: = 0 O(X*fl, t>0
Te u(0,t) = 0 t>0
o -
du du - -t N
-t ;T(l't) *Oa—x(l,t) - pe too
wix,0) = 1 0¢x¢1
c,p,8 c,p,a?
et 1r 1P
" a Cap.L P C:P:KA
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Vir berekenings is die volgende waardes gebruik:

. 0,136 x 10°
R P §: S

Py = 7,4 x 10°

€1Pr T —TRT

" _ 0,12 x 10°
e YL
L= 1

Die Dinamiese randvoorwaarde is verkry deur die tweede gebied ’'n

supergeleier te maak, dit wil se

K,-o’

(Verwys na paragraaf 3.7.2)

Die analitiese oplossing word aan die einde van paragraaf 4.4 gegee as

o0 o0
ulx,t) = rbe " sinJTnx + z

. [Res(I(pn)] + Res[l(o))a:_l (5.1

1

. 2(0’*An)[ é w‘(l,O)sinJT; + 7}il-cosJT;)]
n a? + An + a
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-p;t
2pne sinpnx [G(-p;) + w,(1,0)]
Res(1(py)] = (6% & + PpiTcesp,
Res[I(0)] pe-gin X
es 9)1g=-1 acos] - sinl

Die eerste reeks in (5.1) bevat die terme

® 2 . -a_t
w,(1,0) z 2(a *An)sanq; e ° sinJTnx (5.2)
n=1 a(a®+A_+a)
D
Die tweede reeks in (5.1) bevat die terme
-Plt
3 n .
w,(1,0) £ 2PpS _ sip A.X (5.3)
n=1 (a’+a+p;)cos A,
Deur gebruik te maak van An = p; en die eiewaardeverband
JA_ tan /A = a
n n
kan meklik aangetoon word dat die twee reekse in (5.2) en (5.3) 1denties

is.

Die uitdrukking vir u(x,t) in (5.1) bevat dus ’'n term

-p!t
® 2p e sin B8 x
[Nl(l,O) + W,(l.O)] z pulad DU A , PR,
n=1 (a'+q¢p;) cos p_
Hierin 1s w,(1,0) + w,(1,0) = u(l1,0)
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A
In die moederprobleem was ul(x,O) 1
die begintoestand soos aangedui X
uz(x.O)
in die grafiek hier langsaan. J >
0

Volgens ’'n konvergensie stelling vir Fourier-reekse [Haberman, 1983,

bladsy 75]

sal die reekse vir die moederprobleem konvergeer na } by die

diskontinuiteit.

A u(x,0)

Om te verseker dat die dinamiese

randvoorwaardeprobleem dieselfde

u(l.O)
gedrag toon, postuleer ons

u(l,0) = 0. Hierdie postulaat 1

word ondersteun deur die numeriese resultate.
Die grafiek van die oplossing is op bladsy 106
Beskou die Dinamiese randvoorwaarde

au du _
ET(I't) + agy(l,t) = pe
r

As t=0 1is pe-t=p

As t=ze is pe‘t=0

Die verwagting is dus dat die invloed van die bronterm uiteindelik ’'n

temperatuurdaling tot gevolg sal he wat inderdaad die geval is soos bl

uit die grafieke.
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DiRICHLET

uix,)
¢S5 1
0.4 1
t =]
t=0.9
t=0.8
031 t=0.7
t=0.6
t=0.5
021 t=0.4
t=0.3
0.11 t=0.2
t=0.1
0.0 1 . . . .
- -0.9 -0.8 -0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0
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SEUMANN

ulx,b)
10
t=0.1
0.9 1
0.8
t=0.2
0.7 1
t=0.3
0.6 1
il t=0.4
0.4 1
/”—————___t.o.5
0.3 t=0.6
=0,7
oz =0.8
t=0.
t=]
0.11
0.0‘. ~ - T oy T T T T ¥ T
-1 -C.9 -0.8 -C.7 -0.6 -0.5 -6.4 -0.3 -0.2 -0.1 0
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: TTANCY
J cd;\llES
uix,t)
0.6 1

t=0.2
t=0.3
t=0.4

t=0.5
t=0.1
t=0.6
t=0.7
t=0.8
t=0.9
t=]
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5.4 DIE MOEDERPROBLEEM

Die getransformeerde probleem is, volgens paragraaf 4.5

dau, _ a'u, du _ dtu, _ -t _K,c,p
3T e - O 3T a'sx:’ = Pe S v
u,(x,0) = 1 u,(x,0) = 0
-Cip,8?
u,(-1,t) = 0 %;’(e,t) = 0 C,pP:K,
(:E
a
u;(olt) = u'(O,t)
du - du _K
37‘(0,t) = 13;’(0,t) v-K:
met analitiese oplossing
u,(x,t) = I Res[U,(x,s)eSt]s_o + 1
n ““n

gegee in paragraaf 4.5.2 waar o, die pole is van U,(x,s) met

U,(x,s) Acosh/sx + BsinhJ/sx

= A, + A, + A, + B, +B, +B,
Die uitdrukkings vir A, tot A, en B, tot B, word gegee deur

vergelykings (4.32) tot (4.37).

Die doe] met die moederprobleem is om die volgende te bepaal:
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a) As K,y en L (met ander woorde die tweede staaf is termies
massief) in.die moederprobleem, sal die oplossing ooreenstem met die

oplossing van die Dirjchlet-randvoorwaarde-probleem?

b) As KE,50 in die moederprobleem (met ander woorde die tweede staaf is
'n isolator), sal die oplossing ooreenstem met die oplossing van die

Neumann-randvoorwaarde-probleen?

c) As E,o® in die moederprobleem (met ander woorde die tweede staaf is
'n supergeleier), sal die oplossing ooreenstem met die oplossing van di

Dinamiese-randvoorwaarde-probleem?

Parameters is geleidelik groter en kleiner gemaak (afhangende van wat

getoets is volgens a), b) en c) hierbo) en die resultate word saamgevat

1in hoofstuk 6.
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HOOFSTUK 6

LIMIETGEVALLE VAN DIE OPLOSSING VAN DIE MOEDERPROBLEEM

Soos reeds gemeld in hoofstuk 5 word die parameters K, en L vergroot of

verklein en die gedrag van die oplossing ondersoek.

6.1 Kyu, Logeo

Die tweede staaf word termies massief gemaak.

Die volgende waardes vir K, en L is gebruik

K, L
200/4.184 20
500/4.184 50

1000/4.184 100

3000/4.184 200

Die oplossings in tabelvorm vir elke geval is op bladsy 110. Die twee
grafieke op bladsye 111 en 112 toon die oplossings, tesame met die
oplossing van die Dirichlet-randvoorwaarde-probleem, vir tye t=0.5 en
t=1. Dit is duidelik dat vir groot K, en L die oplossing di; van die

Dirichlet-randvoorwaardeprobleem benader.
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110
OPLOSSINGS VAN DIE MOEDERPROBLEEM VIR STYGENDE K, ENL

X -
1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.000 0.153 0.294 0.410 0.495 0.541 0.548 0.517 0.455 0.370 0.273
0.000 0.074 ©0.143 0.204 0.252 0.287 0.306 0.311 0.304 0.288 0. 267
0.000 0.044 O0.087 0.126 0.161 0.190 0.214 0.232 0.246 0.256 0.265
0.000 0.033 0.066 0.097 0.127 0.154 0.180 0.204 0.226 0.248 0.269
0.000 0.029 0.058 0.087 0.115 0.143 0.170 0.197 0.223 0.250 0.278
0.000 0.028 0.057 0.085 0.113 0.141 0.170 0.199 0.228 0.258 0:288
0.000 0.029 0.057 0.086 0.115 0.144 0.174 0.204 0.235 0.267 0.300
0.000 0.029 0.059 0.089 0.119 0.149 0.180 0.211] 0.244 0.277 0.311
0.000 0.030 0.061 0.092 0.123 0.154 0.186 0.219 0.252 0.286 0.321
0.000 0.031 0.063 0.095 0.127 0.159 0.192 0.226 0.260 0.295 0.33]
Kz = 500/4,184 L = 50
1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.000 0.151 0.289 0.403 0.482 0.522 0.521 0.482 0.409 0.314 0.207
0.000 0.069 0.133 0.189 0.232 0.261 0.275 0.275 0.262 0.242 0.218
0.000 0.039 0.077 0.112 0.142 0.167 0.187 0.202 0.213 0.222 0.230
0.000 0.029 0.058 0.085 O0.111 0.136 0.159 0.181 0.203 0.224 0.246
0.000 0.026 0.052 0.078 0.104 0.130 0.156 0.181 0.208 0.235 0.264
0.000 0.026 0.053 0.079 0.106 0.133 0.161 0.189 0.219 0.250 0.282
0.000 0.027 0.055 0.083 0.111 0.140 0.170 0.200 0.232 0.265 0.300
0.000 0.029 0.058 0.087 0.117 0.148 0.179 0.212 0.245 0.280 0.316
0.000 0.031 0.061 0.092 0.126 0.156 0.189 0.223 0.257 0.293 0.331
0.000 0.032 0.064 0.097 0.130 0.163 0.198 0.233 0.269 0.306 0.344
K2 = 1000/4,184 L =100
1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.000 O0.151 0.286 0.397 0.473 0.510 0.505 0.461 0.384 0.284 0.172
0.000 0.067 0.128 0.181 0.221 0.246 0.257 0.254 0.239 0.216 0.190
0.000 0.037 0.072 0.104 0.131 O0.154 0.171 0.185 0.194 0.202 0.210
0.000 0.027 0.053 0.079 0.103 0.126 0.147 0.168 0.189 0.210 0.233
0.000 0.025 0.049 0.073 0.098 0.122 0.147 0.172 0.199 0.226 0.25¢6
0.000 0.025 0.050 0.076 0.102 0.128 0.156 0.184 0.214 0.245 0.278
0.000 0.027 0.054 0.081 0.109 0.137 0.167 0.198 0.230 0.263 0.299
0.000 0.029 0.057 0.087 O0.116 0.147 0.179 0.211 0.245 0.281 0.318
0.000 0.031 0.061 0.092 0.1264 0.157 0.190 0.224 0.260 0.297 0.336
0.000 0.032 0.065 0.098 0.131 0.165 0.200 0.236 0.273 0.312 0.352
Kz = 3000/4,184 L = 200
1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.000 0.172 0.316 0.432 0.509 0.541 0.527 0.469 0.376 0.257 0.126
0.000 0.073 0.135 O0.187 0.226 0.248 0.253 0.244 0.221 0.191 0.158
0.000 0.037 0.071 0.101 0.126 0.146 O0.161 0.171 0.177 0.182 0.188
0.000 0.026 0.050 0.074 0.096 ©0.117 0.137 0.156 0.175 0.196 0.217
0.000 0.023 0.046 0.069 0.092 0.115 0.139 0.163 0.189 0.216 0.246
0.000 0.024 0.048 0.072 0.097 0.123 0.150 ©0.178 0.207 0.239 0.273
0.000 0.026 0.052 0.079 0.106 0.134 0.164 0.194 0.227 0.261 0.298
0.000 0.028 0.057 0.086 0.115 0.146 0.178 0.211 0.245 0.282 0.320
0.000 0.031 0.061 0.092 0.124 0.157 0.191 0.226 0.262 0.301 0.341
0.000 0.033 0.066 0.099 0.133 0.167 0.203 0.240 0.278 0.318 0.359
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DIE DIRICHLET PROBLEEM (t=0 3)

ulx,t)
0.3
, 1
/
’
So.2
M
V4 7 7
/// Vs //’ 4
’ y ’
/// ’/// /
021
’
/
0‘14 /, /
/47 .
Ve //:/:/
7 s /,’
‘2,00 1 L =20 Kz = 200/4,184
2. L =50 K2 = 500/4,184
3. L =100 K2 = 1000/4,184
4. L = 200 K2 = 3000/4,184
0.0 1
" T Y ~ T T T T L T
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DIE DIRICHLET PROBLEEM (t=10)

ulx,t)
0.41
4
3
2
1
0.31
021
1. L=20 1(2 = 200/4,184
- 2. L =350 K3 = 500/4,184
3. L = 100 l(2 = 1000/4,184
4. L = 200 l(2 = 3000/4,184
0.0 1 - . — -
1 1 i 1 1 T T
-1 -6.9 -n.8 -0.7 -C.% -0.5 0.4 -0.3 -2.2 -n.1 ¢
x-WAARDES
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6.2 K,u=0
Die tweede staaf word 'n isolator.
Die volgende wasardes vir K, is gebruik:

LYY
10/4.184
2/4.184
0.2/4.184

0.02/4.184

Die oplossings in tabelvorm is op bladsy 114. Die twee grafieke op
bladsye 115 en 116 toon hoe dié oplossings vir tye t=0.5 en t=1, die

oplossing van die Neumann-randvoorwaardeprobleem benader.
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OPLOSSINGS
X »

1.000 1.000
0.000 0.162
0.000 0.097
0.000 0.068
0.000 0.052
0.000 0.043
0.000 0.037
0.000 0.033
0.000 0.030
0.000 0.028
0.000 0.027
1.000 1.000

0.000 0.152

0.000 0.106

0.000 0.079

0.000 0.061

0.000 0.049

0.000 0.041

0.000 0.034

0.000 0.030

0.000 0.026

0.000 0.023

1.000 1.000
0.000 0.153
0.000 0.115
0.000 0.089
0.000 0.069
0.000 0.055
0.000 0.044
0.000 0.035
0.000 0.028
0.000 0.023
0.000 0.019
1.000 1.000
0.000 0.175

0.000 0.122

0.000 0.093
0.000 0.073
0.000 0.057

0.000 0.045
0.000 0.035
0.000 0.028
0.000 0.022
0.000 0.018
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= 10/4,184
1.000 1.000
0.552 0.628
0.347 0.408
0.251 0.300
0.197 0.238
0.164 0.200
0.143 0.175
0.129 0.158
0.119 0.147
0.112 0.138
0.107 0.132
= 2/4,184
1.000 1.000
0.548 0.644
0.391 0.465
0.295 0.354
0.232 0.279
0.187 0.227
0.155 0.189
0.132 0.161
0.114 0.139
0.100 0.123
0.090 0.110
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.000
.678
<537
.401
.314
. 249
199
.161
« 131
.108
.090

= 0,02/4,184

00000 QO0OO0O0O0

.000
.621
.453
.350
273
.214
.168
«133
.105

.084
.067

0000000000

.000
.726
.542
.420
+328
<298
.203
.160
w17
.101
.081

©Ocoooo0oo0oo0coo0o0o~ C0O0O0O0OO0O0O0O O~

0C00O0O0O0OO0O0O0O0

0000000000~

.000
.671
454
.341
+275
.233
.206
.187

.174

. 164

.158

.000
N8
.526
.404
321
.262
219
.187
.163
. 144
.130

.000
.770
.589
.458
.360
.286
«229
. 185
151
+ 125
. 104

.000
.807
.617
.480
.376
295
<233

184

. 146
.116
.093

COO0O0O0O0O 00O m 000000 GO0 O CO0O0O0OO0O0O0OO

0O000DO0OO0OO0O0O0O0 =

DALENDE
.000 1.000
.684 0.670
.485 0.502
.374 0.398
.306 0.332
.263 0.289
.234 0.260
.214 0.239
.200 0.225
.190 0.214
.182 0.206
.000 1.000
.766 0.791
.572 0.602
LALL4 0.474
.356 0.383
.293 0.318
.246 0.269
211 0,232
.185 0.204
.164 0.182
.148 0.165
.000 1.000
.840 0.887
.647 0.687
.504 0.538
.398 0.426
.316 0.340
.254 0.274
.206 0.223
.169 0.183
.140 0.152
347 0.127
.000 1.000
.865 0.902
.676 0.719
.529 0.564
LA14 0.443
.326 0.348
<257 . QuZIS
.203 0.218
-161 0.173
.129 0.138
.103 0.111

0O0O0O0DO0OO0OO0OO0O0OO0O -

OO0 O0OO0OO0ODO0OO0O0O0 -

0O0O0O0DO0O0D0O0O0O0O ™ -

CO0O0OO0O0OO0OO0O00O0Ow

.000
.635
505
414
» 393
.312
.283
.263
.248
.238
.230

.000
- 193
.618
.493
.403
337
287
.250
22
.198
.180

.000
0 I
« 711
.560
A
.356
.288
. 235
- 193
.161
.136

.000
.921
L7444
.586
.460
.363
.287
w22l
.181
. 145
112

COO0OO0O0OO0O O~ 0 0,000 0.9 OOOIr COO0O0O0O0O0O0O0 O

0000000000~

.000
. 585
.498
.423
.369
a3l
.304
.285
=
.260
.252

.000
.774
.618
.502
.415
«351
.302
.264
o < 1
212
. 193

.000
+ 943
« 137
.568
.453
.364
+295
L2642
.200
.168
. 142

.000
.924
192
<393
.L67
.369
el
v 232
.185
. 148

3119
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ux,b
0.4 |
==4
3
-2
1
0.3
02
S, K, = 10/4,184
. 2. Ky = 2/4,184
p 3. K5 = 0,2/4,184
4. Ky = 0,02/4/184
0.1
0.0 H v [ v 1t v 1 v o . M o '
-1 -0.9  -n.8 -0.7 -0.6  -0.5 -0.4  -0.3 -0.2 -0.1 O
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o’o . . . M . . O
-1 -0.9 -0.8 -0.7 -0.6 -0.5 -G.4 -0.3 -0.2. 0.1 0
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6.3 K

Die tweede staaf word ’'n supergeleier.
Die volgende waardes is vir K, gebruik:

L
2/4.184
5/4.184

10/4.184

100/4.184
Die oplossings in tabelvorm is op bladsy 118. Die twee grafieke op

bladsye 119 en 120 toon hoe hierdie oplossings, vir tye t=0.5 en t=1,

die oplossings van die Dinamiese-randvoorwaarde-probleem benader.
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OPLOSSING VAN DIE MOEDERPROBLEEM VIR STYGENDE K2

Kz = 2/4,184

X -
1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.000 0.159 0.311 0.448 0.566 0.660 0.728 0.770 0.786 0.781 0.757
0.000 0.107 0.211 0.307 0.394 0.468 0.528 0.572 0.601 0.616 0.615
0.000 0.079 0.156 0.229 0.295 0.354 0.404 0.444 0.474 0.493 0.501
0.000 0.061 0.121 0.179 0.232 0.280 0.321 0.356 0.383 0.403 0.415
0.000 0.049 0.098 0.144 0.187 0.227 0.262 0.293 0.318 0.337 0.351
0.000 0.041 0.081 0.119 0.155 0.189 0.219 0.246 0.269 0.287 0.302
0.000 0.034 0.068 0.101 0.132 0.161 0.188 0.211 0.232 0.250 0.264
0.000 0.030 0.059 0.087 0.114 0.140 0.163 0.185 0.204 0.221 0.236
0.000 0.026 0.052 0.076 0.101 0.123 0.145 0.165 0.183 0.199 0.213
0.000 0.023 0.046 0.068 0.090 0.111 0.130 0.149 0.166 0.181 0.195
K2 = 5/4,184
1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.000 0.167 0.323 0.460 0.571 0.651 0.700 0.720 0.715 0.690 0.652
0.000 0.102 0.200 0.290 0.370 0.437 0.488 0.525 0.547 0.555 0.551
0.000 0.073 0.144 0.211 0.272 0.325 0.371 0.407 0.434 0.451 0.460
0.000 0.056 0.112 0.164 0.213 0.258 0.297 0.331 0.358 0.379 0.394
0.000 0.046 0.091 0.135 0.176 0.214 0.249 0.280 0.306 0.329 0.347
0.000 0.039 0.078 0.115 0.151 0.185 0.216 0.245 0.271 0.293 0.313
0.000 0.034 0.068 0.102 0.134 0.164 0.193 0.220 0.245 0.268 0.289
0.000 0.031 0.062 0.092 0.121 0.150 0.177 0.202 0.227 0.249 0.270
0.000 0.029 0.057 0.085 0.112 0.139 0.164 0.189 0.212 0.234 0.255
0.000 0.027 0.053 0.079 0.105 0.130 0.155 0.178 0.201 0.222 0.242
KZ = 10/4,184
1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.000 0.164 0.318 0.451 0.557 0.631 0.0672 (.082 0.o006 0.629 0.580
0.000 0.097 0.189 0.274 0.348 0.408 0.454 0.-+80 0.503 0.507 0.501
0.000 0.068 0.134 0.190 0.252 0.302 0.344 0.378 0.4035 0.424 0.436
0.000 0.053 0.105 0.155 0.201 0.244 0.283 0.317 0.347 0.372 0.393
0.000 0.0+45 0.089 0.131 0.172 0.211 0.247 0.281 0.311 0.339 0.3064
0.000 0.040 0.079 0.117 0.155 0.190 0.225 0.257 0.288 0.316 0.343
0.000 0.036 0.072 0.108 0.143 0.177 0.209 0.240 0.27 0.298 ©.325
0.000 0.034 0.068 0.101 0.134 O0.1e6 0©.197 0©.227 0.256 0.284 0.310
0.000 0.032 0.064 0.096 0.127 0.157 0.187 (¢.216 0.244 0.270 0.295
0.000 ©.031F 0.061 0.091 0.121 ©0.150 ©0.178 ©.206 0.232 0,257 0.282
Kz = 100/4,184
1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.000 0.157 0.302 0.424 0.515 0.570 0.590 0.577 0.540 0.489 0.434
0.000 0.085 0.165 0.239 0.303 0.355 0.396 0.426 0.448 0.464 0.477
0.000 0.061 ©0.121 0.178 0.232 0.282 0.328 0.369 0.407 0.441 0.474
0.000 0.052 0.104 0.155 0.205 0.252 0.297 (€.340 0.381 0.420 0.456
0.000 0.048 0.096 0.143 0.190 0.235 0.278 0.32 0.360 0.398 0.434
0.000 0.045 0.090 0.135 0.179 0.221 0.263 0.303 0.341 0.377 0.412
0.000 0.043 0.085 0.127 0.169 0.209 0.248 0.286 0.322 0.357 0.389
0.000 0.040 0.081 0.120 0.159 0.198 0.235 0.270 0.304 0.337 0.367
0.000 0.038 0.076 0.114 0.150 0.186 0.221 0.255 0.287 0.317 U.345
0.000 0.036 0.072 0.107 0.142 0.175 0.208 0.240 0.270 0.298 0.324
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DIE DINAMIESE RANDVOORWAARDE PROBLEEM (t=0 3)

u(x,)
0.5 1
L4
0.4 1
3
1
2
0.31
02
1. xz = 2/4,184
2. K5 = 5/4,184
‘ 3. K5 = 10/4,184
0.1 4. K5 =100/4,184
!
0.0 1
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.3 0.9 1
x-WAARDES
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DIE DINAMIESE RANDVOORWAARDE PROBLEEM (t=1 0)

W)
0.4 1
4
0.3
3
2
0.2 1
0.1
e 1. K, = 2/4,184
7, 2. K = 5/4,184
3. Kj = 10/4,184
4. Kj = 100/4,184
0.C1
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 i
x-WAAPDES
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HOOFSTUK 7

SAMEVATTING

Hierdie hoofstuk is 'n kort samevatting van die resultate van hierdie

verhandeling, asook die bespreking van enkele probleme wat tydens die

navorsing ondervind is.

In hoofstuk 6 word die parameters K, en/of L in die moederprobleenm
telkens vergroot of verklein en die resultaat vergelyk met die resultat.

van die probleme met die verskillende randvoorwaardes, soos verkry in

hoofstuk 3.

Eerstens is die waardes van K, en L geleidelik vergroot in die
moederprobleem (die tweede staaf word dus termies massief). Uit die
tabelle en uit die grafieke op bladsy 110 tot bladsy 112 en bladsy 126
is dit duidelik dat die oplossings die oplossing van die

Dirichlet-randvoorwaardeprobleer benader.

Soortgelyk volg dat as K, kleiner gemask word in die moederprobleem (di

tweede staaf word 'n isolator), benader die oplossings die van die
Neumann-randvoorwaardeprobleem, (verwys na die tabelle en grafieke op
bladsy 114 tot bladsy 116 en bladsy 129) en as K, baie groot word (die
tweede staaf word 'n supergeleier), dan benader die oplossings di; van

die probleem waarin die Dinamiese-randvoorwaarde geld, (vergelyk tabelle

en grafieke op bladsy 118 tot bladsy 120 en bladsy 132.)
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Grafieke is geteken slegs vir die gevalle waar t=0.5 en t=1. Vir ander

tye volg scortgelyke grafieke.

In hoofstuk 4, paragrasaf 4.5, word die oplossing van die moederproblee:

analities bepaal. Dit is naamlik

u,(x,t) = Res[U,(x.s)e‘tlszo
n n

waar o die pole is van U,(x,s) en

U,(x,s) = Acosh/ax + BsinhJ/sx + é

Om die pole van U,(x,s) te bereken, behels onder andere om die

vergelyking
X4 T 0 . _ _K, 2.Kc,p0,
COS—ECOSO asxn_351no 0, v X, a Kicpr

op te los vir o.

fverwys na die uitdrukkings vir A, tot A, en B, tot B, in

vergelykings (4.32) tot (4.37)).
Die oplossings is grafies as volg bepaal:

Herskryf die vergelyking as

1 - 1taniitano = 0
a a
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of v ‘X4

Vir verskillende waardes van K, en L (dit wil se vir v en a) is die
grafieke van étanié en cotéd getrek en die snypunte eers geskat en

daarna met behulp van 'n numeriese metode akkuraat bepaal.

Die rede waarom, vir die verskillende gevalle, die oplossing van die
veranderde moederprobleem nie presies ooreenstem met die drie ‘proper’
probleme nie, is dat, in die bepaling van die é-waardes, afrondingsfoute
ontstaan en in die bepaling van u,(x,t) akkumuleer hierdie

afrondingsfoute as gevolg van die sommasie van die residue.

Die bepaling van die ¢-waardes is 'n baie omslagtige proses, veral in

die geval waar K, baie klein gemaak word. Uit die vorm van a

(az:KzPlcx)
1P2C2

v (X4 . e . . .
van Ex-tan--a.. en coteé 1in 'n spesifieke interval baie toeneem. Dic

grafieke van ;tanié en coté sny op plekke baie naby aan die punte

word die uitdrukking 1% groter sodat die aantal snypunte

waar een van die grafieke neig na plus of minus oneindig, sodat die
cerste skatting van 'n @-waarde uiters akkuraat gedoen moet word. Vir
die gevalle waar K, groter gemaak 1s, is die skatting van die snypunte
baie eenvoudiger.

Die berekenings van die residue vir Probleem 4 word in die bylae na
hierdie hoofstuk gevind. Die rekenaarprogramme wat gebruik is vir die

bepaling van die nuseriese oplossing van elke probleem vorm ook deel van

die bylae.
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BYLAAG A - DIE DIRICHLET-RANDVOORWAARDE PROBLEEM

(2
v
(")
[=]
]

PROBLEEM 1 - (DIRICHLET RANDVOORWAARDE) - BESKOU 'N EENDIMENSIO-
NALE STAAF, LENGTE A WAARIN DIE HITTEVERGELYKING GELD. BEGINTEMP-
ERATULR U(X,0)=1, U(-A,T)=0, U(O,T)=EXP(-T).

DIE PROBLEEM WORD GETRANSFORMEER NA DIE GEBIED (-1,0).

DIE X-AS WORD VERDEEL IN 1/10 DELE SODAT X=(I1-11)/10.

DIE T-AS WORD OOK VERDEEL IN 1/10 DELE SODAT T=(J-1)/10.

Ti1=W1, T2=w2, T3=V

S1 IS DIE SOM VAN DIE T1-TERME
S2 IS DIE SOM VAN DIE T2-TERME

W = S1452+S3 - DIT IS DIE FINALE WAARDES VAN DIE TEMPERATURE
IN DIE STAAF OP VERSKILLENDE TYDSTIPPE BY VERSKILLENDE POSISIES.

DIE UITDRUK VAN DIE RESULTATE LYK AS VOLG:

w(1,1) ¥W(2,1) W(3,1) ..... ..., w(11,1)
w(1,2) wW(2,2) W(3,2) ..... ... w(11,2)
Q(l.ll) Q(Z,ll) 0(3,11)... ....Vill,ll)

A0 N0O00000000000O00000000000O0

REAL K1

DIMENSION T1(11,11), T2(11,11), T3(11,11), W(11,11)
PI = 3.1415927

Cl = 0.136*10%*3/4.184

ROl = 7.4%10%*3

A=1.

C2RO2 = 0.6*10*%6/4.184

K1 = 0.12*%10"%2/4.184

BETA = C1*RO1%A**2/(C2RO2*K1)
R = C1*RO1"A**2/K1

DO 40 J=2,11

DO 30 I=2,11

X = (I-11.)/10.

T = (J-1.)/10.

$1=0.

$2=0.

AS J KLEIN IS WORD MEER TERME IN DIE SOMMASIE GEBRUIK VIR GROTER
AKKURAATHEID.

s NeNe Nl

N =1
5 B=2.*(COS(N*PI)-1.)/(N*PIl)

A IS DIE WAARDE VAN DIE EKSPONENT IN DIE UCITDRUKKING VIR Wl
MAW T1

OO0

Az (N 2)® (P2 )T
D = EXP(A)
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21 P = -50.
22 IF ( D .LT. EXP(P)) GO TO 10
23 T1(1,J)=B*SIN(N*PI*X)*D
24 $1=51+T1(1,J)
25 N = N+l
26 GO TO S5
27 10 N=1
28 15 A = - (N®2)*(PI*#2)*T
29 D = EXP (A)
30 IF ( D .LT. EXP(P)) GO TO 25
31 FAKT1 = 2 .#*BETA/ (N#PI*(N="2%Plwr*2-1 . ))
32 C=-T
33 FAKT2 = (EXP(C)-D)
34 T2(1,J)=FAKT1 * FAKT2 * SIN(N*PI*X)
35 S$2=852+T2(I1,J)
36 N = N+l
37 GO TO 15
38 25 C=-T
39 T3(1,J)=BETA*(1.+X)*(1.-EXP(C))
40 $3=T3(1,J)
41 W(I,J)=81+52+S83

42 30 CONTINUE

43 40  CONTINUE

44 WRITE (6,50)

4S 50 FORMAT('1',20X,'I=1',6X,'1=2",4X,"'1=3",4X, " I=4" 64X, '1=5",4X,"1=6",
14X, "I1=7",4X, ' I=8",4X, ' 1=9" ,4X, 'I=10",3X, " 'I=11")

46 WRITE(6,5S)

47 55  FORMAT(/'0!,12X,'J= 1',4X,"'1.000",2X,'1.000"',2X,"1.000",2X,"'1.000"
1,2X,'1.000",2X,'1.000",2X,'1.000"',2X,'1.000',2X,"'1.000"',2X,'1.000’
1,2X,'1.000")

48 DO 70 J=2,11

49 WRITE (6,60) J,¥W(2,J),¥(3,J),W(4,J),wW(5,J),W(6,J),W(7,J),W(8,]),
1%(9,J),¥(10,J),¥(11,J)

50 60  FORMAT(' ',12X,'J=',12,4X,'0.000',1X,10(F6.3,1X))

51 70  CONTINUE

S2 SToP
53 END
CSENTRY
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I=1 I=2 I=3 1=4 I=5 1=6 1=7 1=8 I=9 1=10 I1=11

.000 .000 .000 .000

1 1 1 1 1 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
J= 2 0.000 0.147 0.280 0.386 0.455 0.481 0.462 0.401 0.305 0.185 0.056
=3 0.000 0.058 ©0.111 0.155 0.186 0.202 0.203 0.191 0.167 0.137? 0.106
J= 4 0.000 0.028 0.055 0.078 0.098 0.114 0.125 0.133 0.138 0.144 0.152
J= 5 0.000 0.020 0.039 0.058 0.077 0.095 ©6.112 0.129 0.149 0.170 0.193
J= 6 0.000 0.019 0.039 0.059 0.079 0.100 0.122 0.145 0.171 0.200 0.230
J= 7 0.000 0.022 0.044 0.066 0.089 0.112 0.138 0.166 0.197 0.230 0.264
J= 8 0.000 0.025 0.050 0.075 0.101 0.128 0.157 0.188 0.222 0.258 0.294
=9 0.000 0.028 0.056 0.084 0.113 0.143 0.174 0.209 0.245 0.283 0.322
J=10 0.000 0.031 0.061 0.092 0.124 0.157 0.191 0.227 0.266 0.306 0.347
J=11 0.000 0.033 0.067 0.100 0.134 0.169 0.206 0.245 0.285 0.327 0.370
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BYLAAG B - DIE NEUMANN-RANDVOORWAARDE PROBLEEM

(3]
<
[@
(o]
o

PROBLEEM 2 - (NEUMAN RANDVOORWAARDE) - BESKOU 'N EENDIMENSIONALE
STAAF, LENGTE A, WAARIN DIE HITTEVERGELYKING GELD. DIE BEGIN-
TEMPERATUUR U(X,0)=1, EN DIE RANDVOORWAARDES IS U(-A,T)=0,
DU/DX(0,T)= O

DIE PROBLEEM WORD GETRANSFORMEER NA DIE GEBIED (-1,0)

DIE X- EN T-ASSE WORD VERDEEL IN 1/10 DELE SODAT X=(I-11)/10
EN T=(J-1)/10

Ti=w1l, T2=w2, T3=V

S1 IS DIE SOM VAN DIE T1-TERME
S2 IS DIE SOM VAN DIE T2-TERME

W(I,J) = S1 + S2 + S3 - DIT IS DIE OPLOSSING VAN DIE HITTEVERGE-
LYKING MET SY BETROKKE BEGINVOORWAARDE EN RANDVOORWAARDES, MET
ANDER WOORDE W(1,J) IS DIE WAARDE VAN DIE TEMPERATUUR IN DIE
STAAF BY 'N SEKERE POSISIE OP 'N SEKERE TYDSTIP.

DIE UITDRUK VAN DIE RESULTATE LYK AS VOLG:

vw(l,1) w(2,1) w(3,1) ce e w(1ll1,1)
¥(1,2) w(2,2) ¥(3,2) . . w(1l1,2)
U(l:ll) VkZ;ll) V(B:ll) .:. .:. U(ll:ll)

0000000000000 ONOO00a000000O00000

DIMENSION T1(11,11), T2(11,11), T3(11,11), W(11,11)

[}

PI=3.141593
DO 40 J=2,11
DO 30 I=2,11

S1=0.
§2=0.
K=0

S X=K+0.5
B=2 . *SIN(X*PI)/(X*PI)
A=-Xwr#a2wplaw2+(J-1.)/10.
F=EXP(A)
P=-20
IF (F .LT. EXP(P)) GO TO 10
T1(1,J)=B*COS(X*PI*(1-11.)/10.)*F
S1=S1+T1(1,J)
K=K+1
GO TO 5

10 D=-(J-1.)/10.

K=0
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20 15 X=K+0.$

21 =-XwH2#PIaR2%(J-1.)/10.

22 G=EXP(C)

23 IF (G .LT. EXP(P)) GO TO 20

24 T2(1,J)=2.%(PI**2-1, )*COS(X*PI*(1-11.)/10.)*(EXP(D)-EXP(C))/(PI**2
1% (1. -X**2) " (X*h2#P**2.] ))

25 $2 = §2 + T2(1,))

26 K = K+1

27 GO TO 15

c
28 20 T3(1,J)=EXP(D)*SIN(PI*(I-11.)/10.)/Pl
29 $3 = T3(1,))
c
c MAAK S2 EN S3 = 0, M.A.W AANVAAR GEEN BRON
o
30 $2=0.
31 $3=0.
c
32 W(l1,J) = S1 + S2 + 83
c
33 30 CONTINUE
c
34 40 CONTINUE
c

35 WRITE(6,50)

36 SO FORMAT('1',12X,'I=1',4X,'I=2"',4X,"I1=3",4X, "I=4"',4X,"1=5",4X,"1=6",
16X, '1=7" &X, '1=8"' ,4X,'1=9"',4X, 'I=10',3X, "' I=11")

c

37 WRITE(6,60)

38 60 FORMAT(/,'0',6X,'J= 1',3X,'0.000',2X,"'1.000',2X,"'1.000',2X,"'1.000"'
1,2X,'1.000',2X,"'1.000',2X,'1.000',2X,"'1.000"',2X,"1.000"',2X,"1.000'
1,2X,'1.000")

c

39 DO 80 J=2,11

40 WRITE(6,70) J,¥(2,J),W(3,J),W(4,J),W(5,7),¥(6,J),¥(7,J),W(8,J),W(9
1,3),¥(10,J),w(11,J)

41 70 FORMAT(' ',6X,'J="',12,2X,'0.000',1X,10(F6.3,1X))

42 80 CONTINUE

o
43 STOP
IAA END
CSENTRY
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=1 0.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

=2 0.000 0.177 0.345 0.498 0.629 0.736 0.819 0.879 0.919 0.942 0.949

=3 0.000 0.124 0.244 0.358 0.462 0.553 0.630 0.692 0.736 0.763 0.772
J= 4 0.000 0.095 0.188 0.276 0.358 0.430 ©6.492 0.541 0.577 0.599 0.607
J= 5 0.000 0.074 0.147 0.215 0.279 0.336 0.384 0.423 0.451 0.469 0.474
J= 6 0,000 0.058 0.115 0.168 0.218 0.262 0.300 0.330 0.353 0.366 0.371
J= 7 0.000 0.045 0.090 0.132 0.170 0.205 0.234& 0.258 0.276 0.286 0.290
J= 8 0.000 0.035 0.070 0.103 0.133 0.160 0.183 0.202 0.215 0.224 0.226
J=9 0.000 0.028 0.055 0.080 0.104 0.125 0.143 0.158 0.168 0.175 0.177
J=10 0.000 0.022 0.043 0.063 0.081 0.098 0.112 0.123 0.131 0.136 0.138
J=11 0.000 0.017 0.033 0.049 0.063 0.076 0.087 0.096 0.103 0.107 0.108
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BYLAAG C - DIE DINAMIESE-RANDVOORWAARDE PROBLEEM

C$JOB
c

0000000000000 0O00000O00000000

o0

PROBLEEM 3- (DINAMIESE RANDVOORWAARDE) - BESKOU 'N EENDIMENSIONALE
STAAF, LENGTE A, WAARIN DIE HITTEVERGELYKING GELD. DIE BEGIN-
TEMPERATUUR U(X,0)=1, EN DIE RANDVOORWAARDES IS U{0,T)=0,
DU/DT(1,T)+ALFA*DU/DX(1,T)=(A**2*C1*RO1/K1*C2RO2)*EXP(-T)

DIE PROBLEEM IS GETRANSFORMEER NA DIE GEBIED (0,1)

DIE X- EN T-ASSE WORD VERDEEL IN 1/10 DELE SODAT X=(I-1)/10
EN T=(J-1)/10

TERM1=W1, TERM2=W2

S1 IS DIE SOM VAN DIE T1-TERME
S§2 IS DIE SOM VAN DIE T2-TERME

W(I,J) = S1 + S2 - DIT IS DIE OPLOSSING VAN DIE HITTEVERGE-
LYKING MET SY BETROKKE BEGINVOORWAARDE EN RANDVOORWAARDES, MET
ANDER WOORDE W(I,J) IS DIE WAARDE VAN DIE TEMPERATUUR IN DIE
STAAF BY 'N SEKERE POSISIE OP 'N SEKERE TYDSTIP.

DIE UITDRUK VAN DIE RESULTATE LYK AS VOLG:

W(1,1) W21 W31 ... . W(1LD
W(1.2)  wW(2.2) w32y ... L WaLL2)
W(1,11)  W(2,11)  WN(3.11) ... . N(11,11)
REAL*8 TERMI

REAL K1,LAMBDA,L
DIMENSION LAMBDA(6),B(6) ,TERM1(11,11) ,TERM2(11,11),BB(6),W(11,11)

A=1.

L=1.
C1=0.136%10%"*3/4.184
K1=0,12*10%%*2/4. 184
RO1=7.4%10%*3
C2R02=0.6*10**6/4.184
ALFA=C1*RO1*A/(C2RO2*L)
BETA = A**2*C]1*RO1/(K1*C2RO2)
LAMBDA(1)=1.02308846%**2
LAMBDA(2)=3.57977200%*2
LAMBDA (3)=6.53445053%*2
LAMBDA(4)=9.59779263%*2
LAMBDA(5)=12.69770720%*2
LAMBDA(6)=15.81363680%*2

DO 50 J=2,11
DO 40 I=2,11

X=(I-1.)/10.
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21 T=(J-1.)/10.

c

22 DO 10 N=1,6

23 SL=LAMBDA(N)

24 B(N)=SQRT(SL)

25 10  CONTINUE

o

26 $1=0.

27 DO 20 N=1,5

28 G=BETA/(1.-B(N)**2)

29 AA=(ALFA**24+ALFA+B(N)**2)*COS(B(N))

30 C=-B(N)**2%T

3 TERM1(1,J)=2.*B(N)*EXP(C)*SIN(B(N)*X)*(G-1.)/AA

32 S1=S1+TERM1(I,J)

33 20  CONTINUE

c

34 D=-T

35 AAA=ALFA*COS (1.)-SIN(1.)

36 R=BETA*EXP(D)*SIN(X)/AAA

37 $1=S14R

c

38 §2=0.

39 DO 30 N=1,5

40 CC=2.* (ALFA**2+LAMBDA(N))

41 DD=SIN(B(N))/ALFA

42 EE=(1.-COS(B(N)))/B(N)

43 FF=ALFA**2+ALFA+LAMBDA(N)

IAA BB (N)=CC* (DD+EE)/FF

45 A=-LAMBDA(N)*T

46 TERM2(1,J)=BB(N)*EXP(A)*SIN(B(N)*X)

47 S$2=S2+TERM2(1,J)

48 30 CONTINUE

c
49 W(I,J)=S1452
c
50 40  CONTINUE
c
51 50  CONTINUE
c

52 WRITE(6,55)

53 SS  FORMAT('1',12X,'I=1"',4X,'I1=2",6X, "I=3",4X, "I=4" 46X, "1=5" 46X, "1=6",
16X, "1=7" 64X, "1=8",4X,"1=9" 4X,"I=10",3X, 'I=11")

c

54 WRITE(6,60)

55 60 FORMAT(/,'0',6X,'J=1',3X,'0.000"',2X,"1.000"',2X,"'1.000"',2X,"1.000"
1,2X,'1.000',2X,"'1.000',2X,'1.000"',2X,"1.000",2X,"1.000"',2X,"'1.000"
1,2X,'1.000")

c

56 DO 80 J=2,11

57 WRITE(6,70) J,W(2,J),W(3,J),W(&,J) ¥(5,J),W(6,J),¥(7,]),W(8,]),W(9
1,7),¥(10,J),W(11,])

58 70 FORMAT(' ',6X,'J=',12,2X,'0.000',1X,10(F6.3,1X))

59 80 CONTINUE

o
60 STOP
61 END
CSENTRY
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BYLAAG D - DIE MOEDERPROBLEEM

CsJOB
PROBLEEM &4 - MOEDERPROBLEEM - BESKOU 'N EENDIMENSIONELE STAAF,
LENGTE L, WAT AAN 'N STAAF, LENGTE A, GEKOPPEL WORD. DIE
HITTEVERGELYKING GELD IN ALBEI STAWE.
‘N BRON B2(X,T) IS IN DIE TWEEDE STAAF AANWESIG.
BY DIE PUNT WAAR DIE TWEE STAWE GEKOPPEL WORD, GELD DIE
VOLGENDE TWEE VERBANDE:

U1(o,T) = LU2(0,T)

K1 DU1/DX(0,T) = K2 DU2/DX(0,T)

VERDERE RAND- EN BLGINVOORWAARDES 1S AS VOLG:

U1(-1,T) = 0, DU2/DX(L1,T) = O (WAAR L1 = L/A)
Ul1(X,0) =1, U2(X,0) =0

DIE PROBLELM WORD GETRANSIORMEER NA DIE GEBIED (-1,0) VIR DIE
EERSTE STAAF, EN (0,L1) VIR DIE TWEEDE STAAF.

DIE X- EN T-ASSE WORD VLRDEEL IN 1710 DELE SODAT X = (I-11)/10
ENT = (J-1)/10

W(I,J) IS DIE OPLOSSING VAN DIE VERGELYKING IN DIE EERSTE STAAF
EN DIE UITDRUK VAN DIE RESULTATE SAL AS VOLG LYK:

w(l,1) w(2,1) w(3.1)... CWGW(LLL D)
wW(l1,2) wW(2,2 W(3,2)... oW (11,2)
W(l:ll) W(2:]l) W(B;ll)... ...W(ll:ll)

OO O00O000O00NO0000000O00000000000aa0n

DIMENSION W(11,11), F(o), TH(oy, TIHI(6), AAL(E). AA2(7). AA3(7)
DIMENSION BBI(o), BB2(7), BB3(o), SKAT(6), NX{i0Q)
REAL LIAT, LIA2, LIA3, Likl, wLiPZ, LIB3, L., L1, K1, K2

C
C
o
L= 2.
A= 1.
Kl = 0.12%10%%2/4. 184
K2 = :
€1 =0.
RO1 = 7
C2RO2 = 0.6%1076,4. 184
c
C
c
BETA = CI™ROITAT2/(C2RO2%K])
GAMMA = K2/K1
L1 = L/A
Al = K2%C1%RO1/ (K1%C2R0O2)
ALFA = SQRT(AL)
DELTA = A/K1
C
C
c
DO 100 J = 2,11
c
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DO90 I = 2,11

(I-11.)/10.
(J-1.)/10.

-
H n

DIE OPLOSSING VAN DIE PROBLEEM IN DIE EERSTE GEBIED WORD VERKRY

DEUR DIE LAPLACE INVERSE TRANSFORMASIE VAN DIE VOLGENDE FORMULE
TE NEEM:

Ul1(X,P) = A COSH(PX) + B SINH(PX) + 1/P+*2
= Al + A2 + A3 + Bl + B2 + B3 + 1/P++%2

DIE NOTASIE VIR DIE LAPLACE INVLRSES VAN Al - A3 LN Bl - B3
1S: LIAl - LIA3 EN VLIB1 - LIB3.

DIE LAPLACE INVERSE VAN 1/P#%2 IS 1.

DIE OPLOSSING VAN DIE HITTEVERGELYKING IN DIE EERSTE GEBIFED
LYK DAN AS VOLG:

W(l,J) = LIAl + LIA2 + LIA3 + LIB1 + LIB2 + LIB3 + 1

SKAT(1) = 0.
SKAT(2) = 2.17
SKAT(3) = 3.585
SKAT(&4) = 5.
SKAT(5) = 6.425
SKAT(6) = 7.9
DO 4 N=1,0

NN(1)=SKAT(N)

DO 2 K=1,100

TI=COTAN(XN(KY ) = (CAMMA/ALFA ) TANCNN (K= L1/ALTA)

T2=(=1. /7 CSINCNN(R) )=52) ) = COGAMMAS LU /ALFAS2 )% (1 ./ (CAOS(NNIR) Y LY/
TALFA)=2) 1))

M=K+1

NN(M)=XX(K)-T1/T2

IF (ABS(XN(M)Y-NN(K)) .LT. 0.0001) GO TO 3

CONTINUE

THN)Y=XX()

CONTINUE
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TH(N), N = 1-6, 1S DIE WAARDES VAN POLE VAN Al1-A3 EN B1-B3 EN IS
VEKRY DEUR DIE VOLGENDE VERGELYKING GRAFIES OP TE LOS:

COS(TH)*COS(TH*L1/ALFA) - (GAMMA/ALFA)*SIN(TH)*SIN(TH“L1/ALFA)

DO 5 N=1,6
F(N)=SIN(TH(N))*COS(TH(N)*L1/ALFA)*( (ALFA**2+GAMMA*L1)/ALFA)+COS(T
IH(N))*SIN(TH(N)*L1/ALFA)* (L1+GAMMA)
THI(N)=TH(N)*L1/ALFA
5 CONTINUE

DIE. LAPLACE INVERSE TRANSFORMASIES VAN Al1-A3 EN B1-B3 WORD NOU
BEREKEN

LIAl = 0.
DO 10 N=1,6
B=- (TH(N)":-Z ):‘:T
AAL(N) = -2.*EXP(B)*GAMMA*SIN(TH(N))=SIN(TH1(N))*COS(TH(N)*=X)/(TH(
IN)*F(N))
LIAl = LIAY+AA1(N)
10 CONTINUE

LIA2 = 0.
DO 20 N=1,6
B=-(TH(N) )5 2=T
AAZ(N) = 2. FEXPUB)YWBLETATGAMMASSINCTH(N) )=SIN(THI 0N )= COS TN #X) /
LCTHONY= O = (THINY = 2))7FIN) )
LIAZ = LIAZ+AAZ(N)
20 CONTINUE

A2 HET OOK 'N POOL BY S=-1. DIE RESIDU BY HIERDILC POUL WORD NOU
BEREKEN EN BYGLTEL BY LTA2.

C=-T

AA2(7) = EXP(CIBETASGAMMATSINCL. )#SIN(LI/ALFA)#COS(X)/ (ALFA*(COS(
11.)7C0S (L1/ALFA) -GAMMA/ALFA#SINCI V=S IN(L1/ALFA1))

LIAZ = LIA2 + AA2(T)

LIAS = 0.

DO 20 N=1,6

B=- (TH(N)#2)=T

AA3(N) = 2.=ALFA“EXP(B)#COS(TH1(K))*COS(TH(N)*X)/ (TH(NI“F(N))
LIA3 = LIA3 + AA3(N)
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40 CONTINUE

A3 HET OOK 'N POOL BY S=0. DIE RESIDU BY HIERDIE POOL WORD NOU
BEREKEN EN BYGETEL BY LIA3.

AA3(7) = -1.
LIA3 = LIA3 + AA3(7)

LIB1 = 0.
DO 50 N=1,6
B=- (TH(N)#¥2)%T
BBI(N) = -2.%EXP(B)“GAMMA™COS(TH(N))*SIN(THI(N))*SIN(TH(N)*X)/ (TH(
IN)FF(N))
LIBl = LIB1 + BBI(N)
50 CONTINUE

LIB2 = 0.
DO 60 N=1,6
:-(TH(N)%?Z)*T
BB2(N) = 2.*EXP(B)*BETA*GAMMA*COS(TH(N))*SIN(THI(N))*SIN(TH(N)*X)/
L(TH(N)*=(1.-TH(N)*%2)*F(N))
LIB2 = LIB2 + BB2(N)
60 CONTINUE

B2 HET OOK 'N POOL BY S$=-1. DIL RESIDU BY HIERDIE POOL WORD NOU
BEREKEN EN BYGETEL BY 1LIB2

BB2(7) = EXP(C)=BETA“CAMIA=COS (1. )"SINCLI/ALEAYSINGN  CALFATLCOSK
J1.=COS(LU/ALFA) -GAMMA/ALFASSINCE YT SINCLY/ALFAY ) )
LIB2 = LIB2 + BB2(7)

LIB3 = 0.
DO 80 N=1,06
== (TH(NY == 2T
BB3(N) = Z.=EXP(BYGAMNASSIN(THEHIN)*SIN(THIN)*X)/(THIN) "FiN))
LIB3 = LIB3 + BB3(N\)
80 CONTINUE

W(I.,J) = LIAI+LIA24LIA3+LIBI+LIB2+4LIB3+1.

90 CONTINUE
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100 CONTINUE

WRITE(6,110)

110 FORMAT('1',12XN,"I=1",4X,"1=2",4X,"1=3" 4X,"'1=4",54X,"1=5",4X, "'1=6"

14X,

"1=7',4X,"'1=8",4%,"'1=9" 64X, "'1=10",3X, ' 1=11")

WRITE(6,120)
120 FORMAT(/'0',4X,'J=1",4X,'1.000',2X,"'1.000"',2X,"'1.000"',2X,"1.000"

1,2X

1,2X
C
C
DO
WRI

19,J

,'1.000",2X,"'1.000',2X,"1.000",2X,"1.000"',2X,"'1.000",2X,"1.000"
,'1.000")

146 J=2,11
TE(6,130) J,W(2,J),W(3,J),W(&,J),W(5,T) ., W(6,J).,W(7,J).W(8,]),W(
), W(10,J),W(11,7)

130 FORMAT(' ',aX,'J=',12,4X,'0.000',1X,10(F6.3,1X))
140 CONTINUE
STOP

END

CSENTRY
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BYLAAG E - BEREKENING VAN DIEF RESIDUE VAN DIE UITDRUKKING

u,(x,s)e®" BY DIE POLE s:o_

U,(x,s) = Acosh/sx + BsinhJ/sx + %

waar AcoshJ/sx = A + A + A

BsinhJ/sx = B + B + B

Die vorms van A, tot A, en B, tot B, word gevind in hoofstuk 4,

paragraaf 4.5.

Ter voorbereiding

A‘eSt. A,eSt,...,B,eSt kan telkens geskryf word in die vorm
fo
I/s) = %TET.

Die residue by die pole s=on van hierdie uitdrukking word pgegee deur
Jig
Res{I(s)? = n
s

“%n K*'{o )
n

In elke geval kan die uitdrukking van I's, geskryf word sodat

1J/5¢

a

Kis. = cos iJ/s cos

1 /5
oY

hl . .
C_I-S)n 1J% s1n

waar s=-6% of @0=tiJs

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2022.



UNIVERSITY OF PRETORIA
YUNIBESITHI YA PRETORIA

&
&

ﬂ UNIVERSITEIT VAN PRETORIA

A 4

138

Dit is dus nodig om K'(s) te bereken:

e s , (s 1J_€ ie (—sinm i i 1J/s¢e |
K' s)=(cos 1J/8){~sin ) ! 7‘7”4 + sin 1J§)(77;).cos —)
_ 1./'0 L eia1VYSE

_[(sxn iJ/s){(cos )(z_jr) + (cos st)(zj_,(sxn - )]
_ ) .18 ie o 1J§(
=(cos iJ/8)(-sin )\237?) a(cos 1J-)( )(31n )
L. i iJ/se vy, .. 1JPC .
- - ( }
+(~-sin 1/3)(27?)(cos < ) a(sxn i/S)(cos )(2_7_
) _ Ci/se, it 4
=(cos 1J5 sin a ’(ZaJs ZaJs)
. . iJ/se, -1 v1¢
+(sin 1J/5 cos a )(ZJS a.ZaJs)
_ . . _1J/3¢ ¢ 1
=(cos iJ/5 sin = )(deJE + Zale)
. . iJ"( 1 ve
*(sin 1S5 cos—) (ggzg * pgeyye)
-, 1J—€ 1,
zicos 1J/5 sain B WL XD
e 1J‘() 1
sin 1J/s cos (377—)(1
! xJ-( . o 1/5¢, .a?-ve
-TT?EE[fCOS 1J/5 sin () isin 1J/% cos —) =
sodat
.\ R T .80 . 8¢ a?+ve¢
K 9‘“??3[ cosé sln_E (k] s1né cos.z (——;—— }
Die residue by die pole waar
cosii cose - lslnii sing = O
a a a
word aangeduyl deur AAl,...,BB3. Enige ander residue se simbole sal

duidelik blyk uit die verdere berekeninge.
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Berekening van die residue:
¥s1Dn§é sinii coséx
A= a
17 (X ) .
-aé?(cose cos— - lsine 51nii)
a a a

met s=-¢32

e=i/s
st . . . _iJs¢ .
e’ "v1sin iJ/s sin cos iJ/sx /as Iis)
I{s)= =
. 1J/s¢ Y . . . 1Js? Ris.
(cos i/5 cos - —sin iJs sin 7! ) b
a a a
J(sn)
AAl = waar K'(sn‘ reeds bepaal is.
K*'(s )
n
snt iJ?;l
e ¥sin 1/ s S1Ne———— cos 1J/s x
n a n
AAl - S -
n . 15 € C1/5 o aieve
—_—— i cos 1J/s sin n—i-e€+vyi+(sin 1Js s1n n .
- n a n a a
2a1J/s
n
-8t 6 ¢
n .n
-2e v sxnon sin— cosonx
AAl o =
. n’ TR v,
. . . n ,atevl
] ‘cos@®_ sin Y(€+9) -~ ‘sing®_ cos '_____,}
n n n a a
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Vir A,

st iJse . .
pPre” "sin——— sin i/s cos i/sx

I(s)=
s a(l + s)(cos iJs cosljse - lsin i/s sinlYs?,
n a a a

s t .
n . _iJs ¢ . . .
pre sin < N— S1n 1an cos 1anx

AA2 =
P Q

a
waar P = 1 + s
217sna( n’

. . iJ/s ¢ . . 1Js €. ,at+v¢
en Q = (cos iJ/s sin n—)(¢+v) + (sin iJ/s cos n—)" !
n a n a a
-9t o _¢
" n n .
2pve $I0 —— Siné_cosé x
AA2(e ) = 2 - s
" n o ¢ I P
6 {(l- 83 |(cos8 sin——i ¢+v)+{sinf® cos—-— . —————J
n n n a n a a
A, het ook 'n pool by s = -1

n
-

Js o= i
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st . 1Jse . . .
pye” "sin sin iJ/s cos iJsx
I1.s)= g
. 1/s¢ L . 1
s(l+s) a (cos 1iJ/s cos—i:— - =sin 1J/s sxnng()
a [+ 3 o3
Die residu by hierdie pool is AA22
-t . i.1 ¢ . .. o
Bre sin———— sin 1.1 cos 1.1 x
AA22=
1.1 ¢ T . .. 1.1 [4
a{cos 1.1 COS . - —sin 1.1 s1in J
a a a
-t . 4 .
pre sin—— sin 1 cos «x
AA22 =
' Y . . [
a(cos 1 cose—m - —sin 1l sin—}
a a
Vir A
3
eStcoleE( cos 1.J/5x
Ts = 1vsf v 1/s¢
-s{cos 1Js cos < - gsin 1J/5 sin <

s t .
n 1iJs ¢
21/s ae cos n— cos 1Js5 _x
n a n
1J/s ¢
S n—

Js &, )
n—, ¢+ =+ {(s1n stn co

a?+¢

AAL: : -
Y -8 [fcos iJs sin
n n
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-e3t
n e ¢
26 _ae COS—N-— COS8® X
n a n

27
e‘l(coso sinin(—)(l*v) - {siné cosin-[-)(c—-i>
n n a n a
-1t
2ae " cosg-n’- cosonx
A3 =
AA3Ce ) -8t ) 9 1. a7,
@ |(cose sin—n-){ €¢+v) + (sin® cos—n—=) (———)
n n a n a a
A3 het ook 'n pool by s=0
st i .
e~ cos cos iJ/sx
I.s' = 1
sl-cos iJ/s cosi¥SEt . Yo i /5 siniys!
a a a
1.1.1
A33 - = -1
A T
\Y
1r B]
ety cos 1J/5 sxnl‘/il sin iJ/sx
Its = v
¥
salcosl'/:' CosS 1vs - :;51n 1J/s sin IJ: J
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s t .
ZiJg;ae p vcos1J§;sinli§;i siniJ?Lx
BB1l= 2
s a (cosiJ;.sinIan£>(€*13 + (siniJ?’colegnZ)(a ’r‘]
n n a n a a

-9t
6. D N
~<€ YC0S® sin-N— sS1né_x
n a n

BBl(e )= 2 1
Do l(cose sinini)(£*1) + (siné cosini)(g—:iz)
n n a n a a

Vir B,
st . iJse . o
e’ Tvpsin—— cosiJ/s sin iJsx
I's =
1Js¢ . v . . . 1JS¢
-s a({l+s 1fcos cosiJ/s - —siniJ/s sin )
a a a
Spt 1/ e
21/ e vypfsin——n- cosi1J/s _siniJ/s x
RRY - N a n n

1J/s ¢
<= l‘v‘*(51n1anros

-

-s a&l~sn:l(cosiJ5nsxn

1Js & a?<+¢
n a
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BB2(e )=
n
-e;t e ¢
2e v sin cos® sine_x
n n
o0t ene a+ve
9 {1 - 82)|(cose _sin Y{e+4) + (sine cos___)(_____)]
n n n n a a
B, het ook 'n pool by s = -1 ' Js = i

Die residu by hierdie pool is BB22

-t . ¢ .
e ¥ siDe—- cos 1 sin x
BB22 = a
[4 v [4
aicosS—— cos 1 - — sin 1 sin )
a a
Vir B
—3
—
st . 1Js¢t
e~ v sin— sin1J/sx
Tis! = v
1Jsé . v o 1Js ¢t
—as[cos S cosiJss - 3 siniJs sin =
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BB3 =
Snt iJs ¢
21./sn ae ¥sin ~n— sini/-s-nx
. ,
-as l(cosifs_ sinini){e*v) + (siniJs <:osx‘/$-1£)(cx 'H[)}
n n a n a a
-9t
2e noy sin%ni sinonx
BB3(e ) = 2
p [’ l(cosa sinin?-){b*v) + (sine cosf.nf.)(a_:'i)
n n a n & a
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