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6. 

HOOFSTUK I. 

ALGEMENE INLEIDING. 

1.1. INLEIDING. 

In hierdie hoofstuk word enke1e fundamente1e begrip-

pe uit die algemene toetsingsteorie, wat in hierdie proef-

skrif gebruik word, kort1iks behande1. Meer besonderhede 

kan onder andere gevind word in: CRAlv1eR (1946)" HOEFF·.;. 

DING (1951), NOETHER (1949) en LOeVE (1955). Hoofst~kke 

I en II van STOKER (1955) bevat 'n aansienlike hoevee1heid 

resultate wat in hierdie studie gebruik word. 

1.2. DEFINISIES. 

1.2.1. Konvergensie in waarskyn1ikheid en konvergensie 

met waarskynlikheid een. 

1 t 1) t • t d k aa ~1 ,!2 ,... n ry varlan e wees, an onver-

geer ~N in waarskyn1ikheid na 'n konstante c indien, vir 

enige £ > 0, 

(1.1) lim P[ lxN-c I > e] = 0, 
N~ro 

Die ry ~1 , x
2
,... konvergee..L' met waarskynlikheid 

een na c indien vir E > 0 en 6 > 0 'n positiewe natuurlike 

getal N bestaan sodat 

( 1 • 2 ) p [ n ( I xn-c I < E ) J > 1- 0 • 
n>N 

1. 2. 2. Die simbole o 9 o, op en OP (CR.AlVIeR (1946) p. 122). 

Laat f(N) enige wi1lekeurige funksie van N woes, 

Indien f(N)/N eindig b1y as N na sy 1imietwaarde, 

nae,mlik 0 of ro, streef, skryf ons f(N) = O(N) en 

1) 'n Variant word van 'n getal onderskei deur onderstreping 

van die simbool wat die variant voorste1. Indien geen ver-

warring moont1ik is nie, word die onderstreping soms 

wegge1aat. 

 
 
 



7. 

interpreteer dit: f(N) is hoogstens van orde N. 

Indien f(N)/N na nul nader as N na sy limietwaarde 

streef, skryf ons f(N) = o(N) en interpreteer dit: f(N) is 

van kleiner orde as N. 

Hieruit volg: 

f(N) = 0(1) beteken dat f(N) eindig of nul is as 

N na sy limietwaarde nader. 

f(N) = o(l) beteken dat f(N) na nul nader as N na 

sy limietwaarde nader. 

Indien f(x,N)/N in waarskynlikheid na nul nader 

as N ~CD , d . w. s . as 1 im P [ I f ( x ~ N ) /N I > E ] = 0 , dan s kryf 
N~m 

ons f(x,N) = o (N) en interpreteer dit: f(x,N) is in p 

wa2rskynlikheid van kleiner orde as N. 

Indien daar 'n ry van gelykmatig begrensde getalle 

{KN} bestaan en jf(x~N)/N- KNI in waarskynlikheid na 0 
nader as N ~m, d. w. s. as lim P[ If ( x, N) /N - KN I > E] = 0, 

N~m 

dan skryf ons f(x,N) = 0 (N) en interpreteer dit: f(x,N) 
p 

is in wanrskynlikheid van orde N. 

l. 3. .A.LG EI!l:ENE BEG RIPPE. 

Stel EN is 'n N-di:m.ensionale Euclidiese ruimte en 

Z 'n stogastiese vektor waarvan die waardes Z in EN 1@ 9 

d.w.s. Z = (z1 ,z2 , ... ,zN) E EN. 

Onder 'n hipotese verstaan ons 'n uitspraak of 

bewering oor die waarskynlikheidsverdelings van die z., 
-l 

i=l,2, ... ,N. Die toetsing van 'n hipotese H
0 

bestaan daarin 

dat daar deur middel van een of ander kriterium bepaal 

word of die gegewens lei tot verwerping, al dan nie, 

van die hipotese wat getoets word. Iedere punt Z E EN 

lei dus tot 'n uitspraak 11 H0 
word vervverp" of 11 H0 

word nie 

verwerp nie 11 • Die versameling :punte Z wat lei tot die uit-

spraak 11 H0 
word verwerp"~ word die kritieke gebied van die 

 
 
 



8. 

toets genoem. 

Stel TN is 'n meetbare fl.lllksie op die steekproef

ruimte EN wat alleen waardes TN(Z) in die geslote interval 

(0,1) kan aanneem. As ons deur waarneming 'n punt Z s EN 

vind, bepaal ons deur middel van 'n ewekansige meganisme 

met 'n waarskynlikheid TN(Z) of ons die hipotese sal ver

werp. Indien daar geen verwarring moontlik is nie 1 sal ons 

die toets wat deur die waarskynlikheidsfm1ksie TN(Z) bepaal 

def ( ) word1 die toets TN= TN Z noem. (Sien STOiillR (1955)). 

Die waarskynlikheid dat die toets TN tot verwerping 

van die hipotese H
0 

lei wanneer die hipotese Ha geld (waar 

is), is dan E(!NIHa) en word die onderskeidingsvermoe van 

die toets TN genoem. 

Die onbetroubaarheid of maat van die toets TN (om 

H te toets), word gedefinieer deur E(TNIH ). 
0 - 0 

Indien vir alle toetse TN met onbetroubaarheid 

gelyk aan a7 sen toets TN gevind kan word sodanig dat 

E(T~IH ) > E(TviH ) vir alle toetse TN, dan word 
-H a - -1~ a 1~ 

die toets TN die mees onderskeidende toets met onbetrou-

baarheid a genoem om H
0 

teen Ha te toets. 

'n Ry van toetse {Tn} word asimptoties onderskei

dcnd genoem om H te toets teen 'n klas van alternatiewe 
0 

indien: i) die maat van die toetse gelyk is aan a < 1, 

onafhanklik van N1 en 

ii) die onderskeidingsvermoe na een nader as N ~ro 

vir elke alternatief in die klas van alternatiewe. 

l, 4-. ASIMPTOTIESE RELATIEWE DOEI~TREFFENDHEID. 

NIE-SENTHALE ··x2
-VERDELINGS. 

Twee toetse word met mekaar vergelyk deur die 

11 asimptotiese relatiewe doeltreffendheid" van die een toets 

met betrekking tot die ander toets te bereken. Di~ begrip 

word soos volg gedefinieer: 

 
 
 



9. 

Beskou die rye van toetse fT ~ en fT~~ van dieself-
l N J ._ l'!.J 

de maat a gebaseer op toetsingsgroothede tN en tN respek

tiewelik. Die asimptotiese relatiewe doeltreffendheid 

(hierna genoem a.r.d.) van die toets TN met betrekking tot 

die toets TN word gegee deur lim N'/N waar N die aantal 
N' -7()) 

waarnemings is wat nodig is om die toets TN plaaslik 

(in die o:mgcwing VQD die nulhilJotese) d.ieselfde onderskei-

dingsvermoe te gee as die toets Tl''r gebaseer op N 1 waar-
,~.\ 

nemings. Die c1efinisie word in 'n gewysigde vorm gebruik. 

Indien ~1 ,~2 , ... ,xk onderling onafhanklike normaal

verdee1de variante is met gemiddeldes E(x.) = ~· en varian-
-l l 

sie~ var(x.) = 1, i=l 9 2, ... ,k 1 dan besit 
-l 

~ 2 2 T = ~ x. 'n nie-sentrale x -verdeling met k grade 
. 1-l l= 

van vryheid en noem ons 

2 ~ 2 
(1. 3) A = ~ 1-l· 

. 1 l l= 

2) 

die nie-sentraliteitsparameter van die verdcling (sien 

SCHEFFe (1959) Po 412 waar \ as nie-sentraliteitsparameter 

gebruik word in plaas van A2 ). 

Indien verder ~1 ,x2 , .. o ,2f.k k variante is wat gesament

lik normaal verde3l is met E(x.) = ~· en variansie-kovarian-
-l l 

siema triks ( voortaan ,,momentematriks" genoem 9 waarmee 

bedoel word: tweede orde sentrale momente-matriks) 

A = r a .. I; waar 0 l. l. ' = kov (X . 'X . I ) met i 1 i I =1 ' 2 1 • I 0 'k 
(_ ll J l l 

I I ->' -l-7 sodanig dat A > 0, dan besit x'A x 'n nie-ssntrale 

x2-verdeling met k grade van vryheid (hierna aangedui deur 

g.v.v.) en nie-sentraliteitsparameter 
2 ·->I -J.-7 

(1.4) ~ = 1-l A ~ 

-)' waar x 
r ' ->I 

- )X X X ~ \) - L 1' 2 1 ••• , ld' ('-'" 

2) Meer algemeen 1 indien die x. 's gemiddeldes ~· en varian-
l l 

. 2 
Sl8S C). 

l 
besit? dan besit T = ~ (x./a.) 2 'n nie-sentrale 

. l l l l= 
x2-verdeling met k grade van vryheid en nie-sentraliteits-

2 ~ 2 parameter A =.6 (~./o.) . 
l=l l l 
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k -1 k die ooreen ... omstige ko1omvektore en /\ die resi1;ro ·e 

matriks van A. (Sj_en 1ffiNDALL en STUART (1961) vo1. II 

p. 229). 

Indien die kofaktore van /\ aangedui word deur 

j/\ .. , I vir j,j'=1,2, ... ,k, dan kan bostaande resu1taat 
JJ 

soos volg uitgedruk word: 

k k lA .. , I 
T == ~ ~ J J X .x. t 

j =1 j' =1 I A I J J 
besit 'n nie-sentra1e 

x2-verde1ing met k g.v.v. en nie-sentra1iteitsparameter 

2 k k !A .. I I 
( ) A. =="' "' JJ ( ) ) 1.5 LJ LJ ·• t Ex. E(x., • 

j =1 j'=l I A I J J 

3) 

Volgens SCHEFFe (1959) p. 413 geld verder dat 
2 E ( T) = k + ), • 

Die a.r.d. van TN met betrekking tot T* kan nou 

soos vo1g ui tgedruk word ( sien E~ND.ALL en STUART (1961) 

vo1. II p. 274-275): 

I:p.dien tN en t1~ asimptoties, vir N ~CD, onder die

se1fde a1ternatiewe hipotese p1aas1ik (in die omgewiL.g van 

die nulhipotese) nie--sentra1e x2-verdelings :met dieselfde 

aanta1 grade van vryheid besit met nie-sentra1iteitspara-

meters A. en ~' res~ektiewe1ik, word die a.rod. van die 

toets TN met betrekking tot T* gegee deur A./~'. 

1. 5. IGVADRATIESE VORiviE IN NOmVIAAI~VERDEELDE VARIANTE. 
') 

1.5.1. Sentra1e x~-verde1ings. 

Ste1 x1 ,x2 , ... ,_?Skis gesament1ik normaa1verdee1de 

variants met verwagtingswaardes E(x.) = 0 en momentematriks 
-l 

A met karakteristieke worte1s (geta1le) x1 ~x 2 , ... ,xk. 

Lemma 1.1. Indien v van die karakteristieke wortels van 

A ~ 0 is, kan daar 'n ortogonale matriks C = {cij} gevind 

3) Tensy anders vermeld, deur1oop i,i' ,j,j' ,hen min hier-

die hoofstuk die waardes 1,2, ... ,ken C,~' die waardes 

1' 2 ~ .... 'k-1. 

 
 
 



word sodanig dat 

( 1. 6) T ==L 2: l:c . c . y x. x . 
. . m liD Jill m-l-J 
l J. 

11. 

'n x2-verdeling- met v g.v.v. beE)it waar 

;'""l 
1.::. 

( ) 
I 1{ · 1.7 yi =<: l 
i 

vir x.. 1- 0 
l 

Ll vir ft. = 0. 
l 

Bewys: Omdat v van die karakteristieke wortels van A 1- 0 

is, is A van ro.ng v ( CR.i'JdeR (1946) :p. 113). 

Daar bestaan dus (omdat A sinunetries is) 'n nie-

singu1iere matriks P sodanie dat 

( 8) ( 'r· ( 1 vir i=1, 2 ' .... ' v 1. P'AP = ~6.6 .. met 6. =J 0 . . · k 
l l l J l l_ Vlr l=V+l , .. , ? 

en 6 .. Kronecker se delta, want (vergelyk SCHEF:Fe (1959) 
lJ 

p. 399 1e~na 11' ): 

Neem P = CL waar C ortogonaa1 is sodanig dat 

C 'AC = ( x.. 6 .. ·~ waarby veronderste1 word da t :>t
1

, x
2

, ••• , x.v 
l l l J-· 

al~~al 1- 0 is , t e rvry 1 x. v + 1 , x v + 2 ? • • • , ?-t k alma.1 0 is . 

Kies dan 1 as die diagonaalmatriks met ide 
~ 

:,.,. -~· 

diagonaalelement =~ Ki 
ll 

' i=1,2, ... ,k. 

Die karakteristieke funksie van die verdeling van 

die x 'e word gegee deur 

(1.9) ¢ (t) = e-tt'At 
x1 '1 • •• xk 

waar t' - :t19 t 2 ~ .. ~ ,t-.J Dlet t die ooreenkomstige kolom.·-· 
'·- .b .. 

vektor. 
~ ~ ~ ~ Stel "t = Pu en transformeer x ria y deur die kontra-

grediente transfomasie y = P'~, dan is ( sien CRAl'v1eR (1946) 

p. 111): 

( 1 . 1 0 ) ¢\ - - ( 1i ) = 
Jl' ..• ,;yk 

E[ ekSI)( i2:u .y.)] 
. j J J 

= E [ eks p ( il:; t . x .· ) ] 
j J J 

= ¢ - - (t) 
xl' ... 'xk 

- eksp(-tt'At) 

 
 
 



k 
2; y~ besit 

. 1 ]_ 
l= 

12. 

v 
= e k s p ( - i >~ u~ ) . 

. l l l= 

dus 1 ll x2-verdeling met v g.v.v . 

(CRAMeR (1946) p. 314). 

Nou is 

- Iy.o .. ~ mot y. in (1.7) ..-red.efinieer. 
i_ l lJ.\ l D 

Dus 

(1.12) 
k ....,.., 2 
6 y. = 

i=l l 

-7'--7 
y y 

-~ -7 
= x'CLL 1 C'x 

-7 I r· --, ' ~ r ., -
= x ~ L c . c . y 1r x waar ~ >. c 2. m· c J .. 

1
nY !"".-. ..~· ~-- 1 n 

i 2m ,J m m_. L ni .a .. m. -

simmetriese ~11atriks is 

=~~~c. c. y x.x .. 
.., . lm J~n m l J 
...l.. J m 

Gevolg1ik het 

( l • 6 ) T = 2: L L c . - c . i y ·y, X . X . 
i j m lhl J~ ~ l J 

1 n x2-verde1ing met v g.v.v. 

Opmerkincs. 

1). Indien a11e x· = 1 of 0, d.i. indien die 
l 

x-waQrdes reeds 'n momentematriks met karakteristieke 

worte1s 

(1.13) 

0 

T 

of 1 het, dan is alle Ym = 1, sod.at 

= ·~ )' >' c. c. x.x. uit (1.6) ._..J .c...~ 

l2TI. Jill l J i j m 

= ~ ~ 6ijxixj omdat C ortogonaa1 is 
i J 
·;" 2 = ~ X .• 
i l 

2). Vir 1 n simmetrj_ese ma t:riks A sal A = A 2 wees 

as en s1egs as alle karakteristieke wortels van A 0 of 1 

is (SCHEFF~ (1959) p.403). 

3). Die k:arakteristieke geta1~Le van cl.ie sim:metriese 

matriks A = fa.·} word gegee deur die oplossing van 
l lJ J 

(1.14) IA-·xi I = 0 sien CRAMeR (1946) p. 113 waar 

I die eenheidsmatriks is. 
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Die verge1yking kan geskryf word in C..ie vorm ( sien 

SCHUTTE en VAIT ROOY (1961) Po 210): 

wae_rby 1,.. 
..L!... 

( 
a1 = 2: a .. ~ 

. 1 ll l= 
I 

I a2 ~ >-: a .. ' a .. 
= ll lJ 

i(j a .. ' .-, 

J 

C.<. • • 

Jl JJ 

(1.16) \ 
a .. ~ a .. ' a.h 

)' )' l: ll lJ l. = /.....I _, 
a .. , ajj' ':! 

i<j<h Jl c'"-ih 
l) -· 

I 
I a3 
I 

al . " ahj' ahh !ll I 
I 

i 
I • 
1 
I • 
\~- ak = I {a · · -', I = I A I . 

. lJ.J 

As nou ak = !AI = 0, beteken dit dat teruninste een 

karakteristieke worte1 = 0. 

Van enige sim.-·netriese :matriks A kan die karakteris-

tieke worte1s dus gevind word deur oplossing van verge1yking 

(1.15). 

4·). Vo1gens TUil.NJ3TJLL (1947) p. 66 vo1g indien die 

k worte1s van (1.15) aangedui word deur K1 ,K 2 , ... ,xk, dat 
~ 

/ 

i 
I 
I 
I 

.J 
(1.17) ··-

a1 = 

a2 = 

~K· 
i l 

2: 2: 
i(j 

X. X. 
l J 

As di.J_s ,~ 1 = tt 2 ·= o. = "ik_1 = 1 en Kk = 0 in vve1ke geva1 

(1.15) her1ei tot 

(1.18) x(x-l)k-1 = 0, 

vo1g~ 

(1.19) / 

,..-·· 
/ a 1 = 1-:-1 
I 

a 
2 = 

a3 -

a k--1 

(k-1) 
2 

,k-1) 
3 

= ,k-1) = 1 
k--1 

a = 0 
·- k 
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~ 

en v die ooreenkomstige ko1omv~ktor? dan is 

(1.20) 

(1.21) 

(1.22) 

dat 

a .. = 1-\J. en 
ll l 

aij = -/vivj vir i/j. 

Met behv~p van ( 1.16) 

k 
~ v. = 1 met a11e v. 

i=1 l l 

Ei,
1 = 

= 

2:(1-v.) 
. l 
l 

( k-l) ' 

vo1 ,:r c) ' 

> o, 

a2 = 
1- \) . ' -/ v . \) . 
,___l_ l J 

-/'v. v . l-\) . 
l J? J 

= 2: 2":(1--'). --v.) 
i<j l J 

( l~··-1) = -2 9 ens. , 

indien 

wat in ooreensterr.u:J.ing is met die resu1 t::.te in verge1y-

king (1.19). 

Leruna 1.2. Indien 

(1.22) ~ vi = 1 net a1le vi > 0, 
i 

dan is 

Bevvys ~ Verge1yking (1.1~-) vrord in hierdj_e geva1: 

I ~-) I I -7-7 ' I (1.23) I- vv -KI = l(1-x)I- vv • 

Vir K = 1 word bostaande: 

-v1 , -/v1 v2 , .... , -/v1 vk 

I ~-7 I I -vv = -I v ~~- v 2 9 - v 2 ' • 0 0 • ' - / v 2 \) k 

1,1~ ... ,1 
1,1, ... ,1 

wat 'n deteTininant van rang 1 is, sodat K = 1 'n 

I k 1 ) .::] . t 1 ( 1 J ., ) . ( . ocHru·m mE iJA1'1 \ ·- -VOllCtlge 'NOr e van . __ ,t lS Blen () _). _L ..1. ,. en .l~ 

HOCY (1961) p. 220 en HADIJEY, G (1961) 11 Linear A1ce1Jra 11 

pp. 237, 242-245). 
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Vir~ = 0 her1ei (1.23) na: 

I -7-7 I I (1.24) I-vv = 

1-v1 y- /v1 v2 , .... ,- /v1 vk 

- /~1v2' 1~v2 ' · ···'- /v2vk 
• 0.' 0. 0 0 0 ••• Q 0 0 

- /v1 vk' - /v2vk' .... , 1-vk 

= 0 9 want 

(1.25) ~(1-v.)- L .f'\i":/v.v. = ~(1-v.)- ~ L v. 
J J i(fj) l l J J J J i(lj) l 

== ;v:-( 1-L:v. ) 
J i l 

= 0 vir all e j . 

Uit (1.24) vo1g dat K = 0 oak 'n wortel van (1.23) is. 

Die rans van A is ge1yk aan die aantal karakteristieke 

wortels wat I 0 is (CRAMen (1946) p. 113), d.w.s. gelyk aan 

( k-1) . 

01;aerking. 

Ui t A ontstaan~ deur weg1a ting van die kde r~r en 

kolom~ 'n nie-singuliere matriks van rang (k-1), nac~1ik 

J 1-v1 , - I \.!1 v2 9 • • •. • 9 - / \)1 \)k-1 

Al = -/vlv2, 1-v2 ' . . . . ' - /v2 vk-1 
0 • • . . . . . . . . . . . 

t /vlvk-1'-v v2vk-l' 0 • • ' 1-vk-1 

Le~~a 1.3. Indien 

(1.22) ~vi = 1 met alle vi> 0, 
l 

word die resiproke matriks van A1 gegee deur 

l = 

.r v1 +vk ' /vl v21 

/v1v2 ' v2+vk' 

. . . . ' 

. . . . ' 
/v1vk-1 

/v2vk-1 

/vlvk-l'/v2vk-1 9 ••• 9 vk-l+vk 

. l 
J 

Bewys: Dit is vo1doende om aan tG toon dat A1Ai1 
== I, 

die eenheidsmatriks. 

I!aat A1 Ai1 = {a,s,}, 'n (k-1) x (k-1) matriks 

waarby C,s' = 1,2, ... ~(k-1), dan is: 

 
 
 



16. 

all= v~l[(l-vl)(v1+vk)-v1v2-v1v3- ... -vlvk-1] 

= 1 m. b.v. (1. 22) 1 

a22 = v~1[-vlv2+(1-v2)(v2+vk)-v2v3- ... -v2vk-l] 

= l, ens. 9 sodat 

aCC = 1 vir ( = 1,2, ... ,(k-1). 

Verder is 

();12 = vk1 [ ( 1-v1 )/ vlv2 - ( v2+vk )/·"·1 v2-v J'/ vl v2- .. ~ -vk-1/ vl v2] 

-1---VL fv1 v2[l-v1 -v2-vk-v 3- ... -vk_1 J = 
= 0 m.b.v. (1.2;2), 

(Xl3 = vk1[ (1-vl)/vl v3-v2/vl \J3-(v3+vk)/'Vl v3~- ..• -vk-1/vl v3] 

= 0, ens., sodat 

acr,= 0 vir ~'ts . 
...._, ~ 

Dus l_ccs s ,} = I, waarmee die lem_,"'Ila bewys is. 

1.5.2. {ie-sentra1e x2-verdelings. 

Ste1 ~l 9 ~2 9 ••• , ~k is gesa~11en tlik norm.a.al verd.eelde 

VE.riante met verwagtingsvvaE~.re.es E(~i) = 1-li en tJ.omente-

matriks A. 

STELLING 1.1. 

Indien 

(1.22) ~v. = 1 met alle v. > O, 
. l l 
l 

-7-7' 
(1.26) A= I-vv , 

(1.27) ~ ~- = o, 
. l l 
l k 

dan besit T = ~ x~ 'n nie-sentrale x2-verdeling met (k-1) 
. 1 l l= 

t.,.v.v. en nie-sentraliteitsparaneter 

k 
(1.28) ~ 2 = ~ [E(x~)J 2 

i.=1 -L 

·~ 2 
= _I..J ~i' 

l=l 

Bewys: Laat ~~l) = {x1 ,x2 , ... ,xk_1~ met ooreenkomstige 
-7 -7' ~ 

kolomvektor x(l)' ~( 1 ) = :~~1 ,1J- 2 , ... ,~l::- 1j:::~et ooreenkomstige 
-7 

ko1omvektor 1-l(l)' 
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Die momentematriks A1 is nie-singulier en van rang 

sien lemma 1. 2 ( op:rnerking). 

Volgens :tCErDALL en DTUAHT (1961) vol. II p. 229 

(sien ook ~1.4) besit i( 1 )Al1i(l) 'n nie-sentrale 

x2·-verdeling met (k-1) gov.v. en nie-sentra1i tei tsparameter 

2 -7 1 -l-> 
A ~ ~(1)Al ~(1)" 

Omdat die mrnnentffinatriks van x1 ,x2 , ... ,xk gegee word 
-7-) I 

deur A ~ I-vv , volg dat var(x.) == 1-v. vir i==1 1 2 9 .o. ,k 
-l l 

en kov ( x. , x . ) == - j v . v . 
-l -J l J vir i 1- j. 

Gevolglik is 

( 1. 29) .2: ..fV: kov( x. , x.) = 0 vir alle j ( sien ( 1. 2 5)) , 
. l -l --J 
l 

sodat E[ ~ /vi(xi-~i)J 2 
== 0 m .. b.v. WII~KS (1962) p. 81. 

l 

Gevo1glik is L ,/\i;( x. -~--L·) = 0 :aet waarskyn1ikheid een. 
i l J. l 

Uit (1.27) is dus 

(1.30) ~ ~ x. = 0 met waarskyn1ikheid een. 
. l l 
l 

N k -?' A-l -7 t 1 1'kh . 1 l'.ou :..an x( 1 ) 1 x(l) :;~e waars ~yn l L e1c. een 

in 'n and.er vor·m geskryf word 7 na2.wnlik~ 

met waarskyn1ikheid een 

ui t ( 1. 30) 

-~· -1-7 
k 2 

Dus besit x(l)Al x(l) en ~ x. diese1fde verdeling. 
. -1 l 
l= 

Op ana1o~ wyse is 

k -?, -1-7 ,. c·r.lc )J2 
~(1)Al l-1(1) = L.: .u xi = 

i~1 

k . .., 2 
2.: ~ .• 

. 1 l l=. 

Hiennee is die stelling bewyso 
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Opmerkinc;s. 

1). Ind.ien x1 , x
2 1 •• • 7 xk asirilptoties gesamentlik 'n 

normaal verdeling besi t met asimptotiese vervvagtingswaardes 

E(x.) = ~- en asi~ptotiese momentematriks A~ w2arby 
-l l 

(1.27) ? /\)i ~i = 0~ 
l 

ll: 
2 2 dan besit T = 2 x. asi2ntoties 'n x -verde1ing met (k-1) . 1 J. .J.. 

l=-. 

" v v en , i e t 1 · t · t · ' 2 "' 2 b· • • .d -sen ra l ·el sparame1ier /\. = ~~ tJ.i. 
l 

') 

2). As alle ~i = 0, besit T 'n sentrale x~-vcrde1ing 

met (k-1) g.v.v. 

In die praktyk beskik ons so;,:~s oor 'n aantal 9 ss k, 

onafhanklike steekproewe, afkomstig uit verskillen~e popu-

1asies met onbekende verCelingufw.J.ksies F i 9 i=1 9 2 9 ••• 9 k. 

Die vras.g is dan of die verdelings:f1.:;.n~~sies e,lTial identies 

is 9 eli t rvil se of die k steeLproevre alLlal ui t dieselfde 

of i&entiese populasies afko2otig is. 

In die parar::1etriese geval is dit [;'Sbruiklik om vir 

elke steckproef sekere groothecle (parameters) be be:rei::en 

( bv. gemiddeld.e 9 standaE;.rd-afwyking 9 ens. ) en dan deu.r 

str;;.tistiece iDferensie afleidiEgs to ~nac:J.k aangsa::J.de die 

onderslceie po:pulasie-p:;1rsmeters. 'll Ar~.d er ne to de 'Nord. in 

hierdie Dtudie gevolg, r.l. die sogenaamde nie--para:Gletriese 

(verdelincsvrye) metode. 

Die steel:::proefwaarc~es word gesamentlik in stygende 

volgorde volGens grootte (of volgens 'n bepaalde eienskap) 

gerangskik en rangno.:rrmers toegeke:n. Die wyse waarop elke 

bepo..alde steekproef se waE~rc1es versprei l§ in verc~elyking 

2et die res van die wa~rde8, gee dan in aanduidin3 in hoe-

verre som.mige _pop1J.ls,oies moontliL versJcuif 1e met betrek-

king tot die and.er, of 'n groter versprei0.int; toon~ ens. 
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Verskeie toetsingsgroothede 9 ttebaseer OJ) rangno·m ... -rners? 

is vir hierdie probleem ~8definieer in die ceval waar k ~ 2. 

In hierdie studie word_ verskeie v·,:nl die -~oetsinc;sg-roothede 

vir die probleem van twee Dteehproewe uitgebrei na di~ 

vEal k ste8l~lJroevre en ',vord ook n1:~we toet;:li:ngr~gr·oothede voor

gestel. 

In hoofstuk II woTd 'n algeuene klas van toetsings

groothede vir die r)robleen van k steeL::proevve behanC.el en 

hlJlle asimptotiese verdelings ·belJaal ond.er die nulhipotese 

H
0

• Dieselfde toetsingsgroothede se asimptotiese verdelings 

word in hoofstuk III bepnal onder 'n algemene hil)Otese H. 

Verc~er vvord die c.oi.mJ)totier:-Je rel~1,tiewe doel treffendheid 

en asim:ptotiese onder·2l:eidenciheid van d.ie toetse ond.ersoek. 

Hoofstuk IV beva t toetse vir 9 en ui tbreidii<:)3 vo..n 9 

die 1)ro bleem van m-:r'ang·ckikki.ncs. 

In hoofstuk V word 'n tweefaktor variansie-a~alise 

behan(el. 
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HOOFSTUl'~ II. 

VErtDEIJ ING-SVHYE TOE 1T~3IN"GSGROOTHEDE VIH DIE l")ROBLEI~IVI 

VAN k STEEKl?R.OEWE (k > 2). LIMIETVERJJELINGS ONDbR H
0 

1) 

2.1. INLEIDIEG. 

k 
Gegee N = 2~ n. onde:rling onafhan:t!::like steek:proef·

. 1 l l= 

waardes x .. ; j=l 9 2? •.. ,n.; i=l,2 9 •• 0 ,k 'Naar x . ..: vir vaste 
-lJ l -lJ 

i afkomstig is uit 'n po:pulasie met verdelingsfunk,sie F. 9 l 

i=l? 2' ... !I k. (F. nie nooJwendig kontinu nie). 
l 

Die probleen wat hier beskou -.,ord 9 is om. die nul-

hipotese H
0

: F1 ~ F2 ~ ... ~ Fk ~ F 7 s@, naamlik ~at alle 

verdelingsfunksief.J F i 9 i=l 9 2 9 ••• 9 k id.e:nties is, te toets 

teen die alternatiewe hipotese 

is nie. 

H dat nie almal identies a 

In hierdie hoofs~uk word 'n algemene toets vir boge-

noemde ~robleem behandel waarin voorsiening gemaak word vir 

die c·evaJ. waar r;elyke waardes onder die vve,arnemint;s ka,n 

voorkom de·v~rdat c~ie }~. ; s nie noocl\7endig kontinu veronder
l 

stel word nis. Da~r word be~ys dat die voorgestelde toet -

sine;sgrootheid ono_er seL:ere voorwaardes asim};tcties 'n 

2 " - . ~ . + X -veraellng oeSlvc 

Verskeie spesiale gevalle word bespreek, waaronder 

die van KRUSKAL (1952), die uitbreidings vgn die toetse van 

TEREY (1952) en VAN DER '4A:SRDEN (19~7) vir tvvee onafhanklike 

steekproev.re na k onafhanklike steek:proevve, die toetse vc..~n 

~!IOOD (1954-) 9 EI,OTZ (1962) en andere. 

2. 2. DIE fOETSIFCSG~OOTHEID 

2.2.1. Definisies. 

S-Gel die funksie 1JJ ( 1': 1 IN U; i~ vir alle waartes van N, 

l). Hierdie is 'n ui tbrej_d.i:nt_, va:n d.j_e 2::'tikel VC::',n r.L, ·l<~E:2 2n 

:3TOI~H(l96l) na die geval vlagr celykc FC::!,arne:;J.ings kan voorkom. 

2). H
0 

implisee:r H
00 7 nl. da t alle pe:rmutasies van die waardes 

gelykkansig is (STOKER(l955) pp. 13-14). In hoofstuk II word 

d.eurgaans onder H
00 

gewerk. 
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kontinu en monotoon stygend 3) in 6 (0~6~1) en dat daar 

'n kontinue en strengstygende funksie ~(6) in 6 vir 0<6<1 

bestaan sodanig dat vir alle 6 met 0<6<1 geld 

lim ~N(b) = ~(6) en wel 9 vir iedere £)0, gely}~uatig op 
N~CD ' 

E<6<1-e:. Dui die rangnommer van x .. in die gesamentlike 
lJ 

rangskikking van die N waarnemings a~n deur r .. indien 
lJ 

alle xi j verskillend. is ( ~3ien ~ 2. 2. 2 in die geval van gely-

ke ·waarnemings) . 

Stel 4) 

(2.1) t. = 
-l 

vvaar 

(2.2) 6 .. = r .. /(N+l). 
l J lJ -

Definieer soortcelyk 

(2.3) 6:., = h/(N+l) 
• L.L 

(let op die verskil tussen 6h en 6ij) . 

Laat 

Dan definieer ons as toetsingsgrootheid~ 
1-

(2.5) f. "2 
~k = .J .!i . 

i=l 

Opmerking. 

In £2.3 word aancetoon dat die asimptotiese verdeling 
_i 

van Tk vir IT ~CD onder sekere voorwaardes 'n x2-verdeling 
..l. 

met (k-1) g.v.v. is. Die faktor [(N-ni)/N] 2 in die defi-

nisie van ti het tot gevolg dat E(Tk) = (k-1). Sien 

lemma 2.4. 

3). Alle resultate bly geldit; indien 11 styt;end" deur 11 dalend" 

vervanb word. Sien bv. lemma ~~. 7. 

4). In hierdie hoofstuL: word detlrgaans, tenuy andere ver-

meld~ veronderstel dat die indekse i~i' die waardes 1 9 2 1 •• ,k 

deurloo1J; j 9 j' die waard.es 1 9 2 9 ••• 9 n. en h, h' die waardes 
l 
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2. 2. 2. Gelyke waarne:mings ( KnOIJe) " 

Indien daar onder die x .. 's gelyke waarno.n.ings 
lJ 

voorkom as gevolg van d.iskontinuj:tei te in die verdelings-

funksies F i en/of as gevolg v2~n TYletincs tot 'n beJ.Jaa1de 

akkure.a theid 1 };:an daar aan h:ierd.ie gelyke waarnemings op 

verckillende maniere rangnorrFners toegeken word 9 bv.: 

a). Lotingsprinsipe. 

Dui die gerangskikte stel x .. -vraardes :::~an deur lJ 
z1 7z 2 7••• ,zN waar z1~z 2~ ... ~ZNo Gestel danr kom 'n knoop 

( r;_; van gelykes) van lengte g voor ~ naa·:-:Jlik 

zv+l = zv+2 = ... = zv+g en geen ander zh vir 

h 1:. (v+l,v+2 9 ••• 9 v+g) is gelyk aan die z-waard.e van 

c1 ie k11oop nie. 

Die lotin2sprinsipe bestaan daarin dat aan elkeen 

van die g gelyhe waarnemirrgs ~eur 'n ewekansige lotings-

fleganisme een vsn die r~nge v+l 7 v+2, ... ,v+g toegeken word. 

Hierdeur bly die N ~ per::1.utasies van die 'v;rae.rnemir.~('·,~., onc~_er 

H
0 

gelykkansig en speel die gelykheid van die waarnrunings 

geen verdere rol nie. (Sien byvoorbeel6 vergelyking 

(2.20)). 

b). Metode van gemiddeldc r~nge. ( 'n Meer volledige 

bespreking word cevind in STOKER (1955)). 

Aan elkeen van die gelyke waarnemings 

~ z ~ word dieselfde aemiddelde ran£ toe-
~v+19 ~v+2'"" 0 '~v+g ~ ~ 

geken, naamlik 

(2.6) g-l ~ (v+~) = v+i(g+l). 
~=1 

Hierdeu:c bly die com van die range van die I<~ vraar-

nemings onveranderd ongeag of ds2r gelykes onder die waar-

ne~ninLS voorl:om al dan nie. Eierdie prosed1J.re word op 

elke knoop toegepas. Word aan iedere zh 'n verskillende 

indeks toegeken, dan bly die r~·! so verkree permutasies 

van tie waarnemings eelykkansig onder H
0

• 
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Op ooreenkom.stige wyse as hierbo vervanc ons 

'l'N[h/(N+l)] in die knoop deur ah waar 

( ) 
-1 g 

2.7 ah = g ~ o/F[(v+~)/(N+1)] vir al1e waGrdes van h 
IJ.=1 . 

waarvoor v+1 ~ h ~ v+g. 

Is al1e knope van lengte e8n (d.w.s. alle waardes 

Geste1 dat daar onder die N 

g1 ~g2 ~~·· ,gA. voorkom. Stel 

(2.8) G~ = e1 +g2+ ... +g~ 

waar ex E 

Dan is 

(2.10) GA. = .~ gex = N 
ex=1 

er.:. 1aat 

5) 

'7 IS .;.;h A. kno1Je van 1engtes 

waar a11e onge1yke waardes as knope van 1engte een beskou 

word. ah word in hierdie geva1: 

g~ 

(2.11) ah = g-1 ~ ~m[(G 1+~)/(N+l)] 
~ 1 l> ex-

~= 

wanneer G 1 +1 < h < G . ex- a 

Definieer ook 

(2.12) aij = ah indien xij = zh. 

Vir onge1yke waardes (knopc va.n 1en<Jte een) is 

a . . = w i\.,. ( 6 . . ) • 
lJ .l'l lJ 

Die definisie (2.1) van t. word nou soos vo1g 
l 

gewysig om knope in te sluit: 
n. 

l 

(2.13) t. = L a ... 
l j =1 lJ 

Let op da t ah met een indeks en a .. met twee ind.ekse 
lJ 

verskil1end is in betekenis. 

c). Die so[;·enaamcl.e 11 non-re,ndom" metbde bef3preek de11r 

CROT.J'~T:' (19o~·o). T-T' ::1. h' :1' ctudl'e Yll'e 'n _ '-'-1-J J:J.2erop woro. lD lero.le d . 1 1 gecaan 

nie. 

5). ex deur1oop di8 v~e:1rdes 1, 2 ~ ... ? A. tens;y e.nders vermeld. 
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2 . 2 . .3 • ' n A ant al L emn1a s 0 

L eiTLrna 2 • l • Die verwagtingswaarde van t. onder H word, 
-l ~0 

vir vaste i, gegee deur: 

( 2 • 14 ) E ( t . I H ) = n . N-1 Lab . 
-l 0 l h .L 

Bewys (sien STOKEH (1955)): 

E( t. IH ) = 
-l 0 E[ L:a .. !H ] 

j lJ 0 

= (: ) - 1 2: ' [ 2~n . . ] 
i j lJ 

I 

waar )~ die sorrrmasie oor a11e moontlike kombinasies van 

nl. groothede uit N aandui, wat almal ewekansig is onder H ·"·o 

= ( N ) -1 ( N-1 ) Lah 
n. n.-1 

l l h 

= n.N-l ~a11 • 
l h 

Opmerking. 

Uit (2.11) vo1g~ 
G . 1 +1 G 1+2 G 1 +g . 

= ~[o/ ( a- ) w ( a-_ ) w ( a- a)] 
~ -N I·~+ 1 + ... N l ·: + 1 + ~ . . + "· N H + 1 

= ~YN[h/(N+1)] want G~ = N uit (2~10) 
h 

= ~'YN ( 6h) 0 n _ ... 

Gevo1g1ik is 

( 2 . 15 ) E ( t . I H ) = n . N-1 ~ '±' N ( 6h) o 

-l 0 l h 

Die verwagtingswaarde van t. onder H is dus on-
l 0 

afhanklik van die teenwoordigheid van gelyke waarnemings. 

Dit is egter nie die geva1 by die variansie nie. 

Stel 

(2.16) ()2 N-1 .-, ( - ) 2 = t ah-'YN waar 
a 

(2.17) 'Wr 
-l Z::a., N--1 :~'fN( oh). = N - = .,, h n h 

Deurgaans word onder die metode van gemidde1de 

range gewerk tensy and.ers ver:me1d en vrord aancenee:m de~t 

nie a11e vraardes ge1yk is nie (d.w.s. nie net een knoop 

•.;vat a11e waardes bevat nic) 
' 

sodat 
') 

C)'- > a 0 vi:.c eindige N. 
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Lemma 2.2. Die variansie van t. onder H
0 

word gegee deur: 
-l 

(2.18) var(t. IH ) = n. (N-n.) (N-1)-1 0 2 6 ) 
-l o l l a · 

Bewys (sien STOKER(l955))~ 

var( ti IHo) = (:. )-l 2: I [ 2: (aij- 'WN) ]2 
l J 

I 

waarby L dieselfde beteken as in lemma 2.1 

= (:.) -l 2:
1 

[ 2: ( aij-'WN) 
2 +~} 

1 
(aij-'WN) ( aij ,-'WN)] 

l J JrJ 

= ( N ) -1 ( N-1 ) L (a _ '¥ ) 2 + 
n. n.-1 h h N 

l l 

+ (:i)-1(:~~)~~~~ (ah-'WN)(~,-WN) 

= n.(N-n.)(N-1)-1
0

2 m.b.v. USPENSKY(l937) p.176. 
l l a 

Opmerkings. 

1). k=2 1ewer~ var(t. IH ) =mn(N-1)-lN-l L (ah-~N) 2 

l 0 h 

met m=n1 en n=N-n1 wat ooreenstem met 1 n resultaat afge1ei 

deur STOKER(1955) p. 28. 

2). Laa t 

(2.19) 

Definieer nou 

(2.20) -1"' ( - )2 = N 6 '¥. Nh - '±' N 9 

h 

dan kry ons soortgelyk in die geval van die lotingsprinsipe 

by ge1yke waarnemings 

( 2 . 21 ) var ( t . I H ) = n . ( N-n . ) ( N -1 ) -l c 2 . 
l 0 l l c 

Lemma 2.3o Die kovariansie tussen ti en ti, (i'f-i) 

onder H word gegee deur~ 
0 

(2.22) kov(t. ,t. 1 IH ) = -n.n., (N-1)-1 ca2 
-l -l 0 l l 

E [ ( t . -Et . ) ( t . I - Et . ' ) J 
-l -l -l -l 

(i'f-i) 

ni, 
= E [ ( L:a . . - n . \jiN ) ( 2: a . , b - n . , '!N ) ] 

j lJ l b=l l l 

6). Aangesien d~ 'n variant is wanneer knope voorkom, moet 

var(tijH
0

) geinterpreteer word as var(tiiH
00

;Z) waar 

Z = ( z1 9 z2 ~ .. 9 zN). Deurgaans in hierdie hoofstuk word dan 
onder voorwaarde van die gegewe stel waarnemings gewerk. 

Die verkorte notasie var(t.) word oak soms gebruik. 
l 
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ni ni' 
~.~ "' = j~l b~l E[(aij-WN)(ai'b-~N)]. 

let op dat xij en xi'b nie dieselfde waarneming kan 

aandui nie omdat i'li vir alle j,b met l<j<n., l<b<n., . 
-·-l --·l 

Dui ons die som oor alle moontlike kombinasies van 
·- II ni en ni, verskill2nde groothede uit N aan deur ~ , dan 

volg verder: 

omdat ~ 1 (ah,-WN) = 0. 
n 

Opmerking. 

In die geval van die lotingsprinsipe kry ons: 

( 2 • 2 3 ) kov ( t . , t ., I H ) = - n . n . , ( N -1 ) -l o 2 • 
-l -l 0 l l c 

Lemma 2. 4. Die verrvagtingswao.rde van Tk onder H
0 

word 

gegee deur: E(!kiH
0

) = (k-1). 

Bewys: E(T1 IH ) = E[l:(N-n. )N-1 (t.-Et. ) 2 (var(t.) )-1 ] -r o .. l -l -l -l 
l 

= ~(N-n.)N-1E(t.-Et.) 2 [var(t. )]-l 
. l -l -l -l 
l 

= (k-1). 

2.3. LIMISTVERD~LING VAN Tk (OrDER H
0

). 

B;sr die be})aling van die limietverrleling van Tk 

maak ons gebruik van 'n stelling soos aancsgee deur 

STOE:ER (1955), wat 'n Damevatting is ve::.n resul tate afgelei 

deur NOET:S.l~R (1949), HOEFT'DINC~· (1951) en andere, ne.GJ:J.lik~ 

STELLING 2.1. 

en stel 

,.,,...,·nr" ( d d c~ ) 'n r·•tnrac:<t-~ 8°8 raa _ 1 ,_2 , ... '~N ~ ~ 0 0 L ~ 

 
 
 



vektor is~ gedefinieer oor die N! gelykkansige r)ermutasies 

van die eleBente van 'n tweede ryAN= (aN1 ?aN2?•·· ?aNN). 

Indicn 

(2.25) - ~-lL. 
aN = I'J haNh an 

- -l·:--1 (2.26) bN = N 1bNh 7 h .L.L 

= NbNaN en dan is E(.§.N) 

var(IiN) = (N-l)-1 ~(bNh-~N)2 ~(arb-~N)2. 
h h l~ . .1-

Verder is 

asimptoties nor.c:w.al ( 0 9 1) vercleel wanr12er N -?CO indien die 

rye AN en BN voldoen aan die voorwaarde 

t ( r- 2 ) ( - ) r "' ( - ) r . N ? al\:r,n- a1,1 L.J b1.:;,1- bl.J 
( 2 • 2 8 ) llm n .L'~ • h ld · 

H -7CD ,~ 1 1 

[~(ai~h-~I~)~]~r[~(bNh-~~)2]~r 
h ~ ~ h .L. l~ 

'n Voldoende voor7raarde ten einde dat ( 2. 28) geld, is 

(2.29) lim 
N-7CD = o. 

\Nord daar nan voorvvaardc ( 2. 28) of ( 2. 29) in waar

skynlikheicl voldoen (byvoorbeEld in die geval van knope) 9 

dan geld die stelling 9 naa::nlik da t die voorvvaurd elike 

verdelingsfunksie van ......, ( -· . ~l\T d 0 lo 
-l·! 

die verdelingsfunksie van 

SN vir 'n c;egevve Dtel knolJG) na die standaa,rd normaal 

verdelingsfunksie nader sien STOl:ER (l95S) pp. 33-34. 

Stel nou~ 

(2.30) aNh = a h 
vir h=l? 2? ••• 9 N en N=l 9 2, 3? •.• 

( 2. 31) bNh = cl Vil"' h=l 9 2? ... 9 n1 

= c2 vir h=n1 +1 9 n1 +2?··. 9 n1 +n2 

0 ••• 0 0 0 Cl "0 Ct 0 0" 

l~-1 

= ck vir h= >~ nm+l, .... 9 N=~ni 
m=l l 

en ck willekeurige eindige konstantes is. 

 
 
 



28. 

Stel verder 

(2.32) vNi = n./N 
l· 

en 

(2. 33) v .. = ~,im V11T. vir i=l 9 2 9 ••• ? k 1 
J. L -7ffi l'•l 

dan is >= v . = 1 . 
. l 
l 

Stel ook 

STELL IEG 2. :2. 

( 2. 35) 

Inc~ien 

rn~s(ah-iiN) 2 

N-l"'(a -'V )2 t h -n 

= o (N) vir N -7ffi p 
7) 

(2.36) minstens twee van die C I c.~ 
• >:) 

l 
in (2.31) versh:illend is, 

se c_-/=c ? p-/=q9 p q_ 

\) ?\) > o, p q 

dan geld voorwaarde (2.29) in waarskynlikheid. 

Bewys ~ 
- 2 

Vir einuige ci is m9hks(bPh-bN) altyd eindig 

(vir alle N) 9 en wel 
. - 2 

( 2. 38) maks ( bl'0h-· b1\T) 

volg: 
11 ~· l< 

1'.,.-l"'(b b- ) 2 = 
.. ~ ~ Nh- N 

< maks 2 c . 9 
l 

onafhanklik van N. Verder 

N "' ( .-·, ) 2 ~ 6V· C.-~\). 1 C. 1 m il li,l l 

= e>O as vir minstens een i geld v.>O 
l 

en 2: v . , c.· 1 I= c . , d. i. 
il l l l 

as L v. ,c. ,-/=c.-v.c.=c. L v. 1 i 1 ( -/=i) l l l l l l i 1 ( l=i) l 

want >.:v-i 1 =1, 
il ..L 

d 0 i 0 as c . I= 2~ v · , c · , / 2:: \) _. , 
l i I ( -/=i) ]_ l I i I ( ,ii) .L 

T!l i t 8 .Z: \) · 1 ) Q • 
i I ( ,ii) l 

Hieraan word voldoen as tenminste nog een vi,>O 

vir i'-/=i en indien dan vir daardie i' geld c. ,lc .. Origens 
l l 

7). Die limie toorga,nge geld d.eurgaans vir N ->m. 
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bly die konstantes ci wi1lekeurig. 

nou volg~ 
·- 2 

maks ( b-;·Th-h'··J) 
h -· . 1. 

-------- < 
2 maks c. 
l 

··nal··c (a ---a ) 2-ynr~ 'ka ( b - -b ) 2 
,. ~0 c: r:h 1\T hLC<, . u r:rh I·T h -'·· 1~ h •I 'l 

= 
-1-, ( - ) 2·"" ( - ) 2 N >..J aliJh- arf .6 bi'Tl.--- b1\T h lo_ ~ h .loll l'j 

T -1 ~--, ( . - ) 2 
}, LJ ah- '¥ N 

h 

= o (N).O(N-1 ) uit (2.35) 
p 

= o (l) sodat aan voorwasrde 
p 

( 2. 29) ir:. waarsk~rnlikheid vo1doc:n Yvord. 

0 1x:1.erking. 

Voor\vaaro.e ( 2 o 35) kan in 'n ander vorm e;·e,okryf 'word, 

en wel soos volg: 

Die ui tO.r,J.kkin.'?~ ,.-: 2 
- ua is, vir vaste N en 6·egewe f'unk~lie 

'l:'N 9 al1een 'n funksie van die }:nope g19 g 2 9 ••• ,g'A en ons 

dui die afhanklikheid aan deur te skryf~ 

( ) 2 ( ) .,.-1 ~., ( - ) 2 2.39 a~,a g1 ,g2 9 ••• ,g\ = N 6 ah-'l:'N • 
h 

Dui die ge:;neenskaplil:e verde1ingsfunksie van die 

k verdelings aan deur F(x) (onder H
0 

is F1~F2~···~Fk~F), 
dan neem ons as voorwaarde 

.. 
(2.40) (Iedere disLontinuiteit van F(x))S.Y<1. 

I -. 1' w lldlGl1 lin 11\i 9 bcstaan en gelyk 
N -;.m .J.j 

is aan a (eindig), 1a a in die bereik van '¥(6~), en dan 
.l.J. 

bestaan do.ar vo1cens stelling 2.4 van STOL£:2. (1955) 'n 
f') 

positiewe konstante c~ sodanig dat 

(2 4l) l' . f' 2 ( )> 2 
• · ..L lm ln . a r: g l , g? , . . . , ES A __ c 

T·'T ---"CD 'a -H"' 

spr 0 8) 

en wel is c 2 ge1ybnatig vaL 0 geskei op alle klasoe van 

0) C! 11 u • "o pr ex beteken~ 11 behoudens 'n waarskynlikheid hoog-

stens gelyk aan ex.". Sien V.H.H DAF"'l1ZIG ( 194 7--19 50) p. 205. 

Spr 0 beteken dus~ met waarskyn1ikheid eeno 
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verd.elings Ii'(x) waarvoor die grootste diskontinuJ:tei t· gelyk-

matig van l geskei bly. 

Voorwaarde (2.35) herlei dus onder (2.40) na: 

rrlaks ( ah -1l\ ) 2 < maks [ 'Y ( 6 ) -· ~ T J 2 = 0 ( N) ' cl. j_. h ._.t .L~ ·- h N h J\! 

( 2 • LJ- 2 ) m~~s [ 'I' N ( lih) -iii N] 2 
= o ( N ) • 

Stellint; 2. 2 geld d11.s onder voorwaard.es ( 2. 36), 

( 2. 3 7) , ( 2. 4 0) en ( 2. 4 2) • 

STELLING 2. 3. 

Onder die voorwaardes (2.36) 9 (2.37), (2. 410) en 

(2.42) is L::c.t. asim1)toties normf;al verdeGl as n~m. . ~L l .J.. 

l 

Bevvys: Ui t stellint; 2. l en 2. 2 ( opmerking) volg d.a t 
1. 

~s - c~ vs ][vr~(c )]-~ -N - ~N-.u--N cu ~N 

verdeel is as N ~CD waarby 

(2.43) ~N = \ b L I,"''} d, h .. l-11 

= Zc.t. 
. l-l 
l 

::.simptoties nor:.rnaal ( 0 9 1) 

waar t. in vergelyking (2.13) gedefinieor is. 
l 

Opmerkings. 

l) 0 Deurdat die c. willekeurig is behalwe dat 
l 

minstens twee verskillend moet wees, volg dat 'n wille-

keurige line ere smn van die t. 's asi.:nptoties nor::nc,al ver
l 

deel is as I'T ~m. 

2). Kies c.=l en alle ander c. ,=0 (i'li). Dan is 
l l 

-SN = t. en indien verder O< v. <1 vir n. ~CD en r ~co, in welke 
-l l l 

geval aan voorv;aardes (2.36) en (2.37) voldoen is 9 volg 

uit stelling 2.3 dat t. (vir vaste i) asimptoties norrnaal 
-J_ 

verd eel is or.tder voo:rvvaardes ( 2. 40) en ( ;z. 42). Sien ook 

opmerking 3 hieronder. 

 
 
 



3). Indien 

(2.40) (Iedere cliskontinufteit V(~~n }ll(x)) ~ G < =:.. 

) ( 

- !) 

( 2 • 4 2 ma:-s '¥ Nh- 'Y N) c.. = o ( N) vir N -7CD en 

(2.44) ~ 1 >0 vir i=l~2 9 ••• ~k, 

dan kEn ook m.b.v; STOI._I~R (1955) stellinc 2.2 o:pmerking l 

be'·iv·ys woJ::,d dat ti asimptoties normaal verdeel i~:; 28 Yr -70J. 

4). Indien 

( ? • 11_ 5 ) 0- ( 2 + 0 )N 1', -- ]_.) 1 I ., ·~ \<j i' 2 + 0 0 ( l ) >: 0 
~ ~ a ~ ~ uh rN = p waar u> , en 

( 2. 4 6) n. -7CD en ( I'1--n. ) -7CD as H -7CD, 
l l 

dan vole m.b.v. STOIEH (1955) stelling 2.3 dc,t t. asim:pto
l 

ties normaal verdeel is as N -70). 

5). Onder voorwa2rde (2.40) is die voorwaarde 

( 2 . !J. 7 ) ') I w - \jj 1
2 + 6 - 0 ( IT ) . ~ 0 

1 ~ lNh ~N - ~ v1r o> 

voldoende vir die celdigheid van (2.45). 

6). Volgens HOE1''FDI1T~ (1951) is die voorwaardes 

(2.35) 

(2.118) 

mal, a ( a - w ) 2 )...,;:) b L I·! 
h - 1 

.,.-1"' ( - ) 2 I\; L a1 - IJ! T\-: 
, 1 1'• 
.i.1. 

[ 
..; I ( •-:' - \v ) 2 J 1 +~'-6 

6l u.h ~ N 1 . . 

en 

ekwivalent, \vaarui t volg dat die voor'Naardc 

(2.45) o;( 2+ 6 )N-1~Jah-'Ni 2+ 6 
= OP(l) vir 6>0 

l1 

volc:Loende is vir die geldi[sheid v:..::;,n 

(2. 35) 

- ) ') :;naLs ( a
11

-1'
1

J ,_ 
h J. ~ 

N-1)~ ( ah-~ N) 2 
h 

7). ~..let behulp van 0ie Ol)merking na stelling 2. 2 

en opmcrking 6 hierbo volg~ onder voorwaarde (2.40) 7 dat 

( r) iJ.. 7 ) ')' I \V - iji . 1
2 + b = 0 ( l\T) c b) Q ' c... I h "Nh . N I 

voldoende is vir die geldigheif van 

( 2 o 4 2 ) maks ( 1¥ , .. p - ~ .111 ) 
2 

= o ( N) , 
h 1.,n 11 
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STELLING 2.4. 

Indien 

(2.40) (Iedere d.isLontinuJ:teit van P(x)) < G < 1 en 

(2.44) vi>O vir i=1,2, ... ,k, 

dan is die as~mptotiese variansie-kov riansiematriks M
1 

van die k variante i., i=l,2, ... ,k, van rQng (k-1), 
-l 

"" waar ti gede±inieer is in (2.4). 

Bewys: Onder voorwaarde (2.40) be1d (2.41) sodat uit (2.4) 

vol& (vergelyk (2.18)): 
"" 1 J. 

var(t1 ) = (N-ni)N- var[(t1-Eti)(var[ti])-~] 
_l 

= 1-n . N -- soda t 
l 

lim var(i.) = 1-v .. 
N -7ffi l l 

>let behlJ.1p van lorx.nas 2. 2 en 2 0 3 volg da t 

1 ( .1\. A ) ( - ) -1 -t -1T ~ 2 ( ) 
{.OV t., l,. 1 = N-1 N n. n. ~a .... kov t~ , t. 

1 -l --l l l c.. .L l 

sod at 

lim kov(ti ,t.:, )= 
N-7ro - j_ 

1\---• l - /.\).,. 
l l 

i 1/i 

Die variante t. besi t dus a.sil!.ll)toties die momente
l 

T.'la triks 
( 

! 
=~-

I 
l_-

--?>-7' 
= I-vv 

-tl 

wanr I die esnheidsma triks is? v die r;yvektor 

(/v1 ,/02? o •• ,/vk) en~ die oo:ceonkomstige kolomvektor. 

Omdat ~~vl. =l en al1e v. >0, volg ui t 1em::xla 1. 2 da t 
l l 

M1 van ranL (k-1) is. 

Opmerking. 

Di t kan muklik be'.:~ys word dat die variansie-

kovariansiema triLs M2 van clie variante ti ook van ranc 

(k-1) is, waar var(ti) in verge1yking (2.18) en kov(ti,ti 1 ) 

in vergelyking (2.22) gegee is. 
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Lemraa 2. 5o Indien vir die variante t. 9 j.=l, 2 9 ••• , k geld 
···-l 

"' 
(2o49) lim var(t~) > 0, 

1' -7ffi -l 

( 2 • 50 ) 1 im :S l.i . 1 2 + 0 < m vir en ig e o > 0 
N-7m l 

eY' ... .L 

• A def ·.--, "' 
( 2. Sl) S == 2Je. t. (e. on<:~fhank1ik van N) is a.simptoties - i l-l l 

norme.ev1 verdc;el vir alle reele eindige l~oeffisiente 

e., i=1,2, ... ,k, 
l 

cls,n is die gesament1ike verdeling V[Hl. ~1 ? t 2 , .•. <~k 

asimptoties no.rmaal as N -7ffi. 

!!ewJ'"S ~ Sien c: ie bevvys VS.,ll lermna 5 in I,EL·1M3R en STO-

IillR (1961) of CHOUSE ( 1960). 

Lem.rn.a 2.60 JJie voorwaardes 

(2.40) (ledere diskontinufteit van F(x)) < G < 1 9 

(2.42) maks(~1~ -~N) 2 
== o(N) en 

h ~n 1~ 

(2.44) \ii>O vir i=l,2,. 0. ,k 

is vo1doende vir die gel2i£heid van die voorwaardes 

"' 
(2.49) lim var(t~) > 0 en 

N -~CD -1. 

( 2 o 50 ) l iill B I t . 1
2 + 6 < m vir o > 0 . 

N --70) -l 

Bewys~ In stelling 2 .. 4 is bewys dat 
A 

lim var(t.) = 1-\i. 
~.T -l l 
l\: --70) 

> 0 mob.v. (2.44). 

Hierrnee word aan (2.49) volr:"~.oen. 

Onder die voorvva.arde 

( 2. 4 2 I ) N-l 2~ ( '¥ Nh - \(7 N) 4 
= 0 ( N) 

h 

word aan voorwaarde (~.50) voldoen 

of LEMIVIER en STO:KER ( 19 61) lemma 6. 

Opmerkings. 

sien bylaag A 

1). In aldie toepassings van hierdie lemma (sien 

' §e 2.5.2 en 2.5.3) word aan voorwaarde (2.42 ) voldoen-

sien byvoorbeeld STOKER(l955) vergelykings ~3.35) en 
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(3.45) met betrekking tot Vander Waerden en Terry 

se toetse. Hierdie voorwaarde word dus nie verder 

eksplisiet vermeld nie. 

2). Vervang onu voorwaarde (2.42) deur 

( 2 0 4 ,-,7 ) ·:;o '1 '" \ji 1
2 + O ) ( -,T ) V l. I' ~v ) 0 o L ~~~-rcr =' ~ , h l!l..L -~ 

dan geld hierd.ie lem:o_a ook ( sien opmerking 7 na stel-

ling 2. 3). 

Indien 

(2.40) (Iedere diskontinuiteit van F(x)) < G < l, 
( 2 . 4) ) rlq l;-s ( 1JJ w ) 2 ( 1\T) en 

- •" c;,J:~ I l\T'lr.- .!. 1\r = 0 --~ h l~ll l·! 

( 2. ~-4) v. >0 vir i=l, 2, .. o ~ k 9 l 

dan besit 

,.., 
c.si~~ptoties, vir N~CD5 'n xc::···Verdcling met (k-1) gov.v. 

Eewys: Uit stelling 2.3 volg det ~citi (vir nie alle C ' c:~ • >:::> 

.J. 

t;elyk nie )*- asimptoti8s normaal verdeel is as N ~co. 
1 

l 

rz=c.t.->:c.Et.]lvar(Zc.t.)l-2 is asim.r1toties normaal (0.1) 
--ll-:-l l- .ll-' , 

l l l 

verdeel as l{ ~co. 

J\1aar 
1 

"'c [ -+- l:i"'t l L- -.-rr: r ( "'c t ) l-2 = LJ · u ...: - ..w · J v o_. 6 · , ..: t J 
. l j_ l ., l J_ 

(2. 52) 

l l 

1 

cl. [1-~var(tl.) ]~ 
= ~ ~ t. 

i [ ( F-n . ) v ar ( 2: c _., t . .) l'2 l 
l f l: 1: 

Neem nou 
1 1 

e. - c. [vB,r( t_.) ]'IT[ (1--vl\T. )var(/~c_.,t .,) ]--~ 
l l l l ,, l ., l: l 

l 

dan is e. asimptoties onafhanklik van N en ei~dig. 
l 

Ge,Tolgll'k is ~e t ~si~IJtoties normaal verdeel 
(.., ••• ..l i i '-o' J. 

l 

Ui t stellinb 2. 4 en lerunas 2. 5 en 2. 6 volg verder 
A 

cla t die varian te t. , i=l, :~, ... , k ger;;amentlik? vir N -7CD? 
-l 

*)~ Anders is die limietverdeling ontaard. 
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C.-:.ql·rn_i~.)·t·otl';::.:.n '1'1 r·o1"''V'I,.. -, d 1· 1 • · • t t".k"" c..v._.. .L -y ._.. 1 .'. hdEL.~.. ver _ e lYl[; oe 8 l "t me -c mom en e:rn2. ll l-

-7-7' 
lVI1 =---= I-·'J'v van rang (J:c-1). Ui t stelling 1o l en opmerking 2 

t t .,"'2 
daarna me i in plaas van xi, volg dat Tk = ~ti~ vir 

i -

N->m, asi~nptoties 'n x2-verc1.e1j_r.Lg met (k·-1) g.v.v. besit g) 

O:pmerkinco. 

1). Indien ( 2. 1~2) vervang wo:-ccl deur ( 2. 4 7) , geld 

die stel.ling ook, omdat (2.47) voldoende is vir die ge1dig-

h 8 i d. V Lvll ( 2 . 4 2 ) • 

0 
2 ) . Volgens die teorie van die xL-verdeling moet 

en 

1 iH VC,r ( J\ ) - 2 ( k-1) • 
N ·->CD .t>.. 

Eers~~er~oemde is in lerm'1.a 2. 4 f::~c.ncetoon en lc::;,e_.s-

o~~1dc..1-t die variant t. asi;1lYtoties r"-orma~~l verdeel 
l 

is as N ->m ( stellin,::.; 2. 3 opmerking 3), volg da t 

( 2 . 53) E ( ti-E t i ) 
4 

[ var ( t i )J-
2 

= f-! 4 ( i )/ 1-1 ~ ( i) 

def 
= ~2(i) 

= 3 + o(=!-) 

waCl-r 1-lr( i) die rde orde sc:ntru1e mor2ent van ti is. 

Omdat 

verE~Dderlike nort:w.,al verdeling besi t ( . ., . 
slen o..le 

hierdie stelling) 9 volt:· uit E.EJ'~DALij (1953) vol.I 

p. 83 dat 

( ?54·)~(+ ~t ) 2 (t ~t )2 
·- • ...:.; u • -· ..LJ • -: ' -- ..t; . ' l l .i. 1 

def 
p22(iyi') 

2 2 2 = (1+2pii')oioi,(l+o(1)) 

waar p .. , die (eksakte) korrelasieko~ffisi0nt is tussen 
ll 

f) 

t + oc:. . en v. , • . 
l :l.. I l 

= var(t.) 
]_ 

Gevoiglik is 

en 2 c . , = var ( t..: , ) • 
l _L 

') ') 

E[(t.--~t. )~-(t. ··-]~t. )c:] 
(2.55) 

l ·•· l l 1 l 1 ? 
= l+2p-:-. 1 +O(l). 

ll 

9)o Vergelyk ook lem11a 1.1 or;merkinc 1 en CR.Al'.1eTI(l946) p.419. 

 
 
 



( 2. 56) [kov( t.; 9 t_
1
. 1 ) fCva:r( t.: )var( t. , ) ]-l 

.L -- l l 

(2 -· 0) 
-. j_(j ? (2.22) en 

( 2. 32) . 

Hou volg~ 

(2.57) var(Tk) = E(T~)- [E(Tk)] 2 

= E[i(N-n.)N-1 (t.-Et.) 2(var t.)-1 ] 2 
i l l l l 

I} 

( L-1) ~ lli t 

1 eiYLrna 2 " 4 • 

var( t. )var( t. 1 ) 
l l 

2>(l ? 
2 ) ('' l ) 2 2'' )' (k 1) 2 (1) - u ~-- ._ 'VN. +'Vr. + l>,.--_._ + 1_, ·..-J VI'~. VF_., - - +O 

i l l ~l i,lil .c' l ~·.]_ 

- 2 ( k--l) + 0 ( l) . 

3). Indien aan voorvvaardes ( 2. 40) en ( 2. 42) vo1doen 

word en p van die v. {::,-elyk is aan rn1l 9 dc:.n volg op 1 n 
l 

-·A 2 
soortcelylce wyse as in stelling· 2. 5 dat T1 _ • .., = ?~t. 9 L·-lJ l 

was~rby die sommasie e;';2.an oor die ( k-p) inc.ekE3e 1.1i t 

l ~ 2 9 • •• 9 k waarvoor \). >0 1 asimptotie~~ 
l 

2 'n x -ver~eling besit 

raet ( l;:-p--1) g. v. v ~ as N -~CD. Soos in len1.raa 2. 4 kan bewys 

word = ( k--p·--1) . 

 
 
 



37. 

2. 5 .1. Inleidj_ng. 

De-L.n· SI)esiale gevalle van die f"Lrnk.;:)ie 'fw( o) te 
J.j 

neem 9 kan toet~~;e vir verslrrtiwing 1 verskil in verspreiding 9 

skcefheid, ens. uit Tk afgelei word. Ons bespreuk alleen 

toetse vir verskuiwing en verski1 in versproiding. Die 

toetse vir vcrski1 in verspreiding is al1een sinvo1 as 

a8nt;cnee.m V·Tord dc.:_:,t 'n lokaliteits};arameter (bv. gemidde1d, 

mediaan) van die pop~1asies ge1yk is. 

2.5.2. Toetse vir Verskuiwing. 

2.5.2.1. 'i' rJ o .. ) == o. . ( ve:r-ee1yk WILCOXON ( 194 5) en 
.!.\! \ ~-- J l J (...) ' 

s~ro:r ER 

Hier is 

STOIGH (1955) het vj_r hiercli.e gevc.:l1 bev;ys dat 

( N-~1) 2 c 2 __ (F3_.)'cr3) /l2N sodat a ' WE)o: I -

ex 

(2.6 . ..1...,) 2 - [N(X2-l)+~£ ~-5JD· 3 Jr12N(N+1) 2 J-l 
0 G, . - ·c.z'-' ex ex'-' ex: -· 

T~-1 = -r--•--•• •-- -- - --
12(1';+1) 

= .. ___ X; --1 __ _ ____ __:;____ waar 
·10 (N .... ) 12N(N+l) 2 
. c... 1+_1_ 

-, ~· ( .. 2 - ) 
Y - '>.c·· .. :r -1 

-- L "<...) o: t') ex - • 
C( 

Fit (2.1B) volg nou dat 

n . ( r;--n. ) 
( 2. 63) var( t.~) = .-=.~----~[1- 2 J 

.L l2(N+l) N(N -1) 

(2.64) 

n.~ (1.:-·n-i ) 
= ...-:.:.-·-··---=-·-. ~ waar 

l2(N+1) 

~ - 1 -- ----~X-·
lT ( rt.:. -1) 

 
 
 



Die toetsingsgrootheid Tk word nou 

( 2.65) ~.~r = ~ 12(N+1)(t -~ )2 
' 1v • Nn . K 1 ~nl. 

l ll'"" -
uit (2.4) en (2.5) 

= 12(N+1) 0t2/ 3(N+1) 
N~ ~ i ni - Q 

l t--' 

Omdat 0<h/(N+1)<1, is maks('±'Nh-~N) 2 = 0(1). 
h 

Daar word dus vo1doen aan voorwaarde (2.L:2). 

Indien 

(2.40) (Iedere disi:~ontinu5:tcit van J3'(x)) < G < 1 en 

(2.44) vi>O vir i=1~2 9 ••• 9 k 9 

dan besit TW asimptoties 'n x2-verde1ing met (k-1) g.v.v. 

as r· -?CD. 

Opmerkings. 

1). J3ostnande is 'n ui tbreiding van 'itiTCOXON-(1945) 

se toeto van twee na k steekproewe. 

2 ) " Stel R. = Lr .. en t. = R./(1'~+1), dan vo1g 
l j lJ l l 

uit (2.63) dat 

(2.66) var(R.) = 
l 

n. (E--n;) (N+1) 
l .J.. \1-12 -- 2 J 

N(N -1) 
wat diese1fde is as clie uitdrukking cleur I'TIUSIAL (1952) 

verkry. (Verc,e1yk oak J?:.IJ~~OORT (1952) :p. 395). 

(2.67) 

2.5.2.2. 'Lf ( s.:. ) = ~-, ;; E ( s ... r . . ) "-N uiJ. - ~r.-
lJ lJ 

waar sh ( s1 < s2< ... < sN) die waa-rdes in rang van '1l evve-

kansiGe steek1Jroef van grootte N uit 'n no:cw.aal ( 0 9 1) 

po~ulasie is (ver~elyk TERRY (1952)). 

(2.68) 

In hierdie geva1 is: 

"' ::' t. = 6 
l . '-Jr .. 

J lJ 

(2.69) E(t.) 
l 

--1 
== n.N 

l 
')"' ':' 
... J 1.-.ih 
h 

- 0 vveens sim:metrie. 

 
 
 



39. 

Verder is 

(2.70) var(t.) = ni(N-n.)N-l(N-1)-l ~a~ 
l l h n 

vraar ah in (2.11) gedefinieer is met Yn( o11 ) = 2h· 
As toetsingsgrootheid volg nou uit (2.58): 

4-2 
(N-l) V• 

(2.71) TT = l 2 Z 2 

wah i ni 
h 

Vir die nor7l.aal (0 9 1) verd.elint; geld (sie:n 

S~LiOLEH ( 19 55) p. 57) ~ 

(2a72) maks(~~~-~N_) 2 
h J'dl l" 

= 0(2 log N) e 

vvaar 0 sodat (2.42) bevredig word. 

Oncler die voorwaardes 

(2.40) (Iedere diskontinufteit van F(x)) < G < l en 

besit T O C< l' r ll" ·t 0 + l Q 8 T o. ,;:) _t lJ v ~ '-- 9 vir N -?ffi ~ 'n x2-verdeling met 

(k-l) g.v.v. 

OpmerJcing. 

~eer aleemeen kan ons beweer dat as ~h' h=l,2, ... ,N 

die waardes in rang is uit 'n willekeurige populasie met 

streHc_styger:.c~e l.:ontinue verc1elin6sfunksie met kontinue 

tweede afgeleide en met eindige derde orde absolute sen-

trale mome~t, bly die bewerings vun ~2.5.2.2 geldig. 

I-Ii2rcie rtJsultaat volts· m.b.v. hulpstelling 3.1 en stel-

line, 2. 3 vox~. S1i'OLER ( 19 55) waarui t volg ds. t ( 2. 4 7) bevre-

dig vvoTd en d1..1.s ( 2. 42) - sien opmerking 7 na stelling 2. 3. 

'f 1'.-r ( o . . ) ::: Q ( 6 . . ) vvaar Q ( q) die q de h:wan tiel 
l\i l J l J 

van 'n nornaal (0,1) -verdeling is(vergelyk VAN DBR 

W AEHI;EN ( 19 57 ) ) . 

Hiervoor is~ 

(2.73) t. 
l 

= LQ[r .. /(N+l)], 
j lJ 

 
 
 



40. 

( 2 . 7 4 ) E ( t . ) T\T-1 ... ( ) 
l = niJ.I ;_,Q cl" 

h J. 

= 0 uit Sl.rmTo.e-tr'"'l·e ( · 0 T0 .. "1:7'Fl(1055) - Slen 0 1.i~ ·L 7 p. 

(2.75) var(tJ._) = n.(N-n.)N-1 (N-l)-1 Ya2 waar a ~e-
l l :hh ht:l 

definieer is in (2.11) met ~N(bh) = Q(oh). 

Die toetsingsgrootheid is nou: 

t 2. 
( 'I'"' 1) T = .. d-- >: l 

Q y 2 7 n.-.-
J ~"a l l h h 

( 2. 76) 

Uit STOKER (1955) p. 57 vo1g nou vir die nor-

maa1 (0 9 1) -verdeling: 

(2.77) msks(~Nh-WN) 2 = 
h 

maks[Q(6h)-Q] 2 
h ~ 

= rnaks Q2 (oh) 
h 

= 0(2 log (N+1)) 
e 

- J-1 '\, (1 ( . ) waar Q = 1 6~ 6h = 0. 
h 

Daar word dus vo1doen aan voorwaarde (2.42). 

Indien 

( 2 • 4 0 ) ( I e de r e disk on tin -....:tl t e it v~1.n F ( x) ) < G < 1 en 

(2. LL4') >0 .. 1 2 k T vi Vlr l= 9 9 ••• 9 · 

]1)' 

dan besit 'I· c_;_sim.)totiss 9 vir N->m 9 'n x2-verde1in{; met Q 

(k--1) g.v.v. 

2.5.3. Toetse vir Verskil in Verspreidin£. 

Tot dusver is deurgaans veronderste1 dat YN(o) 

monotoon st;ygeud . . ~-

lS ln u 9 Die voorgaande stel1ings 

kaL. egter mal~lik aangE:;pas v.rord o:;-o. gevalle in te slui t waar 

VN(o) byvoorbeeld monotoon da1end is 9 of monotoon da1end 

oor 'n dee1 van die interval (0,1) en monotoon stygend 

oor die res van die interval, of omgekeerd. 

Lermn.a 2. 7. ( Ui tbre iding vc::~n STOKER ( 19 55) s telling 2. Ll). 

Ste1 dat, vir iedere N 9 die f1..1nksie ~1 N( 6) kontinu 

en monotoon i1.1. 6 is vir 0~.6_<;.1 (met 11 monotoon" ·vvord hier 

bedoel i) stygend of ii) da1end of iii) stygen~ oor die 

eerste deel van die interval (0,1) en dalend oor die tweede 

 
 
 



deel van die interval, of omgekeerd) en dat daar 'n 

kon-Ginue en streng raonotone fun1G3io \f( 6) in 6 vir 0<6<1 

bestaan ( sien omskrvwl· ng ·van ·mor··otoo ·" hl. erbo) ..J . t!••l .l ' 1l soclanig 

dat vir alle 6 met 0<6<1 ryeld b lim fr(6) = ~(6) en we1, 
I~ 

J'T -?CD 1. 

vir iedere £ >0, gelylm1e:tig op £ < 6<1- E. Hierby vrorc1 ver-

onderste1 dat 1 in geval iii), as die funksj_e 't'N( 6) in die 

IJunt o = 6N , 0 < oN < l, die 11 keerpunt 11 (maksimUillpunt 
0 ~ 0 

of minimt.unpunt) ·bc~reik en '1' ( 6) in die punt o = o 
0

, 

O< 6 
0 

<1 die keerp1.mt bereik, da t 

ge1~y·k:n.a tig in N. 

- 6 I ~ 0 en we1 
0 CD 

Indien ~im WN (sien (2.17)) bestaan en gelyk is 
1-: --?CD 

asn a(eindig) en a in die bereik 1~ van ~(6) ocr die &e-

bi8d.e 0<6<6 ·:.~n 6 <6<1 en indien ie('ere disLontinuJ.:teit 
0 0 

van F(x) hoogsteLs ~elyk is aan 'n konstant G < l, dan 
') 

10°c'tr.r·"V"l I~ ·oO"l ·7-l' c.· . .:r·:::. 1'·0.,.-'Str-"'t-:::. C::.. 80U~1 ~l'l. c·· C-! 0 t v0 c...Lt::t..J..... .!..l .L u •• .J v ,, C X).. .l.1. CI..!.J.. \::: >... .c.,.._ b .. L<.v 

spr 0 

.') 

en v1el is ct;.. gely1anatig van Q e~eskei OJ) c:.lle klc:.sse van 

verdelinLs F(x) wa2rvoor die grootste diskontinuYteit 

~e1ybnatig van 1 gsskei blye 

Bewys: Die stelling volg op 'n soortgelyke wyse as di~ 

var.:. STOJi::CR (1955) stel=_ing 2.,4 met onder andere die volc·en-

de aanpsJssings: 

Laat ~(601 ) =a= ~(602 ) ~et 0<601 <602 <1. 

. • ( c- l ;;:_ 1-G 1 \T l d. b. .::~ Lies E:(ffiln UQl? -·uo29 ---g-·1. verdee..L- l8 ge leu 

(c,l-s) in vier dele, nl. (c,601 ),(601 ,60 ),(60 ,602 ) en 

( 602 ,1-E) • 

no\.1. vc.,D. we ers-

kants af toegekcn word. Hicrdie lJrosedure is d :.;ur Ji'REUr~·D 

en ANSARI (1957) gevolg vir die twe2-steekproef geva1, 

,:::,lJ l. c:' d l. 8 VO] r ·el·,r·,; eo ·_!=)] ... 8 '"v-ct:1)--lrlH:·_,_':ll. l'lft.P 'v'·rnra71 l. n s·ty.c0:8'Il'd.e .;:, .l ;::) · . - b . •• A. • 0 .. .. V' • ~v - ·- • '- .._., V - ~ 

volgord.e Leranc,-skik en rancnomt'ler;::; word van weerskante af 

 
 
 



~- 2. 

toeBeken. Hierdeur is die stel wasrnemings (s~ 2n in 

ac::Ln te"l) in twee dele verdeel, elk waarvan rangnonmors 

1,2, ... ,n bevat. (Soortcelyk vir 'n onewe aantal 2n+l 

v1aarby die mid.delste een die ran,gnormner n+l het - sien 

later). :Die som van a1 die rangnom .. merE:J van die een steek-

proef word dan as toetsingsgrootheid geneem - sie11 AESARI 

en BRADLEY ( 1960) . 

Bogenoemde metode ten opsigte van die toekenninc 

van rangnormners word nou ook in hierdie studie ingevoer. 

Omdct die rangnom:rners ~rveereens na tuur1ike geta11e is, geld 

a11e resultate van §2.1 tot §2.4 met die nodige aanpss-

sing (sien 1e~na 2.7). 

(2.78) 

In hierdie ~·- eva1 is 

t. = Zr .. /(H+l). 
l j lJ 

a) . N evre. 
N 

(2.79) E(t.) = n.N-1 L rh/(E+1) 
l l h=l 

n. (N+2) 
l 

= -"'---·~--

4(N+l) 

Vir var(t.) bereken ons eers: 
l 

N N 
2 ""'1-1 ">' [ I ( K 1 ) -1 -, 2 ( 2. 80) o - 1.'. -J r 11 J;+ -N ~J rh/(N+l)] 
c }l=l ;. h=l 

J ? = N-- ~[rh/(N+l)- (N+2)/4(N+l)]~ 
h 

uit (2.20) 

_ - 1---·-- ~ [16r~ -8(H+2)rh +(N+2)
2 J 

l6F-( N+l) 2 h=l 
J=-p -t-N 

_ r :. 2 [32 ~' h 2-16(N+2) ~ h ~(N+2) 2 J 
lo1(~+1) h-1 h-1 

() 

(Ne--4) 
= 48(~r:i)2 

Stel nou da t die lonD tes van Cl.ie knoiJe in volgorde 
• 1 de 

gegec word deur g19 g 2 , ... ,c;P 9 gp+l 9 •o•"g"'- waar dle 2N 

 
 
 



4 3. 

waarneming in die knoop van lengte g~ en die (iN+l)de 

waarneming in die knoop van lengte g~+l bevat is? d.w.s. 

= tN. (Indien die waarnemings in 

genoemde twee knope gelyk is, word dit nogtans as twee 

verskillende knope beskou. Ongelyke waardes word beskou 

as knope van lengte een). 

Definieer 

(2.81) Ga = g1 +g2+ ... +ga waar a E {1?2, ... ?p} en 

laat G
0 

= 0. 

Stel 

(2.82) G~+l = ga+l+ga+2+ ... +gA waar a e {p+l?p+2?··· 7 A.} 
I 

en GA.+l = 0. 

Kou is m.b.v. (2.16) en (2.20)~ 

(2.83) (N+l) 2 (o;-o~) = (N+l) 2N-1 [p~h-~a~J met 'l'N(6h)=6h 

2 -1 !N 2 N 2 f-N 2 N 2 
= (N+l) N [ L ~N, + L ~Nh- L ah- ~ ah] 

h=l n h=·&N+l h=l h=+N+l 

 
 
 



44. 

= ~r~ fgo:G~-1+ Go:-1g (g +1)+~g (g +1)(2g +1) ~=1~ a a o ~ a a 

wat dieselfde is as die ooreenkomstige uitdrukking in die 

geva1 waar r2-ngnormners gewoonweg toegeken word (sien ver-

gelyking (2.61)). 

Met behulp v&n die uitdrukking vir o~ volg nou dat 

( 2. 84) o2 
a 

(N2-4) = ---------'-~ 
48(N+1) 2 

N3-4l:g3 
ex a =----

4 8 N ( 1~ + 1 ) 2 • 

Uit (2.18) vo1g dus dat 

n. ( H-n. ) ( l\:3-4Lg3) 
(2.85) var(t.) = 

l 

l l ex ex 

48N(N-1) (N+l) 2 

en uit (2.22) dat 

( 2. 86) kov ( t. ? t. , ) = 
l l 

OI)merkings. 

i,ii' . 

1). Indien daar geen knope voorkom nie, d.w.s. 

as alle e =1~ is ex 

(2.87) var(t.) = 
l 

2). Neem die geval van twee steokproewe. Ste1 

nl.=m, N-n.=n en (N+l)t.=W 9 d2n herloi (2o79) na: 
l l 

E(W) = m(m+n+2)/4 

en var(t.) uit (2.87) na: 
l 

 
 
 



4 5. 

var(W) _ mn(n+n+2) (m+n-2) 
48(m+n-l) 

wat presies dieselfde is as die resultQte aangegee deur 

(2.38) 

Die toetsJngsgrootheid vir N e'vve ~ is 

2 
4 8 ( N -l ) ( N + 1 ) 2 --·, t i 3N ( 1\f -l ) ( IT+ 2 ) 2 

T,.;, = .6--
~ N 3-4~g~ i ni N3-4~g3 

v.. v.. ex ex 

Let op dat N3-41g~ = 0 alleenlik as daar slegs 
ex 

een knoop is in ·welke gevE.l g1 =~-N en g2 =~·l'T a Onc~er voor-

waarde (2.40) kan di6 geva1 met waarskyn1ikheid ~~n nie 

voorkom r..ie, 

Aall voorvvaaTde ( 2. 42) wo1 ... cl voldoen - sien §2. 5. 2. 1. 

Indic;n 

(2.40) (Iedere diskontinuYteit van F(x)) < G < 1 en 

(2.44) v.>O vir i=l,2, ... ,k, 
l 

b t . t . . . IT I 2 ~ 1 . t dan Gsi T"'"':"l aSlElPto les. Vlr \~CD~ n x -vercle lng me .L ~ I 

(k-1) fS.v.v. 

b). N onewe. 

Nou is 

-1 ~ (2.89) E(t.) = n.N 1 r 1 /(TI+1) 
l l h=1 l 

ll-; 
= .!- [ 

N(N+1) 

ni(F+l) 
= ------

4-N 

~(N-1) 
2 L h + i(N+l)] 

h=1 

In hierdie geval is 

(2.90) a2 = N-1 L[r11/(N+l) -N-1 ~rl/(N+l)J 2 uit (2.20) 
c h h ~ 

[ 

4,.(1\T_l) 2 
1 1 .;<;! 'l:., ..L h 

=-2 .6--0+ 
N h=1 (N+l)L 4 

 
 
 



= (N-l)(N2
+3) 

48N2 (N+1 )-

46. 

Neem nou aan dat die mid~elste wa&rde (d.i. die 

t(N+1)de vraarde) as 1aaste of onigste waarde bevat word 

in die knoorJ van 1engte g~? dan vo1g op soortge1yke wyse 

as in (2.83) dat 

) 2 ? 2 1 ~ ( 2 ) (2.91 (:N+1) (o;-oa) = 12N ~ gcx ga-l . 
CX=1 

(Diese1fde resu1taat vo1g as die i(N+1)de waarde bevat 

word in die knoop van len~te g~+1 ). 

Uit die voorafgaE~nde tvv-ee resu1tate vo1g dat 

(2.92) 

N4 
+6l'T

2- 3-4N2::g3 
a = ----:=:---~ 

1+8l'T2 ( N+1) 2 

Uit (2.18) volg dus dat 

n.(N-n.)(N4+6N2-3-4N~g3) 
(t ) l l ~ a var . = ------~--~-

1 48(N-l)N2 (N+l) 2 

Gn uit (2.22) dat 

n. n .,( N4 +6Y:2- 3-4N2.:g3) 
( 4 ) ( ) l l a a 2o9 kov t.,t., =- 2 ? 

l l 48N (K-l)(N+l)-

Op-.merkine;s. 

i'li. 

1). Indien daar go en ¥.nope voorkom nie, is 

4 ? 2 
n.(N-n.)(N +6N--3-4N) 

(2.95) var(t.) = __ l ____ ~~--------~2~-
l 48N (N-1)(N+1) 

n. ( N-n. ) ( N2 + 3) 
l l = 

- 48N2 (N+1) 

2). Neem die geval ,, ... an t-vree steekprosv.re. Ste1 

n . =m ? N-n . =n en ( IT+ 1 ) t . = W ? dan her lei E ( t . ) ng ~ 
l l l l 

E(W) = ~m(m+n+l) 2/(m+n) 

en var ( t . ) na ~ 
l 

var (W) = r:m[ (nHn)
2 

+ 3] ~m+n+l) 
48(.sl+n) 

 
 
 



wa t die ~:3 elf de is as d. i e r e sul tate g Gge e d eur AN SARI en 

Die toetsingsgrootheid vir N onewe, is 

2 ~ 2 4 
( 2 • 9 6 ) T 

0 
= 4 8 N ( N -1 ) ( N + 1 ) .. ~-~ i 3 ( N -1 ) ( N + 1 ) 

N4·+6N2-3-4N2~g~ i 11 i - ~4 +6N2-3-4NI;g~ • 
~ a 

Soos in gcvsl a) word aan voorwaarde (2.42) voldoen. 

Indien 

(2.40) (Iedere diskontinu!teit van F(x)) < Q < 1 en 

(2.44) vi>O vir i=l,2,.o, ,k 9 

dan besi t T asiraptoties, vir N -7ffi, 'n x2-verdeling met 
0 

( 1~-1 ) g • v. v. 

ScL-rnevattint5~ TE en T
0 

word gesamentlik gegee deur~ 

( 2 • 97 ) TO= 48N(N-l)(lT+l)
2 

_ 2: t~ 3(K-l)(N+6)
2

(N+2-6)
2 

N4-4N~g~+6(6N2-3) in;-- N4-4N~g~+6(6N2-3) 
waar 

(2.98) 6 {~ as H onevve i:s 
= 

as N ewe is. 

Verder ia 

n. (N+2-6) 
(2.99) E(t.) = _l_ en 

l 4 (l'~+l- 0) 

nj(N-ni)(N4-4N~g~+6[6N2 -3J) 
(2.100) v2.r(t.) =- - , -~-; --·~ 

l 48N2 (N-1)(N+1) 2 

2o5.3.2. YN(oij) = (6ij-t) 2 

rangnon1.ners) . 

Hier is 

(2.101) 

n. (N-1) 
l 

= ---·---
12(N+1) 

(gewone toekenning van 

 
 
 



48. 

Uit 

(2.103) o2 
c 

(2.20) volg~ 

= N-1 --, ( __g__ t[ N+l 
N-1 ]2 

l2(N+l) 

= (N
2
-4)(N-1) 

180(N+l)3 

Soos in (2.83) vo1g dat 

= 1J0N ~ga(g~-1)[(8ga+11)(2ga+1)+60(Gcr_1- N~1 )(ga+1) + 

+60(G - N+1)2] 
o:-1 2 . 

Uit bostaande twee rosultate vo1g dus: 

(2.104) o2 
a 

= (N2-4)(N-l) 
") 

180(N+1).J 

x[(8gN+11)(2g ,+1)+60(G 1-N+2
1 )(g +l)+60(G 1_F+

2
1 ) 2 ] 

~ a ex- ~ a-

met 

Die toetsingsgrooth8id Tk word nou: 

( 6 ) -
- (N-1) , tf _ (N-1)3 

2.10 T11 .. ~ LJ 
- t; o 2 i ni 14 4 ( H + 1 ) 2 o 2 

a a 

met o2 soos gegee in (2.104). a 

Omdat 0 < h/(1r+1) < 1, is maks(~~1 -W~) 2 
= 0(1). 

h l\ l l'• 

Daar vvord. dus vo1doen aan voorvvaarde ( 2. 42). 

Indien 

(2.40) (Iedere diskontinuiteit van F(x)) < G < 1 en 

(2.44) v.>O vir i=l~2 9 •• 9 k, 
l 

volg ui t ste11ing 2. 5 cla t T111 aoimptoties, vir N -7CD 1 'n 

x2-verdeling met (k-1) g.v.v. bosit. 

 
 
 



49. 

Opmerkings. 

1). Indien F kontinu is sodat met waarskyn1ikheid. 

een geen knope voorkom nie, is a11e g =1 (met waarskyn
o:: 

1ikheid een) en kry ons: 

" 
(2.107) 0 2 = (N~-4)(r-1) 

a 180(1~+1)3 

:n . ( :i:T-n . ) ( N 2- 4 ) 
(2.108) var(t.) = 2 2 en 

2 180(N+1)3 

3 t? 
( ) 18 0 (._,__N:--+ 1~)- "" l 2. 109 T-,,

11 
= -~2 6 

l. N ( N - 4 ) i ni 
5(N-l) 2 (H+1) 

4(N2-4) 

In di~ geva1 word ook aan voorwaarde (2.40) vo1doeno 

TI{l besi t asim.ptotios ~ vir N -7(J) 9 'n x2-verde1ing met 

( k-1) g. v o v. indien voorvV"ac:trde ( 2. 44) bevredig word. 

2). TM is 'n uitbreiding van MOOD (1954) se 

toetsingsgrootheid van tv1ee na k ste;0kproevve. Sien ook 

§3. 6. 3. 3 vvaar die asi1.1ptotiese eienskapr)e van TM bespresk 

vvord. 

3) • Vir die geva1 k=2 met n. =m, N--n. =n en 
l l 

t.=I~~/(N+1)- 2 is 
l 

E (I-:~ ) = {
2 

m ( r -1 ) ( N + 1 ) ui t ( 2 • l 0 2 ) en 

var(M) = 1~0 mn(N2-4)(N+1) uit (2.108) 

wat diese1fde is &s die ooreenkomstibe resultate van 

lVIOOD (1954). 

( rangnomm.er;3 vah weerskaEte 

af to egeken) . 

Hiervoor is 

(2 110) t = ~.;[r2.J./(N+1) -tJ 2
. 

. i J 

Ons onderskei twec geva11e. 

a) . N ev1e. 

 
 
 



(2.112) 

50. 

n. [ ~}N f-N 
= l 2 2 2: h2-2(E+l) L h + ~N(N+1) 2 ] 

P(N+1) h=1 h=1 ~ 

ni(N-1) 
= ---·-

12(N+l) 

~ r -2 
2 _ 1 · ., l ( h 1. 2 N -·1 l 0 c - N ~ N+1 - 2 ) - 12(N+1) 

= N-1 (N+l)-4~[r~-(N+1)rh+ ~(N+1)(N+2)] 2 

h 

= 1'!-l (N+l) - 4~[r~-2 ( ll+l) r~+ ~(N+l) ( 4N+5) r~ -

- ~(N+1) 2 (N+2)rh+ ~(N+1) 2 (N+2) 2 ] 

= 1~[2 ¥h4_4 (N+l) ~~h3+2(H+l)(4F+5)~h2 
N(N+1) h=1 h=1 3 h=l 

_ ~(N+1) 2 (N+2) ~;rh N(N+1) 2 (N~2) 2 ] 
3 ~ + 36 

b==l 

_ . l [6 ( f-N) 5 +15 ( ~N) 4 
+10( t,N) 3-i-N 

- K(N+1) 4 1--s--- -
- ( N + 1 ) ( iN ) 2 ( -~-N + 1 ) 2 + ( l'T + 1 { ~ 4 N + 5 ) N ( ~N + 1 ) ( N + 1 ) 

- ~(N+l)2(N+2)(~)(!N+l)+N(N+l1:(N+2)2 J 

2 (N -4)(N-l) 
- l80(N+1)3 

Netsoos in ~2.5.3.2 vind ons 

' A 

+ L g (g~-1)[(8e +11)(2g +1) + 
B 1 a a a a 

a=~ + 

' N+1 I N+l 2 ~ +60(G ---)(v +1)+60(G --) ] a+1 2 ' 0 a a+1 2 
I 

waar G 
1 

in (2.82) gedefinieer is en ~ diese1fde botekenis 
a+ 

het as in §2.5.3olo 
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l'Tou is 

( 2 . 113 ) 0 2 = (1~ 2- 4) ( N -_1_)_____ 1 { f3 2 
-- - . ~ g (g -1)[(8g +ll). 

a 180 ( N +1) 3 180N ( N+l)4 cx=1 a ex ex 

• (2grv+l)+60(G l_lT+21)(g +1)+60(G _N+l.)2] + 
v. a-_ a cx-1 2 

A. 

+ ~ gcx(c~-1)[(8gcx+11)(2g +1) + 
cx=~+1 ex 

~ ( ' N+l I N+l 2 ~ 
+.bO Gcx+l- y) (g1X+l)+60(Ga+l- y) ]J 

b) . N on ewe. 

l 2N 2 -· ~ 
(2.115) E(ti) = niN- (F+l)- h~l [r11-(N+l)rh+ *(N+l)c] 

n. [ -~(F-1) 2 F 1 2 ~(J'T~1) 
= __ l 2 2 2: h +( "~ ) -2(N+1) I, h -

N ( l'T +l ) - h=l c_ h=1 

1 ( IT l ) 2 N ( IT 1 ) 2 ] --2 'j+ + 4 'l+ 

ni(J'T-1) 
=----

12(N+1) 

( ~ 2 1 J:T, [ 4 r ( • ) 3 1 I ) 2 2 • 116 , o c· = ---------:--I' /...; r 1,- 2 l\f + 1 r, + -
3 

\ N + 1 ( 4 N + 5 ) rh -
"' H ( N + 1 ) . h=1 11 11 

- ~(N+l)2(N+2lrh+(N+l)~~N+2)2 J 

~(w-1) ~(N-1) 
= T. _

1 ·-~ [2 ~ ~2~ h4+(N;1 ) 4-4(N+1) ~- -~ h3 __ ~(N+l) 4 
1(~+1) h=1 - h=l 

+ 2 ( N+l) ( 4N+51 {(rf 1 )h2 + (lJ+l) ( 4H+5 )_( Fi+~) 2 
3 h=l 3 2 

__ 2 ( N + l ) 2 ( N + 2 ) t· ( ~~ l )h- (__N + l ) 3 ( N + 2 ) + N ( N + 1 ) 2 ( N + 2 ) : ] 
3 .~ 36 

h=l 

(N2--4) (N-1) 
= ~ ') 

130(N+1).J 
') 

as o~ is diese1fde as in geva1 a) 
c 

waarby N ewe is. Bewys kan word dat ook o~-o~ diese1fde 

uitdru~king Jewer (sien bv. §2.5.3.1.b.). Gevolglik 
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2 is o __ en varrt.) di:-:se1f'~e (.;.\. ' l' \;; .. u. as in (2.113) en (2.114). 

Ons kry as toetsingsgrootheid 

2 

( 2 . 11 7 ) 1\'. = _( N-} ) 2' t i (N-1)3 
..''l N ri 2 l-:-J n . 

va l 
0 0 

144(N+1)Lo<
a 

GOOS gegee in ( 2 .113) . 

Soos in B2.5.3.2. bo::it '.r ... ':r onder voorw~.arCi.es (2.~-0) 
l'll. 

en ( 2. 44) asimptoties, vir N -7CD ~ 'n x2 -verdc1ing met 

(k-1) g.v.v. 

Op.m.erkings. 

1) . 

(2.118) o2 
a 

Indien a11e g =1 9 kry ons 
ex 

= ( N 2- 4 ) ( :t::· -1 ) 
) 

180(N+1)_) 

n. (N-n.) (N2-4) 
(2.119) var(t.) = l l en 

2 180(N+1) 3 

' (2.120) T., .. i 
.!.·..1.. 

5(N-1) 2 (~J+1) 
4(N2-4) 

wat presies diese1fde is as die ooreenkomstige uitdruk

kings in §2.5.3.2. 

2). Vir die geva1 dat '!'N( 6 .. ) = ( 6 .. - t) 2 maak lJ lJ 
dit nie Gaak op watter van bogenoemde twee maniere rang-

nommers toegeken word nie. Inderdaad }.can bewys word da t 

die twee geva11e identies dieselfde toetsingsgrootheid 

1ewer. 

2.5.3.4. 2 '±' 
1

-- ( o . . ) = o . . 
.': lJ lJ 

(gewone toekenni:nr; van rangnommers). 

Bier is 

(2.121) t. = ~rf~/(N+l) 2 ~ 
l j J 

(2.122) E(t.) = n.N-1 (N+1)- 2 ~h2 

l l b 

(2.123) o2 
c 

n. ( 21·;+1) 
l =---
6(N+l) 

en 

= N-l(N+l)-4 ~[h2 - ~(N+l)(2N+l)J 2 

h 

(2N+1)(8N+ll)(N-l) 
= 

180(N+l) 3 
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Op ana1o~ wyse as in die voriGe geva11e kry ons: 

4 2 2 ~ ~' 2 "" 
( N + 1 ) ( 0 ~ -- 0 

2) = 1-cTIYf;f 2., g ex ( gcx-1 ) L ( 8 g + 11 ) ( 2 g , + 1 ) +6 OG , 1 Cs + 1 ) + 

sod.at 

(2.124) 

(2.125) 

o:=1 " o:: ex c,~- a: 

2 (2h+l)(8N+11)(N-1) 0 = 
a 180(N+l)3 

- 2 -+60G J (Y.--1 

1 -~ ) 
---·:0f. 2.: g (g~·-1) X 
180N(N+l) ·a=1 ex 

Die toetoingsgrootheid T
1

r word nou: 
·:.. 

'2 -
( 2 . 12 6 ) T R = -~ r; -1 ) l- 2: -c ~ _ I;· ( 2 N + ~) ~ l 

- v~2 . n. 36(r 1)~ J l'! 0 '::l l l . ... : -:-
c" 

2 met aa s0os gegee in (2,124). 

InC.ien aan •toorvva2Td.es ( 2. 40) en ( 2. 44) ·voldoeJ.J. 

word? be C _:; t 1 r- s l• rn [\ + 0 .L l• ,.-.. -, 
o.L R a ~".:.1.-.~ u. u ct; 9 . IT ' 2 '1 1' Vlr \-?>CD~ L x -verne lng 

rn a ..L ( k· l ) . V .,. i v lJ -.L 2: 0 0 v. 

--1 \ 

.L ) • ILdien a1J_e L =1, if) 
CX 

0 2 = (2N+l)(8N+ll)(N-l) 
a l80(E+1) 5 

n.(N-n.)(2N+l)(8N+ll) 
(2.J28) var(t.) l l en 

l = -------1so(-;T;i) 3------

2). O::r.tc.at groct r2,ngr:omners j_n hierd.ie toets 

re1a tief ·baie J~.eer geviig dra as k1e in rangnolTL!.~erD (die 

toet.J is gebe.seer OlJ die vierkante van die rangnommers)? 

is hierdie toets nie juis sinvo1 as 'n toets vir verski1 

i~ verspreiding nie (sien ook §3.6.3.0). 

'if ( 6 .. ) 
N lJ 

•") 

- 6~. (rangno~ners van weerska2te af lJ ~ 

tosgeken). 

Hier is 

(2.130) •·"I 2 /("]'T )2 
t. = ~rl. J·/ .t<:+1 • 

l J ' 
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Ons onderskei weer tussen N ewe en onewe. 

a). N ewe. 

(2.131) "''71 ( t ) l\:l'-1 ( 1\"' l '2 ' ' 2 t..J • -- n. 1\J 1•i+ J L,rh 
l l h 

= 
n.(N+2) 

l 

l2(F+1) 

(2.132) o2 
c 

rr 
= N-1(N+1 )-4 ~ [rh2 _ (N+J.)(N+2) 1 2 

h=l ---12 . J 

= 
-~N 

1 L[2 L h4 
N(N+l) ' h=1 

( :f\: 2- 4 ) ( 4 N + 11 ) • 

720(1~+1) 3 

2 2 Soos tevore bereken on~ (ac-oa) en.kry diese1fde 

. t -. kl . q . ,., 2 - ") L1 Ul. CLTU Clng a..., lll 8 . J . ._) ~ r. Gevo1G"lik is 

(2.133) 2 
0 = a 

( l'~ 2- f~ ) ( /r N + 11 ) 1 . ( g , ( . 2 1 ) - .... L ,11' g - X 
720(L+1) 3 180N(F+1) -r ~=1 <..~C( C{ 

x[(8g +ll)(2g +1)+60G 1 (g +1)+EOG 2 
1 J + 

~ a a- a a-

A 2 I . ' 2 -1 
+ ~ g (g -l)[(Bg +11)(2g +l)+60G 1 (g .+1)+60G 1 Jr . 

r.:, 1 a a a ex C( + o:. a+ J' a=p+ . 

(2.134) var(t.) = 
l 

? 
ni (N-ni) o~ 

(N-l) 
met o; soos in (2Ql33) gegee. 

Ons het dus as toetsingsgrootheid 

2 
( 2 5 ) = (N-1) [ y ti _ N(N+2)

2 
] 

.
1

J TG No 2 · ~ ni 144(N+1) 2 
a 

wat onder voorwaardes (2~40) en (2.44) asimptoties 

x2 verdee1 is met (k-1) g.v.v. as N-7m. 

Opmerking. 

( 2. 136) 

Indien a11e g =1, is ex 
') 

2 (NL-4)(4N+11) 
0,.., = _,__ 

Co 720(N+l) 3 
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') 

(2ol37) var(t.) = ni(N-ni)(NL-4)(4N+ll) 
l , en 

720(N+l)~(N-l) 

_2 
( 2 . 13 8 ) T I = 7 2 0 ( I\ -1 ) ( N + 11.2 z:: t i _ 5 ( rr2 -1 )_(.II+ 2 ) 

G N(N2-4)(4N+ll) i ni (N-2)(4N+l1) 

b). H onewe. 

(2.139) 

n. 1(N-1) 
2 = l [ 2 ~ h + ( N+;h) 2] 

N(N+1) 2 h=1 2 

n. (N2+2N+3) 
l = -----
12J'T(N+1) 

N 2 2 
0 2 1 ;-, [ rh N +2N+3 ]2 (2.140) - > 

c - N h~1 (N+l)2 - 12N(N+1) 

1 [ t(N-1 ) 4 N+1 4 (N+1) (N2+2N+3) t(N-l) 2 
= N(N+l)4 2 h~l h +(-2-) - 3N -- h~1 h 

_ (N+1) 3(N2+2N+3) + (N+1) 2
(N

2+2N+3) 2 J 
24N 144N 

= (K-1)(4N4+15N3+59N2+105N+45) 
720N2 (1!+1) 3 

(o~-o~) is diese1fde as vir die beva1 N ewe, sodat: 

(2.liJ-l) 0 2 = (IJ-1)(4N
4

+15N 3+59N
2

+105N-t45). 
a 720N2 (N+1) 3 

_ · 1 .. for~ g, (g
2
-l)[(8g +ll)(2g +l)+60(g +l)G 1 + 

180N(P+1), ~=1 ex ex ex 2 ex ex ex-
+60G 1 J + ex-

1\. 2 I I 2 j 
+ ~ g (g -1)[(8g +11)(2gN+1)+60GN+1 (g +1)+60G 1Jfl, 
ex=~+1 ex ex ex ~ ~ ex ex+ 

Ons het as toetsingsgrootheid 
2 

(2.142) T = _Q·J-~) [ ~ ti - (N2+2N+~~ J 
H No 2 i ni 144P(N+1) 2 

a 
wat onder voorwaardes (2.40) en (2.44) asimptoties 

2 . 
X verde e 1 is met ( k-1 ) g . v. v . as N -t CD • 

 
 
 



Opmerking, 

Indien alle g =1 9 is ex 

56. 

2 = (N-1)(4N4+15N3+59N2+105N+45) (2.143) oa 2 720N (H+1)3 

ni(N-n .. )(4N4+15N3+59N2+105N+45) 
( 2 . 14 4 ) var ( t . ) = ----=l;;.___~o:--~----__:_. 

1 720N2(N+1) 3 
en 

2 
(2.145) T = 720N(N+1)3 [ 2: ti - (N2+2N+3)2 J 

H 4N4+15N3+59N2+105N+45 i ni 144N(N+1) 2 • 

2. 5. 3. 6. ifN( 6 .. ) = Q2 ( 6 .. ) ( sien I~:si:d>TER en STOEER(1960) 
lJ l(J 

en :ts.LOTZ(l962 ). Rangnommers word voortaan gewoonweg toegeken). 

Hier is 

(2.146) ti = ~ Q
2(oij)9 

J 

(2.148) v&r(t.) = n.(N-n.)N-1 (N-1)-1 ~_~(a,-~~) 2 

1 1 1 h n ~ 

waar a_h in (2.11) gedefinieer is met ':I!I\f(6h) = Q
2(t\)· 

Die toetsingsgrootheid is 

_ ( N-1) "' -1 T-1 ~-J. r:: .. 2 ( .R_n)] 2 (2.149) TQ - 2 un. [t.-n.N L. -y u. 
'V( - )' . l l l b 

2 t ah-~N l ~ 

Uit STOKER (1955) p. 57 volg~ 
2 2 - 2 

maks(Y~h-WN) = m~ks[Q-(6h)-Q] waar 
h _L, h 

4 
~ maks[Q (oh)J 

h 

= 0[2 log (N+l)J 2 
e 

= o(N) sodat (2.42) bevredig word. 

Onder voorwaardes (2.40) en (2.44) besit TQ
2 

asimptoties 
9 

vir N -70) ~ 'n x2 -verde ling met ( k-1) g. v. v. 

Opmerking. 

TQ is 'n ui tbreiding van twee.na k steekproewe 
2 

VC:Ln 'n toetsingsgrootheid bespreek deur LEI!II'![I!;R e:n 

STOKER ( 1960) en ELO'J:Z ( 1962) . 
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2 • 5 . 3 . 7 . tt' y ( 6 . _. ) = :E ( s 2 ) 
. lJ r .. 

lJ 
sien §2.5.2.2 en 

CROUSE (1960) §4.14. 

Hior is 

(2.130) t. = ~ E(~~ )? 
l j rij 

(2.151) E(t.) = n.N-l ~ E(? 2) en 
l l h ~h 

(2.152) var(ti) = ni(N-ni)N-l(N-1)-1 "'( - )2 6 c:~"l•- \f 1\' h .J,..I. l~ 

waar a1 in 
_1 (2.11) ~edefinieer l·s ·me·t w (~ ) - r(~ 2 ) 

'-' J_ 'N uh - .w ':>h • 

Die toetsingsgrootheid Tk is in hierdie geval: 

(2 1 ~1) T (N-1) ~ -l[t m-1 ~ E(~2)]2 
. ""--' - T2 = >· ( - ) 2 ~...J ni . i -ni 1~ tJ sh ~ 

. .J ah- '±'T\J l h 
h 1'. 

Omclat die sh Is rangpara.~neters ui t In normaal ( 0 ~ 1)- . 

popu~asie is, geld vir <; 11 = m~ks{sh} clat 

~ 

~N = Op(2 log8N)~ 

~ 2 = 0 (2 loa
8

N)a -=>N p .__. ~ , 

E(s~) = 0(2 log N) 7 1~ e 

Jn ~ 1 ,. c• ( \JJ W ) 2 ( "1 l ill 2 
. L (~i;>-0 .. Nh- ~ N - 1.J.[~~8 I I;:h 

2 2 = ;nakr; [ E ( s N ) ] 
h 

= 0(2 log N) 2 
e 

sode.t voorwaarc1e (2.42) dus bevreC::.ig word. 

Onder die voorwaardes 

(2.40) (Iedere diskontinu!teit van F(x)) < G < 1 en 

(2.44) 

besit 

v.>O vir i=l,2, ... ,k, 
l 

asimptoties, vir 1\: -7CD 9 

( k--1 ) g . v. v 0 

Op:merking. 

I ? :1 1" t n x--verae lng me 

Tm is 'n ui tbreiding van tvvee na k steek1)roewe 
12 

van 'n toetsingsgrootheid bespreek deur CA?ON (1961) 

§ 5 (C). 
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2. 6. ALGE'.1EHE GEVAL. 

reem vervolgens die meer c.lcemene funksie 

\fN( x · · 9 6 · ·) 9 wa t eindig vero1.·1derstel word vir al1e eindilze lJ lJ <._.; 

x .. en 0<6 .. <1. 
lJ lJ 

Definieer 

(2.154) 

vir Ga_1 +l i h ~ Ga, 

( 2.15 5) a. . - ah indien x .. --lJ . lJ 
(2 1 ~6) - r.~-1 )~ • J 'Vn = l' ._la,,... 

h .tl 

Neem weer 

(2.157) ti = ~aij' 
J 

(2.158) 
l 1 

t. = (N-n.) 2 (t.-Et.)rNvar(t.)]-~ en 
l l l l ~ l 

(2.159) T- >., "' 2 = _J t. . k 
i l 

Laat z = ( z l ? z 2 9 • • • ? ZN ) 9 die waargenome ste1 

vva1:1rd e c v1e c s. 

Soos in lem.i'T.la 2. l h:an bew~rs word. ( sien ook 

STOKZR ( 19 55) p. 27) cJa t ~ 

(2.160) Z(t. IH..; Z) 
l OCT 

-1 ~1 = n.N L..a1 • 
l I - h ~ 

Die verwagtingswaarde is voorwaardelik. 

Vir gegewe Z kan bewys word ( sien 1em.TYJ.a 2. 2 en 

SS;OKZR (1955) p. 27) dat~ 

( 2 . 1 C 1 ) var ( t . I H ,; Z ) = n . ( N-n . ) N-1 ( N -1 ) - 1 .?~ ( 3-h- iY w ) 2 
l ~ l l h ~~ 

waar 

(2.162) 

Soortge1yk~ 

1 ') 
( 2 • 16 3 ) k o v ( t . 9 t . 

1 
j E ; Z ) = - n . n _. 1 ( N -1 ) -· o a'- • 

l J. ()() l l 

Die meeste stel1ings wat bewys is vir die funksie 

o/.E(6ij) 9 geld voorwaarde1ik vir 1fN(xij"6ij). Ons bespreek 

10). Ons veronderstel deurgaans 
? 

o~>O vir eindige N. a 

 
 
 



hulle kortliks. 

s~~ELL INC 2. 6. 

Indien 

mc:-ks(ah-:PIJ) 2 

59. 

(2.35) 11 
.,.-l,-,( _ ) 2 = o (N) vir N -7CD 9 

} ~ ah-~N P 
h 

(2.36) uinstens twee van die ci's in (2.31) verskillend is 9 

(2.44) vi>O vir i=l,2, ... ,k 1 

dan is l:;ci t-; asimptoties no:rTnaal verdeel as I\: -7CD. 
i -'-

Bewys~ Stellings 2.1 en 2o2 geld voorwaar~elik vir gegewe 

Z (STOK=R (1955) p. 33 opmerking). Soos in stelling 2.3 

volg d~.ln da t l:c. t. asimptoties normaal verd.eel is as 
. l l 
l 

N-7m (sien HOEFFDIYG (1952) en STOK".ER (1955) p. 34). 

Opmerkings. 

l). Onder die voorwaarde 

(2.164) lim inf. o2 
)E)O in waarshynlikheid, 

l
.,. a 
\! -7Q) 

is c"tie voorwaard.e 

(2.165) maks(a11-W~1 ) 2 = on(r) 
h 11 ~ 

voldoende vir die geldi&heid van (2.35). Stelling 2.6 

geld dus onder voorwaardes (2.36), (2.44), (2.164) en (2.165). 

Voldoende voorwaardes dat t. asimptoties normaal verdeel 
l 

is ( sien stelling 2. 3 opJ!Lerl:ing 3) , is~ ( 2. 44) , ( 2.164) 

en (2.165) .. 

2). Laasgenoem~e drie voorwaardes is ook voldoende 

vir die geldigheid in waarskynlikheid van: 
... 

(2.49) lim var(t1 ) > 0 en 
N-7CD 

;.. r ~ 

(2. 50) limE jt. IC::+o <CD vir 6>0 
I{-7(D l 

STELLING 2.7. 

(sien lemma 2.6). 

Die asimptotiese momentematriks van die k variante 

t. is van rang (k-1) mits (2 .. 44) geld en 
-l 

(2.164) lim inf. o~ 2£>0 in waarskynlikheid. 
N -7CD UJ 

Bewys: Soos stelli~S 2.4. 
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Opmerking. 

Hierdie stelling geld voorwaard.elik vir gegewe Z. 

STELLING 2.8. 

Indien 

( 2.164) lim inf. o ~ -~ e: >0 in waarskynlikheid 9 
N-)ro 

(2.16 ~) m~lro(a _m )2 _ (u) 
./ J_ C~h>.>V h IN - 0 p l~ en 

(2.44) vi>O vir i=l 9 2, ... ,k, 

dan besit 

Tk = ~(N-n.)(t.-Et.) 2 [Nvar(t.)]-l 
i l l l l 

asimptoties 9 vir N -)ro 9 'n x2 -verdeling met ( k-1) g. v. v. 

Bewys~ Soos stelling 2.5. 

2.6.2. Spesiale geval. 

neem :¥ 11T(x .. 9 5 . . ) = x .. (vergelyk PITMAN (1937)) • 
.l'i lJ lJ lJ 

Hiervoor is~ 

(2.166) t. = 2~x . . 
l . lJ 

J 

(2.167) E( ti IH
00

; Z) --1 >--, = n.N ;_jz, 
l h .{l 

-= n. z 
l 

waar 

(2.168) - N-1 LZh. z = 
h 

In die geval is 
-1 g(X 

( 2 169) g ~ z vir GN_1 +1 _< h _< GN . ah = <X w G +~ ~ ~ 
~=1 a-1 

Verder is 

( 2 . l 70 ) var ( t . I H
0 

; Z ) 
l 0 

= n.(N-n.)N-1 (N-l)-l ~(z -z) 2 
l l h h 

= n.(N-n.)(N-l)-1 s2 waar 
l l z 

2 -1 '""'( -)2 S = N 2.1 zl1- z • 
z h -

Die toetsingsgrootheid Tk word dus: 

(2.172) TP = (H-l)N-·1s;2 ~[~xiJ.-nizJ 2/ni 
l J 
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Ge~' tel _7 1. R 1 11 va· rl· .nn.t · i- d · l · · t - ·~ ~ lll·c le POI)U_asle waarul 

die oorspronk1ike waarnemings afkomstig is en neem aan 

dat var(~)>O (sien voetnoot 10) en E I~ j 2+6< m, o>O. 

v 01 c ens c I1.A2\I eR. ( 19 4 6 ) pp • 3 4 6- 3 ~L 7 ( s i en 0 0 k 

S T 0 K:; ~R ( 19 5 5 ) p • 3 8 ) is ~ 

(2.173) lim N-1 ~(zh-~) 2 = var(~) (in waarskynlikheid) 
n~co h 

>0 (sodat voorwaarde (2"164) 

bevredig word), en 

(2.174) lim N-l ~lzh-~1 2 + 6 ~ Ej~-~ 12+ 6 (in waarskyn1ikheid) 
:f\: ~Q) h 

< m vir <5>0 en ~vt=E(~). 

Soos in stelling 2.3 opmerking 7 vo1g onder voorwaar-

C~ .. c (2.173) d-at ~ 1 ...... _ vo o r·va::trct e (2.174) voldoende is vir die 

~eldigheid van (2.165). 

Gevole;;1ik beE;i t asimptotics 1 n 

? . . ( ) x--ver~ellng met k-1 voor1
: 1raarde ( 2. 44) geld. 

Opmerking. 

Stel a1le n~=b, dan is N=kb en herlei T na: 
~ p 

I 

(2.175) TP --

1) . 

_( kb-1) 

L: s2 
z 

In hierdie hoofstuk is alleen onder H gewerk. 
0 

In hoofstuk III word soortgelyke resultate bewys oLder 1 n 

algemene hipotese H~ Daardeur word dit ~oontlik os by-

voorbeeld. uitdrukkinc;s te vind vir die nsimrJtotiese rela-

tiewe doe1treffendheid van bogenoemde toetse met betrekking 

tot die F-toets, ens. 

2)o In hierdie hoofstuk is 1 n toetsin&sgrootheid 

Ledefinieer wat gebruik kan word in die eenfaktor 

variansie-analise~ Om aan te toon watter noue verband 

daar tUSP.en .!11' ~-"rdie toet 0 rrt en Ciie ,·-·c:.v 70ll8 Vr'Ti'li'Sie-~ _._ '-' ' ,. 0 ..J..t. - ... t:JC . u, c: .1. • 

~nalise toets bestaan, gGe ons 'n kort uiteensetting van 

laasgenoemcie. 

* Onder H word verstaan die hipotese wat H -BD H insluit. o a 
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Beskou 'n eenfaktor k1assifikasie met k rye en n. 
l 

waarneminP.s in die 1· de r·y. -.-· t l\T , .. , ·-1 -v ..... La a - ... : = ~n . , x . =n . LJX . . en 
i l l. l j lJ 

x .. = -1 '\"'\:, N Lt/...~X ..• 
.. lJ 
lJ 

Skematies sien die eenfaktor variansie-analise 

daar soos vo1g uit: 

TABEL 2 .1. 

Die eenfaktor Variansie-analise. 

:Binne rye (N-k) 

Totaa1 Q = 2_~ L ( X . . -X •• ) 
2 (N-1) 

. . lJ 
··--·--·-_2:___]_ ---------··---+---------

As toets vir ry-effekte word gebruik 

F1 = q1 (N-k)/[q2 (k-1)] wat 'n F-verde1ing met 

(k-1) en (N-k) g.v.v. besit onder die aanname dnt die 

waarnemings binne alle rye uit normaalpopulasies met 

gelyke variansies afkomstig is. 

.., 2 
)..Jn . ( X . -X •.) 
l l l• ( ) = ~~- -, ( ) 2 • N-k 
LJ L x .. -x. 
i j lJ l" 

Nou is 

'\' -1("' )2 2 L.-'n. .t_~X. . -Nx •• = l l j lJ 

( N k-)-1~"'( )2 1,- 66 x .. -x. 
i j l J l• 

Asir:lptoties 9 as a1le ni -7Q)? besit (k--1)F1 'n 

2 .J l . t ( k l) d . d . 1fd X -verne 1ng me - g.v.v. en wor pres1es lese e 

resultate as in die verde1ingsvrye geval hierbo gevind 

vv-aar T- asirn.1Jtoties x2 ve;rdeel is met ( k-1) g. v o v. (verge-
1{ 

lyk bv. (2.58) en (2.172)). 
3). In hoofstuk V word toetse behendel wat op die

se1fde wyse as hierbo ooreenstemm.ing toon met clie twee

faktor variansie-ar~.alise. 
4). Sien hoofstuk V §5.3.1 ten opsigte van 'n ver

dere moontlike toe})assing van die teorie van die hoofstuk. 
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HOOFSTUK III. 

1 n ALGEIVIENE TOETSINGSGROOTH:SID. LilviiETVER:DELING 

ONDER 'n ALGEMENE HIPOTESE H. 

3 .1. II\TLEIDING. 
k 

Gegee N = ~ n. onderling onafhanklike variante 
. 1 l l= 

xl. J.; j=l121 ... ,n..;; i=l~2 1 ... ,k waar x .. , vir vaste i, 
- ..L -lJ 

afkomstig is uit 'n populasie met kontinue verdelings-

funksie Fi 1 i=l,2 7 ••• ~k. 

Die prob1eem wat hier beskou word, is om die 

nulhipotese H
0

: F1 :::::: F2 ~ ... = Fk, naam1ik dat alle 

verdelint;8funksies Fi' i=l,2, ... ,k, identies is, te toets 

teen 1 n alternatiewe hipotese e,angedui deur Ha' na2m1ik 

dat nie alle verdelingsfunksies identies is nie. 

Die N waarneming·s x. . 1 ) is SIJr 0 
-lJ 

2) al:c1al 

verskillend 3) omdat F. kontinu veronderstel word. 
l 

In hierdie hoofstuk word 'n a1gemene toets vir 

bogenoemde probleem behandel en sy asimptotiese eienskappe 

ondersoek. 

3.2. DIE TOETSINGSGROOTHEID sl'r 
Laat 

( 3. l) -1 dan is ~\)Ni 1. \)Ni = n.N 9 = l 
l 

Laat verder 

( 3. 2) \). = lim \JN. en neem a an dat 
l N~CD l 

1). Tensy anders ges}Jesifiseer, deurloop i, i!i", g en g 1 in 

waardes 1,2 1 ... 9 n. en h die waardes 1,2, ... ,N. 
l 

2). Sien hoofstuk II voetnoot 8. 

3). Op die geval van moontlike eventuele gelyke waar-

nemings word in hierdie hoofstuk nie ingegaan nie. 
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( 3. 3) 0<v0 <vN.<l-v <l - l- 0 
vir alle N, vir alle i=l? 2? .•. 9 k 

en vir In vaste getal 
\i O·~t • 

Dan geld ook 

( 3. 4) O<v <v.<l-v <l 
0- l- 0 

vir alle i. 

Stel 

( 3. 5) F. (x) = (aantal x .. <x)/n. vir vaste . . 1 ') 
lll. lJ-- l l; J = 1 c.. , •• 9 ni. 

l 

F. ( x) is dus die emr)iriese verdelin!§:sfunksie van lll. 
l 

d . . de t 1 . ~-. . le l s e varlan~e x. 1 ,x. 2 , ... ,x. , d.i. van dle l l ln. 
ide steek:proef. 

l 

Definieer 

(3.6) HN(x) = ~vm.F· (x), d.i. die gekombineerde empiriese 
. r~l lll. 
l l 

verdelingsfunksie. 

Laat 

( 3. 7) H( x) = l:v1\-:-. F. ( x) , die geko:c1bineerde populasie verde
. Hl l 
l 

lingsf'unksie vir die gegewe steekproefgroottes. 

Beskou die grootheid 

n. 
l ___, -1 

( 3. 8) SN = .6c..: n. 
i .L l 

:6 E1\T .. 
j=l l~lJ 

vvaar die E11 .. gsgewe getalle is \lJ 

en die c. willekeurige eindige konstantes, nie almal 
l 

nul nie. 

Neem die volgende vorm van die definisie, naamlik~ 
CD 

(3.9) sl\J = 2:c. I J1\J[HiiT(x)]dF.Y' (x) 
L · l l' l'• lJ..L · 

l -co l 

waar J 1 n willekeurige funksie is 1.va t voldoen aan die 
N 

volgende voorwaardes: 

(3.10) J(H) =lim Jv(H) bestaan vir O<H<l, 
N -7<.D l.,! 

(3.11) J(H) is nie konstant nie 4) 

die interval is waarin O<Hw(x)<l en o gedefinieer 
J.l p 

4). Sien ook voorwaarde (3.28) wat 'n verdere beperking 
I 

1~ 7 naamlik dat J (H) nie altyd = 0 kan ·vvees oor die 

oorvleuelingsgebied van die verdelings nie. 

 
 
 



is in §1.2.2, 
1 

(3.13) JN(1) = o(N8 ) en 

6 ~_) e 

dm_~ 'I 1 6 - ~ K[H(1-H)l-m-~+ vir m=O,l,2 en 
cU-Jm I 

vir 'n 6>0, K 'n eindige positiewe konstante. 

Die twee vonns van s
1

.,. is iden.ties as 
\~ 

( ) [ -1 ~ ~ ( ) ].15 EN ... = J 1\T N .(_. /.J L x .. -x_., ., J 
- l J 'I i' j I l J l J 

waar 

::J • a. 1 .• 

L(u) ={1 as u2:_0 
.. 0 as lJ.<O 

as E-r-r . .: = J.
1
,,,-r( rl. ti/N) 

.L'll J ' d 

Y/aar r .. c.ie 
lJ rangnomrne r va.n x .. in die gesament1ike ]_ J 

van die N waardes x~ .: 
..LJ 

Lant I die interval wees wa~rin O<H<l. 

(3.16) B_,.(x) = 
f:) 

X t 

I ~J [ H ( X) J dF (Y• ( X) 
6 

en 

( 3 " 17 ) Btr._:'. ( 3Sl· J. ) = I3 ( X . . ) - EI~ ( X . ) - g -lJ g -l 

waar x. 'n variant is met verde1ingsfunksie F. en x 'n 
-l l 0 

konstante is, byvoorbee1d so dat H(x
0

) = t. 
Definieer verder 

( J .18) ): = ':J •. lJ 

(3o19) r;. = l 

Lem:na 3. 1. Die verwagtingswaarde va~ 

(J.20) 

I3ewys ~ 

E(>- .. i'H) = 0. ., lJ 

Omcl r:;~ t EB ( x . . ) = 0 o is g lJ J 

r: 
'::l •. lJ \vord gegee d.eur 

E ( s J_.: J.) = I~[ v~~1l. :i~ ( c .
2
. vFc"' -· c ''~' v1\-. )B·:· ( x. J.)] _,_, g -'irs c~ 1-. l b l 

- v::-~ x: ( c . v"{lf - c c~ VT\fl' ) EB_,,. ( xl. J. ) 
.L'~ l J~' l .L\;g u ~· c.::;; , 

0 

= o. 
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Opmerking. 

In hierdie hoofstuk werk ons deurgaans 9 tensy 

anders gespesifiseer 9 onder H. E( ~ .. ) beteken dus lJ 

{
. I X 1 _ CO 

J., emrD.a 3 • 2 • [ Hi'r ( x ) - H ( x ) J I J [ H ( x ) ] d F . ( x ) ] 
· x l -co 

0 

= 0 met 

waarskynlikheid een. 

X t X 1 

Bewys: f J [H(x)]dF.(x) = 0( I J [H(x)]dH(x)) 
X l 

0 xo 

= O(J[H(x)]) 
I 1 

= O([H(x){l-H(x)} ] 0
-

2 ) uit (3.14). 

HN(x) is die e:mpiriese verdelingsfunksie van 1 n 

steekproef ui t 'n pO}Yulasie met verdelingsfunksie H( x). 

As z1 <z 2< o •• <zN die gerangskikte steekproefvvaar(tes is 9 

dan is HN(x) = 0 vir x<z1 

l vir x>z1.,.. - ~ 

Indien H(z1-o) > 0 9 geld 

[HN(x)-H(x)] O([H(x){l-H(x)}J 6-~) 
= O([H(x)]B+t[l-H(x)] 6-t) 
X 
~o. 
-CD 

Indien H(zN)<l 9 geld 

[HN(x)-H(x)] O([H(x){l-H(x)}J 6-t) 
= O([H(x)] 6-i[l-H(x)] 6+i) 

-~ 0 +CD • 

Aangesien H(x) kontinu is, geld 

II(z1-0) > 0 en H(zN) < l met waarskynlikheid een vir 

alle eindige N. 
X 1 CO 

IJus ~ [ {Hi\T ( x)-H ( x )} / J [ H ( x) ] dF i ( x) ] = 0 m~ t 
.._, x -co 

0 

waarskynlikheid een. 

 
 
 



waar 

Bevv-ys ~ Omda t 

(3.20) 

(3.23) 

E(s . . ) = 09 is 
lJ 

var ( s . . ) = E ( s ~ . ) 
lJ lJ 

= E[ vN-;~2:( c. vN -c _ vN. )B ( x .. ) v~~I;( c. v1\T~--c c-r~VN .)B~( x .. ) ] 
lg l g g l g lJ Dl~ l ~6 6 l 5 lJ 

- 2,~ ··; ( ) "-' "-' 
= Vl\r1·LJ ~ c. v 1:r .-c .v 1~. (c. Vl\r--~-c~.,vl\.,.. )EBr (x .. )B,_,(x .. ) • 

D g g l ~g g (l l ~g G ~l ~ lJ ~ 1J 

Verder is 

J. ,-1 ( ) (3.24) var(N-~~.) = ~ var ~· 
l l 

= N-1var(2:s .. ) 
j lJ 

-1-, ( ) _i = N ~\'ar S. . o~~o .. a t S . . en S .. , v; -r j' _rj oncier1ing 
j lJ lJ lJ 

ona±"hanklik is (··Nant xij en xij' is onafhank1ik) 

1~ -2~ ~c )( ) ~ c )~ c ) = mL'Vl\r·L l.J c.'JF -c(Y'\ll\T' c.'JN-~-c~\lN. EB~ x .. B~ x .. 
J.':J• l·;lp· .a' 1 ~\g 0 l~l l 6 0 l g lJ g lJ 

0 C:> 

= -1 '\, ) .. , ( ) ( ) ,...._, ( ) rv ( _ ) 'Vl\r. -~ ~- c. 'JN -c ,vN,. c.: 'Vl\r--,rc _.vl':r. EB x .. B_..., x. . • 
1\lg· --14 l g g l j_ l':t:) 8 l'il g lJ 0,' lJ 

' b 
1 1 

Die variante N--r::·s. en N-2 ; ., is onder1ing onafhank-
l l 

1ik indien ~ tio Gevo1g1ik is 

(3.25) var(iN-ig.) = ~var(N-~g.) 
. l . l 
l l 

= 2:\l::;.~~ 2:(c.\ll\1 C"-Cr,.Vu· )(c.\ll\Toi-Cc-rt'Vl\r· )EB,.(x .. )B.-.t(x .. ). 
. 1 ~ l --t 1 1-. 0 0 1\1 l l 1 ~ b 5 1·~ l g l J tS l J 
l g g 

Nou moet EB (x .. )B~(x .. ) nog bereken word. 
g lJ 0 lJ 

ro en 
( 3. 2 6) B (X .. ) - El5 (X. ) = I B (X) dJT . 1 (X)·- I B (X) dF . (X) 

g lJ g 1 -co g 1 -en g 1 

vir j=l 9 2 1 ••• ~ni 

= 
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{
X 1 CD 

= [ I J [ H ( X) J d Fg (X)} { F . 1 ( X) - F . ( X ) } J 
x l l -co 

0 
CD I 

- -~ [F il (x) - F i (x) ]J [H(x) ]dF g(x) deur parsiele 

5) integrasie. M.b.v. lemma 3.2 volg verder 
CD I 

- - -~ [F il (x)-F i (x) ]J [H(x) ]dF g(x) met waarskynlik-

heid een, sodat 

(3.27) 
CD Q) 

EB ( X . . ) B of (X . . ) =E { I I [ F . 1 (X) - F . ( X) J [ F . 1 ( y ) - F . ( y) J • 
g lJ 0 lJ -0) -CD l l l l 

. J I [ H (X) J J t [ H ( y) J dF g (X) dF g ( y)} 
Q) CD I 

= I I E[F. 1 (x)-F.(x)][F. 1 (y)-F.(y)]J [H(x)]• 
-(J) -CD l l l l 

1 

•J [H(y)]dFg(x)dFg(y) 
I I 

= I I F.(x)[l-F.(y)]J [H(x)]J [H(y)]dFg(x)dFnf(y) + 
-co<x<y< ml l o 

I I 

+ I I F.(y)[1-F.(x)]J [H(x)]J [H(y)]dFg(x)dFnf(y) 
-co<y<x< col l es 

- o uit (3.22), want: - B .Baf. 
g1 5 1 

Neem byvoorbeeld x<y~ 

As ~i~x, is Fi1 (x) = 1 en Fi1 (y) = 1. 

As x<x.<y 1 is F. 1 (x) = 0 en F
1
. 1 (y) = 1. 

-l- l 

As x.)y 9 is F. 1 (x) = 0 en F. 1 (y) = 0. 
-l l l 

E[Fi1 (x)-Fi(x)][Fi1 (y)-Fi(y)] 

= [ 1-F i (X) ] [ 1-F i ( y ) ] P [Xi~ X] - F i ( X) [ 1-F i ( y) ] P [X< Xi ~y] + 

+ F. (x)F. (y) P[x
1
. >y] 

l l -

= [1-Fi(x)][l-Fi(y)]Fi(x)- Fi(x)[l-Fi(y)][Fi(y)-Fi(x)] + 

+ Fi(x)Fi(y)[l-Fi(y)] 

= [1-F.(y)]F.(x). 
l l 

'n Soortgelyke resultaat volg vir y<x. 

Hiermee is die lemma bewys. 

Opmerking. 

Met behulp van (3.27) herlei (3.23) tot: 

(3. 23a) var(s .. )=vN-~ L L:(c. \)N -c \)N.) (c. \)Nnt-caf\JNi)oB .B . · 
lJ l g g l g g l l 6 5 gl gl 

5). Sien vergelykings (3.3), (3.50) en (3.51). 

 
 
 



' Gevolglik besit t. en t./n. asimptoties dieselfde 
l l l 

verdelinc onder H. Alle resultate ten opsigte van t. geld 
l 

' dus ook asimptoties vir ti/ni en ons kry uit §3.4 op-

merking 3 en (_3.59), (3.60), (3.62) en (3.63): 

Opmerkings. 

1) . Onder H TI - u - - F - F 0~ ~1 = ~2 = ..• = k = geld 

, m 1 

( 3. 95) E(t .jn. !H ) = f J[F(x) ]dF(x) + o(N-2 ). 
l l 0 -m 

2). Vergelyk 

( 2 . 4 2 ) maks ( '1' 1\Tl - '±' N) 
2 = o ( N) , d • w. s . maks I '±' l\Th I 

h l\ J. .•. h L'J..L 

wat soortgelyk is aan (3.92). 

3). Onder voorwaarde (3.93) sal, vir O<H<l, 

(3.96) lim ~p[NH/(N+l)] = 
N~m ~ 

lim (JN(H) 
N~m 

- J(H) uit (3.10). 

4). Voo~vaarde (3.93) l~ die verband tussen die 

toetsingsgroothede van hoofstukke II en III. Ons kon~ 

as alternatiewe prosedure, ook geneem het 

3.6.2. Toetse vir Verskuiwing. 

3. 6. 2 .1. 'n Algemene ui tdrukl~ing vir die asimptotiese 

relatiewe doeltreffendheid van een toets met betrekking 

tot 'n tweede toets. 

Beskou die alternatiewe hipotese 
1 

(3.97) H: F.(x) = F(x+d.N-2 ) vir i=l,2, ... ,k a l l 

waar die di 's willekeurige eindige re~le getalle is. 
I 

Neer,1 aan dat f(x) = F (x) oral bestaan, kontinu 

en gel;y·klna tig bet,;rens is. 

 
 
 



9 5. 

Inc.ien 
.l. 

(3.92) ~N[N/(N+l)] = o(N 2 ), 

( 3. 9 3) I I {J 1\""J [ H1\T (X) J-! 1\T [ NH1\J (X) I ( N + l ) J I dF . (X) = IN ~ l, D l• llli 

vir i=l?2?••• ,k en 
. 1 1 

(3.98) lf(x+o.N-2-)J' [L:v1\T.;F(x+6., N-2 )] I < M(x) vir N vol-
l ~ ~l l 

CD 
doende groot en f M(x)dF(x) 

-CD 
<CD? waar die 6. 

l 

L:eurige eindit;e reele gete.1le is, dan geld 

.]_ I I ' I ( 3 • 9 9 ) 1 im N 2 
[ E ( t . In . H ) - E ( t . In . 1-I ) ] = 

r~CD l l a l l 0 

CD 
= (d.-d.) 

l 
I f(x)J'[F(x)]dF(x) 

(3.100) d.= >-~v., d., e 

i' J.: l 

Eewys: Onder H is a 

-CD 

G.,= 
l d i'-d i 9 i' =l 9 2 9 • • • ? k ~ 

1 

= LVN ., F. (x+G ., N-2 ) ui t 
-~1 1 l l l 
..L 

H(x) 

sodat 

(3.7). 

's wille-

waar 

die eerste midde1waardestelling in k veran~er-

likes geld vir die funksie G(G1 ,G 2 , ... ,Gk)~ 

·-·, 6 G ( G1 , G 2 , •• , Gk) 
( 3 • 10 Li- ) G ( G l 9 Q ~) 'J • • • 9 Q k) =G ( 0 , 0 , o o 9 0 ) + ?_,G . , ---·--'- _., ]_ ~g 

l 0 i' 

waar ~ = (G1 ,G 2 ,.~,Gk) en ~~~I< IG~I vir al1e ~ (sien 

STE'NAHT, C. A. (1940) 11 Advanced Calculus 11
). 

Stel nou 
1 CD 

(3.105) G(G1 ,G 2 , .. ,Gk) = N~ I J[H(x)]dFi(x) 
-CD 

= N! t J ['Zvr ., F. ( x+G ., N-l) ]dF. ( x) ui t ( 3.10 3), 
-(X) i' \! l l l l 

dan is~ 
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1. 0) 

(3.106) G(O~O~o· 9 0) = N~ J J[F(x)]dF(x) 
-CD 

en met behu.lp van ( 3.104) volg dan 

( 3.107) G(G1 ,G 2 , .. ,Gk) - G(0 9 0 9 •• ,0) = 

sodat m.b.v. (3.94), (3.105) en (3.106) volg 
1:_ I f 0) 

lirn N2 [E(t.;/n. IH )-E(t./n. IH )]=2~v., G., I f(x)J' [F(x)]dF(x) 
l'T ~ m ~ l a l l o j_' l l _ 

00 
0) 

= (d,-d.) f f(x)J'[F(x)]dF(x). 
l 

-Q) 

Die d.ifferensiasie m. b. t. die G., onder die inte
l 

g:ro.al teken en die neem van die limiet vir N ->CD onder die 

integraalteken, is toe1aatbaar onder voorwaarde (3.98) 

( sien CRAMeR ( 1946) lJP. 66-6 7, GIBSON ( 1954) IJ. 441 stel-

ling III) s"angesien J' [F(x) J en f( x) kontinu veronderstel 

word. 

Hiermee is die stelling bewys. 

Opmerkings. 

1). Vooi'\vaarde ( 3. 98) kan in die volgende vorm 

omskrywe word, naamlik: 
1 1 1 

(3.108) jf(x+cN-2 )J 1 
[:\

0
F(x+cN_ 2-)+(l-:\

0
)F(x+c 11 N--2 )] I < l\T(x) 

Q) 

vir N voldoende Groot met I lVI (X) dl!1 (X) 
-Q) 

en die c 's eindige re~le geta1le is. 

< m waar ;, >0 
0 

2). 'n Voldoende voorwaards vir c1ie ge1dit_;hej_d van 

( 3. 98) 9 is 
1 1 

( 3.109) jf(x+cN-2 )J-' [F(x+c' N-2 )] I .5. M < m ge1y1<Jnatig in x 

vir N vo1doende groot waar c en c' vvi1lekeurige einc1ige 

reele geta11e is. 

S'.lELL ING 3. 8. 

Onder die voorwaardes (3.10)-(3.14)? (3.92)~ (3.93) 

en (3~98) besit 

(3.110) T~ = ~(N-ni)[t~-E(t~jH0 )] 2 [N var(t~IH0 )]-l 
onder Ha asim~toties, vir N-->co, 'n nie-sentrale x2-verdeling 
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met ( k-1) grs.de van vryheid en nie-sentralitei tsparameter 

CD 

(3.111) ~~ =[ f f(x)J'[F(x)]dF(x)] 2~~.(d.-d.) 2 • 
Q) . l l 

- l 

Bewys: Definieer, soos in vergelyking (2.4), 
"'t l 1 1 t _;L 

(3.112) ti = (N-n~2 [ti-E(tijH0 )][N var(tiiH
0
)]- 2 • 

Beskou ook 

Uit stelling 3G6 volg dat die momentematriks van 
"' 

die ->-?I 
ti 's onder Ha asimptoties gegee word deur A = I-v~ 

met karakteristieke worte1s 1,1, ..• 9 1 en 0 as N-?CD 
9) 

Nou is~ 
"'I 

(3.113) ti = (N-n. )~[t~/n.-E(t~/n. IH )][Nvar(t~/n. jH0 )]--~ 
l l l l l 0 l l 

uit (3.112) 

( ) 
_1_ I I I I t I _l = K-n. ~rt. n.-E(t./n. H )][Nvar(t./n. H )] 2 + 

l - l l l l a l l o 

( + I ' ' I I I ) _l + N-n
2
. ) 2 [E(t./n. IH )-E(t./n. H )][Nvar(t./n. H

0 
] 2 

l l a l l o l l 

"'II 

= t. Vv· + EN. waar 
l l~l l 

~~ I I 

(3.114) Err·= (N-n.) 2 [E(t./n.jH )-E(t./n.IH )l· 
~l l l l a l l o -

•[Nvs.r(-G~/nijH0 )]-~, 
( 3.115) t~ = ( N-ni) ~-[ t~/ni -E( t~/ni IHa)] [:Nvar( t~/ni IHa)] -t en 

I l I _l 
(].116) V11T· = [var(t./n.IH )] 2 [var(t./n.jH

0
)] 2 • 

l'll l l a l l 

(3.117) 

Hier is 

lim ENi 
N-?CD 

.1.. J.. I I I I =lim (N-n.) 2 N2 [E(t./n. H )-E(t./n. H )]• 
N -?CD l l l a l l o 

2 ' 1 ·[Hvar(t./n.jH )]-2 
l l 0 

)._ !()) ' ( ) ( ) [ -1 '\.., ( - ) 2 J - t = ~ ~ ( d. - d . ) f ( x) J [ }t' x ] dF x · 1 im N LJ 'I' Fb- :l' N . 
l l -CD N -?CD h ' . 

lli t ( 2. 20) ? ( 2 . 21) en ( 3. 9 9) 

= konstant < ro m.b.v. (3.98) en (2.41) omdat F(x) 
kontinu is. 

9). Onder voorwaarde ( 3. 97) vvord daar voldoen aan voor

waarde (3.72) vir N voldoende groat. 
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Nou volg d.at (vergely-k onder andere lemma 3o23) 

tr
:N-ni}t t : /n . - E ( t ~ /n . I H ) t ~.J...· - E ( t l. I Ha) ] 

lim p -- . l l l l a [H = 0 
N->m N [var(</ni\Ha)J2 [var(ti\Ha)li- > 

0 

a 

waar £ > 0. 
A AJI 

Gevolglik besit t. en t. asimptoties dieselfde 
l l 

verdeling onder Ha en volg met be~1lp van (3.113) dat 
• AI 2 A 

( 3.118) llm var( t. IH ) = lim V1,T-· var( t. I H .. ) • 
N -?CD l a N -?co ~'ll l a 

Maar 

2 (3.119) lim VN. = 
N -700 l 

lim rvar(t~/n.IH )J[var(t~/n.IH )J-1 
N -?ffi- l l a l l o 

= lim [var( t. IH ) ] [var( t. lH ) ]-l met behulp 
N-?co l a l o 

van l erm~a 3 . 2 3 

= l uit le~~a 3.22 . 

Dus 
AI A 

( 3.120) lim var( t. IH ) = lim var( t. jH ) 
N -7 co l a l'T --7 co l a 

A 

waarby 0 <lim var(t. IE ) <co uit (3.77). 
"' l a l.~ -7 CD 

Soortgelyk is 
A I ..... I 

( 3.121) lim kov( t. , t ., IH ) = 
N -?Q) l l a 

lim kov( t-i 1 t ., !Ho) • 
1\' - l \:.-o 
1' ->co 

,.. I 

JJie momentemc_triks van die t. 's onder H is dus 
l a 

ook as~mptoties gelyk aan A = I-~~' met karakteristieke 

wortels 1,1, 0 0. ,1 en 0 (le.m:ma 1. 2). 

Uit (3.113) volg: 
..1. A f , 

2~v~E( t. IH._J 
. l l c;., 
l 

..l. .],._ I I I I 
= 2:v~(N-n.) 2 [E(t./n. H )-E(t./n. H )]• 

. l l l l a l l o 
l I ..1. 

• [N var( ti/ni IH
0

) ]- 2 

:1. 

= ~vf ENi uit (3.114), sodat 
l 

( 3 . 12 2 ) lim -~ v? E ( t ~ I H ) = 2: v ~- 1 irn El'J . 
F -7 co i l l a i l N -7 co l\ l 

= Zvi (d.-di) rf(x)J I [F(x) ]dF(x) lim [N-12.('l'Nh-i¥N) 2 r~· 
l -co N -?CD h 

= 0 met behulp van (3.100), sodat aan (1.27) vo1doen 

word. 
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AI 

Op analo1:i wyse as in lemma 3,21 volg dat die ti 1 S 

se gesamentlike vercieling onder H asi··;•ptoties normaal is 
a 

( vergelyk ook lemma 3. 2) met sy bewys). 
1 --.A I 2 

Ui t stelling 1.1 opmerking l vole; da t Tk = .Lt. 
. i l 

asimrJtoties, vir JIT-•ro, 1 n nie-sentrscle x2--verdeling besit 

met (k-l) g. v. v. 

(3.123)\ 2 = k lim 
N---7CD 

= lin 
I' ->ro 

en n:ie-r~entralitei tspararneter 

k A I ? 
)~ [:C(t" IHq)J~ 

i:::::l .,.~. a 

..1. I I 2 

t(N-n. )"[.E(t. IE .)--E(t ... IH )]] ;;· ___ l l _a l o 
-.-J I - -

i rNvar(t. IH )F .. l 0 

I I ') 

[

(!•i-n. )l:C(t./n. iH )-E(t./n. IE )J~l 
= lim 

I\ _.ro 
~ l .· l l a l l o 
l ------ Nvar( </ni IH

0
) J 

[ 
CD . 2 2 I f(x)J 1 rF(x)]dF(x)] ~v. (d.-d.) 

-CD i l l = ---""----- ·--.. ~---~----· ·'--"·-------~ 
l . ~-1 ~(• w \2 

ui t ( 3 . 117 ) • 

Opmerkings. 

1) . 

2) • 

ln1 l •, Li -" 1\~-h -- .1. J",• I 
1'->CD h " 

Voorwaan1e ( J, 93) lil die verband tussen J 1,, en '±'N. 

2 \k kan ook in 1 n ander vonn gesk:c;;rf word. 

Onder voorwe;arde ( -'· 93) lmn, soos in lemna 3. 23, aangetoon 

word dat 

(3.124) lia 
}\~ ---70) 

Indien verder ook geld 

CD 

(3 .12 5) I IJ~[HN( x) ]- '±'i[miN( x) /( N+l) J i<IHN( x) 
-ro 

= 0 (l) , 
]J 

dan volg op 'n analo~ wyse as in die vorige geval dat 

(3.126) lim 
J:T -70) 

CD CD 
I [J 1,cn!T( x) J - I J JIT[HN( x) J dHN( x) J 2oH1~( x) 

-m -m 

= lim -l -, ( - ) 2 N -~ 'Y TI'P - :Y T\T 
h ,.,[l "' 

·:nits die ui td .. :cukkint~s almal bestc-tan en eindic is. 

Die nie-sentralitei tsrx1raneter word dan 

( 3.127) 
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'' rrn:•] T I" G 3 9 !-...' •'- j_; ...J..lJ J., J" 0 D 

Onder voor>.;;,raardes (' 1 0) ( · 14) ( 3 9~) ( 1 93) J.~ - j, .. 9 • C. 9 :_,, 

Gll ( 3. 98) is die asil'IIJtotiese re1atiewe c'.oe1treffendheid 
I 

van Tk met betrekkinc tot die vecriansieverhoudingstoets F: 

(3.128) = [ /~(x),J '[F(x) ]crF'(x)J 2 o~ 1. [1 "("' w )2]-1 _lill -N, L.J r T\rv- k T\Y 
">\J ____,. rY'I l J.', J.l .L 

waar 

(3.129) 0~ = 

-(I) 

(I) 2 
I x d:F(x) 

-(I) 

(I) 

[ I x dF(x)J 2 • 
-(I) 

J.l, -, u..J 1 

Bew~{s: InC.ien o~ bostaar. en eindig- is, besi t die F-tosts 
~ 

2 onder Eu ook asi~n)tot:i_es 9 vir H _:;.CD, 1 n nie--ser.:.trale y_ -

verdelillC ~net (k-1) c;;.v.v. en nie-S8l:traliteitslXlrE~meter 

( ) 2 -2 ,.. ( ' ) 2 3.130 Ac,l = 01, L,V. d,-Q. 
_[' , . l l sien byvoorbee1d 

l 

'C'J,NG(1938) pp, 136-139. 
I 

Die a.r.d. van Tk m.b.t. F is dan (sien §1.4): 

( 3. J.31) :;;_r 1 F = A. 12c/ic~ k' ~ 

- [ 
cc ,., 2 

j 'i'( ·),.I[''(' ) '1"'(' I J c. X J ,_r X jc., X, 0];, 
-(I) ~ 

CD n r· 

[ /f(x)J 1 [F(x)ldF(x)]c:o; 
-(I) . 

= ------~CD------~---- aJ 

lim f { J li'[HlJ( x)] - f J N[HN( x)] dH1,( x)} 2dE,~( x) 
}T-7(0 -Q) -d • -CD _, 11 

indien aan voorwaarde (;.125) ook nog voldoen word. 

l). As aan ( 3. 98) '/Oldoen word behalwe in 'n ver-

sat11eling punte van me. at nul. n~.o b ~ t. :P ~ geld alle voorgaande 

resu1 tate ooL. Di t i .. ·ccp1iseer d2,t f(x) n:'.e ge1ykmatig 

begreruo hoef te wees en J 
1 [P(x) J nie :::.em voorwa8.rrle ( 3.14) 

hoef to vo1doen in 1 n versame1ing rmnte x van maat nul 

nie. ( Verge1yk b:/voorbee1d d.ie opmerking hieroor in 

1183). 

2) . bt.:'\~Tens j_s v:ir alle x? word 

voorwaarde ( 3. 98) onmiO.de11:Lk bevredig. 

* Hierdie ui tdrukking is onaf'lmnk1ik van k sodat diese1fde 

resu1taat vir die a.r.d. verkry word as in die geva1 van 

twee steekproewe. Sien ook die voetnoot op bladsy 92. 
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Vervolgens bespreek ons enkele spesiale gevalle 
I 

van Tk. In ons verwysings na toetsir:gsgroothede van 

hoofstuk II 9 hou ons in gedagte dat al1e g~ = l met 

waarskynlikheid een omdat die verdelingsfunksies F. hier 
l 

kontinu veronderstel word. 

3.6.2.2. '±'N(6
1
.J.) = 6 .. (sien §2.5.2.1). lJ 

Hiervoor is 
I 

(2.59) t. = ir.~/(N+l) met toetsingsgrootheid 
l j lJ 

(2.65) Tw = 12(N+l)N-l ~ tf/ni - 3(N+l) indien a1le ga=l. 
i 

Stel 

(3.132) JN(F) = YN[NF/(N+1)] vir O<F<l 

= I~F 1 ( n + 1 ) ? 

dan is J(F) = F vir O<F<l . 

. Aan voorwaardes ( 3.10) - ( 3.14) 9 ( 3. 92) en ( 3. 9 3) 

word voldoe:n (sien ook CL.l'ON(l96l) §5 (F)). 

Nou is f(x)J'[F(x)] = f(x) dJ[F(x)] 
d F(x) 

= f(x) dF(x) 
dF(x) 

= f(x). 

f(x) is 'n fmlksie waarvoor ons aangeneem het 

f(x)~K< co ( sien §3. 6. 2.1). Tiaar word dus voldoen aan 

voorwaarde ( 3. 98) - sien stelling· 3. 7 opmerking 2. 

Verder is 

CD CD 
/f(x)J'[F(x)]dF(x) = /f(x)dF(x) 

-CD -m 
CD 

/ f 2 (x) dx en 
-Q) 

ll·m N.-1 ~( - )2 
l' /h_.J '±' J,:h- '±' N 

I\" ~Q) 
. N-1 ( ) = ~ ~m00 i 2 ( N + J.l. m. b • v • 2 • 61 

1 
= 12.. 0 

Die nie-se:ntra1iteitspararo.eter van (3.123) herlei 

na: 
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( ) 2 r /CD 2( ) . 2 ,, c )2 3. 133 >..,,11 = 1 2 _ f X dx] LJV· d .-d. . 
:y • l l 

- CD l 

Die a . r.d . van~. m. b . t . F is dus 
(! 

m. b.v. ( 3.130) en 
( 3.131) . 

1 ) . l~r,1 1i' i s dieselfde as die a. r. d . van '·iiL
-'-VI ' -

Coxo ]'i_-f ( 1 9 A 5) t t . -1. . " b t " . t t t . ~ se oe Sln&ssroocne la m .. . ale - oe· s 1n 

die trvee- steekpr oef geval s i en HODGES en LEHMANN(l956) . 

2) . Vir dle norm.aa l verdeling is ET F = 3/n . 
Yl' 

Vir die homogene verdeling i s Em F = 1 . 
.J.W ' 

!IODGES eE LE~~.1AN~T( l956) het bewys dat ET F sy 
W' 

minimum- WP..<:":.rd.e van 0. 864 bereik v ir die verdeling me t 

vir x2 < 5 
vi:r' x2 > 5 

3) . CH.ACKO( l963) het vir die k- steekproef eeval 

die uitd.rukking in ( 3.134 ) [,evind vir die meer beperkende 

geval dat alle n. = n. 
l 

3. 6 . 2 . 3. '±'1i~(o . . ) -_,_, l J '-'r .. 
l J 

- E( s ) r .. 
lJ 

- s ien 82.5 . 2.2 . 

In hierdie e,evo.l i s 

(2. 68) ' >-:; 
,-, 

t . = ..... ;.aet t oe t s i ngsgrootheid TT gegee in l j 
........ r .. 

l J 
(2.71) waarby a.lle g =-~1 

0: 
(sien di e slot van §] . 6 . 2 . 1 m. b . t . 

die kontinuJ:teit ve..n die F. en die feit dat alle giV=l ) . 
l v. 

Vol gens CHERNOFF en SAVAGE( l 958) ~5 is J gel yk 

aan J 
0

, t:j_e in~rerse ful1l~s ie van die normaal ( 0,1) verde

lingsfu:.1kcie ~ . Verge l yk oak CAPOI,!(l9Gl ) §5 (B) . Gevolg

lik geld: u = ~[J(u)] socat 

1 = ¢[J(u)]J ' (u) deur differensiasie na u 

waarby ¢ ( u) die :frek\rvens iefunksi e van die norm.aal ( 0 7 1 ) -

verd.eling- i s . 
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Dus 

(3.135) J'(u) = l/¢[J(u)] . 

Uit lemma 3.12 volg dat voorwaardes (3.10) - (3.13) 

bevredig word indien (3.14) geld. Volgens CAPON(l961) ~5 

word ook aan (3.14) voldoen. Ook voorwaardes (3.92) en 

(3.93) word bevredig (m.b.v. C+S(l958) B4 en §6 en verge

lyking (3.12)). 

Omdat daar met waarskynlikheid een geen knope voor-

kom nie, volg m.b.v. STOKER(l955) p. 55 dat 

lim r-1 '>-,( - )2 lim N-1 2: /"""( 2 •J h '±'Nh-~N = ~h 
N-7CD N-7CD h 

= var(s) 

= 1. 

Vir enige wi1lekeurige ver0e1ingsfunksie F (waar-

voor aan (3.98) voldoen word) geld nou uit (3.123) eat 

( 3.136) 2 
fl.m = [ 

J.. 

CD 
/f(x)J'[F(x)]dF(x)J 2 Zv.(d.-d.) 2 

. l l 
-CD l 

= [ /:n f(x) 
-CD ¢ [ tT { F ( x) } J 

Die a.r.d. van TERRY(l952) se toets m.b.t. die F-

toets word gegee deur 
2 CD 2 2 

(3.137) E~ F =oF[ f f (x)J'[F(x)]dx] 
-~co, -m 

Rierdie res~t&at is presies dieselfde as did -J 
verkry deur C+S(l958) vir die a.r.d. van die Terrytoetsl >K 

10) J m.b.t. die t-toets in die twee-steekproef geval 

CHEHNOFF en SAVAGE(l958) het bewys dat genoemde uit-

clrulcking groter of gely·k aan een is met gelykheid in 

10). I,et op dat daar 'n drukfout in lnule uitdrukking 
(5.5) is. Die o2 meet in die teller staan en nie in die 
noemer nj_e. 
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geva1 van die norro.aa1 verde1ing, soda t ons ook direk kan 

beweer dat ET F 2 1. 
T' 

Opmerkings. 

1). Die ge1ykheid ET F = 1 in die geva1 van die 
. T' 

norm.aal verc.e1ing kan maklik aangetoon word, want indien 

F(x) die normaal (!J,o 2 ) - verdelingsfunksie is, volg: 

J?(x) = _1_ 
o/2n 

X ~ 2 
I eksp[-t(y-!1)~/o ] dy 

-Q) 

= ~ ( X~!J) en frekNensief"Lmksie 

l 2 2 f(x) = -- eksp[-t(x-!J) /o ] 
o/2n 

= !¢(X-£) sodat 
0 0 

J[F(x)] = ~-l[~(X~P)J 

¢[J{F(x)}J 

X-IJ 
= =-c. en 

0 

= o f(x) met o = oF . 

Ten slotte is: 

= [ fQ) _!i_~ dl~ ( X) J 2 ~ V . ( d • -d . ) 2 
-m oFf(x) i l 

2 

-- [-~CD dF ( X) r CJ F 2 r vi ( d • - d i ) 2 

= OF- 2 ~v.(d.-d.) 2 
. l l 
l 

= A. 
2 sode,t F 

(3.139) ET F ~ 1. 
T' 

uit (3.136) 

2). l'/.Iet be trekking tot voorwaarde ( 3.109) onder-

soek ons twee geva1le. 

a). :P(x) = 9?(x), die normaa1 (0 11) verdeliDgsfunksie. 

Ons het bew;ys J'[F(x)] = 1/¢[J{F(x)}J sodat vir 

zN' die grootste van die xij-waardes, geld: 
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1. 1. 1. 1 

f(zN+cN-~)J '[F (zN+c' N-~)] = ¢(zN+cN-~)/[¢(zr+c'N-~)J 
omdat f(x) = ¢(x) 

1 2 1. 2 = eksp[-i(zN+cN-~) +i(zN+c ' N-~) J 
1. 

= eksp [ O(zN.N-~)]. 
.1. 

Vir die normaalverdeling is zN = 0[(2 log
8

N) 2
] 

volgens CRM1~R( l946) p. 374. 
1 1 N 0 Dus f(zN+cN-2)J'[:B'(zN+c'N-~)J _

00 
e = 1 

waarmee aangetoon is dat aan (3.109) voldoen word, en 

dus ook aan (3 .98) - sien stell ing 3. 7 opmerking 2 . 

b) . Neem F(x) die Laplace (dubbel eksponensiaal) verde-

lingsfvJlksie met frekwensief1L.'1ksie 

f(x) = i~-1eksp( - lxl /~) . 

Volgens CR.AE~R (l946) p. 373 is zN = 0( !c loge~-N). 

JA:tut u = Q- 1 [F(z +c ' N- i)l 
N - ' 

.1. 
= F(zN+c ' N-<l ) 

_1_ 

= 1- F(zN+c'l\T- B) 

Neem di e lin.keTkant en reg t erkant afsonderlik. 
0) 

L. K. = -~-- / eksp( - t t 2 ) dt 
/2n u 

ELK. eksp(-t/~) dt 

1 

= ieksp[( - zN-c ' N-~)/~] . 

1 

Dus 1 

/2TI 
u--l[ eksp(--&u2 )][1 + O(u- 2 )] = ieksp[(-zN-c ' N-~)/~] . 

Vir N sroo t kry ons benaderd 

u - 1 eksp( - t u2 ) = (n/2) ±eksp ( - zN/~) 
ln u + tu2 = z:r/~ - ln( n/2) i- waar l n u - l og

8 
u 

iu2 (1+ ln u) = zNj>, - ln( n/2) i 
1-_u2 
2 

> l n u 1 
U \1 + ~ + . • • )= (2zN/~ - 1n ~) 2 . 
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As eerste benadering is u = 0(/ zN) . Hiervan maak 

ons gebruik om te s Lryf 

u 
TT 

1 

u . ( 2zN/>. -1n 2 
)1Z ln u 

1n zN 
0( --- ) 

/zN 

n 1 ·- (2zN/~ - 1n )"" .:, 

2 

f(zN+cN- i)J'[F(zN+c ' N- t)J = f(zN+cN- i)/ ¢ [J{F(zN+c ' N- t)}J 

uit (3.135) 

= f ( zn+cN- t) I yf[ <2 -
1 {:E' ( zN+c ' N-~-)} J 

1 

= f(zN+cN-~)/ ¢(u) 

tx-1 eksp[ - (z~+cN-t)/~J 
-~ '\ = ------ --- - - -·-- --- - - ··-----

-,. t - 1 - r · 2- 1 :r - -+- 2 = (2) \ eJ:::spL - ZN/~ -cN-lO+zN/~ - ;3' ln-2 +O( z,l'~~ln zN) ] • 

N ·. 0 
CD 

• eksp[ - O( l n zN)J 

waarmee aang etoon is dat (3 . 109), en dus ook (3. 98 ) 1 

bevredig word. 

3 . 6 . 2 . 4. ( ) ( ) 8 ,-'1' 1\J 6 - . - Q, 6 . . - s i en '=' 2 . ) . 2 . 3 . 
J •. J.J lJ 

Hier i s 

(2 . 73) t~ = ~Q[rij/( N+l)] met toetsingsgrootheid TQ 
J 

gegee in (2 . 76). Stel nou 

( 3 .lL~O) J 17 ( E) = 1' [m-I/U~+l) J vir 0<~-1<1 1 d2.n is 

J U:r ) = 1 im '1' [ NH/ ( 1': + l ) ] 
l; -) (J) 

- g- 1 (H) waar 0 die normaal (0 1 1) - verde-

lingRflmksie is 1 sodat 

( 3.135) J ' (u) = 1/ ¢[J(u)] soos in TERRY(l952 ) se geval . 

.Aan al l e voorrvaardes var:. stelling 3. 9 word voldoen -

sien onder andere C+S(l958 ) §6 B voor bee1d 2. 
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Uit STOYER(l955) p . 57 vo1g nou dat 

-1 -· c - )2 - 1 . .., 2< ) lim N ~ vfh-~N = lim N ~ Q bh = 1 . 
N -7ffi h .. ... N -7m h . 

Vir enige wi1lekel.J.rit:;e toe1aatbare verdeiingsfunks ie 

F geld nou uit (3. 1 23) dat 

(3 .141 ) A. 2 = [ 
Q 

m 
/f(x)J ' [F(x)]dF(x) J 2 ~vi(d .-di) 2 

-w 1 

= [ l' { (X) , - dF (X) 12 
2:;v . (d . -d i) 2 

-co ¢[J F(x) {] .... i l 

wat dieselfde is 

Opmerki ngs. 

1). T,.r en 'l~Q :.s a l bei 1 onder dieselfd.e voorwaardes, 

asimptoties x 2 verd.ee1 met ( k-1 ) r:;. v. v. as r -7C0 en nie-

se:t:i-tro.li tei tspara·~'leter 

Die a . r . d. - eienskappe va~ T0 is dus diese1fde as 
~ 

die van T"'1, soos in die twee - steel-:::proef gev21 - sien ... 

C+S(1958) §6 B voorbeeld. 2. 

2). Die re ~~ultate van §3 . G. 2.3 op~n2rkir:g 2 geld 

ook vir h icrdie [eva1. 

3) . Gestel dc:>t ons met ' n ,zew;rs i gde Van der ':!aerden 

-1 11) toetsi11gsgrootheid \Verk, en we1 wac•.r J = F 

Dan is u = F[J(u)] 

1 = f[J(u)]J ' (u) 

tT I ( u) = l If [ J ( u ) J • 

f(x+cH- -1·) tT1 [F(x+c ' l'T- t)J -- f(x+cN- 1}-)/ f[F- 1 {F(x+c ' Jv- t)J] 
j,_ _1_ 

= f(x+cl\- 2 )/ f(x+c ' l'f-;-) . 

Neem F die Laplace- ';-erde1ingsfunks ie, dan j_s volgens 
r;r 

CRAii.ieR(1946) p . 373 z"·r = O(A log
6 

-2 ) sodat j•, 

:i. ~. _l, .1. 
f(zN+cN-~)J ' [F(zN+c ' N-~)] = K eksp[ - (zN+cN- 2 )/A. +( zN+c ' N- 2 V~ 

- --------

1 
= K eksp[ 0 ( N- -2 ) J 
N -r,- < 

~.r:.. m. 

11). riierd.j_e F ,·10et vo1doe:t1 aan ( 3 . 10 ) - (3 . 14) en (3 . 93) . 
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Ook in hierdie geval word aan voorwaarde (3.109)9 

en dus ook aan (3.93), voldoen. 

4). HO:OG:SS en LEtE'!lANN(l961) het vir die twee-

steekproef geval die a.r.d. van Wilcoxon se toets m.b.t. 

Van der Waerden se toets [~19 Q(F) ] bereken vir verski1-

lende verdelingsfunksies F. Hu11e het bevind dat 

3.6.3. Toetse vir Verski1 in Verspreiding. 

3. 6. 3 .1. 'n A12e~:11ene ui tdrukl::ing vir die asimptotiese 

relatiewe doeltreffendheid van een toets m.b.t. 'n 

tweede toets. 

Beskou die alternatiewe hipotese 
1 

(3.142) Ha: F1 (x) = F[x(l+diN-~)] met 
CD 
I x dF.(x) = 0, i=l,2, ... ,k 

-CD l 

12) 

willekeurige eincige reele getalle is. 

waar die d. 's 
l 

Om slegs verspreidingseffekte te toets ~n nie oak 

vershv.iwingseffekte nie) 9 moet alle verdelings gelyke 

mediane of ge~idde1des besit, of a1le waarnemings moet 

om 'n lokaliteitsparameter gereduseer word. Die probleem 

in hierdie geval is egter dat die popula.sie-parameters 

meestal onbekend is- sien byvoorbeeld §5.].1, SUK-

HATI<E( 195B), AI.rSAHI en BRADI·EY( 1960) §g en CROUSE(1960) 

§4.12 . 

Neem aan dat f(x) = F'(x) orals bestaan en 

kontinu is en dat f(x) ge1ykmatig begrens is. 

12). CROUSE(l960) werk met die a1ternatiewe hipotese 

 
 
 



STELLING 3.10. 

( 3. 92) 

( 3. 93) 

Indien 

i=l, 2, ... , k en 

109 . 

.1. 
= o(N~), 

Q) 

N voldoende groot en I x M(x) dF(x) < m 
- Q) 

willekeurige eindige reele ge~alle is, 

dan geld 

) j._ ' I ' I I ) ( 3 . 14 4 1 im N 2 [ E ( t . I L. . I H ) - E ( t.: n . H ] = 
N -70) 1 1 a 1. 1 o 

Q) 

waar die 6. 's 
l 

=(d . -d.) lxf(x )J ' [F (x)] dF(x) . 
l 

-Q) 

Bewys: Onder Ha is 
1 

( 3.145) E' .,(x) = F(x+d ., xN~""il) 
l l 

(3 .102) 

(3 . 14-6) 

dan is 

J._ j._ 

= F [x+d .xN-~+(d.~d . )xN- 2 ] 
l l l 

.J__ 

= F . ( x +g . , xN- 2 ) waar 
l l 

Gi, = di,-di , i ' =1, 2, ... , k 
1. 

H(x) = ~v~r· r F . (x+g ., xN_2 .) uit 
i ' ! \ l l l 

Stel nou 

sod.at 

(3. 7) . 

..l. Q) 

= N~ I J[H(x)]dFi(x) 
- Q) 

l Q) 1 

= N2 / J[2~vN. , F'.(x+G., xN-2 )]dF.(x) uit (3 . 146), 
-Q) i ' l l l l 

1 Q) 

(2 .• 148 ) G(O, O, ... ~0) = N·:z· I J[F(x)]dF(x) . 
-Q) 

Op soortgelyke wyse as in stelling 3. 7 volg 

met behulp van (3.94), (3.104), (3 . 147) e~ (3 . 148) dat 

* I I I I lim N2 [E(t.ln. H )-E(t.ln . H )] = 
m 1 l a l l 0 
H-70) 

(l) 

= (d . -di) /xf(x)J ' [F(x)]dF(x). 
- Q) 
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STELLING 3.1. 

Indien voorwaardes ( 3 0 10) tot ( ~\ .lL~) geld en 

(3.28) var(sij) > 0 vir alle i en j? 

dan geld onder H vir vaste F~ en vN. (i=l,2, ... ,k) dat 
..L .J..l 

rsi.,-ESI.-., _,1 l t :J. 2 
lim p t--.'~o ~ < t == -- I e---2X dx 
N -->m ~r: J /2rT -m 

waar 

(3.29) lim E£N = 
N-7CD 

( 3. 30) lim No~ = lim 
0 N -7CD r~ N -1CD 

I J(H)dF. 
I l 

en 

•du ..,... 
.!..) . • .D nt. 
gl 5 l 

Bewys: Die bewys gaan aan die hand van 'n aantal hulp-

teoremas. 

Opmerkings. 

1). Stelling 3.1 is 'n uitbreiding van stelling l 

van CEEHNO:?F en SAV.AGE ( 19 58) van t·wee na k steekproevve. 

Die bewys geskied op 'n analo~ wyse en verskeie resultate 

van bocenoemde stelling word hier gebruik. 

2). Voorwaardes (3.10) tot (3.14) ten opsigte van 

J is fundamenteel en 'NOrd d.eurgaans in hierdie hoofstuk 

aanvaar (by alle lerruns.s en s tellings) . 

J) • In le7.IL"TT.a 3. 9 opmerking l word e:1-ang8toon da t 

( ~ 31) l • TIT 2 .../. lm l\: d s 
N-7CD N 

> 0 onder (3.3) en (3.28). 

4). Voorwaarde (3.28) vereis dat var(sij)>O vir 

alle i, waarby 

(3.23a) var(s .. )==v~? 2: L:(c.vN -cO'vl\T" )(c.vl\T ,.-c~vN. )oB B 
lJ l~l g g l g b l~l l l~g 5 l gi gi 

en 

(3.22) ' ' f / F.(x)[l--F.(y)]J [H(x)]{J [H(y)J· 
-ro<x<y< co l l 

• [ dFg (X) dJi.1 (i y) +c~ F1 c~( X) dJ? 
0

. ( Y) J • 
6 b 6 

Dui nou die frekv7ensiefun}~sie van die verdeling met ver-

delingsfunksie F(" aan d.eur f"', aannemonc1e die afgeleides 
b b 
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Vnn ~l·e· ~ (J'-l ? 1-) 0., l.. .L i .. - ~ '-· ? 0 0 0 ? \. bestas.,n. Indien die variasiege-

biede van die verdelings met vercielinr:·sfunk;::d es }11 en :B., ~ 
~ . - g g 

'n gemeenskaplike gebied bevat van maat (ten opsigte van 

beide verdelings) > 0 (m.a.w. nie disjunk is nie), sg ons 

die f::celnverJ.siefu.nksies f en f d oorvl~:·n.1.el IYlekD.ar. 
0 0 

Indi8n fi geeneen van fg of fit ooi·vlel.:~.el nie, 

is On -~~ = 0 ~ Indien fl. slegs f ~-·· oorvleuel (en nie ook 
.. L ~-•l' _t: )fl' b 

b f_;, 

2 -f~ Lie), is oB = oB ~ 
O gi giLgi 

> 0 = 0 (self's 

indien f en i __ , meLaar oo:rvleuel) . 
g 6 

Alleen ind.ien f. sowel f as f oorvleuel? is 
l g g 

oB .B~. > 09 g lg. 
[!;l t:.._,l 

var( s . . ) > 0 impliseer dus de.t daar tenminste een lJ 
waarde van gli bestaan (L.W. as g=i is die ko~ffisi~nt 

van o~ B in (J.23a) ~elyk aan nul en oak as g =i) 
_,_) r,' l. utl' 

b b 

? 
waarvoor oc_ > o. 

E . gl 
Di t beteken dtlS da t die frekvvc::nsie-

fll:t'.ksies f. en f .meKaar oorvleuel. I-i:lke frekvvensiefunk-
l G 

sie f. l~loet deur ter:;_minste eer e,nc"Le:r frekvvensiefunksie 
l 

oorvleuel word (var(~~~)>O vir alle i=l,2, ... ,k). Daar 
-~J 

kan dtu3 onder voorYva<:-:,rde ( 3 0 26) geer. frekwensj_efunksies 

wees wat alleen l§ rie. 

LeEu-aa 

( 3. 32) 

waar 

( ') ~ '.) ) \ _). j _) 

Sien ook die op:rnerking ns. die be,trys van stelling 3. 3. 

-. 4 C' "1;-n"Y\ ,--.008 \-Ql ,., Q"Y). 'Y·c:::.anll' -{-a iHQrcJ· e j o o !-)_II-~ .1.:\..U.U. 0::) / ..LC;, J.; (:; v 01J u 0 IV "o 

, 5 
3 r\~,l = A + ElF + B2N + ,?~ C •1IJ 

Y~l=l L ' 

)~c. 
·. l 
l 

j . T ( TT) d ( 1i' . ·-· T· . ) (. _,_l .L .• t. 

I lni J. 

( 3 . 3'5 ) B 2 N= ~ c i /I ( HN-H) J" T ( H) dF i 

(3.36) clN= Ici ~ (gN-H)J'(H)d(Fini-Fi) 

( ~ • ..J-:; 7 ) C - >. c j ~1-- ( T-r - F ) 2 J " L-- rx'p -.. + ( l- rx' ) H ] d 1-i' . 0 < n< ~ 1 
_~ ____ 21-\f_-_i'i IN;,;:; .. .LN ~ 'f.J.L~··T - 'P ···~ ·'"ll1i? 'P 

* Die geval waar die variasiegebied van een verdeling bevat 

word in die va:riasiegebied van 'n tweede verdeling sander 

dat hulle mekaar oorvleuel, word uitgesluit. 
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£ci I [J(H)+(Hm-H)J'(H)]dF. 
l f.T -1 l\ ln. 

~- l 

(3.39) c4N = 

( 3. 40) C 5N = 

= c41\T+i,c. I J(E)dF.+2~c. I J(H)d(F. -P.) + 
~ i 1 O<H<l l i 1 O<H<l 1 ni l 

\._____________ ________ --- ---------------

+~Cl. I (Hl\T-B)J' (E)dli'. +i:c. / (H11T-H)J(H)d(F. -F.)+ 
i O<H<l li _l i 1 O<H<l 1

' 
1 ni 1 

~ 

+ 03N + 02N + 0 5N 

= 04N+A+BlN+B2N+ClN+C3N+C2N+C5N 
~ 

Opmerking. 

Die A- 9 ::S- en 0-terme stel die :;konstanto" 9 neerste 

orde stogastiesen on ntvveede orde stogastiese" terme 

van SN voor. 

Lerrnna 3o 5. Die term A is eindig. 

Bewys: A= ~c. I J(H)dF. 
i l I l 

ui t ( 3. 3 3). 

Uit (3.7) volg dat F.(x)<v;r~H(x)- sien vergelyking 
l - l' l 

(3.50) - sode.t~ 
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(3.41) 
CD l 
I J[H(x)]dFi(x) I~K f[H(l-H)] 0--~-dH uit (3.3) 

-CD 0 
en (3.14) 

6) 

= K 1 < CDo 

O.m.dc., t die c. 1 s eindig is en die sor.ninasie oor 1 n 
l 

eindige aantal terme gaan, volg uit bostaande dat A 

bestaan en eindig iso 

Leama 3.60 Vir I~ O<H<l geld 

X 

(3.42) I C[ J'[H(x)]dH(x)]d[Fin.(x)-Fi(x)] 
I x

0 
l 

= J J[H(x)]d[F. (x)-F.(x)]. 
I lni l 

X 
Bevvys ~ f [I J'[E(x)]dH(x)]d[F. (x) -F.(x)] 

I X ln. l 

Lemma 3.7. 

0 l 

= f J[H(x)]d[F. (x) -F.(x)] 
I lni l 

- J [ H ( X ) ] j d [ F' . ,- ( x ) -Fl. ( X ) ] 
o I l.:.li 

= I J(H)d(F. -·F.) 0 

I lni l 

onder voorwaarde (3.28): 

( 3. 4 3) 0 < var ( s i j ) < CD. 

Bewys: Uit (3.22) volg 

o:B .B.= J I Fi(x)[l-Fi(y)]J'[H(x)]J 1
[H(y)J· 

gl t}l -m<x<y< CD 
. [ d.F g (X) d:F'g~( y) + dF g{:X) dFg (jr) J 

<2K I I H(x)[l-H(y)]J 1 [H(x)]J
1
[H(y)]dH(x)dH(y) 

- -m<x<y< co 

(sien (3.52) en (3.53)), sodat m~b.v. (3.14) volg: 

oB B <co vir alle g,g en i (vergelyk CHERNOFF en 
gj_ gi 

SAVAGE(l958) p. 989), 

6). J3 duj_ die gewone betafunksie aan en die K 's konstante 

getalle. 
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Uit (3.3) en (3.23a) volg dus dat 

( 3. 44) var( s i j) < co. 

Die resultn.n.t vola· m 1-, v ( ") ?8) ~. ~- b .l 0 u 0 • _) 0 ,_ • 

STELLING 3. 2. 

Indien 

(3.28) var(~ij) > 0 vir alle i en j, 

dan is /N(B1N + B2N) onder H asirrq:Ytoties ormaal verdeel 

indien N ->co. 

Bewys: Uit (3.34) en (3.35) volg 

(3.45) B11J+B2N =l:c./ J(B)d(~~~. -F.)+)- ;.f (H-r.r-H)J' (H)dF. 
~ i l I lni 1. l I 1'1 l 
X 

=~ci/ [/ J'[H(x)]dH(x)]d[Fi
11

.(i) -Fi(x)] + 
l I X l 

0 

( X CO 
+ ~ c i [ t HN ( X ) - H ( X ) } f J I [ H ( X ) J d- i ( X) J 

l x ~co 
0 

X 

-~c.f r f J'rH(x)]dF.(x)]~ _H1,1(x)-H(x)] deur parsi~le 
ili·x - l . 

0 

integrasie en ~n.b.v. lerr 1a 3.6. Uit lemma 3.2 en 

vergelykings (3.6) en 1 3.7) volg verder met waar-

skynlikheicl een 
X 

=Ic./ r I J'rH(x)]d~~- ~Fg(x)]d[Fl.n.(x) -Fl.(x)]-
ili·x - g._, l 

0 

1
[H(x)]dFg(x)]d[Fi

11
.(x) -Fi(x)]-
l 

X 

- !~c .J r I ,- i,H(x) ]c1Fl. (x) J L~NTgd[F.o·n (x) -Fg. (x) J 
. li·· bO' o J? 

J_ XC o 

want d(~~ gFa) = i~mg·dFg g b g ll 

= ~c-~~IT I B (x)d[F. (x) -F~(x)] 
i lg ~g . g - llli l 

- ~c i j !N g /I B i ( x ) d [ F gn g ( x ) - F g ( x) ] ui t (3 . 16 ) 

=~c.~~~~[/ B~dF. -/ BO'dF.-/ B.dFO' +~B.dF,J i lg '·o I 0 lni I c:, l I l 5 ng l g 
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n. n 

= ?;c i ~ VNgr [ n:;: l :~J. {B cr ( xi ;)-EB . ( x .) }-n -l f f B . ( x , . ) - EB . ( x )}. ] 
l b J =1 b •-' g l g j =1 ~ l g J l g -

n. n 
\-, 2""' -1 .2-'"'-J . 1 g = wCig~vl\Tgni 2J B0'(x .. )-.2::c.2.~vl\1 rn: 2~ B.(x .) uit (3.17) 
i -· . j =1 b l J i lg nc:.s 6 j =1 l g J 

n. n. 

- >=c.; Yv'f\Tgn-l.
1 ~l B_ (x .. ) - J~:c ~vl\1 .n-:- 1 l Br.(x .. ) 

i -'- g 1 ', . j =1 g l J g g l l ~ l l ~j =1 g l J 

Omdat die so:rrunasies in die vorige reel onafhank1ik 

vanmekaar is" kan c~ie indekse ir.c die tweede ui tdrukking 

vervvisse1 word. Verder kan eindige somr:1<:~sies verwisse1 

word, sodat bostaande 

= i r n -:-
1 i: I: ( c . Vr - c vl\T. ) B . (X .. ) J i · l j g l 1\g g 1Yl g lJ -

( 3.18) 

1 

( 3. 4 6) -/N(B1 N +B2N) = N-2-~si met waarskyn1iki.:.eid eeno 
l 

Vir vt:~ste i is de.ar n. onder1ing onafnank1ike" 
l 

itenties vordeelde variante s .. " j=1"2 9 • 0. ,n. ? elk met 
J.J l 

eindige posi tiewe variansie ( sj_en lerruna 3o 7) soos gegee 

in ( 3 o 2 3a) • 

Volgens die sentra1e liillietste11ing (CRAM~R(1946) 
]_ 1 11i 

p. 215) is Ciie Som l'J_ 2 _E - l'J-"E' \' E" ac·l·,n-<"'~tOtl· eo D0rill"'''"'1 
... ~.' .;> • - ·'-' LJ ;:) . . ), ..._, .1. • ..r:--' 0 J.. .1.. ~- Cl,a., 

l j=l lJ 

verdeel as n . ~ Q) ( 0 < v < n . /N < 1-v < l ) . 
l o- l - o 

1 1 

Die variante N-~P. en F-~~ is '::ll 'i ;:,i' onder1ing onafhank1ik 
1 

indien i' I= i. Omda t elk van die k varian te I~--2-s i asirnp-
1 

toties normaal verdeel iEJ 1 ·be sit die som /N(B1N+B2N)=N-2-~si 
asinlptoties 'n normaalverdeling as N~m 

7) l 

7). Voorwaarde (3.3) impliseer dat allen. -7 CD as N -7 ro. 
l 
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IJemma 3. 8. Die asimptotiese verwagtingswaarde van SN 

word gegee deur 

(3.29) lim E(S1J) =~c. I J(H)dY .. 
l'iJ ~co \ i l I l 

Bewys: E(B1N+B2N) = E(N-l ~ ~~ij) uit (3o45) 
i J 

= 0 ui t ( 3. 20) • 
1 

Elk van die C--terme = o ( N--£") 
p sien le~ma 3.10 . 

Gevolglik is lim E(SN) =A uit (3.32) 
N~co · 

=~c. / J(H)dF. uit (3.33). 
i l I l 

Opmerkint,. 

lim E(SN) =A is eindig 
F~co · 

sien lerrLro.a 3. 5. 

Le::nma 3. 9. Die asi:m:ptotiese wau.rd.e van die variansie 
1 

van N2 _eN vvord gegee de•.:trz 

( ~ 3 0 ) l . 1\T 2 _, . ')' -1 )~, "' ( ) ( ) , J. . lm l'•os =j_lD L.Jv1r. __ L, c.: v,v .-c, v1,;. c. vl\T~ -c ~vl\.,.. • 
1- TIT 1\T • \ll g·l .l. l; g g · .L I l l l 'i ["J 5 l ~ l ,; ~co .L\ n ~m l g -

waar 

•0 'D B -.L!~· gl 5 l 

(3.22) oJ3 .B ,. = 
gl gl 

I I I I Fi(x)(l-Fi(y)]J [H(x)]J [H(y)]· 
-CD (X(y( CD 

· [dFg(x)dFg'(y) + dFg'(x)dFg(y)] . 

~ 

Bewys~ var[/N(B1N+B2N)] = var(N-~~si) uit (3.46) 
l 

= L VN-~ L 2.: ( c . 'Vr· - c r~ vl\T . ) ( c . vl\T at - c o-4 vl\T . ) OB B ui t 
i l g g l ~g ~ 11l l D 5 6 ~l gi gi 

(3.25) en (].27). 
1 

Omdat A konstant en N-:z x die C--terme asimptoties 

in waarskynlikheid gelyk is aan nul (sien lemma 3.10) 1 geld: 
? 

(3.47) lim No~ =lim Nvar(B1N+B2p) 
N ~co 0 N JV -~co 1 

= lim 
N~m 

V'laar o 
J3 . B ,. gl gl 

gebee is in (3.22). 
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Opmerking·s. 

1 ) . l\1 e t be h ul p van ( 3 . 2 3 a ) v o lg ui t ( 3 . 4 7 ) ~ 

(3 .48) lim No~ = 12·~11 ~ (~ ) (.,:' .u L.JV1\T. var ~. . . 
N ->(J) UN N -?CD i l' l lJ 

oor 'n eindi&'e aantal te...,..,me go:"lan volrt m b v '-' .J.. J uc 9 6 . . • . (3.43) dat 

( J. 49) 0 < lim No 2
8 < m. 

~J -7CD } N 

2). Stel k=2, c1 =1, c 2=0, v1 =~, v2 =1-~, F1 =F en 

F2=G, dan reduseer 

waar lim No~ = (l-~)o 132 
1':-?co N 12 

2 
OB 

12 

2 
0 

B21 

= 

= 

2 f / G(x)~l-G(y)]J
1

[H(x)]J 1 [H(y)]dF(x)dF(y) en 
-ro<x<y< ro 

2 f f F(x)rl-F(y)]J'[H(x)]J'rH(y)]dG(x)dG(y) 
-ro<x<.y< en 

wat presies dieselfde is as ~im No~T van CHERNOFF en 
I~ ->CD r:-1 

SAVAGE(1958) 8) 

Lerlli--na 3.10. Die C-terxne is almal asimptoties in wa&r-
1 

skynlikheid van kleiner orde as N-2 -. 

J3ewys ~ Die volgende resu1 tate v.rord gebruik, naam1ik 

(sien C+S(l958)): 

( 3. 50) 

Vir alle waardes van i geld: 

H > Vwr · F · ) \i · :F · 1 l!l l - 0 l 

(3.51) 1-Fi ~ (1-H)/vNi ~ (l-H)/v
0 , 

(3.52) F.(1-F.) < H(l-H)v;J? < H(1-H)v·
0
-

2 en 
l l - l~l -

( 3. 53) dH) Vl'ir.dF. ) V dF .. 
- .L<l l - 0 l 

Laat (aN,bN) die interval SNe wees waar 

( 3. 5~t) SNE = { x: H(l-H) > r1
2 

v
0
/N} . 

n kan, onafhanklik van F
2
. en vm·, so gekies word 

£ l'vl 

dat P[~ij € SY!c, j=1,2, ... ,ni; i=l,2, ... ,k] 2_ 1..:..e. 

Uit vergelykings (3.36) tot (3.40) vo1g agtereen-

volgens~ 

8). Voortaan skryf ons kortweg C+S(1958) in plaas van 

C£IEH:GTOFF en SAVAGE ( 19 58) e 
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! ( HI,J--H ) J I ( H) d ( F . - F . ) 
I ·· lni l 

- ~cl. /I (~o-~Ng·Fbryn -~~mY )J
1

(H)d(F. -F~) m.b.v. (3.6) l 6 g g 1,g g lni l 

en (3.7) 
= ~:c i /I 2: ~Ng ( Fgn - Fg) J I (H) d ( F ~ - :E' . ) 

l .o· - ~ ..t.ll . l 
0 6 l 

= L: c i v J'T i /I ( JJ' l. n - F . ) J I ( H ) d ( F . - F . ) 
i ' i l lni l 

+ ~ ~civPg f (F~n -F )J
1
(H)d(F. -F.) 

i~g , I b g g lni l 

1 

= op(N-~) op unalo§ wyse as by C+S(l958) se c1N- en 

c2N-terrne. 

= ~~c i / t( Hl\T-H) 
2 

J 11 
[ ~Hl\T+ ( 1-¢) H J dF

2
. n 

l IN 1
. r. i 

0<¢<1 

1 

= op ( N-~·) netsoos C+S ( 19 58) se C 
3
N-term. 

-c_')l\:= ~c 2. I f"J(H)+(Hl\,.--n)J-' (H) ldF. 
11~ ~ p l - J.'! ~ ll1. . 

..L ~.;.N= l 

1 

= op(N-2 ) soos C+S(l958) se c4N-ter.m. 

=~c. I [Ju(H~)-J(Hm)]dF. 
. l I 1~ 1~ 1~ ln. 
l F l 

Eewys van stelling 3.1. 

Volgens stelling 3. 2 is /N( B11v+B2N) asimptoties 

normaal vercleel as N ~CD 7 en wel met posi tievre eindige 

variansie (lemma .3. 9 op1nerking l) . 

Omdat A eindig is (lemma 3.5) en die C-terme asimp-
1 

toties in waarskynlikheid van kleiner orde as N- 2 is 
l 

( le-:rm1a 3 10) ~ o IJ-2'c• ool'· asimlJto ties normaal verdeel met ' . a • 9 J. o \ 0N l... .t 

asimptotiese verwagtingswaarde en variaL.sie ;::.;oos gegee in 
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_:),.. ..1. 1. 1 

[N 2.§,11-E(N~§.N)] [var(N_2_§.N) ]-2 is dus asim:ptoties 

nor:maal ( 0 9 1) verd.eel. Gevolglj_k is 
1 

[Sn-E(SN)][var(SN)]--·-2 asiiYl})·toties normaal (0 9 1) 

verdeel as N~wo 

Hiermee is stelling 3. l bevvys. 

Opmerking. 

Die bewys kan uitgebrei word na die geval waar die 

Fi en vNi nie vas is nie. Onder die voorwaardes van stel

ling 3 .l geld die af3imptotiese nor,;1a1i tei t ge1ykma tig met 

betrekking tot die F. en v1J. 9 O<v <v1\lJ'<l-v <1. l ~l 0- ~l- 0 

Die bewys van hierdie bewering gaan analoog aan 

die van 11 Coroll2vry l" van C+S(l958). Soos in C+S(l958) 

kc.,n bevvys vvord dat BIB. (x) 1
2 +6 < m en met behulp van 

l 

lemma 3.11 hieronder kan verder bewys word dat 

I I 12+6 E s. . < m. lJ 

I1ermaa 3.11. Indien vir 'n r;y f:,:nksies Gg(x) 9 g==l 9 2 9 ••• ,k 

geld E IG (x) 1
2+6 == 0(1) vir 6>0 en k eindig 9 de,n volg g 

ui t 'n. stelling van Taylor ( TI_YLOR 9 A. E. (1958) , Intra-

duction to ll'unctional Analysis" p. 16) dat 

Lermna 3 012. ( C+S ( 19 5t3) ) : As J r; ( ~) d.ie vervvagtingswaarde 

• ;J • ..t..de :1 • , - • t k lS van ule ~ waarQe lYL rang van n eweKans1ge s ee .~ 

proef van grootte N uit 'n populasie met verdelint:.;sfunksie 

die inverse funksie van J en 

( ) ..1. t:. 
I J- m ( U) I < E[ U ( 1-U) J - m- 2 + 0 vir 6 > 0 en m==O , l 9 2 , dan is 

lim JN(H) == J(H) O<H<l, 
IT -7CD 

1 

J}j(l) - 0 ( l\(2-) en 

J [J 1~(!~~)-J(H1~)]dF.n II- , .~.. . l i 
'~ 

~Be~?:ys ~ Die le.mma vo1g regstreeks ui t C+,:3( 1958) se 

teorema 2o 
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3. 4. DIE ~-'OETSil'TGSGROOTHJ:;ID Tk. 

Stel 
CD 

(3.55) tl. = f J~[Hm(x)]dF. (x) 
_CD 1\ J\: lni 

waarby Fi~.(x) en H~(x) in (3.5) en (3.6) gedefinieer is 
l 1. 

en JN 'n willekeurige funksie is wat voldoen aan voor-

waardes (3.10) tot (3.14). 

(3.57) 

Dan definieer ons as toet~ingsgrootheid: 

k "0 

T1~ = >.:: t~ . 
J:'_ • 1 l 

l= 

Opmerking·s. 

1). Die groothede ti, ti en Tk is alTial afhanklik 

van N. 

(3.58) 

( 3. 59) 

netsoos 

2 ) 0 

c., l 

3). 

Uit ( 3. 9) volg dat C' UN = t. l as 

(1 indien i' = i = lo indien i' I i '-. 

t. kan geskryf word in die vorm 
l 

(i) u(i) (i) (i) 
ti = A + ~lN + B2N + C 

sl\T. 
1'.! 

1) d t d · A ( i) t · · "h • ' • :'-Y·e·vc-=-;.1 oo..~.1.r , m ·a _le ..L"l. - er}ne lD. Hlerc~.le ~ _ .... 

konstant en N~ x die C ( i) -terne asimptotios in wa<:~rskyn-· 

likheid gelyk aan ntLl is ( sien byvoorbe,eld lemma 3.10)? 

is alleen die B(i)_terme van belang by die bepaling van 

die asinptotiese variansies en hovariansies van die t. 
l 

(3.60) 

(3.61) 

Uit (3.4·5) vole m.b.v. (3.~~8) dat 
n. n 

( i ) ( i ) '}., VJ:iTg [ 11-. 1 ._2- .-v ( ) -1 -R '"'-' ( ) J B11;r,, +B2l\J = LJ 2..J Bcr x .. -n 2J B. x(J'. _ 
~ • - l J. __ 1 5 lJ g J. __ 1 l sJ g 

= t '·' s~. 
l 

4). Met behulp van (3.58) vol& uit (3.33) dat 

A(i) =I J(H)dF. 0 

I l 

Ia o, 
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3.5. LDIIETVERTIELING VAN Tk ONDER H. 

L emrna 3 13 D . t . d t '.' d d - · . . le venvag lngswaar e van wor gegee eur 
l 

II 

(3.62) E(t.) = 0. 
l 

Bewys~ Uit (3.60) volg 

E( t '.') = 0 omda t EB ( x .. ) = 0 vir alle i 9 g en j. 
l g lJ 

Lemr.o.a 3.14. Die asimptotiese waarde van die verwagtings-

waarde van t. word gegee deur 
l 

( 3 • 6 3 ) lim E ( t . ) = j J ( H) dF . < CD • 
N ~CD l I l 

Bewys~ !VIet behulp van (3.58) volg uit (3.29) dat 

lim E ( t . ) = / J ( H) dF . ( s i en § 3 • 4 o Jlffi e r king l ) 
11 ~ l I l 1'; -?CD 

= K < co soos i11 lemma 3 o 5. 

Lernma 3.15. Die variansie van t '.' word gegee deur 
l 

(3.64) Nvar(t~)=v;~ Z IvN v~gaB B ~2~vmgaB B +~vNgaB2 
l L l ut 1 g 1~ . nt · 1~ • • • • g 6 gl 6 l g gl ll g lg 

ll 11· 

en die kovariansie tussen t. en t., vir ~I i deur 
l l 

II II "\' '-.,""' ,,.., 

(3.65) Nkov(t. 9 t.,)=LJVN,.aB. B. -L.JVNgoB .B .. -6vNO'oB. B .. 
l l g g lg l'g g gl l 1l g 5 gl' ll1 

waar aB .Bnt. gegee is in (3.22) en a~. = aB. B. 
gl 5 l lg lg lg 

' (=A s§) 

' (=B s~) 

l 

(=C s~) 

' (=D s~) 
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Neem die terme afsonderlik. 

n. n., 
I -1 -1 2- l 

A = E[~ ~vNgvHg' ni vNi'j~l j~l Bg(xij )Bixi'j') J 

= 0 indien i' 1- i want dan is B (x .. ) en B:rt(x.,.,) 
g lJ 6 lJ 

onafhank1ik var.Jnekaar en EB ( x .. ) = 0. 
g lJ 

-1 -1 '\' '\' = n. Vw· 6 6VI~aVm~ n.aJ3 B l 1~ l a4 '11 0 1'1 0 l . , . 
+ 0 omda t x . . en x . ., onaf-

lJ lJ 

' 

g b gl gl 

hank1ik is en met beh~1p van (3.27) 

= v;
1
2. i ~v~~vwa4 a~ B . 

l~ rrl l··cs J.'~l) ..LJ • m. g G gl 6 l 

ni 1~"' 
]3 = - .)_'_. ·,· . -1 [ y y "'-' ( ) "'-' ( ) l 

6v"r n. E ..... ~ Bg x 1. J. Bi' xrtJ.'' _, 
g f!} l';g l j =l j'=l '-' 

wat nul is 

behalwe e.s g = i en j' = j, in \Velke geval 

n. 
I 1 l 

B = - .>-: v1:r n-:- ~ EB ( x . . ) B . J x . . ) 

f 

g \g l j=l b lJ l lJ 

' Netsoos B , is 

C = - >-=vi.-. aB B 
g '-:g gi' ii' 

n g 
D

1

= ~ ~vNgn-g~1 E[ L 
g gt j =1 

as €~ = g e~ j' 

n,..,. 

n 

f J3. (X r • ) B.,( xg"J'') J 
j'=l l gJ l ~ 

= j 

= ~~vEa'ng-·1 . f EEi ( xg,J·) Bi,( x~ZJ.) 
g b J=l . 0 

= ~vNgoBigBi'g 

wat nu~ is behalwe 
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Indien ~ I i, volg dat 

Hie rm e e is l errun.a 3 . 15 be vr~r s • 

Opmerkings. 

1). Omdat A(i) konstant en die c(i)_terme asimp-
1 

toties in waarskynlikheid van kleiner orde as N-~ is, volg: 

" (3.66) limN var(t.) =limN var(t.) en 
N -7CD l N -7CD l 

11 II 
( 3 • 6 7 ) 1 im N ko v ( t.: ~ t . , ) = 1 irn N kov ( t . , t . , ) , i' I i . 

N-7CD j_ l N-7CD l l 

2). Substitusi8 van (3.58) in (3.30) lewer die

selfde uitdrukking vir limN var(t.) as di~ in (3.64). 
N-7CD l 

3). Met behulp van (3.58) volg uit (3.49) dat 

( 3 . 6 8 ) 0 < l im N va r ( t i ) < CD • ( S i e :a o o k ( 3 . 2 3 a ) en 
N-7CD 

lemma 3. 7). 

Lemma 3.16. Die vervvagtingswaarde van Tk onder H ··.vord 

gegee deur E(Tk) = (k-1). 

Bewys: E(Tk) = E{0(N-ni)[ti-E(ti)J 2[N var(ti)J-
1 } 

l 

= 2.J(l-nl./N) E[t.-E(t.)J 2/var(t.) 
l l l 

l 

= (k-1). 

1 1 

(3.69) e 1 = Nci(N-ni)-~[var(ti)]~ vir i=l,2, ... ,k, 

dan besit 
A A 

(3.70) .§. = Le.t. 
. l l 
l 

asimptoties 'n nor1naal verdeline as N -»a). 

Bewys~ [S1\T-E(S
1
\r)J/o 8 if.1 asimptoties normaal (0,1) 

H I N 

verdeel as N _,.m ( stelling 3 .l). Gevolglik is 
1 

N2-( SN-ESN) asimptoties normaal verdeel as N _,.CD omdat 

( 3 • 4 9 ) 0 < 1 im N 0 ~ < CD • 
N-7CD 'N 
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Maar uit (3.9) en (3.55) volg 

(3.71) Nt(SN-ESN) = N± ~ci[t 2.-E(ti)] l -· 

:l 1 1 
= N-~- ~(N-n. r2N-lrvar( t.) ]--2 e. [ t. -E( t.)] 

i l - l l l l 

(sien lemma 3.15 opmerking 3) 
1 1 

= ~e.(N-n.)~rt.-E(t.)][N var(t2.)]-~ i l l '• l l 

A 

- ~e.t. uit (3.56) 
. l l 
l 

= S 1 waarmoe die lern.ma bewys is. 

Opmerking. 

Deurdat die c. 's willekeurige eindige getalle is 1 l 

kan die ei 's ook beskou word as willekeurige eindige 

get;:.~lle ( ui t ( 3. 69) en lemma 3.15 op;nerking 3). 

STELL Il~G 3. 3. 

Inc_ien 

( 3. 72) Enige twee frekwensiefu:n.ksies \Yat mekaar nie reeds 

oorvleuel nie 1 al bei deu:c· 'n g-emeenskaplike d.erde frekvven-

siefunksie oorvleuel worc1 
( oorvleuelingsgebiec1e van maat, 

m.b.t. elk van die oo:rvleuelende v2rdelings, > 0 ) 1 

1 

dan is die momentomatriks M
3 

vo..n die variante N~t. onder 
l 

H 2~sirnptoties van Y.T,ng ( k-1) as N ~CD. 

J3ewys ~ Die bevvys g2"2on aan cLie hand van enkele hulpteoremas. 

Opmerking. 

Onder ( 3. 513) impliseer voorvvaarde ( 3. 72) die 

geldigheid van (3.28). 

Lemma 3.18. Stellinc; 3.3 geld onder H
0 

• 

Bewys: Onder H
0 

is cB TI = konstant, s~ = o2
1 

gi g~i' 

alle i,~, g en~. 

Vergelyking (3.64) word den: 
II _2( -1 l) :~vr,:rg N var(t.) = 0 VNi ·-2 + omdat - l 
l 

2 -·1 1) = 0 ( VNi -
( 1 ) --1 0 2. - -vN. vl"T. l _,l 

vir 
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Vergelyking (3.65) word: 
11 

" 2 2 N kov(t.?t.,) = o (1-l-l) = -o. 
l l 

Dus~ 

= ( 1- ~ vN, . ) a 2 
i l 

= o .. 

M3 is dus hoogstens van rang (k-1). 

Vir alle v~.J·>v >0 volg orMiddellik dat 
J\l- 0 

·- .1. " _:1_ " 
2_; vNT.kov(N 8 t. 7 N 2 t.,) 1- 0 en verder bestaan daar geen 

i Cl-r) .l. l l l 

getalle ai sodanig dat 
.1. II :1. II 

2: a.kov(N 2 t. 1 N2 t.,) = 0 vir alle i' nie. 
i(-j.r) l l l 

Hier.mee it.~ lerm::na 3 sl8 bewys. 

Le:m.,.'TI.a 3.19. Onder die hirJotese Ha, naamlik da t die 

:populasies met verdelingsfunksies F. nie almal identies 
l 

is nie 1 is M
3 

asimptoties hoogstens van rang (k-1). 

Bewys: Die lemma word bevvys dour aan te to on da t d.ie 

deterainant van T:I
3 

asir:nptoties gelyk is aan nul e Nodig 

en voldoende hiervoor is dat daar asimptoties 'n line~re 

verbe_nd tussen die k kolorame van die matriks bestaan, 

naarnlik~ 

( 3. 73) lim ~n.kov(t. ,t.,) = 0 vir i' =1~2,. o o ,k. 
N ~CD i l l l 

Iviaar 

lim n. kov( t. ? t .,) 
N ~CD l l l 

Nodig en voldoende vir die geldigheid van (3.73) is 

( 3. 74) 
.1. It _.:)._ " 

lim 2:v1\T. kov(N 2 t. :J~ 2 t .,) =0 vir i' =1 9 2, •.. , ko 
• l~ l l l 

N~CD l 
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Met behulp van (3.64) en (3.65) kry ons: 
·-, ( ,~ II ..1_ II )\) }-ov m~~ m8t ) 
LJ 1\T • ~ l\ v · 7 l~ • I = 
. l~l l l 
J. 

i ivml·Vm .aB .n .. - i ivml.vi~g~aB B i g l\) l\Jg gl.L)l'l i g l': ~ L gi' ii' 

= 2: L:,vNg vN.o' ( 0 B B., 0}3 
Bi'gt 

) 
g 0 '0 gg lg ggt 0 

= o. 
Dit geld vir enige waarde van ~ • 

Aan voorwaarde ( 3. 7 3) word di::S voldoen. Daar 

bestaan dus asimptoties 'n lineare verband tussen die 

k koloEnne van die ma triks Ivi 
3

• 

~~Iierm0e is lemrHa 3.19 be-. . .rys. 

Bewys van stelling 3.3. 

In lemma 3.18 is bewys dat 1.13 van rang (k-1) is 

onder H
0 

en in lemriLa 3.19 da t Tv1
3 

asimptoties hoogstens 

van rang (k-1) is ondor Ha. 

Ons bewys nou dat M
3 

onder H oak asimptoties, a 

vir I-T ~CD, van rang ( k-·1) is. 
_l_ " Dui die momentematriks van die variante N2 t. aan 

l 

deur lVI4 • Indien die rde ry en kolom van M4 weggelaa t 

word, ontstaan 'n matriks aangedui deur Mir). Ons moet 

aantoon d.Et daar geen line@re verband. tussen die kolomme 

van Mir) bestaan nie. 
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n , :;) . . de 
_ues.r~ou Ct.le 11 - ry. In lem..rna 3.19 is bewys dat 

( 4 ) 
.. J_ II .J'- It 

3 . 7 · a /, v1,r 1. k o v ( N 2 t . 9 N 2 t . , ) = 0 • 
i ' l l 

Ons wil nou bewys dat 

( 3 . 7 
~) ) -, ( _:lo_ II _:J,_ II 
-- 2.~ aikov N2 t. 9 N'~t.,) f:. 0 

i(~r) l l 

waar die ai 's willekeurige ko~ffisi§nte is (nie almal 

nul nie). 
~ .1 

>-~ a. kov( N-2 t '.' ~ l\f2 t '.',) == 2: (a. -v"T. ) kov(Nit '.' ~ Ntt '.',) + 
i ( ;fr) l 1 l i ( ,;lr) l l'll l l 

_ _:1_ II _l_ II .1. II .1-. II 

+i.JvN. kov(N 2 t. ~N 2 t .,)-vN kov(N 2 t .,,N 2 t ) 
i 1 1 1 r 1 r 

-, ( ) .1.11 1-_11 j,_ll 1-_11 
== /_, a.-v1\T' l::ov(N 2 t. 9 l-F~t.,)-v1\T kov(N 2 t., 9 N~t ) 

i ( ,;lr) 1 1~ l 1 1 1\r l r 

OT< ·n 
.0. .n 1'g rg 

met behul:p van (3.74a). 

Uit vergelyking (3.65) volg dat 

1-Iierin word term.e soos oB. B 
l'r gr 

') 0-o B 
..U • I 'I g:L Tl 

(c=l? 2 c; ••• ~ k) bevat vva_jc nie al:mal in 

_ L11 .1.11 

en 

:Z (a.--v,-· )kov(N 2 t.,,N 2 t.) voorkom nie 9 \ 11Taaronder 
i(f:.r) 1 ~l 1 1 

by-

') 

voorbeeld oB. B (rf~) en a~ 
l'r rr ..Liri' 

Aangesie:n die a. 
l 

's 

nie funksies van die F. 's is nie en omdat die indekse in 
l 

B. en Bi'r van oB. B. (sien vergelykings ( 3.16) 9 ( 3.17) 
lg 0 lg rc 

en (3.27)) nie verwissel kan word nie, behalwe onder H 
0 

in welke geval die rang van die matriks M
3 

reeds as (k-1) 

bevvys is (lemma 3.18) 1 volg da t 
.1_ II _;L._ II 

2~ a. kov(N 2 t_., 9 N~ti) I 0 mi ts nie alle o"R E 
i ( -1-r ) 1 J. ~ i'r j gr 

vir vaste r en r nul is nie. aB ., .. ) en oB ., E 
g~ nr~ 1g rg 

Voldoende hiervoor is dat f~ en fr mekaar oorvleuel, of 

dnt daar tenminste ~~n f (g I ~,r) bestaan wat sowel g 

f., en f oorvleuel. "~/oorsiening hj_ervoor word deur 
J. r 

··,roo:cvvaarde ( 3. 72) ~:,em.ac:tl::~. 

Daar bect&an dus in die algemeen geen line@re ver

ba:nd tuscen die ( k···-1) kolo:m1ne van IVIi r) nie e 
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Gevolglik is IMir) I ~ 0. 

M4 is dus van rang (k-1). 
II It 

Omda t lim N t:ov( t. 9 t .,) = lim I'T kov( t. 7 t .,) 
"".1" l l v l l 
fi~CD ~~CD 

( s i en ( 3 . 6 7 ) ) ? is M ~) cl us as imp tot i e s 9 vir N ~CD 9 van 
..) 

rang (k-1). 

Hiermee is stelling 3o3 bewys. 

Opmerking. 

Indien aan voonvaarde (3.72) nie voldoen word nie~ 

venninder die rang van m
3

• Vvord f., en f nie albei deur 
l r 

enige t:n1der frekvvensief-u.nksie f g gesny nie? dan is alle 

0 B. B ? 
0 B. 13 

l'g rg l'r gr 
en o~ ~ nul, sodat 

-'-'gi' .J."'ri' 

.. .l II _:1._ i1 

is ~ a.kov(N~t.,N~t.) = 0 
i(lr) l ~ l 

en is die rang van M
3 

hoogstens ( k-·2). 

STELLING 3.4. 

In.dien 

( .3. 72) Enig·e 'cwee freh:'.vensiefunksies wat mekaar nie reeds our-

vleuel nie? albei deur 'n gemeenskaplike derde frekwensie-

fm1ksie oorvleuel ;·\rord ( oorvleueling·sgebiede van m8 .. at, 

El. b. t 0 elk v2.n die oorvleuelende verdelings 1 >0), 

dan is die momente~atriks M5 van die variante ti onder H 

asimptoties van rans ( k-1) as N -;.m. 

J. 

Bevvys ~ Die transforrnasie van l'f2 t. na t. is lineer en 
l l 

nie-singuli(;;r. Gevolglik is die rang van die ma tril:::s I.lh 
J 

asimptoties cie;.:)elfd.e aEJ die van matriks M
3

? naamlik 

( k -1 ) ( s telling. 3 • 3 ) . 

1 
Lemr:1a 3. 20. Onder voorwae1.rdes ( 3.10) tot ( 3.14) en ( 3. 2e) 

(of ( 3. 72)) voldoen d.ie variante t. aan die voorwac:rde 
l 

(3.76) lim :E~ it. 1
2+6 <co vir i=1 9 2 9 o. o ,ken 6>0. 

N-7CD l 
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Opmerking. 

Voorwaarde (3.14) word hier 
1 

vervang deur 

(3.14') 
IJ (H) I i_ K[H(1-H) l-4 + 6 

IJ (m) (H) I ~ K[H( 1-H) ]-m-!+6 , m=1,2 en 6 > 0. 

In a11e verdere verwyeings na voorwaarde (3.14) 

word imp1isiet bedoe1 (3.14'). 

Bewys: Sien by1aag B. 

Lemma 3.21. Onder voorwaL~rdes (3o10) tot (3.14) en (3.28) 

(of ( 3. 72)) is die gesa:rnent1i:t::e verC:_elint; van t 19 t 2 , ... , tk 

asimptoties normaa1 as N ->m. 

J3ewys: 01:1dat 
A 

(3.77) var(ti) = ( H-n . ) N-1var { [ t . - E ('t . ) ] [ v ar ( t . ) ] - i} 
l l l l 

(sien (3.68)) 
= l n./N is 

l 
A 

( 3. 7 8 ) lim var ( t . ) > 0 m. b. v. ( 3 , 4- ) , 
,. ..... _ __'>. l 
1~ -,CD 

Omdat ons verder ook bewys het dat 

( 3. 76) lim E It. 12+6 < CD vir i=l, 2 9 ••• 9 k en 6>0 
N -?<J) r l. 

( 1em[vY.la 3. 20) en da t, vir willekeurige eindige konstantes e., 
l 

A A 

( 3. 70) S = 2:;e . t . 
. l l 
l 

asimptoties norrnaal verdeel is as N -7CD (lemma 3.17) 9 volg 

uit lemma 2. 5 da t die gesamentlil::e verd.e1ing van 

STELLING 3.5. 

(3.79) 

Onder die voorwaardes (3.10) - (3.14) en (3.72) besit 

T = :6 z >~ c . c . ' y t . t . I 
i ~ ~ lg lg g l l 

waar die c. 's en Yg 's deur Mr bepaa1 word (sien lem-lg J 

ma 1.·1) 9 ondsr H asimptoties 'n x2-verde1ine met (1:::-1) gra-

de van vryheid. 
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A A 

Bewys: Die vnriante t 11 t 29 ••• 9 tk met E(ti) = 0 vir alle i, 

momentematriks A. (= M5) wat asimptoties van rang (k-1) is 

(stelling 3.4) en karakteristieke wortels K1 ,K 2 , ... ,Kk-l 

en 0 besi t asimptotie~::; gesamentlik 'n normaalverdeling 

(lemma 3.21) met karakteristieke funksie 

-tt'A.t 7 7 e waar ~· = (t19 t 2 ?••• 9 tk) en~ die oor-

eenkomstige kolomvektor. 

Uit lemma 1.1 volg dat T c:J.Sinlptoties 'n x2-verc1eling 

met (k-1) g.v.v. besit as N~m. 

Opmerkings. 

l). Vir elke spesifieke alternatiewe hipotese 

is Qie monentematriks A. bepaald en kan die karakteristieke 

vvortels bepaal word - sien lerX!:na 1.1 opmerking 3. 

2). Die toetsingsgrootheid T is baie algemeen 9 

maar die bepaling van die variansies en kovariansies en 

uit A die karakteristieke wortels K· is nie so maklik nie, 
l 

indien dit wel moontlik is. Aangesien ons slegs in asimp-

totieoe relatiewe doeltreffendheids-alternatiewe belang

stel (d.i. a1ternatiewe hipoteses H waarby a 

(3.80) Ha 

is dit voldoende om 'n toetsingsgrootheid soortgelyk 

aan di~ van hoofstuk II te bestudeer (sien (3.57)). 

3) • 

naamlik: 

'n Alternatiewe prosedure kan ook gevolg word, 
A 

Enige (k-1) t. 's besit asimptoties gesament1ik 
l 

die nie-singuliere normaalverde1ing (verge1yk lemma 3.17 

met ck = 0 = ek en stelling 3.4). Dui die :momentematriks 

van t 19 t 2 , ... ~tk-l aan deur M(k) en laat t~k) die ryvektor 

(~1 ,; 2 9•·· 9 ~k-l) voorstel met 1(k) die ooreenkomstige 

kolomvektor. 

71 -1 7 . l~ Dan besi t "t ( k )IVI ( k) "t ( k) asimpto ties, Vlr ~:~CD, 

'n x2-verdeling met (k-1) g.v.v. waar MT~) die inverse 

matriks is van M(k) (sien stelling 1.1 opmerking 2). 
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S~I'1~LI1 ING 3. 6 . 

Onder die voorvvaardes ( 3.10) - ( 3.14) en onder 

hipoteses Hr. van die vorm 
a 

waar die 6 's en E 's willekeurige eindige re~le getalle 

• -1 • d t ~ _]L_,.l N 0 . 1"' k lS SOCtanlg a uiN 00___, en E iN -~ 1 l= 1 c:? ••• , , 

besit 

(3.82) T- = 1:;:: 2:(N-n.)[t.-=s(t.IH. )J 2 [N var(t.!H )J-1 
i l l l a l a 

asimptoties, vir l~-70) 1 'n x2-verdeling met (k-1) g.v.v. 

Bewys: 
A 

Die momentematriks van die t. 's word soos volg 
l 

verkry j_ndien IT -70) ~ 

Uit (3.64) en (3.66) volg 

I. r -1 lim Nvar(t. H ) =lim -vp. 
N -70) l a N -70) .• l 

waar 

(3.22) a ~ J / Fl.(x)[l-Fl.(y)]J'[H(x)]J'[H(y)]• 
B .J3 ,. < < gl gl -ro<x y m 

• [d:B,g(x)dF g(y) + d:B,£~Cx)dF g(y)] 

= //F( 6 ·1\rX+E .i,,) [1-F( 6 '1\TY+E .1\.,.) ]J' [2::vi\T.,F( 6l., 11JX+E .,N)] o ll> l.L l ll~ ll'l i' .l\ l 1\ l 

+ dF( ogNX+E~g"N)dF( ogFY+EgN)} en 

-6mdat ,J en F .()_.:tal kontinu is, volg( sien GIBSON(l954) p.441): 

(3.83) lim o13 B = 2 If F(x)[l-F(y)]J'[F(x)]J'[F(y)]• 
N -70) gi g•i -CD <x<y< m 

• dF ( x) d:B' ( y) 

vir alle i, g en ~ 

= o2 (se) (< ro uit lemma 3.7. Sien 

ook leimna 3.18). 

Gevolglik is 

( 3. 84) 1 im N var ( t . I H ) 
l a 

lJ-70) 

( ) -·1 2 = 1-v. v. a • 
l l 
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Soortge1yk volg: 

(3.85) lim Nkov(t. ?-r;.,) =lim [l::'Jr-ro-OB J3 -L\JN .oB B -
N -1 CD l l N -1 CD g ; 0 ig i'g g g g i i'i 

,. l 
- 6 \JNgClB ., B .. , 

g gl ll 

-2:\) ,,. J 0 2 
6 g 

=- 02. 

Nou is m.b.v. (3.77) 
"' (3.86) lim var(t~) = 1-\J. en 

N ->CD l l 

l 

... "' 
( 3 • 8 7 ) l il~ k 0 V ( t · ~ t ~ I) 

n -7m l ..~.. 

[ (1-vr.) (1-vr .,) l;:;Nkov( t., t .,) 
= 1 im J l ~ l . l l -

N -1co [N var( ti) • N var( ti,) ]-2 

[ (1-v.) (1-v .,) l~-( -o 2 ) 
l l 

= 
[ ( ) -1 2 ( ) -1 2l-2 1-v. v. o 1·-v., v., o 

l l ~ l ~ 

=- /v.\J.,. 
l l 

In die limiet Y as N -7CD, is die momentema triks 

"' 
van die t. 's dus 

l 

I 
-1-7, = - \)\) 

\Yaar I die eenheidsmf!.triks is en \)' =(/v1 1 ./V2_, •.. 1 /vk ) . 

Omdat 0vi = 1 en alle vi>0 9 volg uit die bewys 
l 

van lenrma l. 2 da t alle karakteristieke wortels van 1\. 

gelyk is aan 1 behalwe ~~n wortel ~at 0 is. 

(3.88) 

Die toetsingsgrootheid T van stelling 3.5 herlei 

T = 
t~ "'2 
/..J t. 

. l l l= 

- ~(N-n.)[t.-E(t.)J 2 rN var(t.)]-l m.b.v. (3o56) 
. l l l ~ l 
l 

Hiermee is die stelling bevrys o 

 
 
 



Opmerkings. 

l). Voorvvanrde ( 3. 81) imr)liseer die geldigl1eid 

van (3.72) vir N voldoende groat. 

2) o M. L. FUEl het :i:n dieselfde rigting gevverk 

en skynbaar soortgelyke resultate gevind - sien Ann. 

~l~th. ~+at. (lqrl\ b t ' 6 13~0 r """' u v ;, o 1 , a s -rae -c; - 9 :p. J • Saver d.it aan 

ons bekend is~ is die volledige artikel nog nie 1~·epubli
. =* seer nle. 

Lemi..rJ.a 3 o 22. Vir al ternatievve hi:poteses VB.n die vorm 

( 3 . 81 ) H : F . (x ) ==F (. 6 . 1\Tx + E . ""~. ) a l ·ll'i ll.! 
waar Ll N 6iJ:~: CD en c:iH ~ o, 

i=l' 2 9 ••• 9 k ' 
volg dat 

N var( t. IH ) 
(3a89) lim l a l. = 

N-7CD N var(ti !H
0

) 

Bewys: Soos in stelling 3.6 vole 

(3.84) limN var(t. IH) = (v-:-1 -l)o 2 
l a l 

waar 

2 o = 2 I I F(x)[l-F(y)]J'[F(x)]J'[F(y)]dF(x)dF(y). 
--m<x<y< CD 

Uit 

(3.22) OB .:E-~.= 
gl ,_:;l 

f f Fi(x)[l-Fi(y)]J'[H(x)]J'[H(y)]• 
-m<x<y< CD 

• [ dF _J x) dF n-t. ( :r9--+ dJi ""'(_Jr).d]! cr ( y) J 
b G 6 o 

volg onder H
0 

dat 

0.-. "D 
Jj .J.) t' gl gl 

2 
- 0 JJus 

( 3. 90) lim T·: var( ti IB
0

) 
Ii[-7CD 

ooa~at ~ b v· (~ R~) 0 o llJ. It • • J 0 v .. R. • volg 

Nvar(t.jH) 
l C::L (3,89) lim 

l\" -70) 

[ -1 -. ')' ""' '-, J 2 = \) i /.J ,_J v P" v ·cr - 2L,Vgj' +L vg 0 -
2- • a' o b oil' .fZ 
() 0 '-' 

= 1. 

* Hierdie artikel het verskyn nadat die proefskrif reeds 

getik was, nl. in .Almo lVIath. Stat. 35, Maart 1964,pp. 102-121 

Puri beskou slegs verskuiwingsa1 ternatiewe by die a. r. d.

bepa1ing. 
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3. 6. ASIMPTO'riESE RELATIEIJE DOEI,THEJ3'FEI'fDHEID. 

3.6.1. Inleiding. 

In hierdie paragraaf word die asimptotiese rela-

tiewe doeltreffendheid (hierna genoem aor.d.) van enkele 

spesiale gevalle van Tk met betrekking tot die F-toets 

of Bartlett se toets vir die homogeniteit van variansies 

bereken. 

Beskou 

I 

n. 
l 

en 

( 3 0 91) t. 
l 

= 2: 'i'N ( 6 .. ) 
j=l I lJ 

soos in (2ol) gedefinieer, waar 

6 .. = r .. /(N+l) en r .. die rangnomr.o.er is van x .. in die lJ lJ lJ lJ 
gesamentlike rangskikking van die N waarnemings xij; 

j=l,2, ... 9 n.; i=l,2, ... ~k. 
l 

Lemma 3.23. Indien 

(3.92) en 

t 
..... NHN( X) ~J _.1_ 

( 3. 93) I !Ji,T[HT'r(x) ]-'¥~.. jdFl.n (x)=o.
11

(N 2
), 

I l \ - ~ H '1\T l . .l:"' N .L·1+ l 

i=l' 2 ') .• , k, 

dan is, onder 1 n algemene hipotese H~ 

I CD 1 

(3.94) E(t./n.jH) = / J[H(x)]dF.(x) + o(N-2 ). 
l l l 

-CD 

Bewys: Vir E)O geld uit die stellinb van Tchebycheff~ 
~ I ~ I 

P[ jN 2 (ti-ti/ni) ILE] ~ E[ IN 2 (ti-ti/ni) IJ/E 

= 
1E[N~ I IJ~rCH1r(x) ]-'±'i\1[NHi\r(x)/(N+l) J ldFl.n (x) 
E I 1~ ~ ,L', J.\ i 

N 
1 

+ N:; Hf _
1

1 J N [ HrT ( x) J- '±' N [ NHN ( x) I ( N + 1 ) J I dF in. ( x) ] 
N- l 

l l 1 1 1 

= ~E[N~op(N-~)+N~o(N-~)] m.b.v. (3.13)9 (3.92) en (3.93) 

= o(l). 
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Opmerkings: 

1). Voorrvraurde (3.143) kan soos volg omskryf word: 

( 3.149) lf(x+cxN--!)J' [A.
0
F(x+cxN-1t)+(l-A.

0
)F(x+c"xN-t)JI<M(x) 

CD 
vir N voldoende groat met ! x M(x) dF(x) <CD waar 1-. 0 >0 

-CD 

en die c 's willekeurige eindige re~le getalle is. 

2). 'n Voldoende voorwaarde vir die geldigheid 

van (3.143), is 
1 1 

(3.150) lf(x+cxN-2 )J'[F(x+c'xN-1Z)] I < M <co gelykm.atig 
()) 

in x vir N voldoende groot waarby /x dF(x) < oo met c en 
-(J) 

c' willekeurige eindige re~le getalle. 

STEIJLING 3 .11. 

Onder die voorwaardes (3.10)- (3.14), (3.92), 

(3.93) en (3.143) besit T~ (sien (3.110)) onder Ha asimp

toties 7 vir N ~CD, 'n nie-sentrale x2-verdeling met ( k-1) 

g.v.v. en nie-sentraliteitsparameter 

(3.151) A.~ 

Bevv;ys: Soos in stelling .3. 8 vo1g dP.t T~ asimptoties, vir 

N~m, ':n nie-sentrale x2-verdeling besit met (k-1) g.v.v. 

en nie-sentra1i tei tS})arameter 

(3.152) ~-. 2 = k lim Z 
N ~m i 

(N-ni)N[~(t~/ni 1Ha)-E(t~/niiH0 )] 2 

r) I 

NLvar( t. /n. IH ) 
l l 0 

uit (3.123) 

ro (N-n.)(d.-d.) 2n.(N-l) 
= f /xf(x)J'[F(x)]dF(x)] 2lim ~ l l l 

:... CD N ~CD i N ( N-ni ) 2: ( '¥. Nh- \f N ) 2 
h 

uit (2.20)? (2.21) en (J.l~-4). 

CD 

= [ I xf ( x) J ' [ F ( x) ] dF ( x ) ] 2.6 v . ( d . - d . ) 5J- im N-l ~ ( o/. T\Jh- ~ T\T) 2 . 
-CD i l l N ~CD h l~ l~ 
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Opmerking. 

3oos in opmerking 2 na ste1line 3. 8, kan A~ 

onder voorwaarde ( 3.125) ook :1og in 'n ander VOl"''D geskryf 

word, naamllk 

(3.153) A~ 
[ /~f' ( X ) J 

1 
[ F ( X) J dF ( X) ] 2 ~; Vi ( d , - d i ) 

2 

-00 l 
=- . ----

00 00 
lim / { J N [ HN ( x) J - f J N [ HN ( :t:) ] dEN ( x)} 

2 dHN ( x ) 
N-700-CD -00 

STELLil~G 3.12. 

Die asimptotiese relatiewe doel treff~;:ndheid van 
t 

Tk met betrekking tot Bartlett se toets B vir die homo-

geniteit van variansies, is 

00 
(3.154) ETk' ,B = [ /xf(x)J'~F(x)]dF(x)] 2 (~ 2-1)· 

-CD 

[ . "'J"-1 --, ( ' w ) 2 J -1 • 4 llm 1 ~ ~ o/ rh- ! T\T 
N -7CD h -- 1 

.. 

en ~ die rde orde sentrale moment is 
r 

van die verdeling met verdelingsfunksie F(x). 

Bewys: Bsrtlett se wysiging van die Ney~an-Pearson 

L1 - toets 'NOrd ge.:_~ee de'.: .. r 
l 2 .-, 2 ( ?.155) E = N loa (N- [n.s.' )n logs 

~ 0 8 ~ l l 1 
- ~ i e i 

l l 

s~ die variansie is van Cie ide steekproef. 
l 

Volgens C30USZ(1960) §4.11 besit B onder H
0 

as~~p

toties, vir N-7CD 7 'n nie-sentrale x2-verde1ing met (k-1) 

g. v. v. en nie-·sentre,li tei tsparameter 

( 3. 156) A~ 4( n,~--·l_)-l 1· >~ (, d ) 2 = ~. lffi ~vN. n.- ~ 
c.. J'\ -7(D i - l l 

( ) ) -1 -, ( ::1 ) 2 = 4 ~ 2-1 ~vi d.-ai . 
l 

Die a.r.d. van T~ m.b.t. B is dan (sien (3.131)): 

(3.157) ET~,B = Ai/A~ 
CD 

= (p 2-l)[ /xf(x)J'[F(x)]dF(x)] 2• 
-CD 

.[4 lim N-1 ?1~1'(yNh-WN)2]-l . 
:G"! ->CD 
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Definieer x~ deur P[x
2 2 x~IH0 ] =a. 

I 

Dan is Tk asimptoties onderskeidend met betrekking 

tot die klas van hipoteses F waarvoor 

(3.186) lim P[T~ 2. x2 IHJ = 1 vir elke alternatiewe hipo-
1'~- -7CD ex 

tese H in die klas sien §1.3 en CROUSE(l960). 

3.7.2. 'n Belangrike Stelling. 

STLLI;IHG 3.13. 

Onder voorwaardes (3.10)-(3.14), (3.92) en (3.93) 

is T~ asimptoties onderskeidend met betrekking tot alle 

H waarvoor lninstens ee:n y. = m so lank net ( 3. 72) celd. 
l 

Bewys! Neen eerstens 

(3.187) li~ (E. -E. )/a. =+CD vir enige bepaalde i uit 
N -7CD 1a 10 10 

Dan is 

(3.188) P[T~ < x~l = P[ ~~~2 < x~J 
l 

"'l 

= P[ I ti I < X ex] 

P[ I ( N-n. ) j- ( t ~ /n. 
1 

= -E. )/(N2 o. ) I < X a) l l l lO lO 

' :l 

= P[ jt./n. -E. I < x o . ( 1-vl\f. ) - 2 ] 
l l lO ex 10 J. 1 

' 1 

< P[ t./n. -E. < )' 0 . ( 1-v- .. . ) - 2 J 
l l lO '-ex lO " l 

= P[(t~l~i -Eia)loia < 0 io 0i~{xa(l-vNi)-t-(Eia-Eio)loio}J. 
1 

Omda t lim x ( 1-vN. ) -~ = lconE'tant < co (want 
1~ -70) ex 1 

lim vN. < l uit (3.4))~ volg uit (3.187) dat 
N -7CD l 

:l 

X ( l v )-~ (E E )/o ne,~atief is vir voldoende ex - Ni - ·ia-'io io -

groat F~ s@ vir N > N
0

• 

Derhalwe geld vir N > N : 
0 

( 3 · 189) P[(<lni -Eia) I 0 ia < 0 io 0 i;_ {xa ( l-v!i:i) -~- ( Eia -Eio) I 0 io}] 

< P [ I ( t ~ / n . - E . ) / o . I > o . o ~ 1 I X ( 1- v1\T · ) -- t - ( E . - E . ) / o . I ] 
1 1 1 a 1 a - 1 o 1 a o: 1·, 1 1 a l o 1 o -

[ ( I I \?I 2 2 -2 { ( ) ~J ( ) I 2 = P t . n . - E . J - o . > o . a . x 1-V-r·r . ~- E . - E . o . } l 
1 1 1a 1a -- 10 1a cx 1\ l 1a 10 10 -
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Dui die rangnornmer van zh aan deur rh 

( z1~z 2~ ..• .s_zN) o 

Omdat rh/(N+1) nie strengstygend. in h is nie en 

die verde1incsfunksie F(x) we1 monotoon strengstygend is 

in x~ is 'n aanpassing in die definisie van JN[F(x)] 

nodig sodat aan voorwaarde (3.93) vo1doen word. Stel 

naam1ik 

-- {~F ( X) I ( N + l ) vir F(x) < 1 

(3.158) JN[F(x)] 
7) 
r-., 

1-NF(x)/(N+1) vir F(x) > 1 -;;; 0 

Dan is 

{ F(x) vir F(x) < 1 

J[F(x)j 
= 1-F(x) 

2 

vir F(x) > -k- . ,;:. 

Nou is 

J I [ }<' ( X) J = { -ll vir x < "" "''"o 
vir x '> x

0 

waarby F(x
0

) = i (sien §3.3~ net na verge1yking (3.17)). 

D.v.r.s. x is die onbekende ge~eenskap1ike media&n van 
0 

die verdelings F i • 

tLaar in die pwit x = x bes taan J' [F ( x)] nie 0 

0 

Aan voorwaardes (3o10) - (3.14) word voldoen (sien 

ANSLRI en BRADLEY(l960) p. 1183) 9 behc.lwe a&n voorwaarde 

( 3. 14) in die :punt Y = x . - 0 Die uewys slaag egter nog 

omdat bogenoemde 'n punt van maa,t nul is. Voorwaardes 

(3.92) en (3.93) word bevredig. Verder is 

f ( x) I J' [ JI· (x:) J I = f ( x) -~ K < CD 9 soda t ( 3. 14 3) 

bevredig word ( sien stelling 3 .10· opmerking 1). 

m X CD 

( 3 . 15 9 ) I xf ( x) J ' [ F ( x) ] d F ( x) = - I 0 xf ( x) dF ( x) + I xf ( x) dF ( x) . 
-Q) -CD 

Uit (2.80) en (2.90) volg m.b.v. (2o20) dat 

( ) . -1 ,, . .., ( - ) 2 1 
3 . 16 0 llm N 6 IJ:' J:-Th- '±' y;- = 48 

N -?CD h ! ~ ..__, 

Substitusie van (3.159) en (3.160) in (3.152) lewer 

X 

= 4 8 [ /~f ( X ) dF ( X ) - j x
0f ( X ) dF ( X) J 2 ~Vi ( d , - d i ) 

2 

x
0 

-CD l 

 
 
 



114, 

so de;~ t met behulp van ( 3.156) en ( 3.157) volg 

X 
Q) 2· 0 2 2 = 12 ( f3 2-1) [ / xf ( x) dx - / xf ( x) dx] 

X -OJ 
0 

Opmerkings. 

l). I3ostaande ui tdrukking is di.eselfde as die 

verkry deur ANSARI en r:a.AJJLEY(l960) vir die twee-steek-

proef geval en is ook dieselfde as die a.r.d. van SUK-

l~TME(l957) se T-toets m.b.t. die F-toets (in die twee

steekproef geval). Sien ook J{LOTZ(1962) vergel;yking (3.3), 

2). Vir die normaal (0 1 1)-verdeling is 

2 
= 6/n = 0. 61 

Vir die homogene verdeling is ET B = 0.60 
6 ~ 

Vir die Laplace-verdelin~ met f(x) = ±e-]xl is 

ET B = 0.94 (sien ANSARI en BRAiffiEY(1960)). 
6 ' 

3.G.3.3. (gewone toekenning van 

rangnommers) • 

r~ou is 
I 

( 2.101) t. 
l 

mst toetsingsgrootheid ~ff gegee 
lVJ. 

in (2.109). 

Stel JN[F(x)] = ~N[NF(x)/(N+l)] vir O<F(x)<l 

J;..] 2 
-~ I = [NF(x)/(N+l) 

Tian is J[F(x)]= [F(x) - ~] 2 

J'[F(x)] = 2[F(x) - 1J 

met 

= 2F(x) - 1 en 

f(x)J 1 [i(x) J = f(x) [2F(x) - l] < K < m sodat 

( J .14 3) bevrec3 ig word. Di t volg maklik da t voorwaardes 

( J.lO) - ( 3.14), ( 3. 92) en ( 3. 93) bevredig word. 

Met behulp van (2.20) volg uit (2.103) dat 

lim N-1 )~( ,±'Nh-WN) 2 = lgO 
N~ro h 

 
 
 



11 5. 

Uit (3 . 152 ) vo1g nou: 
00 2 2 = 180[ / xf(x)[2F(x) - 1]dF(x)] ~~i(d .-di) 

- m 1 

sod.at m. b.v. (3 .156) en (3 . 157) vo1g: 

(3 . 164) ET B 
M' 

m 2 m 2 0 
= 4 5 ( B '"' - 1 )[ 2 I xf ( X) :F' ( X) d X - I xf ( X) d X r- . 

'C:. -m - m 
Opmerki ngs, 

1) . Hi erdie uitdrukking is diese1fde as die 

a . r . d . van MOOD( 1954) se toets m.b.t . die F- toets (sien 

SUKHA1rii1E( 1957)) . Di t is in ooreenstermning met wat ons 

vervrag, want TM is ' n u i tbre i cl ing van MOO:V( 1954) se 

toets i ngsgrootheid van twee na k steekproewe (sien 

§2.5.3 . 2) . 

2 ) . 

Sien ooki<LOTZ( 1962) verge1yking (3 . 2) . 

Vir die normaa1 (0,1) - verde1ing is 

E'l' B = 15
2 = 0 . 76 ( sien MOOD( 1954) en 

·l':I 9 2n 
])\'!AS S ( 1 9 56 ) ) . 

is 

Vir die ~omogene verdeling is ET B = 1 . 
M' 

Vir die verde1inb' net frekwens iefunksie 

f(x) = -!-(1- a)aa- 1 ix ~--a - ai.x.)_a, a<1 

E.n B = 5(1-a)(5- a) - 1 wat na 0 nei2; as a~ 1 (SUK
'ly, 

.. h 

HATk1E(1957)) . 

£;G1d 

is 

Vir di e verdeline:; met frekwensiefunks ie 

f(x) = . (1+x2) - m 

B(l,m-~) 

E ~m rn B as m~ 2 . 5 
..... M,_ 

- m<x<m 

(CROUSE( 1960)) , 

Vir die Lap1Ece- verde1i ng met f(x ) = te- lx l 

E = 1 . 08 
'rM,B 

( AnSA:tn en BI-tADLEY ( 19 60) ) . 

3. 6 .3.4 . ~N(6 i j) = (6ij - !) 2 (rangnommer2 van weerskunte 

af toegeker.~.) . 

Hierdie gev&1 s t em presies ooreen met die vorige 

(sien §2 . 5.3 . 3 opmerking 2) en word nie verder bespreek 

nie . 

 
 
 



3.6.3.5. 

nommers). 

'±'N( 6 .. ) . lJ 
2 = 6 .. 
lJ 

116. 

(gewone toekenning van rang-

Hier is 

(2.121) t~ = ~r~./(N+l) 2 met toetsingsgrootheid TR 
l j lJ 

gegee in (2.129). 

Ste1 JN[F(x)1 = [NF(x)/(N+l)] 2
9 dan is 

J[F(x)] = F2(x) met 
I 

J [F(x)] = 2F(x) en word a11e voorwaardes, 

soos in S3.6.3.3 9 bevredig. 

Voorwaarde (3.143) word bevredig omdat 
I 

f(x)J [F(x)] = 2f(x)F(x) ~ K < m. 

U it ( 2 . 12 7) vo1g: 1 im N-1 2: ( '±' Nh- 'F N) 2 = ~ sod at 
N~m h m 

(3.165) A.~= 45[ /xf(x)F(x)dF(x)J 2 ~ vi(d.-di) 2 uit (3.152). 
-m l 

Uit (3.156) en (3.157) volg: 

45 00 2 2 (3.166) ET B = Lr(~ 2-1)[ /xf (x)F(x)dx] • 
R 1 -m 

Opmerkings. 

1). Vir die normaa1 (0 91)-verde1ing is 

= 0.047 

Vir die homogene verde1ing is 

1 
ET B = Ib = 0. 0625-

R9 

2). Bostaande toets word eint1ik aanbevee1 as 

toets teen verskuiwingsalternatiewe. Die aor.d. van 

TR m.b.t. die F-toets is uit (3.131)~ 
m 

E = 45[ f f 2 (x)F(x)dx] 2 o~ • 
TR9F -m 

Vir die normaa1 (0 9 1)-verde1ing is 

ETR,F = ~rr = 0.895 

Vir die homogene verde1ing is 
15 

ETR
9
F = Ib = 0.9375 

 
 
 



117. 

3.6.3.6. '±'iii(o .. ) 
l~ l J 

2 = 6 .. 
lJ 

(ra:ngnommers van weerskante af 

toegeken). 

T-'ier is 

(2.130) t~ = ~r?./(N+1) 2 met toetsingsgroothede TG. en 
l j lJ 

T H 
gegee in (2.138) en (2.145) namate N ewe of onevve 

-{ [~F(x)/(N+l)] 2 vir Laat JN[:b'(x) J - 2 
vir [ 1-lTF ( X ) I ( ~-~ + 1 ) J 

Dan is J[F(x)] 

JJ'( x) 

IT ( x) 

~ 
8 
~ 

< 
> 

vir Ii'(x) < 
vir F(x) > "'";Z • 

Ste1 weer F(x
0

) = ~. 

Gevo1g1ik is 

J'[:P(x)] { 2F(x) 
- -2[1-F(x)] 

vir x < x
0 

vir x > x
0 

• 

~ 
2 
1 
2 

is. 

0 

A11e voorwaardes word ooK in hierdie geva1 bevredig. 

Uit (2o136) en (2.143) volg 

( 3 16"7 J 1 ' 1\r-1 > ( \Lf ~ ) 2 1 
• 1 lffi l~ _, ,;. J\Tb- I r:r = -

N --7CD h l ~ · 180 
CD 

(3.168) lxf(x)J'[F(x)JdF(x) 
-CD xo m 

= I xf ( x) 2111 ( x) d ?' ( x) - I xf ( x) 2 [ 1-F ( x) ] dF ( x) 
-CD X 

XO OCD 

= 2 [ J xf ( x) F ( x) dF' ( x) - I xf ( x) d:B' ( x) + 
-CD XO CD 

+ lxf(x)F(x)dF(x)] 

m m 
xo 

= 2 [ J xf ( x ) F ( :x ) dJ!' ( x ) - I xf ( x ) d]i ( x ) ] . 
-m x

0 

Met be~~1p van (3.151) vo1g nou vir sowe1 TG as TH; 

2 m 2 m 2 2-· 2 
( 3 • 16 9 ) A G H = 7 2 0 [ I xf ( x) F ( x) dx - I xf ( x) dx] ~; v _. ( d • - d . ) . 

-m x l l l 
0 

Ten s1otte vo1g uit (3.156) en (3.157): 

(3.170) ET B 
·-GH 9 

Op.merking. 

Vir die nor:naa1 ( 0,1) -verd e1ing is 

En T.; = 15
2(/3- 1) 2 = 0.41 . 

1 GH'D 2TT 

Vir die homogene verdeling is Em 13 = 0.25 . 
j_GH, 

 
 
 



3.6.3.7. if'N. (b . . ) = Q2 ( o .. ) lJ lJ sien ~2.5.3.6. 

In die ceva1 is 

(2.146) ' -··· 2 ( ) 
ti = ~Q 6ij met toetsingsgrootheid T gegee . Q2 

in (2.149)o 

Ste1 JN[F(x)] = [Q{NF(x)/(N+1)}] 2. 

Dan is J[F(x)] = [Q{F(x)}J 2 

= [~-1 {F(x)}J 2 en 

(3.171) J'[F(x)] = 
d [ <l? -

1 {F· ( x ) _\ ] 2 

dp-1 [F1(X)] 

dF(x) 

ui t ( 3 . 13 5 ) ~ sodat 

1 1 1 2 -1 [ 111 ( , r--'t) J 
f(x+cxN-~)J'[F(x+c'xN-~)]=f(x+cxN-~) ~-l ~ x+c xJ-+ . 

¢[0 {F(x+c'xN ~)}J 
Vir byvoorbeeld die normaal (0,1)-verdeling is 

1. 1 

f(x+cxN-i)J'[F(x+c'xN-i)J = 2¢(x+cxN-~) (x+c'xN-~) = O(x). 
¢(x+c'xN-2 ) 

Omdat 
CD2 
/x d~(x) < m, volg dat aan voorwaarde 

-m 
(3.149) voldoen word. 

L.lle ander voorwaardes ·nord bevredig - sien 

Ci:{OUSE ( 1960) 14) 

hiet berrulp van ( 3.171) is 

(.3.172) 

Ui t S 1r0KER(l955) lJ· 57 volg 

lim N-1 LQ~ -
N ->CD h 

Dus lim N-1 ... -, 2 
l sien § 3. 6. 2. ~-6Qh = en 

Y-7m h 

lim N-1 2:Q~ = 3. 
F' -7ffi h 

14). Sien H. S. SCEOENlAN ( nog onvol too ide lJroefskrif). 

 
 
 



In hierdie geval is 

119. 

1 . m-l~w2 1" ~2 = lffi 1~ LJ r Nh - lm r N 
N -?CO h N -?CD . 

-1·., 4 ( -]--·· 2)2 
= lim N > .. Qb - lim N -6Qh 

E -?CD h ... N -?CD h 

= 3 1 

= 2 

Met behulp van (3.172) en (3.173) vo1g uit (3.151): 

(3.174) A~ = 4[ /
00

xf(x)i-
1

[F(x)J dF(x)J 2. t ~v.(d.-d.) 2 
2 -CD ¢[<1?- {F(x)}J i l l 

sodat ten s1otte 

(3.175) ET B = t(~?-1)[ txf2(x)~-1[F(x)] dx ]2 . 
Q

2
' ~ -CD ¢[ ip-l{F( x)} J 

( S i en byv o orb e e 1 d RLO T Z ( 19 6 2 ) v e r {; e 1y king ( 3 . 1 ) ) . 

Opmerkings. 

2). Vir die normaa1 (0 9 1)-verdeling is 

E~ ~ = !(3-1)[ /mx¢2(x)x dx ]2 
-Q

2
9

_u -CD ¢(x) 

= [ /CDx2¢(x) dx J2 

-Q) 

2 
= 1-12 

= 1 9 wat ooreeiJ.stem met wat KLOTZ(1962) 

beweer vir die twee-steekproef geva1. 

3). Vir 'n verGelyking tussen die toetse van 

§e 3.6.3.2, 3.5.3.3 en 3.6.3.7 (in die twee-steekproef 

geva1) vir ses SJ)esifieke verd.e1ings 9 sien YLOTZ(1962). 

3.6.3.8. \Yr~(oij) = E(s; .. ) sien §2.).3.7 9 

§ 
lJ 

CROUSE(1960) 4.14 en CAPON(1961). 

Hier is 

( 2.150) t.: = >.~E( sr2 ) met toetsingsgrootheid Tm gegee 
-L. j ij .L2 

in ( 2.15 3). 

 
 
 



120. 

Het JN[:F'(x)] = E( s~1i1(x)) word voorwaarde ( ]. 93) 

bevredig. Ook die ander nod.ige voorvraardes word in die 

albemeen bevredig- sien byvoorbeeld CAPON(l96l). 

Uit STOIG~:F_(l955) p. 55 volg 
m m 

lim N-l 2: ~hr = I srd.F(s) flits f Is lrdF(s)< CD. 
l{~CD h -m -co 

Vir F(x) = ~(z), die normaal (0?1)--verdelingsfunk-

sie, volg op soortgelyke wyse as in §3.6.3.7 dat 

( 3.176) 

. :r·-1 ')' ( \i ) 2 llm 1 ~ Y~-Ym = 2. 
N ~m h 1-.n l'l 

:·.=et behul:p hiervan en vergelyking ( 3.157) volg~ 

Q) 

= ~(~ 2-l)[ /xf2(x)J'[F(x)]dx] 2 
-Q) 

Q) 

= ~- ( p 2-1 ) [ I X z 
-CD 

vir F(x)=cp(z) 

sien CROUS~(l960) §4.14 

Hierdie toets is bespreek deur C~OUSE(1960) en 

CA?ON(l961) in die twee-steekproef gevc;"l. I<LOTZ(l962) 

beweer (sonder bcwys) dat hierdie toets asimptoties 

ekwivalent is aan di6 van §3.6.3.7 vir k = 2. 

CROUSE(1960) het vir die twee-steek~roef geva1 

bewys dat die a.r.d. van TT
2 

m.b.t. die F-toets gegee word 

deur 

(3.177) 

wat elGtrivalent is aan E 111 Bin (3.175) 211 ooh diese1fde 
-~Q2 9 ' 

as die ooreenkomstige uitdrukking (3.176) in die geval van 

k steekproewe. (Die aantal steekproewe k Sl)eel geen rol 

~n die a.r.d.-uitdrukkings nie). 

OpmerkinL_;s. 

1). Vir die normaal (O,u 2 )-verdelinc is ET -o = 1 
T ,n 

2 
en vir die homogene verdeling is E =m (CROUSL(l960)). 

J.lT ,13 
2 
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2). CHOUf3J.I;(l960) se vermoed.e dat ET B 2:. 1 
T ~ 

2 

word weerspreek deur KLOTZ(l962) wat bewys het dat 

Em B = 0.47 vir die verdeling met verdelintsfunksie 
.l m 9 · 

.1..2 
a ~ m ( s i en § 3 . 6 o 3 . 7 o pm e r king 1 ) . 

3. 7 o ASIMPTOTIESE ONJJERSK"EIDENDEEID. 

3.7.1. Inleiding. 

Uit (3.110) volg 

( 3.178) T~ = ~( N-ni) [ t.~lni -E ( t~lni jH
0
)] 

2 [l~var( t~lni IH
0

) ]-l. 
l -

Stel 

( 3.179) E. lO = E(J- I I 1,; ) ui ni l.:.;.o ' 

' (3.180) E. = E( t. In. jH ) ? la l l a 

( 3.181) 0~ 
I 

= var(tilni IH0 ) en lO 
(3.182) 0~ = var( t ~In. jH ) • la l l a 

Ui t s tellings 3. 8 en 3.11 en vergelyl:ing ( 3.178) 

volg dat 

(3.183) ~~ = ~(N-ni)[t~lni- Ei 0 J2[Nof 0 J-l 
l 

onder voorwaardes (3.10)-(3.14), (3o92), (3.93) en 

6f 
1 

(3.97) Ha~ Fi(x) = F(x+diN-2 ), i=l 9 2~··. ,k en (3.98) 

c5f 
l 

(3.142) Ha: Fi(x) = F(x+dixN-~) met 

i=l~2, ... 9 k en ( 3.143), 

CD 
/X d~~~ i ( X ) = 0 9 

-CD 

as imp-toties, vir N ~m 9 'n nie-sentra1e x2-vercteling besi t 

met ( k-1) g. v. v. en nie-sentrc-t1i tei tsparameter 

~ 2 =lim ~(N-n.)[E.a-E. J2[No 2l.
0
]-l 

k N ~CD i l l lO 

-. ( ) 2 = ~ 1-v. y. waar 
. l l 
l 

def ( 3 • 18 5 ) y l. 1 im I CE . - E . ) I o . I 
N ~CD la lO lO 
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I 

Dan is Tk asimptoties onderskeidend met betrekking 

tot die klas van hipoteses F waarvoor 

(3.186) lim P[T~ 2. x2 IHJ = 1 vir elke alternatiewe hipo-
l'T-7co o:: 

tese H in die klas sien §1.3 en CROUSE(l960). 

347.2. 'n Belangrike Stelling. 

ST:ELIJilTG 3.13. 

Onder voorwaardes (3.10)-(3.14), (3.92) en (3.93) 

is T~ asimptoties onderskeidend met betrekkin£ tot al1e 

H waarvoor lninstens ee:n y. =en so1ank net ( 3. 72) celd. 
l 

Bewys: Neen eersteLs 

(3.187) lin (E. -E. )/c. =+co vir enige bepaalde i uit 
N -7CD la lO lO 

Dan is 

(3.188) P[T~ < x~l = P[ ~~~2 < x~J 
l 

" I 2 
< P[ti < Xcx] 

"'J 

= P[ I ti I < Xa] 

P[ I ( N-n. ) -?t ( t ~ /n. 
1 

= -Eio) /(N2oio) I < X a) l l l 
I 1 

= P[ jt./n. -E. I < x o. (1-vl\f. )-2 ] l l lO ex lO J. 1 
I 1 

< P[ t./n. T:' < )' 0 . ( 1-v' .. . ) - 2 J l l -.wio '-Ct lO .1 l 

= P[(t~/~i -Eia)/oia < 0 io 0i~{xa(l-vNi)-t-(Eia-Eio)/oio}J. 
1 

Omdat lim x (1-vN. )-~ = kon.:::tant < ro (want 
N -7CD a l 

lim vN. < 1 uit (3.4)), volg uit (3.187) dat 
N-7CD ' l 

1 

Xa(l-vNi)-~ -(Eia-Ei
0

)/oio negatief is vir voldoende 

grroot F. s@ vir N > N 
' -• I 0 0 

Derha1we geld vir N > N : 
0 

( 3 . 18 9 ) P [( t ~ 1 D. . - E . ) I o . < o . o -:-1 {x ( 1- vT\, . ) - ~-- ( E . - E . ) 1 o . 11 J 
l 1 1a la 10 1a . a · .l': 1 la 10 10 

< P [ I ( t ~ / n . - E . ) / o . I > o . o ~ 1 I X ( 1-v 1\T . ) --t - ( E . - E . ) / o . I J 1 l 1 a l a - l o 1 a a .l', 1 la l o 1 o -

I I ? 2 2 -2 { ~J I 2 = P [ ( t . n . - E . ) -I o . > o . a . .x ( 1-V-r·r . ) ~- ( E . - E . ) o . } l l l la la -- 10 1a a 1\1 1a 10 10 -
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i. 2 _ 2[ )-~ ( )/ 2 met behulp van 
o . o . X ( 1- V-r,~ . "' - E . - E . u . ] 

lO la ex 1~l · la lO lo· 

Tchebycheff se onGelykheid. 

Onder voorwaarde (3.72) volg m.b.v. (3.68) en 

lemma 3.23 dat 

(3.190) 0 < lim No~ 
1~ -?CD la 

<m en 

( 3.191) 0 < 1· N 2 
( CD' sodat l:cl l 0 . 

N -?CX) lO 

( 3 l q2) o 1 · 2 I 2 • _, < lmo. o. <m. n -?<)) lO la 

rou volg m.b.v. (3.188) en (3.189): 

lim P[T~ < x2 J = O, d.w.s. 
N-?m a 

(3.193) lim P[T~ ~ x~J = 1. 
l7~m l.. 

T~ is dus asimptoties onderskeidend indien (3.187) 

geld. 

Beskou vervolgens 

(3.194) lim (E. -E. )/o. =- m vir enige bepaalde i uit 
N -?()) la lO lO 

1,2, ... ?k. 

(3.195) P[T~ ~ x~J = 

> P[t~2 > 2] 
l Xa 
AI 

= P[ jtij ~ Xcx] 

f 1 

= P[ I ti/ni -Eio I > Xo:a io ( 1-vl'Ti) - 2
-] 

= P[l(t~/n.-E. )/a. I> a. a-:1x (1-vl\T.)--~-] 
l l l o l a - l o l a a 1·. l 

1,_ 

Omdat lim x (1-vN.)- 2 = konstant < m, geld vir 
N -?ffi cx .~.'l 

al1e N voldoende groat: 

( 3 • 19 6 ) P [ I ( t ~ In . -E . ) / o . I > a . a-: 1 X ( 1-v 1\J . ) - ~-] > 
l l lO la - lO la cx J.'-l 

[ ( I I ) I -1 ( . ) -tl > P t . n . - E . a . < - o . o . 'X 1- vl\-1- • 
l l lO la 20 la~cx 1~l -

= 1- P[(t~ln.-E. )lo. >-O· o-:1 {x (1-vN.)-l+(E. --E. );6. }J 
l l la la- lO la ex l la lO lO 

vir N 

vo1doende groot m.b.vo Tchebycheff se ongelykheid~ want 
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-1 ( ;-!t )/ - o. o. [x 1-vw· + (E. -E. o. J > 0 vir N vol-
lO la ex l'll la lO lo-

cloende groat. 

Dus 

(3.197) lim P[T~ > x2J = 1 
N ~m - ex 

waannee bewys is dat T~ asimptoties onderskeidend is as 

(3.194) geld. 

Hiermee is die stelling bewys. 

Opmerkings. 

1). Neem alternatiewe hipoteses van die vorm 
1 

(3.97) Ha: Fi(x) = F(x+diN-~), i=1,2, ... ,k, 

daL geld onder voorwaarde (3.98) dat 

( 3.198) y. = lim I Cs. ~-E. ) / o. I 
l N-)ro la lO lO 

1 1 m 1 

= v ~( 1-v . ) - 2 ·1 (d • - d . ) / f ( x ) J ' [ F ( x ) ] dF ( x ) 1 im [N-1 .~ ( \f'Nh- ;p 1\T f ] --rr I 
l l l _ 1\T ~ t'Y'\ h - l. m 1\ \...V __ 

uit (3.117) 

= konstant < m m. b. v. ( 2. 41) omdat F( x) kontinu 

veronderstel word, sodat 

( 3. 19 9) 0 < y . < m vir i=l, 2, ... , k. 
- l 

Vir alle y i eindig besi t Tk onder voorwc_ardes 

(3.97), (3.98) en die voorwc::.ardes van hierdie stelling 

asimptoties 'n nie-sentrale x2-verdeling met eindige 

nie-sentrali tei tspara...rneter 

(3.184) A~= ~(1-vi)y~ 
l 

(stel1ing 3.8). 

Gevolg1ik is T~ nie asimptoties onderskeidend 

indien alle y. eindig is nie ( sien ook Y.~NDALL en 
l 

STUART(l961) vol. II p. 231). 

2). Vir alternatiewe hipoteses van die vorm 
1 m 

(3.142) H~: F.(x) = F(x+d.xN-~) met /x dF.(x) = 0, 
Cl, l l -CD l 

i=l 9 2' .. ? k h:an onder voorwaarde ( 3.14 3) en die voor-

waardes van hierdie stelling analo~ resultate bewys word 

as in opmerking 1 hierbo. 

 
 
 



(3.200) 

3). Uit (3.94) volg 

lim IE. -E. I I 0 as 
H -?CD la lO 

CD CD 
! J[H(x)]dF.(x) I J J[F(x)]dF(x) . 

-m l -CD 

]._ 

~aar uit (3.191) is oio = O(N- 2
) • 

Dus y . = 1 im I ( E . - E . ) / o . I = CD onder ( 3 . 2 0 0 ) . 
l ~ la lO lO 

l~ -?CD 

T~ is dus asimptoties onderskeidend met betrekking 

tot die klas van alternatiewe waarvoor (3.200) geld 

onderhewig aan (3.72). 
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HOOFSTUK IV . 

DIE PROBLEEM VAN m-RANGSKIKKINGS . 

4 . 1 . ALGEhlENE INLEIDING . 

Die probleem van m-rangski kkings is voorgestel en 

bespreek deur FRIEil1lAN( 1937 ) en is breedvoerig behandel 

deur KENDALL(l948) . 

J(END..r\LL(l948) beskou m 11 waarnem·ers ". Elke waar-

nemer rangskik k gegewe 11 items" volgens ' n bepaal de eien-

skap en ken dan rangnommers toe waarby r .. (i=l,2, ... ,m; lJ 
j=l,2, ... ,k) di e rangnommer is van i ten xij. Omdat el ke 

waarnemer opnuut, onafhanklik van die ander waarnemers, 

rangnommers toeken, het ons: 
k 
~ r .. = tk(k+1 ) vir alle i=l,2, ... ,m . 

j=l lJ 
Skematies word bogenoemde Goos volg voorgestel : 

TAJ3EL 4 . 1. 

Skematiese voorste1ling van m- rangskikkings . 

1 

1 r ll 

Vlaarnemers: 2 r21 
. . . . 
m r ml 

'rotaal * ul 

Die kolomtota1e u~ = 
J 

·-
Items 

2 . . . k 

rl2 . . . rlk 

r22 . . . r2k 

. . . . . . . . 
rm2 . . . rmk 

* u2 * uk 

m 
L: r . . ; j =1 , 2 , .. . , k, word 

i=l lJ 

oet mekaar verge1yk 8n gee •n aanduiding van die ooreen-

stemming wat daar tussen die verskillende waarne.mers 

bestaan . Indien alle rangskikkings identies is (vo1kome 

ooreens temmi ng tussen waarnemers), sal die totale u~ die 
J 

waardes m, 2m, ... ,km aanneem (nie noodwendig in die 
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volgorde nie). Indien daar egter min verskil tussen 

die items bestaan, sal die waarnemers beswaarlik tussen 

hulle kan onderskei en flag die totale u~ betreklik min 
J 

van mekaar vers~il. ( 'n Item wat deur een waarnemer 

vroeg in die rangskikking geplaas word 7 k&n deur 'n ander 

waarnemer baie later geplaas word. Sien byvoorbeeld 

Die nulhipotese H
0 

wat ondersoek word, veronder

stel dat elke rangskikking, onafhanklik van die ander, 

ewekansig gekies is uit die versameling van alle moont-

like permutasies van die getalle l 7 2, ... 9 k. 

FRIED1\I.A.N(l937) het as toetsingsgrootheid voorgestel 

(4.1) x2 = 12S*/[mk(k+1)] waar 

k 
(4.2) s* = L [u~ - tm(k+1)J 2 

j=l J 

en het bewys dat x2 onder H
0 

asimptoties 'n x2-verdeling 

met (k-1) gav.v. besit as ffi-?Q), 

In die geva1 waar ge1yke waarnemings voorkom, 

het :Bl:.:J?ARD en VAN ELTEREN(1953) 'n wysi,~;;·ing aan 2 o X 

aangebring 7 naamlik 

(4.3) x2 = 12S*/[mk(k+1) - T*] met T* gedefinieer in 

( 4. 7 3). ( Sien §4. 4. 3. 2 vir die voorvvaardes waaronder 

x2 se asimptotiese verce1ing afge1ei is). 

Bogenoemde prob1eem is deur BEl-~ARD en VAT:: J.£LTE-

REN(l953) uitgebrei na die geva1 waar die aantal waar-

nemings x .. h van die item x. . (d. w. s. die aantal waar-
lJ- lJ 

nemings in die 11 sel" (i,j)), enige nie-negatiewe heel-

getal k .. is. Die ide rangskikking bevat dan 
lJ 

( 4. 4) k. = 
l 

k 
L k .. 

j =1 J_ J 

l) waarnemings wat weer volgens 

1). Tensy anders vermeld, deurloop i;ir in hierdie hoofstuk 

die waardes 1 9 2, •.. ,m; j en J die waardes 1,2,.d. ,k; p. 
l 

die waardes l,2, •.. ,ki; h die ~aardes 1~2, ... ,kij en 
C,Q die waardes 1,2, •.. ,(k-1). 
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'n bepaa1de eienskap gerangskik word. Daar is Jus a1te-

same 

( 4. 5) waarnemings waarby a1le k. en 
l 

k .. eindig is? tensy anders geSJ)esifiseer. lJ 
BE~~ARD en VAH EI/l'nREN ( 19 53) 

{~[r .. 1 - -&(k.+1)] ind.ien 
~ lJ1 ~ l u .. = h 

lJ 
0 indien 

2) definieer 

k .. >0 
lJ 

k .. =0 
lJ 

vraarby r ijh die T[-?_ngnonuner is van die wnarneming xijh in 

d . .de k',,k. (R d t · 1·1 le l rangs l.ri: lng. 1 angnommers vvor. opnuu ln e .tee 

ry toegeken? onafhanklik van die and.er rye). B+v.E(l953) 

neem. dan 'n funlcsie van die kolomtotale u. as toetsings
J 

grootheid, waar ~. = ~ u .. (sien §4.4.3.1). 
J i lJ 

In hierdie hoofstuk word 'n veralgemeende toetsings-

grootheid vir die probleem van m-rangskikkings onder H 
0 

voorgestel en 'n uitbreiding na 'n meer a1gemene geval 

behandel. 

4. 2. 'n I·.IEER ALG EHLENE B~NADERING. 

4.2.1. Inleiding. 

Laat o/k.(o)? vir alle waardes van k., 'n wille-
l l 

kettrie;e fu..."YJ.ksie wees wat 6edefinieer en eindig is vir 

iedere 6 op die ope interval (0,1) by alle waardes van k. 
l 

en monotoon stygend (of monotoon dalend) in sy argument 

by vaste k .• (Sien ook hoofstuk II §2.2.1). l 
Beskou 'n funksie van die rangnom.mers, naam1ik 

'Y k [ r . . h/ ( k . + 1 ) ] = t' k ( o . . h) waar 
.. ~ lJ l . i lJ 

(4.7) o .. 1 = r .. h/(k.+l). lJ 1 lJ l 

Let op dat l<r .. 1 <k. vir alle j=1?2, ... ,k en 
- lJ .1- l 

h=1? 2' ... ? k ..• 
lJ 

6 

2). Voortaan word na h:ierdie artike1 verwys as B+v.E(195.3). 
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Opmerking. 

Voortaan skryf ons kortweg ~.(6) in plaas van 
l 

~k.(6), behalwe in gevalle waar ~k.(6) se afhanklikheid 
l l 

van k. beklemtoon r.1oet word. 
l 

4.2.2. Gelyke Waarnemings (Knope)~ 

In die geval van gelyke waarnemings binne 'n 

bepaalde rangskikking (ry), word dieselfde prosedure 

gevolg as in hoofstuk II. Ten opsigte van notasie is 

die volgende aanpassing nodig (alleen die geval van ge-

midde1de range word bespreek): 

D · · ~ · · d 8 d · k · kt t 1 Ul, Vlr ale l ry, le gerangs·l- e s e xijh-

waardes aan deur zil'zi 2 , •• ~ ,zik. waarby 
l 

zi1~zi 2~ ... ~zik.. Gestel daar kom 'n knoop van 1engte 
l 

g voor. Aan elkeen van die gelyke waarnemings ex. 
l 

• ~ • 'J z. l,v.+g 
l o::i 

word dieselfde rang 

toegeken, narunlik: 

(4.8) 

waar 

v. + -f2-(g +1) 
l (X. 

l 

3) 

Op ooreenkomstige wyse word die funksie '±'.(6. ), 
l lpi 

( 4. 9) 6. = r. /( lr. +1) en r. die rangnommer is ve"n 
lpi lpi l lpi 

z. in die ide rangskikking, gedefinieer deur 
lpi 

( 4. 10) '!' . ( 6 . ) l lp. 
l 

-1 = g (X. 
L ~.[(v.+~.)/(k.+1)] 'l l l l 

l ~· l 

vir a1le :p. 
l 

vvaarvo or z . lp. 
l 

= z. , • l,V.+.J.. 
]_ 

Gestel nou daar kom onder die z, 's \. knope 
l'P. l . ~l 

van lengtes g. 1 ,g. 2 , ... ,g.\ voor. Stel l_ l l i 

( 4.11) G = g .1 +g. 2+ ... +g. waar cx:
2
. c: {1, 2, ... \J, en 

<Xi l l lCXi 
G = 0. 

0 

3). 'J:ensy anders gespesifiseer? deurloop ex:. die waardes 
l 

l , 2 , ... , \ . en ~ . die waard e s 1 " 2 ., ... , g • 
l l o::. 

l 
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Definieer 

( 4 . 12 ) a . = g -l ~ '±' . [ ( G 1 + ~ . ) / ( k . + l ) J wann e e r 
lp . a . l o.: . - l l 

(4.13) 

(4.14) 

4.2.3. 

(4.15) 

(4.16) 

(4.17) 

(4.18) 

l l ~. l 
l 

Stel 

02. -1 --, ( - ) 2 = k. 2J a. - '±'. waar al l lp. l p. l l 
\f. -1 2: = k. a. l l lp. p. l 

l 

-1 L ~ '±'.(6 .. h). = k. 
l j h l lJ 

Definisies. 

Definieer 

aijh = aipi indien xijh = 

Stel 

z. lp. 
l 

{:Z:( a. 'h - if . ) indien 
h lJ l u .. = lJ 
0 indieD 

:1 --:s- 2: u. = m ~ u .. 
J i lJ 

:L 

= m-2 ~ ~(a .. h - if . ) 0 

i h lJ l 

Stel verder 

k . j = 2: k .. 
i lJ 

Opmerking. 

k .. )0 
lJ en 

k .. =0 
lJ 

In hierdie behandeling van m-rangskikkings word 

alle rye weggelaat waarin alle rangnornmers dieselfde is 

(een enkele knoop in die ry) of waarin kij = 0 vir enige 

(k-1) waardes van j uit 1?2, ... ,k. Sodanige rye lewer 

geen bydrae tot die studie van bogenoemde probleem nie 

omdat dan geld u .. = 0 vir alle j. 
lJ 
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4.2.4. 'n Aan tal I1 emmas .. 

Lerruna 4.1Q Die verwagtingswac::trde van uj onder H
0 

word, 

vir vaste j 9 gegee deur 

Op analo~ wyse as in ler.nma 2.1 volg ~ 

( ~-. 20) E(u .. ) = E[ >:(a. ·~ - ~~ . ) J 
lJ --- l JD l h ---

E( 2' aijh) = .I -
h 

-1 ,., 
= kijki /._J aip. 

pi l 

= 0 sodat 

E( '7' w ) !...J 

h 
"'i 

k. . \[i . 
lJ l 

Lemma 4-. 2. Die variansie van u. onder H vvord gegee deur 
J 0 

( 4 • 21 ) var ( u . ) = m -l 2: k . . ( k . - k . . ) K . 
J i lJ l lJ l 

waar 

(4.22) 

') 

waar o'-. in 
al 

K. 
l 

(4ol3) gedefinieer is oor alle knopeo 

2 
Bewys: oij = var(uij) 

= E ( u~ . ) omda t E ( u .. ) -- 0 lJ lJ 
= [ \' ( -:- ) J 2 E L; a .. h - 'f. 

}- lJ.:. l 
l 

k. l ' ') = C~l )- z [~(a .. h- w.)J:::. 
hij h lJ l 

waar 2:' die somrnasie oor alle moontlike kombinasies van 

k .. groothcde uit k. aandui~ wat alTial ewekansig is onder 
lJ l 

4). In hierdie hoof~Jtuk word? tensy anders vermeld 9 onder 

die hipotese H gevverk. E( u.) byvoorbeeld dui dus 
0 J 

E(u. IH
0

) aan. In die gevalle waar knope voorkom, word voor
J 

waardelik onder die gegewe stel waarnemings gewerk. 
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lJ 
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= k .. (k.-k .. )k-:-1 (k.-1)-1 L: (a. 
lJ l lJ l l p. lpi 

l 

netsoos in lemma 2.2 

= k .. ( k. -k .. ) K. soda t 
lJ l lJ l 

- ) 2 
- \jl, 

"l 

o~ = var(u.) 
J J 

= E(u;) omdat E(uj) = 0 (lemma 4.1) 

( -* ·--, ) 2 = E m N ,Gu .. 
i lJ 

-1 "\"' ( 2 ) = m ,wE u .. 
i lJ 

-1 ~I ~ ( ) + m LJ l..J E u ..• u.,. 
·_L·r lJ lJ l,rl 

-1 '\"' 2 0 l 1 . l} . d = rn LJ Cl . . + omda t a1 e rangs :\:l..r: -~lngs on er-
i lJ 

ling onafhank~ik is 
-1 = m ~k .. ( k. -k .. ) K .• 

i lJ l lJ l 

Opmerking. 

Uit K. 
l 

= k -:-1 ( k. -1) -l 2: (a. - \ji . ) 2 vo1g da t 
l l p. lpi l 

l 

(4.25) K. > D > 0 vir alle i omdat die rangnommers r. l - lp. 
• l 

(vir vaste i) nie a1ma1 diese1fde is nie ( oprnerking 

~4.2.3 ); omdat 1.(6) monotoon stygend is in 5 en rn~dat 
l 

a11e k. eindig b1y as m~co. 
l 

Ook is 

(4.26) (k.-k .. ) > 1 vir enige i en j 9 want: 
l lJ 

k.-k .. = 0 a11een1ik indien l lJ 

i) a11e k .. = 0 
lJ 

of ii) k .. > 0, k .. , = 0 vir a11e j' 1- j. 
lJ lJ 

Hierdie twee geva11e word de-vlr die opmerking in 

§4.2.3 uitges1uit. 

Dus 

(4.27) 2 
0 .. 
lJ 

(4.28) 0~ 
J 

> k .. D 
lJ 

en uit 

-1 2:k .. > Dm 
. lJ l 

= Dk ./m > 0. • J 

(4.24)~ 
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Lemrna 4.30 Die kovariansie tussen uj en uj, (j' f. j) 

onder H
0 

word gegee deur 

-1 ( 4 o 29) kov ( u. ,-u .,) = - m 2::k .. k .. , K. 
J J i lJ lJ l 

Bewys ~ l~etsoos in 1enuna 2. 3 vo1g da t 

( 4 o 30) kov ( u .. , u .. , ) = E ( u ..• u .. , ) omda t E ( u .. ) =0 ui t ( 4. 20) 
lJ lJ lJ lJ lJ 

-1 ( ) -1 ~ ( - ) 2 =-k .. k .. ,k. k.-1 6a· -'±'. 
lJ lJ l l p. lpi l 

= - k .. k .. , K. sodat 
lJ lJ l 

Cl .. , = kov ( u., u .,) 
JJ J J 

l 

= E(u .• u .,) omdat E(uJ.) = 0 vir a11e j 
J J 

1 1 

= E (m - 2 2: u ..• m - 2 L: u ., .,) 
i lJ i' lJ 

( -1 "' -1 -., "' ) = E m 6 u .. u .. , + m 1 6 u .. u ., ., 
i lJ lJ if.i' lJ lJ 

= m-
1 ~ E(uijuij') + 0 

l 

-1-
= m L k .. k .. , K .• 

i lJ lJ l 

O:pmerking. 

Die ui tdrukkings vir var ( u . ) en kov ( u . 9 u .,) is 
J J J 

ana1oog aan di~ wat afge1ei is deur B+v.E(1953) verge-

1yking (2.3.1). 

4o3. DIE TOETSINGSGROOTHEID T. 

4.3.1. 'n Limietverde1ing onder H
0

• 

Ste1 

(4.31) v. = ~c .u .. waar die c. 's wi11ekeurige eindige 
l j J lJ J 

re~1e geta1le is, dan is 

(4. 33) 0~ 
l• 

= E( 2:: c .u .. ) 
j J lJ 

= >~ c .E(u .. ) 
j J lJ 

= 0 uit (4.20) 

= var(v.) 
l 

= E(vf) 

( .-, ) ? 
= E ~ c j uij -

J 

en 
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( ,.... 2 2 ''-' "' ) = E w c . u . . + LJ LJ c . c ., u . . u . ., 
j J l J j I j ' J J l J l J 

= 2: c~E(u?.) + l: L: c.c., E(u .. u .. ,) 
j J l J j I j ' J J l J l J 

"' 2 ( ) "" .-. ' k K == LJ c . k. . k . --k. . I{. - L , 6c . c ., K. . . ., . 
J l J l l J l 0 ..L ., J J l J l J l j J r J . 

u i t (4.23) en (4 . 30) 

= K. ~ c . k . . [ c . ( k. - k .. ) - ).~ c ., k .. ,] 
l j J l J J l l J j ' ( I j ) J l J 

= K. ~ c .k . . 2:: k .. ,(c. - c ., ) . 
l j J lJ j ' lJ J J 

Ind i en 

(4 . 34) a? > 0 vir i =l,2, .. . ,m, 
l • 

dan bes i t l.:c . u. asim:pt oties, vir m ->ro, ' n nor-:naal verdeling 
j J J 

onder H
0

• 

Bewys: 

van i , 

Omdat a l le k. e i ndig is, gel d vir a l le waardes 
l 

( 4 . 35 ) 0 < 6 .. 1 < 1 . lJ l 

van i , 

(4 . 1 6) 

Gevol g l ik is 'l' . ( 6. 'b) eindig vir enige vraEtrdes 
l l J -

j en h (uit die definisie van v.(6) ) . 
l 

Omdat all e k. lj e i ndig i s, vol g dus dat 

u. 0 = l:(a. 'h -· iii 0 ) e i ndig i s , sodat 
lJ h lJ- l 

(4 . 36) Eiuij 1
2+6 < ro vir a l le i en j en vir 6 > 0 . 

Vi r e i ndige c . cel d 
J 

( 4. 37) E lc .u . . 12+6 < ro. 
J l J 

(4 . 38) 

Ui t l emma 3 . 11 vol g nou dat 

E I ic .u .. 1
2+6 < ro omdat k eindi g is . 

j J lJ 

Dus 

(4. 39) E jv. 1
2+6 

<CD vir i =l,2, .. . ,m. 
l 

Die groothede vi en vi' is onderl ing onafhanklik 

i ndien ~ J i . Volgens die sentral e limiets telling 
1 m 

(Liapounoff- voorwaarde) besi t m- 2 2·: v . onder voorwaar
. l l l =. 

de (4.34) asimptoties , v i r ffi-7CD, •n normaal verclel i ng . 
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1 
--..;- ~ '\' m .-.;, LJ LJC .u .. 

. . J lJ 
l J 

= :?~cjuj m.b.v. (4.17). 
J 

Gevolglik besi t }~c j uj asimptoties, vir m ~m, 'n 
J 

normaalverdeling. 

Opm.erking. 

1 n Nodige en voldoende voorwaarde dat 

(4. "'2,/l) 02 .. ~· > 0 vir i=l?2,oot ,m, 
l• 

is dat die c. 1 s nie almal gelyk is nie en vir tenminste 
J 

twee verskillende c. 1 s die ooreen}:omstige k .. 1 s > 0. 
J lJ 

13ewys: Uit ( 4. 2 5) volg K. > JJ > 0 vir alle i. 
l 

Gevolglik is o~ . > 0 as en s1egs as 
]_. 

ic . k .. ~ k .. ,( c . -c .,) > 0 ( sien ( 4. 3 3) ) • 
j J l J j' l J J J 

Llaar ~c .k .. 2: k .. ,(c.-c.,) 
j J l J ,jl l J J J 

= l:c .k.. 2:: k .. ,(c.-c.,)+ l:c .k.. L: k .. /c.-c.,) 
j J l J j' ( < j ) l J J J j J l J j' ( > j ) l J J J 

= ~ 2.: k .. k .. , c J. ( c J. -c J.,) +L. 2: k .. k .. 1 c .,( c ., - c . ) 
j j'( < j ) l J l J J j'( < j ) l J l J J J J 

= ~ 2: k .. k .. , [c. (c .-c .,)+c .1(c ., -c.)] 
j j' ( < j ) l J l J . J J J J J J 

= :~ ~ k . . k . ., ( c . - c ., ) 2 
j jl ( < j ) l J l J J J 

wat positief is as en slegs as bogenoemde voorwaardes 

geld. 

Lemn1a 4. 4. Indien 

( 4 . 41 ) 1 im m -l k. . > 0 vir j =1 , 2 1 c • • 9 k 9 
m~m J 

dan voldoen die uj 's onder H
0 

aan die voorwaardes 

( 4 • tt. 2 ) 1 i~ v ar ( u . ) > 0 vir j =1 9 2 9 • • • 9 k en 
m~m J 

( L) 4 3) 1 · 7:'1 I · '2+6 · · 1 ,..., k s:. o i • · _ 1m ~ u . 1 < m VJ_r J = , c... 9 ••• 9 en u > • 
nl-?CD J 

( ) . -1 
Bewys~ lim var u. > D 11m m k . 

Yfl-?CD J ffi-?CD OJ 
uit (4.28) 

> 0 m.b.v. (4.41), sodat (4.42) 

bevredig vrord. 
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Uit die bewys van stelling 4.1 volg 1 omdat 

alle k. na bo begrens is, dat 
l 

(4. 36') E lu .. 1
2+6 < M <co vir i=l,2, .•. ?m; j=l,2 9 ••• ,k? lJ -

vaste o > 0 en M 'n eindige posi tiewe getal o 

Di t geld in die besonder ook vir o = 2. 

Nou is 

= E[m-tl:u .. ] 4 
i lJ 

[ -2'V'-''V ~· J = E m u 6 LJ LJ u . . u., . u ·u . u . "'. 
i i' :i!' f'' lJ lJ J.: J l J 

gaan van l tot m 

waar alle i 's 

-2'\_, .. ., ( 2) ( 2) -2_, ( 4) = m LJ6E u .. E u.,. +m LE u.. want u .. 
ii' lJ :LJ i lJ lJ 

en u ., . is onderling onafhanklik vir iIi' en lJ 
E ( u .. ) = 0 ui t ( 4. 20) 

lJ 

< co onafhanklik van m uit (4.36' )~ 

Hierui t volg dat (4. 43) geld vir 6 < 2. 

Lemma 4.5. Indien 

(4.41) lim m-1k . > 0 vir j=l,2, •.. ,k 9 
m ~co • J 

dan is die gesamentlike verdeling van die variante u. 
J 

onder H
0 

asimptoties normaal as m ~co. 

:Bewys: Omdat 

(4.42) lim var(u.) > 0 vir j=l 9 2 9 .oo 9 k 9 
m~co J 

( 4. 4 3) lim E lu. 1
2+6 < co vir j =l, 2 9 • o • 9 k en o > 0 

m~co J 

en omdat L:c .u. asimptoties norrnaal verdeel is as m ~co 
j J J 

(stelling 4.1) 5 ), volg die resultaat met behulp 

van lemma 2.5. 

5). Aan voorwaarde (4o34) word in die algemeen voldoen

vergelyk stelling 4.1 (opmerking). 
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Opmerkings. 

1). :Die karakteristieke f"lmksie van die gesament-

like verdeling van die u. 's het dus die vorm 
J 

waar ~die momentematriks van die u. 1 8 
J 

-?I r , --? 
voorstel, G == ~..G1 ,Q 2 , ••• ,Gk) en Q die ooreenkomstige 

ko1omvektor. 

2). Neem az voorwaarde 

(4.44) ~is van rang (k-1). 

Omdat Zu~ == 0 (sien (4.17)), kan enige u. uitgedruk 
j J J 

word i:c terr,1e van die ander ( k--1) u. 1 s 9 naar,llik 
J 

( 4 • 4 5 ) u .1 == - 2: u . , 
J j ( ;fj') J 

~naar onder voor,·;raar6e ( 4 .. 44) kan u ., ni8 in 1 n k1einer 
J 

aantal as (k-1) u. 1 s uitgedruh word nie. 
J 

Dui die momentematriks van u1 ,u2 , ... ,uk-l aan 

deur A== {~cQ} waar ~en Q nou die waerdes 1,2, ... ,(k-1) 

de1lrloop. Onder voorrve..arde (4.44) is A dus nie-singulier. 

Dui die kofektore van die element ~CQ van A aan 

de ur I A ( C' I . 

Indien 

(4.41) lim m-1k . > 0 vir j==l,2, ... ,k 
lD.-?ffi "J 

en 

(4.44) ~van rang (k-1) is, 

dan besit die toetsingsgrootheid 

asimptoties, vir m -?ffi, onder H 'n x2-verdeling met 
0 

(k-1) grade van vryheid. 

Bewys ~ Die bevvys volg met behulp van lermna 4. ~) en §1. 4. 

 
 
 



Opmerkings. 

l). T kan meer kompak geskryf word in die vorm 

T = waar die simbole soos volg gedefinieer 

word~ 

Beskou die matriks verkry uit 

2 
1012 9 oo .. ,olk9 01 ul 

2 
0 21? 0 2 ? •••• '1 °2k 1 u2 

vu = 0 . 0 . . . . 
2 

. o .. ~ ok '1 

'1u2 ? .... 'uk 9 0 

deur weglating van 'n willekeurige ry en kolom behalwe 

die laaste ry en kolom 9 en bereken sy deterninant j6ulo 

Bes}..:ou ook die matriks 6 verkry ui t 2.": = {o j j'} 
( j 9 j' = 1 9 2, ... 9 k) deur wegla ting van dieselfde ry en 

} .. olom as in die eers te geval, en bereken s;:/ determinc:.nt 

2). Die toetsingsgrootheid Tis 'n uitbreiding 

van die toetsir1o;sgrootheid x2 van B+v.E(l953), naanllik r 

die geval vvaar gewe:rk word met f-;_,_mksies van rangnorrrm.ers 

in plaas van slegs met rangno1J.mers. 

3). Stelling 4.2 kan uitgebrei word na die geval 

waar ~ van rang v < (k-1) is. Hie~op gaan ons nie verder 

in nie, behalwe dat OLS hier 'n stelling van B+v.~(l953) 

vermeld~ I:ndien 'n aantal k .. 's = 0, kan di t e;ebsur dat lJ 
ons in ~ twee of meer komplement~re groepe elemente het 

(vergelyk B+v.E(l953) p. 361), d.w.s. dat in elke ry (en 

elke kolom) van ~ slegs elemente vsn ~~n van die groepe 

voorkom. Hierdie groepe wor\.~. genoem 11 non-cOT.J.}.)a:recl" groe1)e 

elemente, en d.ie aantal sullce groepe word. aangedui 

de ctr s. 

 
 
 



139. 

Le1mna 4.6. (B+v.E(l953) stelling 2)~ As en slsgs as 

do..ar s 11 non-compared 11 groepe elenente in 'n k x k momente-

matriks van die u. 's voorkom~ is die rang van die matriks 
J 

gelyk aan ( k-s). 

4.3.2. Die toetsingsgrootheid van BENARD en VAN ELTE-

RET\ ( l 9 5 3 ) • 

S tel ons ¥ . ( 6 . . h) :::: r . . h" dan 
l lJ lJ. 

herlei u .. van 
lJ 

vertelyking (4.16) na ~ .. van (4.6), 
lJ 

d.w.s. tot die 

tipe grootheid wat deur B+v.E(l953) ge bruik vvord. 
1 ) 

Stel voorts~ u. :::: m-2 L: ~- . 6 
J i lJ 

Definieer 
I'Kul 

= -·-- waar alle simbole soort-
I'K I 

gelyk is as in die voorgaande paragrawe~ behalwe dat nou 

deurgaans geld w. ( 6 .. h) = r · .1 . l lJ lJ 1 

B+v.E(l953) het bewys dat die toetsingsgrootheid 

~x2 onder die voorwaardes ·r 

(4.'~7) die aantal kolonune lr 
-'- is eindig 

( lt. 48) die a2.,ntal rye I1 neig nc:t m 

(4.49) lim )' ~-3 
E ~~. · 13 0 vir j =17 2? ••• 9 k en .::._j o. = 

fl-7ffi i J lJ 

( 4. 50) die rang van diu m.a triks R = {'P j j'} waar 

l . """-' /""''"'"' p . ., = lffi 0 . ., 0 . 0 ., 'J 

JJ Y£l-7ffi JJ• J J 
is gelyk aan (k-1) 9 

asimptoties 'n x2-verdeling met (k-1) g.v.v. besit. 

Hierby word aanceneem dat alle k .. eindig bly 
lJ 

as m -7(D. 

6). In §4.1 is genoem dat B+v.E(l953) met kolomtotale 

u. = .~ u .. werk. Ons wvsig·· e¢:-ter die definisie van uJ. J ·. lJ u '-' 
l 

sodat 0 < lim var(u.) < m. Hierdeur word die toetsings-
m -7CD J 

grootheid i~ (sien die definisie hieronder) egter nie 
befnvloed nie aangesien die addisionele m 'e in 

i~ mekaar uitkanselleer. 

 
 
 



B+v . E(l953) het ook bewys dat die voorwaardes 
- 1 ·-( 4 . 51) lim m >.., k. . > 0 vir j =l, 2, .. . , k 

ffi -7 Cl) i lJ 

7) er.:. 

(4.52) die matriks 
..-..; 

X.ll '1{,12 ' • • • ' 1A" l k 

c = 

- 1 ~ met x.J·J·' = lim m LJ k .. k .. , , is nie ' n matriks van die 
In.-70) i lJ lJ 

t i pe 1') 0 ' 
( ~ Q ) nie waar P en Q v i erkante matrikse is en 

0 en 0 ' uit nulle bestaan, 

voldoende is vir die gel digheicl van (.4 . 49) en (4 . 50) . 

Or.1dat :C(u .. . u .. ,) = 0 as en slegs as k .. k .. , = 0 
lJ lJ lJ lJ 

(sien vergely~ings (4 . 25) en (4 . 30)), kan voorwaarde (4 . 44) 

deur voonvaarde (4 . 52) vervang word (want (4 . 52) impliseer 

dat (4 . 44) geld) . 

4 . 4 . DIE 'rOETSnm~->GROOTHEID T1 .• • ,. 
4 . 4.1 . Inleiding . 

Die toetsingsgrootheid T soos gedefinieer in ver

gel yking (4 . 46) is baie al gemeen, maar dit is in ' n 

moeilik h:::...nteerbare vorm . 

Ons gaan ons vervolgens beperk tot ' n eenvoudiger 

toetsingsgrootheid Tk vaartoe T reduseer indien alle 

kij = b > 0 . Ten spyte van hierdie beperkir1g , is Tk nog 

'n uitbreiding op die proble e..n van m- rangski kki ngs soos 

deur J!'RIEDMAN(l937) en KENDALL( l 948) behandel . 

7). B+v . E(l953) beweer dat die voorwaarde lim m- 12::k_. > 0 
m -7CD i l 

voldoende is vir hulle s telling 5. Die voorwaarde moet 
et;;ter wees lim m-1~k .. > 0 vir j=l,2, . . . ,k. Hierdie voor

. lJ ffi-7Cl) l 

waarde is dieselfde as voor.naarde 
( 4 . 4 2. ) 1 im m - l k . > 0 vir j =1 , 2 , ... , k . 

ffi-7Cl) • J 
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4.4.2. Definisie en Limietverde1ing van Tk. 

(4.53) 

Stel k .. lJ = b > 0 vir a11e i en j, dan is 

Laat 

k. = kb 
l 

vir 

k . = mb vir a1le J. en • J 

N = mkb. 

1. b 
u . = m- -~J I: >~ ( a . . - \li . ) s o o s in ( 4 . 1 7 ) 

J i 1l ~1 l J 1l l 

Verder is 

2 1 (4.54) OJ. = m- b(kb-b)LK. uit (4.24) 
. l 
l 

8) 

1 kb 2 
= b(k-1)[mk(kb-l)]- L 2: (a. -'W.) uit (4.22) 

i p=l lp l 

= (k-1)K waar 

( 4. 55) K = b [mk( kb_:l) J - 1 ~ ~ ( aip- ~ i) 2 . 
l p 

Ste1 

(4.56) o~ = o2 vir a11e · J J. 

Verder is 

( 4 • 57 ) 0 j j' = 2 -1) b m ....:K· 
. l 
l 

= - K. 

uit (4.29) 

A = {k(Q} is nou die (k-l)x(k-1) matriks met 

determinant 

(k-1)K, - K - K 

- K ,(k-l)K~·····,- K 

- K 9 - K , ..... ,(k-1)K 

(k-1),- 1 , ...... ' - 1 
k-1 = K - 1 , ( k-1 ) , . . . . . . , - 1 

- 1 '- 1 , ...... ,(k-1) 

Kk-llk-2 = { 9 want: 

Neem A - (a 9 -
1} , 'n 2x2 matriks. · - 'l·-1 , a 

Dan is lA I = ( a+1) ( a-1). 

8). 1l deurloop die waardes 1,2, ... ,ben p die waardes 

1 ' 2 9 •• 0 'kb. 

 
 
 



(a,-1,-1} 
Neem A'= ~-1~ a ,-1 , 'n 3x3 matriks, dan is 

l-1 ~ -1 9 a 

lA' I = ( a+1) 2 ( a-2). 

a ,-1~-1,--i\ 

--1 9 a ,-1,-1! 
--1,-·1 9 a ~-1 

-:-1,-1,-1 9 a 

, 'n 4x4 matriks~ dan is 

I A 11 I = ( a+1) 3 (a- 3) 9 ens. 

Vir A* = 

a ,-1,.000,-1 

-1, a, .... 9 -1 , 'n (k-1)x(k-1) matriks, is 

(4.58) lA*I = (a+1)k- 2 (a-k+2). 

Ste1 a= (k-1) in (4.58), dan is die determinant 

van die ( lr-1) x ( k-1) ma trikG 

1 , .... ,- 1 

9(k-1),o•••9- 1 - k-2 ge1yk aan k . 

-- 1 - 1 9 .• 0 • 9 ( k-1 ) 

As kofaktore van A vind ons: 

(k-1)K 9 - K 
' 0 • 0 ? -- K 

, 'n (k-2)x(k-2) - K , ( k-·1) K, • • • 9 
T·,~ 

- ..!:\. 

- K - K , . .. • , ( k-1) K determ.inant 

( k-1) j - 1 9 
• 0 0 ' 

- 1 

- 1 ~(k-1), 0 • • '1 - 1 

- 1 ' - 1 9 9 ( k-1) 

= 2KL-- 2kk-3 m.b.v. (4.58) met a= (k-1). 

Soortge1yk is 

l J\,. [I I k I) l~ 3 
I '. = K. --c. h:.r:..- vir Q 

s ~ 

Vervo1gens is 

( 4. 59) _0,, ~ 2 = en 
Iii. I Kk 

(4.60) -~~- 1 vir G' I ,.. sodat = I;, 

I 1\ I Kk 

 
 
 



(4 . 61 ) T };: 

k-1 k- 1 
= t: i 

C=l Q=l 

2 ·-, 2 
= >...uC 

Kk ' 
= - 2

- [ ~u7 
Kk ~ 't> 

143. 

lA ~ Q I 
UCUQ - s i en (4 . 46 ) 

lA I 
1 

>-: 2:uc u Q + --
Kk ,.1-,., 

\, "' 

k 
Omdat 2: u. = 

j =l J 
0 uit die def i nisie van uj ' is 

( 4 . 62) 

( 4 . 63) 

2 ~ u~ 2 + 

' 

k- 1 
uk = - 1 u s, 

C=l 

u2 (- 2:: u, ) 2 L' 2 = =; u , k 

' <., 

2.: ~; u(; uC1 = 
G<Q 

= 

>-: 2 ,_, U C + 
c "' 

k 
"' 2 (_, u' 

j=l J 

2 
uk 

~it (4 . 61) en (4 . 62) volg dan 

T = k 
1 ~ 2 6 u . 

K k j=l J 

+ 2 -~ 2: 
C<s1 

= ( k-~) l:u~ uit (4. )4 ) en ( 4 . 56) . 
ko j J 

STELLING 4 . 3. 

Di e t oets i ngsgroo theid 

r.ln _ ( h.-1 ) "'u2 k - ,.. LJ ' 
koc j J 

uCu~, s odat 

besi t onder H
0 

asimptot i es , vir m ~co , ' n x2- verdel i ng 

met ( k- 1) grade van vr yhe i d . 

Bevvys: Tk. is • n spes i al e e_?;eval van T wat onder voorwaardes 

( 4 . 41) en ( 4 . 4 4) asir.lptoties x 2 verdeel i s as m ~m ( stel

l i ng. 4 . 2) . 

' - 1 -1 Nou is llffi m k . = lim m mb = b > 0 sodat ( 4 . 41) 
m~m • J m~m 

bevredig word . Aan voorwaarde (4 . 44) word ook voldoen 

want I I• I = Kk -l kk- 2 > 0 . 

Die stel ling volg dus direk . 
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Opmerkings. 

1). FRIEDMAN(l937) se bewys deur karakteristieke 

funksies kan uitgebrei word na hierdie geval. 

2) . E(Tk) = (k-1) 
E( ~ u;) 

ko 2 
J 

( k-1) 
>-:: 

2 = 
kCJ 2 E(uj) 

j 

= ( k-1) kCJ 2 
ko 2 0 

= (k-1) 

= aantal g.v.v. van Tk. 

4.4.3. Spesiale gevalle van Tk. 

tr. 4. 3 o 1. J3ENARD en VAN l~LTEREN ( 19 53). 

S tel '1' . ( 6 . . ) = r . . " dan her 1 e i 
l lJY) lJT] 

K. = [kb(kb-1)]-l 2: (a. - '¥. ) 2 - sien (4.22) - na 
l p lp l 

(4.64) K. 
l 

= [k3b3- _2: g~. J/[12bk( kb-1)] ui t ( 2. 61) 1 soda t 
ex. l 

l 

(4.65) o2 = (k-l)K uit (4.54) en (4.56) 

= m-1 (k-l)b2 ~K. 
. l 
l 

= b(k-1) [12mk(kb-l) ]-1 :6 (k3b3- 2: g3 ) . . ex . 
l ex. l 

l 

Verder is 
1 

(4.66) u. = m-2 2:2:[r .. - t(kb+l)] uit (4.53) 
J i'll lJ'Jl 

sodat Tk herlei na 

( 4 . 67 ) T = 12(kb-l) 
B b2: (k3b3-2: g3 ) 

. cc 
l (X. l 

2:[ >-: 2: {r .. - i(kb+l)} J2• 
· . lJTj J l 'f] 

l 

TB is die toetsingsgrootheid wat deur BENARD en 

VAN ELTEREN(l953) in §3.3 bespreek word waarby aange-

neem word da t alle kovariansies o .. , ( sien ( 4. JO) vvaarby 
JJ 

'V. ( 6. . ) = r. . ) gelyk is. Nodig en voldoende hiervoor 
l lJ'll lJ'il 

is d at all e k . . gel y k i. s , s e k . . = b > 0 vir all e i en j 1 lJ lJ 

en dit is presies die geval wat hierbo bespreek is. 

 
 
 



145. 

Opmerking. 

Indien ':!:'. ( 6. . ) = 6. . gene em word 9 herlei Tk 
l lJ1l lJ1l 

4.4.3.2. FRIEDMAN(l937). 

Ste1 k .. = 1 vir a11e i en j, d.w.s. b = 1 in 
lJ 

§404.3.1. Dan her1ei Tk na 

(4.68) Tc = ( k-~) L[m -t ~ (a .. - 'W. ) J 2 ui t ( 4. 53) en ( 4. 6 3) 
1co j i lJ l 

waarby a .. 
:lJ 

gedefinieer is in (4.12) en 

(4.69) o2 = ( mk ) - 1 ~ L: ( a . . - \[! . ) 2 ui t ( 4 o 54 ) en ( 4 . 5 5 ) 
i j lJ l 

met b = 1 
-l v 2 

= m ~..J o o/ . waar 
l -l 

( ) 0 2 -1 'V ( - ) 2 4 • 70 w == k u a . . - 1f' . , soda t dan v o1g 
I· · lJ l 

(4.71) 

(4.72) 

(4.73) 

l J 

Tc 
- ( k -1 ) ~~ [ '\' ( - ) J 2 . 
- k 2.,., 2 ,{_: ~· aij - 1f' i . 

~ .J 0'±'. J l 
l l 

Definieer 

s* = L[ L { r .. - i( k+1)}] 2 ( vergelyk ( 4. 2)) en 
j i lJ 

T* = ( k-1) -l ~ 2: ( g3 - g ) . a . ex . 
l ex. l l 

l 

(vergelyk BENARD en 

VAN ELTEHEN(1953) verge1yking (3.4.2)). 

(4.74) 

(4.75) 

S t e 1 weer 'V . ( b . . ) = r . . ~ dan is 
l lJ lJ 

o2 = [l2mk]-1 2: (k3- 2: g3 ) uit (4.65) met b=1 sodat . ex . 
l ex. l 

l 

o 2 = I 12lr l-1 ( k 3 - '\~ g 3 ) en her 1 e i TC na ~ '±'. ~ ~ LJ ex. ' 
l ex. l 

l 

'r = 12(k-1)S*/2:(k.1- 2:g3) D . o:;. 
l ex. l 

l 

= 12S*/[mk(k+1)-(k-1)-1 L i; (g~.- gC(. )] 
i ex. l l 

l 

= 12S*/[mk(k+1) - T*] 

2 = x van FRIEJEAN(l937) soos aangegee deur 

B+v.E(1953) verge1ykings (3.4.1) en (3~4.2). 
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Indien daar geen knope voorkom nie, d.i. as 

alle g = 1 1 is T* = 0 en herlei TD na~ ex. 
l 

(4.76) TF = 12S*/mk(k+1) 

= 12 [mk ( k + 1 ) J - 1 ~ ( L r . . ) 2 
j i lJ 

(4.77) r .. = r .. - i(k+l). lJ lJ 

waar 

Vergelyk FRIEDMA~~(1937) vergelyking (18) en FRASER(1957) 

p. 262 prob1eem 22. 

FRIEDJVIAh(l937) het bewys dat TF asim:ptoties 'n 

x2-verdeling met ( k-1) go v o v. besi t as m ~co. 

Uit stelling 4.3 vo1g dat die meer algemene toet

singsgrootheid T0 , wat na TD = x2 herlei indien '1'.(6 .. )=r .. l lJ lJ 
en voorts na TF indien daar geen knope voorkom nie 9 asimp-

toties x2 verdeel is onder H met ( k-1) g. v. v. as m ~co. 
0 

Opmerkings 0 

1). FRIETiffAN(1937) se toetsingsgrootheid is 'n 

spesiale geval van BENARD en VAN ELTEREN(1953) se toet -

aingsgrootheid TB. 

2). l::ENDALL (1948) het die grootheid TF geskryf 

in die vorm 

(4.78) T = m(h-l)W waar F 

(4.79) W = 12S*/[m2k(k2-1)l 

nie, 

Kendall noem W die 11 coefficient of concordance". 

3). Indien daar geen gelyke waarnemings voorkom 

a1le '¥. ( 6) = '¥( 6) en a1le k .. = 1, dan herlei o2 
l lJ w. 

uit (4.70) na 

Dus 

02 = k-lz: [o/(6 .. ) - o/.]2 
~i j lJ 

(j~ 
J 

= o~ (s~) o 

-1 y 2 = m uCJ .. . lJ 
l 

-1 ., 2 
= m 2.J ow 

i ... 

uit (4.24) 

- l 

waar w = k-1 2: ~! [ j/(k+l)] 
j 

 
 
 



Laat S :en die maksinrwn-waarde wees wat S = !:u~ 
j J 

ond.er bogenoemde voorwaardes kan aanneem. Di t word ver-

kry as a1le rangskikkings identies iso Die kolomtotale 

is dan (nie noodwendig in die vo1gorde nj_e)~ 

sm = ?~ Lfm \f ( k 11 ) - ;m if J 2 

J 

= m ~ [ ~~ ( k~1) - W] 2 
J 

= mka~ uit (4.80). 

sodat 

Gevo1g1ik her1ei T
0 

uit (4.68) na 

JJLb.v. 

= m( k-1) S/S~ .ln 

( t. r 9' l+.o ) en (4.80) 

4). TERPSTRA(1962) wys daarop dat YENDl-iJ.JL(1948) 
0 

se bewys dat m( k-1 )Vv asirnptoties xc.. verdee1 is as m ~CD~ 

foutief is (stel1ing VI). 

5). In EHRENB}~RG, A. S.C. (1952): Biometrika 3~, 

pp. 82-87 9 is 'n toetoir1gsgrootheid voorgostel vir die 

probleem van m-rangskikkingse TERPSTHA(1955,1956) 

het die asinptotiese verde1ing daarvan hepaal vir 

m cindig en k~m 1 tcrwy1 VAN ELTEREN(l957) die asimp-

totiese verdeling bepa<:J.l het vir k eindig en m ~en en 

QGnGetoon het dat die toetsingogroothcid in 'n trivia1e 

geval e}~ivalent ·is ann die toetoingsgrootheid van 

FRIEDl\IAN ( 19 3 7). 

4.4.3.3. '±'.(6 .. ) =::' = E(s ) 
l lJrn '-'r.. r .. 

'I lJfl lJfl 

waar ~ip. (~i1 < gi 2 < o•o < ~ik.) die waardes in rang 
l l 

van 'n ewekansige steekproef van grootte k. = kb uit 'n 
l 

normual (0 9 1)--:populasie is (vergelyk TERRY(1952) en 

 
 
 



148 .. 

In hierdie geval is: 9) 

= 1i. 
l 

= (kb)-1 ~::'. 
~ J_p 

p 

= 0 weens sinm1etrie o 

Verder is 
~ 

( LL 81) u. = m --s- 2:: 2: a .. 
J i 1l lJY) 

en 

(~-.82) o2 = (k-l)K uit (4.54) 

= (k-l)b[mk(kb-1) ]-l ?_: 2:. a~ 
i p lP 

waar 

) -1 (~o8J 8,. = g lD ex. 
l 

2: \f.[(G 1 +1,)/(k.+l)] 
l ex.- t-r l u. l 

'l 

vvann e e r G ex . _1 + l ~ p .~ G <X • 
l l 

met Y.(6. ) = =. in hierdie ~evalo 
l lp '-' l]_) 

Uit stelling 4o3 volg dat 

T (k-1) ";0 2 
k = 2 l_:U. 

kG j J 
onder H asim:ptoties, vir m -?CD, 

0 

1 x2-vera·'e1l.llL.~ met ( 1 l) b •t, n ~ ~- g.v.v. esl·J. 

Opmerking. 

Hierdie is 'n veralgemening van 'n probleem voor-

gestel deur FRASER(l957) (p. 263 probleem 23). Stel 

ons b = l, dan herlei bostaande resultate na genoemde 

probleem van FRASER(1957) en kry ons: 
~ 

u . = m - 2 - L a . . en 
J i lJ 

o 2 = ( mk) -·l 2: -~ a~ . 
i j lJ 

(4.84) Tk = ~(~-~) ~u~ 
). 6a .. 0 i j lJ 

sodat 

9). Ons kan in hierdie geval ook met 'n toetsingsgroot

heid. van die vorm van ( 4. 46) werk indien die k. . 's nie 
lJ 

almal gelyk is nie. 

 
 
 



Indien geen knope voorkom nie 9 is aij = 3 ij ~ soda t 

(4.85) T-. -- ( k -1 ) ~., [ "'' ,...., J 2 
k ,, "''r-<2 ~ ~~ij 0 

LJ LJ ~ . . J l 
i j\-,JlJ 

Tk is onder H asi~~totiec x2 verdee1 met (k-1) 0 .. .1• l: ,;::> ' 

as m-?m. 

\11.(6 .. ) = Q(6 .. ) 
l lJY) lJTl 

Yvaar Q(q_) die q_de kwantie1 van 'n normaa1 (0?1)-verde1ing 

is (sierr VANDER ~AERDEN(1957) en ~2.5.2.3). 

(4.f6) 

In hierdie beva1 is 

= 0 weens sin1.rnetrie. 

Verder is 
1 

- m-:;,:-"" \' u. - LJLJ 
J i 'il 

a .. 
lJ Yl 

en 

10) 

(4.87) u2 = (k-1)b[mk(kb-1)J-1 >-:2: a~:P uit (4.82) 
i p 

met a. soos in (4.83) waarby ~.(6. ) = Q(6. ). lp l lp lp 

Soos in die geva1 van §4.4.3.3 vo1g dat 

(k-1) 2: 2 
Tk = ko 2 j uj onder H0 asimptoties 1 vir 

ffi-?C0 9 
1 ll x2-verdeling met (k-1) g.v.v. besit. 

O:pmerking. 

sodc:tt 

Ste1 b = 1 9 dan is 
:1. 

u . = m- -~- 2:: a . . en 
J i lJ 

o 2 = ( mk ) - 1 :6 ?~ a? . 
i j lJ 

= m(k-1) \' 2 
\' . ..., 2 ~ uj 
LJ?_J a .. J 
i j lJ 

sodat 

Indien daar geen knope voorkom nie, 

( k -1 ) '\ .. [ L "' ( 6 ) ~ 2 
= =~:-;--~( ) L: .· Q ij _!-

LLJQ- 6i.; J l 
j_ j J 

10). Sien voetnoot 9. 

is a. =0(6.) lp v lp 
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Tk is onder H
0 

asimptoties x2 verdee1 met (k-1) 

g. v. v. as m ~en. 

4.4.3.5. Neem vervo1ge:ns die meer a1gemene fu:nksies 

'f.(o .. h,x .. h) 1 i=1 9 2~ ••• ,m, wat strengstygend (of streng-
l lJ lJ 

da1end) is in beide argu.mente en eindig is vir a11e ein-

dige x .. hen vir 0 < 6 .. h < 1, met lJ lJ 

o'fi > e > 0 vir al1e i en x. 
ox 
Laat (sien byvoorbee1d verge1yking (4.12)): 

(4.90) a. == g-1 ~ 1. [ z. G , (G 1 +/.1.-)/(k.+l)] 
lpl. 0:. l l' l +!J. . (Y.;.- l l 

lll. ex:.- l l 
~"'"l l 

Definieer 

( 4-. 91) 

\Pi 

a. 
lp. 

l 

indien X .. , = 
lJn 

z. 
lp. 

l 

-1 .. .., = k. 1 'f.(x. , 6. ) 
l p. l lpi lpi 

l 

Laat weer 

(4.93) U = >(~ - W_'_.) ij h '"'"'ijh l 
indien k .. ) Oa 

l J ' 

(4.94) u. 
J 

Die resultate van §e 4.2 tot 4.4.2 kan vir hierdie 

geval aangepas word. Ons gee s1egs 'n kart aanduiding. 

Dui die xijh-waardes aan deur z1 ~z 2 , •.. ,zN en laat 

Z = (z1 ~z 2 , ... ,zN). 

Soos in lenunas 4.1 tot 4. 3 kan bewys word da t 

(4.95) 

(4 .. 96) 

E(u.IH ;Z) = O, 
J 0 

o ~ = var ( u . I H ; Z) 
J J 0 

-- -~ l \' - ( . ) -1 ( ) -1 "'1 ( - ) 2 m LJ k .. k.-k .. k. k.--1 LJ a. -'f. en 
i lJ l lJ l l p. l:pi l 

l 
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Ons kies 'n getal w > 0 en vereis dat in elke ry 

tenminste tvvee x 'e in verskillende 11 selle 11 met minstens 

w verskil. Alle rye VIla t nie aan hierdie voorwaarde vol-

doen nie, word weggelaato 

Omdc.:, t alle x_. .h eind.ig is, volg soos in die opmerking 
lJ.·-

na lenooa 4.2 dat o~ > 0 vir m eind.ig, en lim o~ > w1 > 0. 
J J -:m -·->CD 

Neem ons weer v. = :>~c . u .. waar die c . 's eindige 
l -.- J lJ J 

J 
re~le getalle is wat nie almal gelyk is nie, en 
2' aia = var(vi), dan kan ons op analo~ wyse as tevore die 

volcende stellings bewys~ 

STELLING 4.4. 

Indien 
2' (4.98) o. > 0 vir i=l,2, ... ,m, 
l• 

be sit 2: c . u . as imp toties , vir m ~CD , 
j J J 

verdeling. 

Bewys: Soos stelling 4.1. 

onder H 'n normaal
o 

Soortgelyke resultate word ook gevind as in lemmss 

4o4 en 4.5, sodat ons kry~ 

STELLinG 4.5. 

Indien 

(4.41) lim m-1k,j > 0 vir j=l,2, ... ,k en 
:m~CD 

(4.99) L"; = { o j j'} van rang ( k-1) is vil'"' elh:e gegewe Z 

dan besit 

asimptoties, vir m ~m? onder H 'n x2-verdeling met 
0 

(k-1) g.v.v. 

Bewys: Soos stelling 4.2. 

Stel k .. = b > 0 vir alle i en j, dan is (sien §4.4.2) 
lJ 

( 4 0 l 0 0 ) 0 ~ = ( k -1 ) b [ mk ( k b-1 ) r-l ~ ~ ( a i p - \ji i ) 2 vir all e j 
J l 11 

- o 2 ( s~) 9 en 
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. 1 b 
u . = m --;z >-: ~ (a. . - \ii . ) • 

J i I] =l l J 1l l 

Definieer weer 

dan be sit Tk asimptoties, vir IYL-7CD? onder H 
0 

ling met (k-1) g.vov. (sien stelling 4.3). 

I 2 :-~ n x -vera.e-

S tel no u '¥ . ( x . . 9 6 . . ) - x . . (verge 1 y k PI TiviAN ( 19 3 7 ) 
l lJ'Il lJ'Il lJI] 

Laat x. = ~. 
l l 

= (kb)-1 2;x .• 
l-:1 p .. 1.: 

Dan is 
1 

( 4.101) u. = m -tt ~ 2: ( x. . - X. ) en 
J il] lJil l 

( 4 • 10 2 ) o 2 = ( k -1 ) b [ mk ( k b-1 ) ] - 1 ~ ~ ( xi_) - xi ) 2 . 
l p l: 

Tk = (k-~) ~ u~ besit asimptoties 'n x2-verdeling 
koL j J 

onder H met ( k-1) g. v. v. as lt.. -?CD 0 

0 

Op:-c1erking .. 

Ste1 b = 1, dan reduseer bostaande geva1 na die 

voorgeste1 deur FRASER(1957) (p.262 probleem 21). In 

die geva1 is~ 

-x. 
l 

u. 
J 

- . -1 ·-· ... ,. - .k .G.A .. 

l 

. lJ 
J 

= m -:z ~ ( x .. - x. ) , 
i lJ l 

-1 :-. = m .6 x . . 
i lJ 

= ( mk) -l 2: L ( x . . - x . ) 2 
i j lJ l 

-1 "'' 2 = m LJ S. waar 
. l 
l 

(4.103) s~ 
l 

-1 ~ ( -- ) 2 = k ~~ xij - xi sodat 
J 

( k-1 ) '\"" [ '\.' ( - ) l 2 = 2 i.J 6 X . · - X . : 
k 2:: s. j i lJ l -

. l 
l 

m
2 (k-1) ~(- ~)2 = -----,. - _6 X . - X • 

1,... "' ...... s2 . 0 J .'- 6 . J 
i l. 

- ( )-1--,, 
X = mk _6 .~X .. 

i j lJ 
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Tk besi t asimptoties, vir m -7CD ~ onder H
0 

verdeling met (k-1) grade van vryheid. 

2 'n X -

4.5. ANDER UITBREIDINGS. 

4.5.1. Inleiding. 

In die probleem van rn-rangsL:ikkings ( §e 4 o 1 tot 4-.4) 

is die asimptotiese verdelings van voorgestelde toetsings-

groothede ondersoek indien die &antal rangskikkings m~ro. 

Die vraag ontstaan wat sal gebeur indien alle k. -~ ro, lJ 
of indien k ->ro. 

Alleen eersgenoemde geval lewer 'n sinvolle bydrae 

tot die studie van ons probleen. (Sien oak §4.4.3.2 op-

merking 5 waar 'n geval aangehaal word waar laasgenoemde 

geval ( k ~m) bestudeer word). 

4-.5.2. Geval k .. ~m vir j=l 9 2 9 o o. ,k, i=l 9 2, •. o ,m 9 waarby lJ 
k en m eindig is. 

Hierdie is 'n twee-faktor variansie-analise waar 

rangnominers afsonCcerlik binne ell-~e ry toet;eken vvord. 

Elke ry kan beskou word as bestaande uit k willekeurige 

groat steekproewe (diem rye dui m replikate aan). Die 

teorie van hoofstuk II is dus toepasbaar op elke ry. In 

notasie sluit ons aan by di~ van hoofstuk II. 

Die waarnemings in die sel (i,j) kan beskou word 

as 'n steekproef afkomstig nit 'n populasie met verde-

' lingsfllllksie F. . • Onder E nl. da t alle verdelingsfunk-lJ 0 
sieo F. . identies is vir gegewe i, sC = F. , is c:~lle per-

lJ l 

mutasies van 

Neem 

(~·ol05) y .. 
lJ 

waurnemingu in elke ry ewekansig (H ). 
0 

{ 

:1 

k-:-:r2: (a .. h- ~.) = l,J h lJ .. l 

0 

indien k .. > 0 lJ 

ind.ien k. . -- 0 lJ 
en y. 

J 
= ): y ..• 

. lJ 
l 

ljj_er word veronderDtel dat die \f j_ funksies is van 

rangnonuner~3 E\.lleE;n, c.~ .• vr. s. vc:n d.ie VOJ'.""'m ~. ( 6. _.h) o 
l lJ .. 
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Lemma 4.7. Indien 

( 4 .106) maks [\f. ( 6. ) - w. J 2 = 0 ( k. ) vir k. -?Q) en i=l 0 2 e • 0 9 m 
l -, ll • l l l / I p. ..l...t-'l 

l 

(4.107) (Iedere diskontinu!teit van F.(x))<G <1 vir alle i 
l -

( 4. 108) 1 im k .. /k. > E > 0 vir all e i en j 9 k.-?Q) lJ l 
l 

dan is 

( 4.109) w. = ~c. 0 y .. 
l j lJ lJ 

waar die c .. 's willekeurige eindige re~le getalle is, lJ 
asimptoties normaal verdeel ask. -?ffi 1 i=l 9 2, ... ,m. 

l 

Bewys: Die bewys is 7 vir vaste i, analoog aan di~ van 

stelling 2.3. 

Opaerking. 

Voorwaarde ( 4.108) is nie nodig nie solank k. 0 -?m lJ 
ask. -?ffi (vergelyk stelling 2.3 opmerkine 2), 

l 

STELLING 4.6. 

Onder voorwaardes (4.106), (4.107) en (4.108) en 
, • ,-, A 

onder H lS ~e.y., waarby die eJ~'s willekeurige eindige 
0 j J J 

re~le getalle is en 
A 1 1 -1 

( 4 • 110 ) y . = ( N-k . 0 ) 

2 N-2 y . o . 
J 0 J J J 

2 met o. = var(y.) en k 0 = L:k .. , 
J J •J . lJ 

l 

asimptoties normaal verdeel as N -7ffi. 

J3ewys ~ w. en w ., is onderling onafhanklik indien i I i' • 
l l 

Met behulp van lem.~.lla 4. 7 'Tolg dus da t 

( 4.111) W = 
1
L w. asimptoties normaal verdeel is as N -7ffi 

0 l 
l 

(as N-7cn, geld dat al1e k. 0 -7CD omdat k en rn eindig is 
lJ 

en omdat ons aanneem da t alle k .. van d.ieEJelfde orde 
lJ 

grootte is voorwaarde (4.108)). 

Omdat die c .. 's willekeuri~ is (beha1we in soverre lJ '-' 
dat almal nie gelyk mag wees nie) kan ons sander verlies 

aan algemeenheid stel 

(4 .. 112) c. 0 

lJ 
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Dan is 

( /[ 0 113) 

A 

= 'Ze.y. 
j J J 

m o b o v . ( 4 0 110 ) . 

~e .y. 
j J J 

is dus asimptoties normaal verdeel as N -?CD. 

Lemma 4.80 Onder die voorwaardes (4.106)? (4.107) en 

(4ol08) en onder H gel~ die voorw&e.rdes 
() 

A 

(4.114) lim var(y.) > 0 en 
N -7(D J 

A ? 6 
( 4 o 115) 1 im E I y . I._+ < CD vir j =1 7 2 9 o o • ? k en 6 > 0 o 

N-7m J 

Bew;ys ~ Soos in die O})merki~:1g no., stelling 2 0 2 volg m. b 0 v. 

STOICER(l955) stelling 2.4 dat 

lim inf . var ( y . . ) > c: > 0 0 

r~· -7CD l J -

Tdaar vaT( y.) 
J 

= 2: var(y .. ) . lJ 
l 

sien byvoorbeeld (4.24). 

Dus lim inf. var(yi) ~lim inf. var(yiJ.) > 0 vir enige i. 
N -7ffi v N ->m --

var(;j) = (N-k.j)N-1var(yj) 

= I - k .N-l sodat 
• J 

A 

-2 C). 
J 

lim var(y.) 
N ->CD J 

-1 = 1 - lim k .N > 0 waarmee (4o114) 
}T -7CX) 0 J 

bevredig v1ord. 

Indien, wat verder deurgaans veronderste1 word, 

k-:-1 L (a. - '\!!. ) 4 = O(k.) vir i == 1,2~ ... ,m 
l lp. l l p. l 

l . 

dan vo1g op analoe wyse as in bylaag A d.at 

E ( y .. ) 4 < ~ vir all e i en j . lJ 
Aangesien y .. en y ., . onafhank1ik i:~; indien iIi' 

lJ :I:J 

volg makliL dat voorvn::v:;..rd.e ( 4.115) bevredig word. 
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Lemma 4. 9 . Die variante y j is onder voorwaardes ( 4· . 106) , 

(4 . 107) en (4 .108) gesaner-tlik asimptoties normaal verdeel 

as N" ~ro . 

Bewys: Die bewys vol g direk uit stelling 4 . 6 en lemma 4 . 8 

net behulp van l ermna 2 . 5. 

Opmerking . 

Die karakteristieke funksie van die ,r ' s is dus van 
v j 

die vonn 

waar 2: die momentematriks van die 

yj ' s voors tel, 'G ' = {G1 ,G2, .. . ,Gk} enG di e ooreen

komsti ge kolomvektor . 

Lemma 4.10 . Die mo!n.entematrik::J 2.: van di e variante yj, 

j=l , 2, ... ,k besit onder H
0 

' n rang van (k- 1) . 

Bewys: !:let b ehulp van ( 4 . 2 3) en ( 4 . 30) volg: 

(4.116 ) var(y .. ) = (k .-k .. )k-:-1 (k. --l) - l l: (a; - ifi. ) 2 
l J 1 lJ 1 1 p. ~Pi l 

- ( k. - k . . ) K. en 
l lJ l 

l 

( 4 . 11 7) kov ( y . . , y . ., ) 
lJ lJ 

( )·1- -1( ) - 1"( - )2 = -- k .. k .. , -k. k. - 1 t..J a. - '.!'. -
lJ lJ l l p. lpi . l 

(4.22) K . 
l 

.1.. 
= - (k .. k .. ) 2 K. 

l. J lJ l 

l 

vir j I j ' 

- 1( )- 1 "( - )2 k. k. - 1 t..J a. - '!:'. • 
l l p. lpi l 

= 
l 

waar 

Die momentematri ks van die y .. ' s (vir vaste i ) is 
lJ 

van rang (k-1), want tussen die elemente van el ke ry be-

s taan ' n line~re verband, naa.11llik 
1. 

(4.118) 2::k . . var(y .. ) + L 2:(k .. k . . .)"2 kov(y; .,y .. ,) 
j lJ lJ jlj' lJ lJ ... J lJ 

= De . ( k . - k . . ) K . - 2:: l:k . . k . ., K . j 1 J 1 1 J 1 j I j ' 1 J 1 J l. 

= De . . K. [ k . - k .. - .6 k .. , J 
j lJ 1 1 lJ Y(l j ) l.J 

= 0 

en geen ander linet§re onafha.nklike verband bestaan nie. 

 
 
 



Die transformasie van y .. na y. is linel§r en nie-
lt.i J 

singulier. Gevolglik is die rang van ~' die moBentema-

triks van die y. 1 s, oak (k-1). 
J 

Opmerking. 

Dui, soos in die opmerking na lemma 4.5, die momente-
A 

matriks van enige ( k--1) y j 1 s aan deur /1. = {'A. C Q} met 

kofaktore lA "",,I. ss 

STEIIL ING 4. 7. 

Indien 

(4.106) maks[\f!. ( 6. ) - ~. ] 2 = o(k.) vir k. -YCO en i=l,2, .. ,:o l lt.). l l l p. .t l 
l 

(4.107) (Iedere diskontinuJ:teit van Fi(x))~G <l vi.r alle i 

( 4.108) lim k . . jk. > E > 0 vir alle i en j 1 
k. ->Q) lJ l -

l 

dan is 
k-1 

T = 2: 
(=1 

k-~li/I.CQ I A A 

2:: --·- y y 
C'=l lA I c Q 

.., -:.r I onc.er h
0 

as irn p toties 

x2 verdeel met ( k-1) grade van vryheid as N -?ffi. 

Bewys~ Uit lemma 4.9 volg dat die momentematriks van die 

I d. Yc s van · le vorm 

is, 

en m. b. v. lenuna 4.10 c.a t 1\ van rang ( k-1) is. 

Die bewys volg nou m.b.v. 81.4. 

Opmerking. 

T kan tot meer hanteerbare vorms vereenvoudig word. 

deur sekere beperkings te stel, byvoorbeeld alle kij = b 

(sien §4.4). Aangesien die prosedure dieselfde is as 

in hoofstuk II, gaan ons nie verder daarop in nie. 

4. 6. DIE AI~TERNATIEW'E HIPOTE~3E. 

Tot dusver in hierdie hoofstuh het ons die geval 

onder H beskou waarby veronderstel word dat alle moont
o 

like rangskikkingr:J van rc.\.ngnommer~"3 binne elke ry 

 
 
 



ge1ykkansig is. Hier word egter die meer algemenc hipo-

tese H beskou waarby aangeneem vvord dat a1 die km items 

uit diese1fde of verski11ende popu1asios afkomstig is, 

en we1 dat die waarnemings x .. 
1

, h=l,2, ... ,k .. van die lJ 1 lJ 
item x .. , afkom.stig is ui t 'Y.i. popu1asie met kontinue lJ 
verde1ingsfmlksie F .. " i=1 9 2, .. 0 ,rcq j=1, 2, .•. ,k. lJ 

Die 1imietverde1ing van die voorgestelde toetsings-

grootheid vvord onder H be:pa&l indien m ~ CD. 

4.6.2. Definisies. 

reem k ij 
(4.119) t .. = k-:-~ l: '¥.(b. 'h) 

lJ lJ h=1 l lJ 

waar w.(6) eindi& is vir 0 < o~ < 1 en~ = -l ~ uijh 

soos in 

(4.120) 

(4.121) 

I 

t ~ . = lJ 

Stel 

t .. - E(t .. IE) lJ lJ 
1 m 1 

t. = m-~ 2: t .. 
J i=1 lJ 

r .. h/(k. +1) lJ l 

( 4 o 12 2 ) o \ j.) = kov ( t ~ . " t ~ ., I H) = 
JJ lJ lJ 

' ' E( t .. , t .. , jH) vir jlj' want 
lJ lJ 

I I 

(4.123) E(t .. !H) = 0; lJ 
( . ) 

0 '~I = 
JJ 

var ( t ~ . I H ) , lJ 
I 

( 4 . 12 5 ) o . ., = ko v ( t . , t ., I H) = E ( t J .• t J. 1 I H ) vir j I j' want 
J J J J 

(4.126) E(t. jH) = 0 en 
J 

(4-.127) ' 0 .. 
J J 

I 2 I = o . = var ( t . H) . 
J J 

Hieruit vo1g mak1ik dat 

(4-.128) o' ·-1 y (i) t 
! j j' = m 'i o j j' me 

(4.129) 
12 

o. 
J 

~-1 ~ ( i) =m ~o.,. 
. J J 
l 

4.6.3. Die Toetsingsgrootheid TAo Limietverdeling onder H. 

Ste1 

·-· I V. = .6c . t .. waar die c . 's wi11ekeurige eindige 
l j J lJ J 

( 4 .130) 

re~1e geta11e is wat nie a1ma1 gelyk is nie. 
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S~rELL ING 4 . 8. 

IndiE-;n 

(4.131) var(Vi jH) > 0 vir i=1,2, ... ,m, 

d.an besi t >-:c . t . onder H asimJ?toties 9 vir m -->m, 'n normaa1-
j J J 

verdeling. 

Eewys: Uit die definisie van~. vol& dat t ... en dus ook 
l ~ lJ' 

I 

tij 1 eindig is vir al1e i en j ( ki < co vir a1le i). 

Dus 

( 4 . 1 3 2 ) E I t ~ . 1
2 

+ 6 < co vir all e i en j en vir 6 > 0 • 
lJ 

Soos in stelling 4.1 vo1g eerstens dat 

(4.133) 
1 

en vervolcens da t .L:c. t. = m- 2 ~ V. asimptoties 9 vir m ~co? 
i J J . l 
C) l 

'n normaalverdeling besit. 

Opmerking. 

var(VijH) kan ook geskryf word: 

( 4. 134) var (Vi) = E [Vi - E (Vi) J 2 

"' ' :-1 ' ) 2 - E[ LJ c . t. . - E( 6 c . t. . ] 
. J lJ ..: J lJ 
J J 

I 

[ 
·-, I l 2 = E }_~c.t. ·J 
j J lJ 

want E ( t . . ) - 0 
lJ 

I I = 2_; L c . c ., E ( t ... t .. , ) 
j -j' J J . l J l J 

= ~ Z c . c ., a \ ~.) 
j j' J J J J 

Lemma 4- .11. Indj_en 

(4.131) var(Vi jH) > 0 vir i=1,2, ... ,m en 

(4.135) o\~) > 0 vir al1e i en j 9 JJ 
dan vo1doen die t. 's aan di·2 voorwaardes 

J 

( 4 . 13 6 ) 1 im va r ( t _. I H ) > 0 vir j =1 ? 2 9 • • • , k en 
m -70) J 

( 4 . 13 7 ) 1 im E I t . 1

2 + 0 < co vir j =1 9 2 , . . . , k en b > 0 • 
:n:l-7CO J 
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Bewys~ Uit (4.129) volg 

( I ) -l,.., (i) (4 135) 1 var t:J· H = m 6 o .. sodat m.b.v. . vo g 
' i J J 

(4.136) lim var(t. IH) > 0. 
m~CD J 

In stelling 4.8 is bewys dat 

(4.132) E It~. 1
2+6 

<CD vir alle i en j en 6 > 0. lJ 
Soos in le~na 4.4 volg nou dat 

( 4 1 _) 7 ) 1 . E: I ' 1
2 + 0 . -· -1 ') . 0 -. ..: liD u j < CD Vlr J- 9 c:.. 9 .... 9 K en o > . 

m~CD 

Lem.ma 4.12. Indien voorwaardes ( 4.131) en ( 4.135) geld 1 

is die gesamentlike verdeling van die variante t. asimp
J 

toties normaal as ~n ~CD. 

Bewys~ Omdat 

( 4. 136 ) 1 im var ( t . I H) > 0 vir j =1 9 2 1 ••• , k 9 
m~m J 

(4.137) limE It. !2+6 < m vir j=1 1 2, ... ,k en o > 0 (lem-
m~CD J 

rna 4.11) en 0r11da t ~c . t. asimptoties normaal verdeel is 
j J J 

as m ~CD ( stelling 4. 8) 9 volg d.ie resul taat m. b. v. 

1 ermna 2 . 5 • 

OlJmerkings. 

1). Die karakteristieke funksie van die gesament-

like verdeling van die tj 's is dus 

--*-G I ~ G "' { I } e ~ waar 1 = ojj die momentematriks van 

diet. 's voorstel. 
J 
2). Neem as voorwaarde 

(4.138) ~is van rang (k-1). 

Dui 9 soos in opmerking 2 na lemrna 4. 5 1 die momente

matriks van enige (k-1) tj 's aan deur A
1 

= {~~Q} met 

kofaktore IA~QI waar C,Q = 1,2, ... ,(k-1). 

 
 
 



161. 

STELLING 4.9. 

Indien 

(4.131) var(V. IH) > 0 vir i=l 1 2 9 ••• ~m9 
l 

(4.135) o\~) > 0 vir alle i en j 
JJ 

(4.138) ~van rang (k-1) is 9 

dan besit die toetsingsgrootheid 

en 

onder H asimptoties, vir m ~m, 'n x2-verdeling met ( k-1) 

grade van vryheid. 

Bewys~ Die stelling volg direk uit lemma 4.12 en §1.4. 

O:pmerkine·s. 

1). 

keld te wees 7 

Die berekening van o~~) skyn baie ingewik
J J 

behalwe onder H
0 

in welke geval ons dit in 

lemmas 4.2 en 4.3 aangegee het. 

2). Deur allerlei vereenvoudigings kan spesiale 

gevalle uit T A afgGlei word. 

3). Die stelling kan oak bewys word deur van 

karakteristieke flJ_nksies gebruik te maak soos FRIED-

MATJ(l937), maar die voorwaardes is baie meer beperkend. 

as in ons geval (byvoorbeeld.: Vir elke vaste j en j' moet 

o\~) gelyk wees vir alle waardes van i=l,2, ... ,m). 
JJ 

4.7. ASIMPTOTIESE RELATIE~E DOELTR~FFENDHEID. 

Beskou die alternatiewe hipotese 
~ 

(4.140) H ~F .. (x) = F.(x+d..m-2 ) 
a lJ 1 J 

waar die d. 's willekeurige eindige re~le getalle is 
J 

waarvoor sander verlies aan algemeenheic1 veronderstel 

kan word dat 

(4.141) ~ dj = o. 
J 

Ons neem nou deurgaans as voorvvaardes 

( 4 • 14 2 ) 1 im E ( u . I H ) = B . < m vir all e j en 
m~m J a J 

 
 
 



(4,143) lim 
ffi-?CO 

kov(u.ou.,,1H) J, ;J a 

kov( u. '~ u ., IH ) 
J J 0 

162. 

= 1 vir all e j en j' . 

Aan laasgenoemde voorwaarde word waarskynlik 

in die algemeen voldoen 9 d.w.s. onder algemene re~lmatig-

heidsvoorwaardes en kontinuYtei t van die funksies ,1,. en f., 
l l 

I 

waar f. ~ F. • 
l l 

In die res van hierdie hoofst'Llk vvord verorJ.derstel 

dat alle 1. en f. kontinu is, dat daar geen gelyke waar-
l l 

nemings· voorkom nie (alle F. is oak kontinu) en dat alle 
l 

k .. = b > o. lJ 

met.H a 

(4.144) 

met b-l 

Nou volg uit (4.17) 9 (4.119), (4.120) en (4.121) 

in plaas van H~ 

-1 -1 t. = b u. - b E( u. jH ) 
J J J a 

T,( IH ) -tv [b-1 "'EJ.,, ( 6 ) jH } \ji l .1:J u. ,... = m 6 LJ \.'i . . . . _ - .. . • 
J a i 1l l l.J1 a l"" 

Uit stelling 4.2 volg dat 

( ) - , ... , lA ,... ,..., I 
4. 46 T - t t, -~~-~- uCuQ 

onder H
0 

asimptoties 'n x2-verdeling met (k-1) g.v.v. 

besi t as m -?Q). (Aan die voorvvaardes van stelling 4. 2 

word. voldoen. sien stelling 4.3 want vir alle 

k .. = b herlei T na Tk van stelling 4 • .3). lJ 
Omdat lim var(t. IH~) eindig en positief is (lem-

m -?CD J ct 

ma 4.11), volg dat 

(4.145) 0 <lim var(u_.jH'"') <CD vir alle j. 
m -7(() J a 

Uit stelling 4.8 vol2' dat >'c .t. asimptoties nor-· '-' ·-.J J J 
J 

maal verdeel is onder H en voorv1aarde ( 4.131) as m -?CD, 
a 

waar die cj 's willekeurige eindige re~le getalle is. 

Maar 

(4.146) 0cjtj 
J 

= l:c .[b-1u.- b-1E(u.jH )] uit (4.144) 
j J J J a -

-1 ,.., -1"' ( I ) = b L, c .u.-b LJ c .E u. H , sodat ook 
j JJ j J J a 

2:c .u. asimptoties normaal verdeel is onder bogenoemde 
~ J J 
J 
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voorwaardes. 

Gevolg1ik besit die u. 's onder H asimptoties 9 J a 
vir L1-7CO 9 gesamont1ik 'n normaa1 verde1ing indien voor·-

waarde (4.142) ook nog bevredig word. 

Ui t voorvvaarde ( 4.14 3) vo1g da t die u. 's onder 
J 

Ha asimp-toties ~ vir ID-7CD 9 dieselfde momentem.atriks besi t 

as onder H09 namn1ik A. Nou vo1g uit §1.4 dat T onder 
') 

H asi:mptoties, vir m -7CX) 9 'n nie-sentra1e x'--verde1ing a 

besit met (k-l) g.v.v. en nie-sentra1iteitsparameter 

2 \'' ~ . I A ~ " I I I T ( 4 . 14 7) A. = L1 6 11m --- E ( u !" H ) • E ( u ~"' h ) • 
I" I ';, a .,.,., a (: Q 1ll -7CD H 

Uit (4.142) en (4.145) vo1g dat A2 eindig is. 

Aangesien a11e k .. = b > 0 en daar geen knope 
lJ 

voorkom nie, her1ei T na~ 

T-, __ = ( k-~) 2:u~ 
l~... c. J ko- j 

ui t ( 4. 6 3) 

= D!:_-; 2. ~ [m -t Z ~ {'V . ( 6 . . ) - W . } ] 2 ui t ( 4 . 17) 
ko'- j i n=1 l lJTJ l 

met o2 gegee deEr (4.54), (4.55) en (4.56). 

Soortge1yk aan T herlei ~ 2 m.b.v. (4.59) en 

(4.60) na~ 

(4.149) Al~ = lim {J-- 2k 2:[E(ul" IE ) J2+ }~-1 r L 2.:E(u!" IH )E(un.IH )1 
~ -1 .-.:.CD '-- I" ~o a -"-- x~... I" _1. n ';, a ~o a 'J 

11 · 'o 'oFo 

Nou is, vir vaste i 1 
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Dui vervolg ens die verdelingsfunksie van die 

" verdeling van xij'Y) aan deur Fij TJ waarby i=l,2, •. . ,m; 

j=l,2, ... ,k en TJ=l,2, .•• ,b. Dan geld volg ens ~4 . 6 . 1 dat 

" (4 .152) Fi j l 

Vir vaste i i s daar kb verdelingsfunksies 

" F .. 
lJ TJ j=l,2, ... ,k; 7J=l,2 , ... ,b . Dui nou hierdie ver-

I 
delingsfunksies aan deur Fig waar g=l, 2, ••. ,kb sodan i g 

I II I II I II I II 

dat Fil = Fill' Fi2 :: Fil 2 ' '· · ' Fib = Filb' Fi, b+l = Fi21' 
I II 

Fi , b+2 = Fi22' ens . 

Uit (4 . 151) volg dus nou verder 

(4.153) E['i'.(o .. ) IH J = 2: 'i'.(~) P[riJ.T' = IJ IHa] l lJTJ a p l r + ' I 

I II 

kb 
1 

g=l 
CJg) 

I 

dF . + lg 

CD kb I I I 

f TT [1 - F . ...1 lF . nf dF. + 
- CD 1=l l .tJ- 1 0 1 g 

. Ck,g) 

I 

dF. lg 

I I 

F . II dF . l g l g 

waa r F . lg - F.. , d . w. s g = 
lJ TJ (j - l)b + 7J 11) 

kb 
= >.: 1f i Ckl+1 ) • 

p=l 

+ . • • • • + 

• ., kb . 2:: CD kb 1 1 1 I I 

~ 2:... ( 1) I TT [1- F. I]F.nfF ' g " 
g<g" < .• <g p- - CD P=l lp 1 le, l 

( a l mal lg) (I {g, g, . . , g ( p- )} ) 

.. Fi g (p-1) dFig . 

A.~ word nou gevind deur terugsubs t i t usie van 

(4 . 15 3) en (4.1 50) in ( 4 . 1 49 ) . Bosta ande u i tdr ukking 

i s in d i e a l gemeen onhanteer baar . Ons beskou s l egs d i e 

v olgende spes i ale geval . 
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SlJesia1e geva1 ~ '+'.(6 .. ) ~ r .. o 
'"l lJil lJ'Jl 

(4.154) 

Nou is 'f. 
]_ 

( ) -1 ·--· ·-· = kb .~ .6 r .. 
lJrl j ll 

= 12-( kb+1) ' 
" 

uit (4.14) 

u . = m --§- ~ L: [ r i J. 'YI - -~- ( k b + 1 ) ] en 
J l n ., 

o2 = b 2 (k-l)(kb+l)/12 uit (4.65). 

Tk her1ei dus tot 

( 4 . 15 6 ) 'T. ~ = 12 [ m b 2 k ( k b + 1 ) J - 1 ~ [ ~ -~~ {r i j n - t ( k b + 1 ) } ] 2 • 
J l n 

Uit (4.153) vo1g~ 

E(r. . IH ) = lJY) a 
Q) kb 1 I 

/ ,n [1- :B'ip1] dFig + 
-ro p=1 

(fg) 

kb 
+ 2 2: 

g=1 
(fg) 

Q) kb I 1 I 

I TI [1-F'. ,]F.m dF. + 
-ro '=1 lp l 6 lg 

(Jg,g) 

kb ffi kb f t 1 1 

+ 3 L: 2: I n [1-F . .J]F.m F. 11 dF. + •• o. + 
g<g" -ro p=1 l.lJ l 6 lg ~g 
(fg) (fgyg,g") 

Q) kb I I 

+ kb / n F . ' dF . • 
-ro p=l l:p lg 

(tg) 

Deur die terme uit te skryf en te hergroepeer? 

volg dan: 

waarby 

Hierby is 

kb Q) I I 

(4ol58) L I F.m dF. 
g(fg) _00 l 5 lg 

CD 

k b 00 0 11 

= 2:: I 2: I F i '1-nl dF . . -
j'=l n'=l - m J , ' l J 11 

m , 1 

I F. dF. 
-CD lg lg 

= b 2: I F . ., dF . . - t 
j' -CD lJ lJ 

m 1 1 

= b !: / F i (x+dj,m--z) dF i ~x+djm-2 ) - t met 
j' -m 

behu1:p van (4ol40), 

 
 
 



166. 

1 
- 2 

Q) 1. 1 

= b ~ I [F.(x)+(d.,-d..)m-~-f.{x+G(d.,-d.)m-2}JdF.(x) -l 
j' -co l J J l J J l 

m.bov. Taylor se middelwaardestelling, waar O<G<l, 

aangesien f. orals kontinu veronc~erstel word 
l 

~ Q) 

= ~- ( k b-1 ) + bm -~- 2: ( d ., - d . ) I f . ( x 1 ) dF . ( x) waar 
j' J J -co l l 

1 

x 1 = x+G ( d ., - d . )m - 2 • 
J J 

Nou is vir die geval Yi(6ijn) ~ rijn ~ 

1 
- 2 

1 +1 
( 4.159) E( uj IHa) = m-,; f ~E[r ijT] IHa] - im. 2 b ( kb+l) met 

behulp van (4.154) 

1 1 Q) 

= m-·;z~ 2:[l+i(kb-l)+bm--2L:(d.;,- d_.) I f. (x' )dF. (x)]-
. ., J J l l 
l Tl J -CD 

1 
- tm+2 b(kb+l) uit (4.157) en (4.158) 

CD 

= b 2m -l :~ ( d ., - d . ) 2: / f . ( x ' ) dE' . ( x) • 
j' J J i -Q) l l 

Indien vir m voldoende groat geld 

CD 1 

(4.160) I f. ( x+cm - 2 ) dF. ( z) < CD 
-co l l 

waar c 'n willekeurige 

konstante is, dan geld, omdat f. kontinu veronderstel word, 
l 

CD 1 CD 
I f. [x+G(d .,-d. )m-2 ]dF. (x) = I f. (x)di:,. (x) + o(l), 

-CD l J J l -Q) l l 

wac-:.rby O<G<l. 

Aan voorwacJrde ( 4 o 160) wo:rd byvoorbeold voldoen 

indien fi gelybnatig begrens is. 

r~ou is 

2 -1. -, ( ) '\.." = b ill 21 t1 .. , - d . 6 
j' J J i 

Q) 

I f. (x)dF. (x) + o(l) 
-co l l 

CD 
= - b 2km-1 d. I: I f. (x)dF. (x) + o(l) met 

J i -CD J. l 

behuJ_p van ( 4.141). 
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Daar word dus in hierdie geval voldoen aan 

voorwaarde (4.142). 

= 

Uit (4.149)? (4 .. 155) en (4.161) volg~ 

= 12 
lim [ 2Z { E ( u r I Ha)} 

2 + 
b 2k( kb+l) m ~CD C ~ 

+ ~ ~E(ur jH )E(uniH~)] 
CIQ ~ a ~ ~ 

12 l . [ 2 ,_, { b 2 kd "' /CD f ( \ d H1 ( )} 2 
2 lrD. 2J ·-· ( L.J • X; .1.. i X 

b k(kb+l) ffi-"CD s m ~ i -CD l -
+ 

{
2. CD { 2.. 0) 

+ >~ 2: b k d r ~ / f. (X) dF. (X) 1 b k d n :6 f f.( i) dF · (X)} J 
r ..irt m ~ . l l J m ~ . m l l 
"-r"- l -m l -

2 CD ' k 
= _!.2 b k 1 im m- 2 [ L: f f . ( x ) dE' . ( x ) J 2 • :2 d ~ met be hu~ p 

( k b + 1 ) m ~ m i - m l l j =l J 

van (4.141) aangesien s=l~2?••o'J(k-l). 

Vir b = 1 herlei hierdie uitdrukking tot: 

( 4 0 lb.- 3) 2 l2k . -2 [ ." Ak = - llm m L 
(k+1) m~co i 

0) 

f f~(x) dx J2 L:d~ 
l . J 

-CD J 

wat diese1fde is as di~ in VAN ELTEREN en NOETHER(l959) 

verge1yking ( 9). 

Besko1J ons vervolgens d.ie meer eenvoudige hipotese 

' r ~ -t ( 4. 16 4) B ~ F .. ( x) = F L x+ ( 6 . +a . ) m ] ··a lJ l J 

waar die 6. 'sen d. 's wi1lekeurige eindige re~1e getal1e 
l J 

is en die dj 's nog voldoen aan die voorwaarde 

( 4 • 141 ) '6d _. = 0 9 

j J 

dan herlei A~ uit (4ol62) na: 

2 l2b 2k -2 ()) 2 2 2 
(4.165) Ak = --- lim m [ m I f (x) dx ] 2~d. 

( kb+l) m -~CD -m j J 

 
 
 



Die nie-sentra1iteitsparameter van die F-toets 

vir hierdie geva1 kan gevind word Qeur die voorbee1d van 

TANG(l938) op bladsye 137-138 na hierdie geval te ver-

algemeen, waardeur ons vind 

( ) 2 -2 ~ 2 
4.166 ~F = boF ~dj . ( Verge1yk ook VA:rr ELT:CREN en 

J 
NOETHER(1959) vir die geva1 b = 1). 

Die asimptotiese re1atiewe doe1treffendheid van 
I 

Tk met betrekking tot die F-toets is dus 

(4.167) Em, F = ~ 2/~ 2 

.Lk' k F 

= 12kb a~ [ _lJ f2 (x) dx ]2 . 
( kb+1) VJ 

O:pmcrkings. 

1). Ste1 b = 1, dan her1ei T~ in (4.156) na 

(4.168) T~ = ~ 2 i [ l:{r .. - t(k+1)} ] 2 
mk(k+1) j i lJ 

12 --, [ --, 1 ( , ) 2 = _ ___;.,; __ L L:r .. - 2m L+1 ] . 
mk ( k+l) j i l J 

2 ) • Vir b = 1 is 

12k .- [ oF 
(k+l) 

wat diese1fc1e is as c.ie resu1 taat gevind deur VAN ELTEREN 

en NOETHER(1959) verge1yking (7). 

3). Vir die normaa1verde1ing is uit (4.167) 

kb 
( kb+l) n 

Narnate kb toeneem, benader E " die waarde Tk,F· 

3/n = 0.955 (sien VAN ELTEREN en HOETHER(1959) verge-

1yking (7N) en die daaropvolgende tabe1). 

4)o Vir die homogene verde1ing is uit (4.167) 

wat die w~arde 1 benader as kb toeneem. 

 
 
 



Opmerking. 

' Di t blyk da t T1 met '¥. ( 6. . ) ~ r. . asimptoties 
{ l lJ~ lJ~ 

onafhanklik is van verskuiwingseffel~te tussen die 

verskillende rye- sien (4.162). Die toets gebaseer 

' op Tk kan dus gebruik word om vir verskuiwingseffekte 

tussen die kolomme te toets onafha:nklik van eventuele 

verskuiwingseffekte tussen rye. Soortgelyk kan 

rangnommers opnuut binne die kolollline toegeken word 

en die toets aangepas word om te toets vir verskui

wings tussen die rye (onafhanklik van die voorkoms 1 

aldan nie, van kolom-verGJruiwings). Die toetse vir 

ry- en kolom-effekte moet egter op afsonderlike 

onafhanklike stelle waarnemings toegepas word. 

Slotopmerking. 

In bostaande spesiale geval is dit redelik 

maklik om in te sien dat onder sekere reelmatigheids-

voorwaardes, waaronder die kontinu!teit van alle F., 
l 

aan (4.143) voldoen word. 
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. HOOJ?STUK V. 

DIE ANALISE VAN VARIANSIEo 

5. 1. INIJEIDING. 

Word in die geval van §4. 5. 2 rangnommers a.an 

al die N waarnemings gesctmentlik toegek:en, kry ons 'n 

twee-faktor variansie-analise. Ons gaan di~ geval in 

hierdie hoofstuk behandel. 

5. 2. KORT OORSIG OOR REEDS BER:Sl\:DE \!VERY. 

MOOD(l950) het 'n verdelingsvrye prosedure be-

handel waarvolgens vir ry-effekte, kolomeffekte, inter-

aksie en kombinasies daarvan getoets kan word in die 

tweefaktor rangskikking met b waarnemings per sel. Die 

toetsingsgroothede is gebaseer op die e-fwykings van die 

vvaarne:21ings vanaf bulle me diane. Die verskillende toet..:. 

singsgroothede word kortliks bespreek (sien MOOD(l950) en 

TATE en C~ELLAND(l957)). 

Gestel daar is m rye, k kolormne en b waarnemings 

per sel. Laat A = ~-mb of ±(~b-1), naa:m.lik die een waar-

voor A 'n heelgetal is. Laat t . die mediaan van die 
~ • J 

mb waarnemings in die jde kolom wees en !. die mediaan 
l• 

d . 1,b . . 1 . .de van le .r: waarnem2ngs ln ClG l ry. 

5. 2.1. :·iJediaantoets vir Interak;:;ie. 

MOOD(l950) het as toetsinGsgrootheid vir inter-

aksie voorgeBtel 

2 ( p . . - p . p . /P) 
l J l• • J 

i j P. P . (P. P . -b) 
l• •J l• "J 

1) 

wa8.r die simbole die volcende betekenis het ~ Word ry-

en/of kolommediane van die waarnemings in die tabel 

afgetrek, kry ons negatiewe waardes (aangedui deur 

1). In hierdie hoofstuk deurloop i,~ die waardes 

1,2, ... ,m en j 9 j',j" die waardes 1,2, ... ,k 9 tensy anders 
gesr)esj_fiseer. 
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minustekens), nulle 9 en positiewe waardes (aangedui 

deur plustekens). Nou is 

P = aantal l;lustel<.::ens plus he1fte van clie nul1e in die 

tabe1, 

P .. = aantal !)lustekens -J.:o1us llelfte van die rn111e in lJ -

diesel (i,j), 

P. ,P . ~ aantal plust0kens plus helfte van die nulle 
l g 0 J 

. de de in die l - ry respektiewelik j · kolom. 

Hierdie toets vir interaksie word toegepas nadat 

ry-- en ko1omeffekte (indien enige) verwyder is deur her-

haalde s.ftrekking. 'rrel: neJamlik die kolo:r:nnediane af van 

die waarnemincs in die ond.erskeie kolomme. (Daar kan 

netsovvel met rye begin word). Vir die nuwe stelsel word 

ry-me<3.iane bepae.l en vaE die was.rnemings in die onder-

skeie rye afgetrek. Hierdie prosedure word herhaal tot-

dat die ry·- en kolommediar:.e alr·1al prc:tkties n-c-:..1 is. 

Volgens MOOD(l950) is x~ asimptoties x2 verdeel 

net (m-1) ( k-1) g. v. v. as b ~CD. (Die ben2"derint5 is be-

vredigend asP. P ./P > 2 en (ill-l)(k-1) _> 2 ). 
l• • J 

5.2.2. Mediaantoets vir ry- en interaksie-effekte 

gesamentlik. 

Reduseer die vvaarnemings binne elke kolom om 

hul kolommediaan sodat die toets onafhanklik is van 

moontlike ko1omeffekte. 

Die toetsingsgrootheid 

2 
Xmr 

= m(mb-1) 2: 2: ( p .. _!) 2 
A(mb-A) i j lJ m 

besit asimptoties 'n x2-verdeling met k(m-1) g.v.v. 

as b -7CD. (Die benaderint-; i~? goed vir b ~ 5 of mkb > 20). 

Soortgelyk vir kolom- en interaksie-effekte 

gesamentlik. 
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5.2.3. Mediaantoets vir ry-effekte as interaksie nie 

betekenisvol is nie. 

Reduseer die warrnemings binne elke kolom om 

hul kolommediaan (om m.oontlike kolomeffek:te ui t te 

skakel)~ Die toetsingsgrootheid 

is asimptoties x2 verdeel met (m-1) g. v o v. as b -70) o 

Soortgelyk vir koloroeffekte. 

5. 3. 'n NU\iE UITJ3REIDIEG. 

5. 3 .1. Inleiding·. 

In hierdie hoofstuk word twee ti~es toetse 

bes:preek 7 naaT!llik toetse vir homogeni tei t van gemiddeldes 

en homogeniteit van variansieso 

In die behandeling van MOOD(l950) hierbo word 

Gewerk met die afwykings van die gegewe waarnemings vanaf 

hulle mediane. 

By toetse vir die honogeniteit van variansies 

kan dieselfde gedagte verder uitgebrei word deur die 

waarnemings te reduseer om 'n bcpaalde lokaliteitspara-

I:I.eter ( rekenkundige gemid.deld 9 med.iaan 9 modus? ens.), 

aan die gereduseerde vv-aardes rangn.ommers toe te ken en 

dan 'n toetsingsgrootheid te konstrueer as 'n funksie 

van die rangnom~mers. Die resul tate van hoofstuk II kan 

verrnoedelik na hierdie geval uitgebrei word. onderhewig aan 

bepaalde voorwaardes, bv. simr.1etrie van die verdeling. 

SUKI-iATME(l958) het in die twee-steek:proef geval 

vir verspreidingsalternatiewe soos volg te werk gegaan: 

Ey beskou onaf~nanklike steekl1Y08WG xl? x2? 0 •• 9 xm en 

Y1 9 Y2 9 ••• 9 Yn ui t po:pulasies r;1et verdelingsfunksies 

F(x-~) en G(x-n) respektiewelik waar ~ en~ onbekende 

populasiel)arameters io 0 SU1i::HA'l'J\IE(l958) mank skatti.ngs 
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A A 

s ( x1 1 x 2 , . • . , xm) en YJ(Y1 ,Y29 ... 9 Yn) vans en YJ respek-

tiewelik. Dan werk hy met 'n toetsingsgrootheid gebaseer 

op die U-statistiese groothede van HOEFFDING(l948) 9 

A A 

toegepas op die waarnemings Xi- s en Y j - r1. SUKHATIVIE 

toon onder and.sre aan dat sy toetsingsgrootheid asimp-

toties normaal verdeel en asimptoties verdelingsvry is. 

Die geva1 is deur CROUSE(l960) uitgebrei na m 

steekproewe. 

In hierdie hoofstuk gebruik ons egter 'n geheel 

ander benadering wat, soos aangetoon sal word, 'n groat 

ooreenkoms toon met die gewone analise van variansie. 

5.3.2. Definisies. 

Gestel ons het 'n stel waarnemings xijh verdeel 

in m rye en k kolomme met b waarne~ni:c.gs per sel waar m 

en k eindig is. Laat N=mkb. Ons werk onder die nulhipo-

tese H
0 

dat a1le waarne~ings x .. b afkomstig is uit die
lJ -

selfde populasie met verde1ingsfunksie F. 

Rangskik die waarnemings x .. h gesament1ik volgens 
lJ 

grootte ir: stygende volgorde. J:(en aan al die N waardes 

xijh rangnonuners toe waarby r ijh die rangnommer is van 

xijh" Dui die gerangskikte xijh-waardes aan deur 

z1 ~ Z 2 ~ • . . ~ ZN. 

Ons beskou nou 'n funksie van die rangnonuners 9 

naam1ik ~N[rijh/(N+1)]. 

In0_ien daar tussen die waardes x .. h 1mope van lJ 
1engtes g19 g 29 .•• ,g\ voorkom, definieer ons (sicn hoof-

stuk II)~ 

(~.1) Ga = g1 + g 2 + ... + ga met a E {1 9 2, ... ,~} en 

G = O, 
0 

waarby aangeneem word dat daar \ lmope voorkom. Onge-

lyko waardes word besL.:cu as knope van lengte een. 
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Laat 

gr:x 
-1 

a.P = gr:x 2.:
1

'±' N[ ( G r:x-1 +IJ.) /( IT+1)] wanneer 
!J.= 

G r:x-l +1 ~ p ~ Ga. 

Definieer 

(5.3) aijh = ap indien xijh = zp. 

(5.4) 

( 5. 5) 

( 5. 6) 

( 5. 8) 

Indien a1le knope van lengte een is 9 is 

aijh = '±'N[rijh/(N+1)] vir a1le i, j en h. 

Laat 

a .. 
lJ• 

a. l 0 • 

a . 
0 l • 

u 

a ... 

2 a a 

-1 L: 2) = b a .. h 
h lJ 

( )-l:z>--, = kb _Ja .. h 
j h lJ 

( ) -1 .. ., " = mb l_j .LJa .. h 
i h lJ 

N 
= ( mk b ) - 1 ~ L l; a . . h = N·-1 L a 

i j h lJ p=1 p 

= N-1 L L L: (a .. , - a ) 2 = N-1 I: (a_ - a ) 2 
.. h lJD ••• p ••• 
lJ p 

5.3.3. Die Toetsingsgroothede T
8

, Tm 1 Tk en T1 . 

Ons definieer die vo1gende toetsingsgroothede: 

( 5 . 9 ) T = ( N -1 ) b N-1 o- 2 ~ ~~ ( a . . - a ) 2 , 
s a . . lJ• ••• 

l J 

(5.10) T = (N-1)kbN-1 o- 2 ~ (a. -a ) 2
9 m a . l, • ... 

l 

(5.11) Tk = (N-1)mbN-lo- 2 Z: (a . -a ) 2 en a . . J • • •• 
J 

( ) ( ) -1 - 2 "" "' ( \ 2 5.12 T1 = N-1 bN o LJLJ a .. -a. -a. +a } . 
a .. lJ• l• • •Jo ••• 

l J 

Lemma 5.1. T = T + Tk + T1 . s m -

B ewy s ~ L ~2= ( a . . -- a ) 2 
= 

. . l J • 00. 

l J 

= 2: .~; [ a . . -a . --a . +a + ( a . -a . ) + ( a . -a ) ] 2 
. . l J • l o o • J o •• • l •o • 00 o J • •o • 

l J 

'"'·-,( ) 2 1-'"-''( ) 2 '\...,( ) 2 = 2: 1 a . . -a . -a _. +a + K.6 a . -a +mw a . -a • 
. . l J • l·· • J • ••• . l •• ••• . • J • .. •• 
l J l J 

2). In hierdie hoofstuk deur1oop h 9 tl die waardes 1 9 2,. ~,b 

en p die waardes 1 9 2 9 oo• ,N, tensy anders gespesifiseer. 
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Nou is 

T = (N-l)bN-lc- 2 ~l:(a .. -a ) 2 
s a . . l J 0 oo• 

l J 

( N-1) b '\' "' ( ) 2 i N-1) bl~"' (a. -a ) 2 + = 2 t_J L.J a . . -a . -a . +a + 2 LJ • • lJ• l•• 0 J 0 
••• • l•• ••• Nca l J Noa l · 

(N-1)mb )' ( )2 + 2 ,:...J a . -a • J 0 ••• Nc J. 
a 

= TI + Tm + Tk .. 

as b -?Q) o 

STELLING 

Indien 

(5.13) maks(a_-a ) 2 = o(N) p 000 

p 
en 

(5.14) (Iedere diskontinu!teit van F(x)) ~ Q < l, 

dan is T onder H asimptoties x2 verdeel met (mk-1) s 0 

grade van vryheid as N -?Q) 
3) 

Bewys~ Definieer 

' (5.15) t .. = 
lJ 2:(a .. h-a ) 

1 lJ 000 n 

= b(a .. -a ). 
lJ'" 000 

' Omdat t.. analoog is aan t. van hoofstuk II, 
lJ l 

volg netsoos in ler®las 2.1, 2.2 en 2.3 dat 

( ) ( ' ) -1 ·-, "'' "'., ( ) 5.16 E t. . = bN .6 L LJ a .. b- a = 0 9 l J . . l J .J.. ••• 

lJh 

en 

Soos in stelling 2.4 volg dat die variansie-

kovariansiematriks van die variante 
"'I j"" I I Jo.. 
t . . = ( F-b ) ~ t . . [ N var ( t . . ) J- 2 

lJ lJ lJ 

van rang (mk-1) is. 

3). I:ie beworings N -7()) en b -7CO kan as ekwi valent beskou 

word omda t m en k vas gehou word as- ·b -70). 
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Kies nou willekeurige eindige konstantes d . . 
lJ 

wat nie al~al gelyk is nie. 

Ond.er voorwaardes (5.13) en (5.14) geld, soos 

in stelling 2.3 1 dat "' "\' I 2~ uC' .. t. . asimptoties normaal i j lJ lJ 

verdeel is as N ~CD. Ten slotte volg, soos in stelling 2.5, 

d.at 2: L(N-b)N-1 (t ~. ) 2 [var(t~.) ]-l e,simptoties, vir 
i j lJ lJ 

2 N ~CD, 'n x -verdeling met (mk-1) g. v. v. besi t. 

Hierby is~ 

~ ;~ ( N--b) N-l ( t ~ . ) 2 [ var ( t ~ . ) J -l 
i j lJ lJ 

- ( ~~-b ) N-l L 1 [ b ( a . . -a ) ] 2 [ b ( N-b ) ( 1'T -1 ) -l o 2 ] -l .. · lJ• oo• a 
l J 

( .,. ) --1 - 2 "' .,..., ( ) 2 = I\-1 bl\ o LJ ~ a. . - a 
a .. lJ· ··· 

l J 

Hieri::lee is die stelling bewys. 

Opmerking. 

( 5 • 19 ) E ( T ) = E [ ( N -·1 ) b N-l a- 2 2: 2: ( a . . - a ) 2 ] 
s a .. lJ• •·· 

l J 

= ( - ) T-1 -2 'V ")'T,' ( __., ) 2 N -1 bN o 6 LJ.D o. . . - a 
0. . . l J • • •• 

l J 

= ( rr ) .,.-1 - 2 ,..., -·, ; -l "I ( ) -1)·, ( ) J.\-1 bN o 2.: ~1ELb 6 a .. h-a b .w a .. ,...,,- a l 
a i j h l J •• • h l J ll eu 

= (N-1 )N-lb-1 o: 2 ~ 2:E[~( a .. ,. -a )1( a. 'b'- a ) J 
GL i j h l J D ••• :d l J ~ ••• 

= (H-l)N-lb-lo- 2 1L var(t~ .) omdat E(t~ .) = 0 
a i j lJ lJ 

= (r-l)N-lb-lo-- 2 ~2:b(= .. '-b)(T'-l)-1 o2 uit (5.17) a . . a 
l J 

= mk(mkb-·b) /N 

= (mk-1) = aantal g.v.v. van T09 aoos wat die geval 
;:;:) 

behoort te wees. 

Definieer vervolgens 

( 5. 20) t. . = 
lJ ~(a .. 1 -a. -a. +a ••• ) 1 lJ . .:l l•• •J• 

... 1 

(5.21) ti· -1~(aijh-a ... ) en 

( 5. 2 2) t. J. = L 2: ( a-i J. b - a ••• ) • 
ih -L ·-
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Lemma 5.2. Die variant e t . . " t . en t . 
l J l• • J 

l
. c< 

;.;;) 9 vir enige 

vaste i en j, onderling ongekorreleerd. 

J3ewys ~ kov( t. 9 t . ) = E l?:2: (a .. ,h-·a )?: L ( al.,J.l,-,''- a ) l l 0 • J . J'l1 l J - 0
•• i' b! ll • • • -

= )~ ~ E [ L (a . .,h - a ) 2: (a . , .,,..,,,- a ) J 
· 1 'I h l J too b' l J ll 00 0 

-

l J . 

- E[ ~(a .. h- a ) l: (a .. ,,..,,,- a ) ] + 
h lJ 000 }j lJH ••• 

4) 
+ ~ i ~ ~ E [ L (a. J·11,-, - a •.. ) 2.: ( a-;,J· h,.- a ... ) ] • 

( i 9 j') 1-( i' ~ j ) h l 'll If ..l-

Neem. die tenne afsonderlik. 

'2 = E( t .. ) 
lJ 

= b(N-b)(N-1)-1 o2 
a 

uit ( 5.17) , 

( 5 • 2 4 ) E [ ~ (a . .,h - a ) l: (a . , . 1,-,f -· a ) ] = - b 2 ( N -1 ) - 1 o 2 ui t 
h lJ •u :h' lJu ... a 

( 5.18) waarby i' i'i en/ of j' f.j in 1aasgenoemde geval. 

Dus ko v ( t . , t . ) = b ( N-b ) ( N -1 ) - 1 o 2 - ( mk --1 ) b 2 ( N -1 ) - 1 o 2 
l· •J a a 

= 0 want N = mkb. 

t. en t . is dus ongekorreleerd. Dit geld vir 
l• • J 

enige moontlike waardes van i en j. 

Verd .. er is~ 

kov ( t. , t .. ) = E [ 1 2: (a. ·n,., - a ) 2: (a .. 1,-,,- a. - a . + a ) ] 
l• lJ j'h lJ·ll 000 If lJH l" 00 •J• 000 

= E [ 2: ?~ (a .. 'h - a ) :6 (a .. 1,-,,,- a ) -2: L: (a. ''h -a ) 2: (a. -a ) . l J 00 0 l J lL •• 0 
• l J 00 0 l 0 0 00 ~ J' h b! J' h - b! 

- ~ 2: ( a . J.'h - a ) ~ ( a . - a ) l l •• • 0 J • 00. • 

j'h h' 

l'Teem. die terme afsonder1ik. 

E [ 2: 2:: ( a . ·n,., - a ) 2: ( a . . , , - a ) ] = . lJ'll .... lJ..,.t1 °00 

J' h ]1 

= E [ 2: ( a . . h - a ) 2: ( a . . b' - a )] + lJ •.. JJ 000 h h' - .L 

+ 2: E[2:(aiJ·'h-a )L.(aiJ·b!-a )] j'(lj) h ... ]1 - 000 

= b(N-b)(N-1)-lo~- (k-1)b2(N-l)-1o2 
a a 

= b 2k(m-1)(N-l)-1 o2 
a 

4-). Hierdie sorr1masie beteken i' ~i en/of j' f.j . 
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E r ~ ,~ ( a . . fk - a ) 2: ( a . - a ) ] 
- j'h lJu ••• h' l.. ooo -

= b 2: E [ Z ( a . .'h - a ) ( a . - a ) ] 
j' h l J •• • l·· ••• 

-·-, ';\ [ "' ( ) -1 -1 ~ .,-, ( ) ., - b 6 E L· , a. ·nr, - a... k b /..J 2..... a . ...; n,,..,. a... _: 
-it h lJu . II lr.4 lJ D 
J . J li 

= k-1 2::~.-·· E[ >=(a. -n- a ) 2: (a . .:tt
1
,- a )] 

'I · 11 h l J J.'l •• 0 
} I l J ·_r .. • J J . :1: 

= k-
1

2: E[ 2: (aiJ·nh- a ... ) L (aiJ""b'- a •.. )] + 
j 11 h h' ~ 

+ k -l ~ 2: E [ ~ (a .. 'h - a ) I: (a .. " 1 , - a ) ] 
j'~ j II h l J oo • }}! l J .J ooe 

= k-lkb(N-b)(N-1)-la~- k-1k(k-l)b2 (N-l)-1 a~ 

2 (· ) ( T )-1 2 = b k m-1 N-1 o 0 a 

E [ ~ :6 ( ai J.'h- a eo• ) 1 (a. J .. - a eo• ) ] 

J'h h' 

= b ., r "' ( ) -1 -1 "' -. ( ) l (_~ E L LJ a .. 'h - a m b LJ L a., ·1r.,,- a 
j' h lJ. uo i' }1 lJH ooo -

= m -l 2: 2:E [ 2: ( a . .'h - a ) L ( a . , . h! - a • 
00 

) ] 

j I i' h l J .. o eo ff J.: J 

= 0 soos in kov(tl. ,t.~) 
0 J 

Ons kry dus~ 

kov(t. ,t .. ) = b 2k(m-l)(N-l)-1 o2 - b 2k(m-1)(N-1)-1 a2 
l• lJ a a 

= o. 
t. en t. . is dus ong·ekorreleerd. 
l• lJ 

Op analo~ wyse cs in die vorige geval~ is 

kov(t .,t .. ) = O'l d.w.s. t.J· en t .. is On<f_jekorre1eerd. 
•J lJ lJ 

!-Iierme e is die 1enuna bevvys. 

Lemma 5. 3. 
II I 

Die (mk+m+k) variante t .. , t. 
lJ l• 

en t 
1 

. vir 5) 
• J 

i=l, 2., ... ,m; j =l 7 2 9 o •• 9 k is gesEJnentlil;:. asimlJtoties nor-

maal verdeel onder die voorwaardes (5.13) en (5.14) 

indien N~ro (d.i. b~m). 

Bewys~ Ons maak gebruik van stelling 2.1, naam1ik dat 

SN = .2::bN d asimptoties norTilaal verdee1 is as N ~CD p p p 

indien die voorwaarde 
II --;1c f 

5). Hier is t .. =b F!.t .. , t. 
lJ lJ l• 

 
 
 



179. 

( - )2 ( - )2 N maks aN -aN maks bN -bN 
( 2 . 2 9 ) 1 im - P :p - l'J p 

N -7CD 2:: (aNn -aN) 2 2: ( bNp-biT) 2 
p .l: p 

-- 0 

bevredig word (sien stelling 2.1). 

= ap vir p=l,2, ... 9 N en 

( mk) -l [ mkc i' j' - m ~ c i' j -- k ~; e i j' + ~ 0 c i j J + 
J l l J 

-1( "', ) . -1(~'" )' ) + km me_., -L.Je. +mk 1-,_e .1 -.uc . 
}• . l• •J . •J 

l J 
vir alle 

p waarvoor z:p in die sel ( i', j') 1~. Bier word oak ver

onderstel dat die c .. 's. c. 's en c . 's (mk+m+k) 
lJ ' l• "J 

wi11ekeurige eindige kon~3tantes is. (Die c. 's en c _. 's 
l· • J 

is wi1lekeurige konstantes onafhank1ik van die c. . 's). lJ 
Nou is~ 
1 1 

( 5. 2 5) b 2 s = b 2 L b d 
N p Np p 

= ·-;;, ", ,, r ( ) -1 ( . "' "'-' "-'' ~· ~ LJ 6 Lq_ mk mke ., ., -- m LJ e.,. - k ./.J e .. , + LJ LJC .. 1 
i' j' h l J j l J i l J i j l J 

km-1 ( v ) 1 -1 ( k "\' ) l + me _., - L1 c ..: + m { ~e ., -- LJ c . .J a . , .'h 
l • . _._ • 0 J . • J l J 

l J 

= i 2: l:c ., ., a., .'h- k-1 2: 2: ~)~e., .a., .'h- m-l I: Z 2: 2.:c .. , a., .'h + 
i' j' h l J l J i' j' h j l J l J -- i' j' h i l J l J 

( ) -1 " 1 v "" '\-, \,"" -1 "' "' "-' ( ", ) + mk L 6 L: t...J LJ e .. a., ·r, + km 6 6 6 me., - 6 e. a., .'h 
i' j' h i j l J l J l1 i' j' h l • i l • l J 

+ mk--1 1 ~ 2: (ke ., - :~c . )a., ·n. 
i' j' h 0 J j • J l J'l'l 

-

- >'"1 .,..., ..,.., -l "'' "'' \,' "\' -1 \""' '\-, "' .. -, 6 ~ .6 c . . a . . , - k 1...1 6 /_J LJ c . . a . .'h - m LJ LJ LJ 2, c . . a ., . h + 
i j h l J l J D i j h j' l J l J i j h i' l J l J 

( ) -1 .-, .. , .,..., '\..., '0""1 ) "\' "' + mk ~ ~ .6 6 ~ c .. a., .'h + k ,_; c ., LJ 6a ., .'h-
ijhi'j' lJ l:J i' l• j'h lJ 

-1 '\' }, '."' "'' .,.., '\' ·-· - km LJ e l .•. _J 6 LJ a 2.,J.fl/ + m 2.J LJ .6 c. J.' 
i i' j' h 'l.l i' j' h 

- mk - 1 L .z= i: )~ c . a . , ·n 
i' j' h j • J l J ... 1 

= ~?: 2: c .. 2.: a .. h- b)~ ~c .. a. - b 2= >-:c .. a . + b ~~ ~e .. a + 
i j l J h l J i j l J l•• i j l J • J • i J l J uo 

, 
+ k 2:: c . 2: 2~a. 'fl" - bkc: ~~ c . a + m I: c . Z ~a., .1 l" - l J.u l" ••• . 0 J .,· h l J 1 i j' h . i J l 

2 "' - bm LJ c .a . • J J . 
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= 2: 2: c .. [ 2.: (a .. h- a. - a . + a ) ] + k ~ c 2. :.>.; 2: ( a 2. J.'h- a ••. ) 
i j l J h l J l 00 • J • •• • i • j' h 

+ m 2:: c . L L (a.,. h- a ) 
j 0 J i' h l J ... 

=L2:c .. t .. +k~c. t. +m}~c .t. 
i j lJ lJ i ]. . l• j . J • J sodat 

' ... ,.., [ If t '. t' SN= l.~ .6 c . . t . . + c . + c . t . ] 
i j lJ lJ l• l• . J • J • 

If t '. Die variante t ... 
lJ I l• 

j=l,2, •.. ,k is dus gesamentlik asimptoties normaal verdeel 

onder voorvvaarde ( 2. 29) as 1'-f ->m .6) Ons to on vervolgens 

aan dat (2.29) bevredig word. 

Sander verlies aan algecreenheid kan veronderstel 

word dat die c .. 1 s nie almal gelyk is nie, en netso 
lJ 

vir die c . 1 s en die c . 1 s. 
l• • J 

Ondat bogenoemde konstantes almal eindig is, is 

b • maks ( b'TIT - '5,-:-) 2 < K < co. 
p J.'.p 1\ -

V ri . 1 . b 1\---l ·>·-· ( b b- ) 2 er ~er 1s lr.l ~,' :__J F - 1\r 
N ~ro p _,p 1\ 

> E > 0 om.da t die getal 

1. 

le b 2 b vir o.ie versl;::illende selle nie almal gelyk Np 
kan wees as alle c's groepsgewyse nie almal gelyk is nie. 

Onder voorwaarde (5.14) kry ons dan as voldoende 

voorwaarde vir die geldigheid van (2.29) die voorwaarde 

( 5 • 13 ) maks ( a - a ) 2 = o ( N ) . p oo• 

p 

Lemna 5.4. Onder voorwaardes (5.13) en (5.14) besit elk 
II t f' 

van die drie groe\)8 variante t .. , t. en t . ( i=l? 2 9 0 • om; 
- lJ l• 0 J I 

j =l, 2, ... , k) asim:ptoties, vir N ~CD" gesamentlike normaal-

verdelings wat onderling onafhanklik is. 

6). Die bewering geld eintlik alleen as aan 'n ekstra voor

~aarde voldoen word. Sien bylaag C. 

 
 
 



181. 

Omda t die variante t 1
•
1

•• t~ en t' . vir a11e 
l J I o J 

i en j gesament1ik asirnptoties 'n normaa1verde1ing besit 

( lermna 5. 3), word die karakteristieke f1..mksie van hierdie 

t::esament1ike verde1ing gegee deur ( sien CRA1VIeR(l946) p. 310): 

n n n 
(5.27) ¢(11) = eks:p(i 2:: rn u-ti~ 2: Af ufu,c;) 

g=l g g f=l g=l g 0 

waar Afg die kovariansie tussen tf en tg aandui en 

ti = {u1 ,u2 , ... 9 un}. 

Maar 

mk mk+m n 
= >-: 2: A uf u + 2: 2: "A f uf u + 2: L A f uf u 

f,g=1 fg g f~g=mk+l g g f,g=mk+m+1 g g 

d t d . . t t" t'. om a le varlan e . ·o 
lJ I lo 

re1eerd is (1emrna 5.2) en dus 

"Af = 0 is vir~ .g 

en t' . • J onderling ongekor-

i ) 1 !:__ f .5_ mk en mk + 1 ~ g .s_ n 

ii) mk+1 < f < mk+m en 1 .5_ g ~ mk of mk+m+l < g < n 

iii) mk+nH-1 .5_ f s .. n en 1 ~ g .5_ mk+m . 

Ons kry dus 

mk mk 
( • '\.' 1. 'V "., ) = eksp l l..J m u -· -2· LJ L..J Af ufu .. 

g=1 g g f9g=1 g g 

mk+m mk+m 
( "" 1 ~, "", ) • eksn i LJ m u - 1 L A u u · 

1:-' g=lUk+l g g - 2 
_j .. f g f g f,g=mk+l 

n n 
eksp( i ~~ mO'ug - ~- L ~ AfO'ufu ) 

g=mk+m+1 6 f 1 g=mk+m+1 6 g 

= ¢1(~1)¢2(~2)¢3(~3 ) 9 die produk van drie 

 
 
 



J:.:arakteristieL.e funksies wat e1keen die karakteristiske 

funksie i~3 van 'n :normaa1-verdee1de groep variante., 

( 'H' b . -7 { ! -7 { } .. J.ler y lS u 1 = u19 u 2 9 • •• 9 umkf 9 u 2 = umk+1 9 ••• 9 umk+m 

en 1!3 = {11mk+m+19 . .,., un}). Verc1er is 
-7 It 

¢1 ( u1 ) c~ie karakteristieke funL:sie van die varian te tij 9 

-7 ' ¢2 (u2 ) die karakteristieke f·unksie van die variante ti· en 

¢
3

(1!
3

) die karakteristieke funksie van d.ie var:Lante t:j . 

Die gesament1ike verde1ing van die 
II 

variante t .. lJ 
is asimptoties normaa1 (CR.P>~Jlel1(1946) p. 310). Soortge1yk 

' vir die gesament1ike verde1ings van die variante t. en 
lo 

' t . . Hierdie drie normaa1verde1ings is verc.er ook onder-• J 

1ir..g onafhank1ik omdat die karakteristieke funksj_e van 

die gesament1ike verde1ing gesl~ryf kan word as die pro-

duk van die afsonder1ike karakteristieke funksies en 

gevolg1ik is die drie groepe variante onderling onafhank-

1ik. 

Opm.erking. 

Ui t die voorgaande bevrys volg da t enige funksie 
It 

van die variante t. asimptoties onafhank1ik is van enige lJ 
' funksie van die variante t. en van enige funksie van die 
l• 

' variante t.j (vergelyk CRM~eR(1962) p. 16 stelling 3). 

Definieer nou~ 

1 1 

( 5. 31) t . = (N-mb)~t .[N var(t .)l-~0 
"J •J ·J _, 

Vir t . = L 2: (a .. 1 - a ) kan so o s in 1 emmas 2. 2 
l 0 j h lJ 1 ••• 

en 2.3 bewys word dat 

(5. 32) var(t. ) = kb(N-kb)(F--l)-1 o2 en 
l· a 

(5. 33) kov(t. ,t., ) =- k 2b 2 (N-l)-l o2 vir i'rfi. 
l• l• a 

(50 34) 

(5.35) 

Vir t. j = -~ ~ (aijh- a.oo) is 

var( t . ) = m·b(N-mb) (N-1)-1 o~ 
•J a 

k o v ( t . 9 t . , ) = -· m 2 b 2 ( J; -1 ) - 1 o 2 
o J • J a 

en 

vir j'lj. 

 
 
 



18.3. 

STELLING 5.2. 

Onder voorwaardes (5.13) en (5.14) besit Tm 

onder H
0 

asimptoties 9 vir H ~m 9 'n x2-vero.e1ing met 

(m-1) grade van vryheido 

13ewys~ O:mdat die ges&-nent1ike verdeling van die variante 

t .' asimptoties 9 vir N ~CD 9 normaal is ( lerama 5. 4) 9 is die 
l• 

gesEL-rnentlike verde1ing van die variante t. ook asimp-
l• 

toties norm.aa1. 

IVIet behulp van vergelykings (5.30), (5.32) en 

(5.33) vo1g~ 
A 

var(t. ) = l 
l• 

-1 - m en 
A A 

kov(t. 9 t.,) = 
l• l. 

-1 - m 

Die variante t. besit dus gesamentlik asimp-
l. 

toties 'n norm.aa1verdeling as N->m met mom.entematriks 

-1 -1 1-m 9 -m , ..•. , 
l -1 - m- , l ·- m ? 0000 9 

-l -1 -m 9 -m 9 •••• 

= I 

waar I die eenheidsmatriks ~· is, m 

-1 
- m 

m 
-1 

die ryvektor 

en ~ die ooreenkomstige kolomvektoro 

Ui t lemma l. 2 vo1g da t h16 van rang (m-l) is 
,..., -1 

omdat 6 m = 1. Uit stelling 1.1 opmerking 2 (vergelyk 
i 

ook. CR.:U;:eR(l946) p. 419) volg dan dat 
A2' 

2:: t. asimptoties, 
. l• 
l 

vir tT ~m, x2 verc1ee1 is met (m-1) g. v. v o 

Hierby is 

= (N-kb )N-l 2:: t~ [var( t. ) ]-1 
. l• l· 
l 

uit ( 5. 30) 

= (N-l)[Nkbo~r1 ~[~J~~(aijh-a •.• )J
2 

uit (5.21) en 
( 5. 32) 

= (N-l)kbN-l o- 2 L:(a. - a ) 2 
a . 1. •• •• o l 

= T uit (5.10) . m 

Hiermee is die stelling bewys. 
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Opmerkingo 

(5.36) E(T ) = E[(N-1)kbN-1 o- 2 ~ (a. -a ) 2 ] 
m a . l•• ••• 

l 

= (N-1)kbN-1 o- 2 2: E(a. -a ) 2 
a . l'' ... 

l 

( N -1 ) k b .·-·· [ 1 "' -v ( ) 1 .,_, .. .., ( ) J = 2 ?E kO ~ 6 a .. h-a... K5 ~ ~ aiJ''h! -a ..• 
No a l J h l J J' ~ 

= ( N -1 ) ~ t~ -:1 [ v ( ) "' ( )] 
2 .?...J t...JE 6 a . . h - a LJ a . . b! - a + 

kbN o i j h l J ••• h' l J •oo 

a 

+ ~ 2: E [ 2: ( a . . h - a ) 2:: ( a . J.,.,, - a ) ] } 
j i j' h l J ••• ~ l ·_u: ••• 

= (N-1 ) ~ [ 2: b(N-b) (N-l)-1 a2 
kbNo 2 i j a 

a 

= mk-1 N-1 Ck.(N-b)- k(k-1)b] 

= (n-1) omdat r = mkb 

~ 2: b 2 (N-l)-1 o~] uit 
jlj' ~ 

( 5. 2 3) en ( 5. 2 4) 

= aanta1 go v o v 0 van T 9 in ooreenste1m11ing met die 
m 

teorie van die x2-verde1ing. 

STELLING 5. 3. 

Onder voorwaardes (5.13) en (5.14) besit Tk onder 

H
0 

asimptoties, vir N ~m, 'n x 2-verde1ing met ( k-1) grade 

van vryheid. 

Bewys: Op analoe wyse as in stelling 5.2 kan met behulp 

van lemmas 1.2 en 5.4 en stelling 1.1 opmerking 2 bewys 

word dat L t 2 . asimptoties, vir N ~m, 'n x2-verdeling 
j .. J 

besj_t met (k-1) g.v.v. 

Hier is 

2: t 2 . = (N-mb )N-l :6 t 2 . [ var( t . ) ]-l 
. •J . '"J •J 
J J 

= ( N -1 ) [ Nm b o 2 ] - 1 2: [ 2: L: ( a . . h - a ) ] 2 ui t ( 5 . 2 2 ) en 
a . . l J ••• J l h 

( 5. 34) 

( ) --1 -2':-1( )2 - N-1 mbN o ~ a . - a 
ct . • J • •• • J 

= Tk uit (5.11). 

Hiennee is die stelling bewys. 
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Opmerking. 

Soos in die orJmerking na Stelling 50 2 kan bewys 

word dat 

(5.37) E(Tk) = (k-1) - aantal g.v.v. van Tk . 

STELLING 5o 4. 

Onder voorwaardes (5.13) en (5ol4) besit T1 onder 

H
0 

asimptoties 'n x2-verdeling met (m-l)(k-1) grade van 

vryheid as N ~roo 

Bewys: 2 T
8

, Tm en Tk besi t asimptoties, vir N ~ro 1 x -
verdelings met respektiewelik (mk-1)~ (m-1) en (k-1) 

grade van vryheid (stellings 5.1, 592 en 5.3)o 

Verder is T
8 

= Tm + Tk + T1 (lenooa 5.1) 

waarby Tm' Tk en T1 onderling onafhanklik is (lemma 5.4). 

Die aantal grade van vryheid van T
8 

is dus 

hoogstens gelyk aan die som van die aantal grade van 

vryheid van Tm' Tk en T1 (SCHEFFe(l959) p. 422). 

(mk-1) i (m-1) + (k-1) + a waar a die rang van 

die momentematriks van die variante t .. voorstel. 
lJ 

Dus a> (m-l)(k-1). 

Beskou 

( 5. 20) t. . = ~ (a .. h- a. - a . + a ) lJ lJ l·· •J• oto h 

= b(a. . -a. -a . +a ) 
l J • l •• • J • Ot. 

Daar is km variante t .. waartussen daar minstens 
lJ 

(k+m-1) onafl1anklike line~re verbande bestaan, want: 

(5.38) 2:Lt .. = 0 l§ een line~re verband tussen die 
i j lJ 

t I c< 
• • 0 

lJ vas . 

Verder is 

( 5 • 3 9 ) 2: t . . = 0 vir i =1 9 2 9 • • • j m • 
j lJ 

Hierdeur word (m-1) verdere line@re verbande 

tussen die tij 's vasgele. ( Ind.ien i ti j = 0 vir alle 

waardes van i behalwe e6n, dan volg die mde betrekking 
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uit (5.38)). 

Soortgelyk 1~ 

( 5. 40) 2: t. . = 0 vir j =1 9 2 ~ ... , k 
i lJ 

nog (k-1) onafhanklike line§re verbande vas. Daar 

bestaan dus minstens (m+k-1) onafhank1ike line~re betrek-

kings tussen die tij's, sodat die rang a van die momente

matriks van diet .. 's hoogstens ge1yk is aan 
lJ 

mk - (m+k-1) = (m-1) ( k-1). ( Sien CRAMeR( 1946) 

pp. 110 en 312). 

IJaar a > (m-1) ( k-1). Dus 

(5.41) a= (m-l)(k-1). 

Ornda t die variante t'~ . asimptoties 9 vir r ~m, 
lJ 

gesrunentlik 'n nonnaalverdeling besit met momentematriks 

van rang a= (m-l)(k-1), volg uit stellings 5.1, 5.2 en 

5.3 en lemma 5.4 dat T1 asimptoties 'n x2-verdeling met 

(m-l)(k-1) g.v.v. besit. (Let op dat 

(5.42) T1 = T
8 

- Tk- Tm uit ler.~a 5.1, sodat 

E(T1 ) = E(T ) - E(T ) - E(T ) s k m 

= ( mk -1 ) - ( k -1 ) - ( m -1 ) 

= ( m -1 ) ( k-1 ) ) . 

·p. . Q ::1. _Jlermee l..:. o.le stelling bewys. 

5. 3. 5. Die Betekenis van T , T T en T1 . 
s m' k 

T
8 

kan beskou word as 'n toets vir 11 Se1-ef'fekte" 

omdat dit meet in watter mate die selgemidde1des a .. 
lJ• 

van die totaalgemidde1d a ••• verskil. 

Die toetsingsgrootheid T kan gebruik word as 'n 
m 

toets in hoeverre die ry-gemid~eldes a. van die totaal-l 00 

gemidde1d a... verski1. T,., meet dus die sogenaamde 
Il.i. 

rrry-effekte". 

Analoog aan Tm meet Tk die 11 kolom-effekte". 

Elke selgemiddeld a.. is onderhewig aan lJ• 
i) ry-effekte; ii) kolom-effekte; iii) ry-ko1om inter-

aksie. 
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In die toetsingsgrootheid 

( ) ( ) -1 -2--·,·;-,( )2 5.43 TI = N-1 bN o ~L, a .. -a. -a. +a 
a .. lJ• l·· •J• ••· 

l J 

= ( N -1 ) b N-1 
d- 2 ~ ~ [ ( a . . -a ) - ( a . - a ) - ( a . - a ) ] 2 

a . . lJ• ··• l•• ••• •J• ••• 
l J 

word getrag om ry- en ko1omeffekte uit te skake1 deur 

aftrekking van a. en a . sodat T1 beskou kan word 
l •• • J • 

as 'n naat van die interaksie tussen rye en kolorrune. 

Skematies kry ons~ 

TABEL 5 .1. 

Opsonuning van Toetsingsgroothede. 

-· 
Variasiebron Toetsingsgrootheid G.v.V. 

-·~· -·· 

Ry-effekte Tm 
(N-l)kb 2 (m-1) = 

I{o 2 l:(a -a ) ~ ~ ... 
• -L •• 

l a 

Ko1omeffekte (N-l)mb 2::(a . - 2 (k-1) Tk = 
No 2 a ... ) . • J 0 

a J 

Interaksie m _(N-l)b~~( )2 ~m-1)( k-1) ..L. r- 2 a. . -a. -a . +a .. l 1 • l•• •J• ••• No lJ u -a -
Se1-effekte T (N-1)b Z:: 2~ (a .. 2 (mk-1) = r 2 

-a ) 
Cl . . lJ. •• 0 
IV 

\0 l J a -

5. 3.6. Spesia1e gGval1e van Ta, 
0 

Deur 'i'N(6) ge1yk te ste1 aan spesifieke funksies, 

ka11 verski11ende spesiale gevalle van die toetsingsgroot-

hede verkry word (sien byvoorbee1d §2.5). One bespreek 

s1egs twee geva11e. 

Eenvoudigheidshalwe neem ons aan dat in geva1 

van ¥~ope daar deur die 1otingsmeganisme rangnommers 

toegeken word 1 sodat ons die voorkoms van knope verder 

kan ignoreer. 

5. 3.6.1. 

( 5. 44) Tm 

'¥ 'f\T ( 6 · · h ) = 6 . . h ( s i en § 2 • 5 . 2 • 1 ) • 
1'. J.J lJ 

= (N-l)kbN-l d- 2 ~(a. -a ) 2. a . l 00 ••• 

l 

12 )" [ ·~ l-:-1 ..1_ ( J ) 2 = ---- ·l:J 2J-~h-6riJ'h- :~kb N+1] 
Nkb(N+1) 

uit 

 
 
 



188. 

Netso is 

12 '-'' [ '<""1 "\' 1 ( ) J 2 
LJ .6 L_,T . . h - 2'""ln b N + 1 

Nmb(N+1) j i h lJ 
en 

( 5 • 4 6 ) T I = ---1-
2 

2 2 L: :~ [ rak )~ r . . .h - m I: Lr . . h - k I: 2:r . . h + 
N(N+1 )bk m i j h lJ-- j h lJ i h lJ 

5.3.6.2. '±'
1
.T(o .. , ) ;; Q(o .. , ) 
~ J.Jn · lJi1 

In hierdie geval is~ 

(5.48) Tk 

(5.49) T1 

+ -ftmkb(N+l)] 2 . 

(sien §2.5.2.3). 

Soorttelyk kan daar nog ander toetsingsgroothede 

gekonstrueer word (sien vorige hoofstukke se spesiale 

gevalle van ~N(o)). 

5. 4. VERGELYKI~TG TUSSEN DIE PARAI!IETRIESE EI·J FIE-

PARAWIET·RIESE. TOETSE. 

By die gewone tweefaktor analise van variansie 

vir homogeni tei t van gemio_deldes met b waarnemint,s per 

sel 9 het ons die volgende skema: 

TABEL 5. 2. 

Varia:nsietabe1. 

Variasiebron Som van Vierkante G.v.V 
-· 

Ry-effekte kb 2: 2 (m.-1) ql = (Xi,. - X •oe ) 

i 

Kolom-effekte mb I: (x . 2 ( k-1) q2 = - x .•. ) 
j 

e J • 

Interaksie ,, )' ( ) 2 
i. lJ• l•• •J• ~ = b2."·" x .. -x. -x . +x ... (m-l)(k-1) 

_____ J.__ ___________ , __ 

2: --· ( ) ? (mk-1) Subtotaa1 = b L~ X · · - X •• o '-s . . ' lJ. 
l J 

.... '"'-'( )r) mk(b-1) Hesidu q4 = ~~6x .. h-x .. '--

.. 1 lJ lJ. 
l J 1 - ' 

Q~kb-1) 
--

Totaal Q = 2:2: ~(xijh- x ••• ) 2 
l J --- I 

 
 
 



Hierby stem q1 ooreen met Tm (sien tabe1 5.1) 

in soverre dat a1bei ry-effekte meet, q2 met Tk' q3 met 

T1 en Q
8 

met T
8

• Let op dat 

d e f ( ) -1 - 2 ~· "' ·" ( ) 2 T - N -1 N o /~ LJ ?.J a . . h - a 
Q a i j h lJ ..• 

= uit (5.8) 

= ( N-1) 

= 'n bepaa1de waarde vir vaste m~ k en b wat dus 

geen waarskyn1ikheidsverde1ing besit nie. Die rede hier-

voor is da t ~ 2: L:a .. h = konstant. 
i j h lJ 

Vir ry-effekte toets ons in die geva1 van 

tabe1 5.2 met 

( 5 . 50 ) F 1 = mk ( b-1 ) q 1/ [ ( m -1 ) qLtl . 

F1 besit 'n F-verde1ing met (m-1) en mk(b-1) g.v.v. 

As b ~co 9 gaan die verde1ing van (m-1 )F1 oor in 

'n x2-verde1ing met (m-1) g.v.v. (IC8N}~EY en KEEPING(1951) 

vol. II p. 183) en kry ons presies diese1fde toestand 

as in die verde1ingsvrye geva1 hierbo waar ons vir ry

effekte toets met T wat asimptoties x2 verdee1 is met 
m 

(m-1) g.v.v. as b~co. 

Soortgelyk toets ons vir kolom-effekte met 

(5.51) F2 = mk(b-l)q2/[(k-1)q4J 

waarby ( k-1 )F 2 asimptoties 1 vir b ~co, 'n x2-verde1ing 

met (k-1) g.v.v. besit (vergelyk T~). 
~l.. 

Vir interaksie toets ons met 

(5.52) F
3 

= mk(b-l)q3/[(m-1)(k-1)q4J 
2 waarby (m-l)(k-l)F

3 
asimptoties, vir b~co, 'n x-

verdeling besit met (m-l)(k-1) g.v.v, (verge1yk TI). 

Asimptoties, as b ~CD, to on ons toetse en die 

gewone variansie-ana1ise toetse 'n groat ooreenkoms. 

Hierdie ooreenkoms b1yk verder duidelik indien ons die 

verskil1ende toetsingsgroothede se formu~es met mekaar 
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vergelyk. Byvoorbeeld vir ry-effekte vergelyk ons 

(m-1)1!'1 met T . 
m 

(5.53) (m-l)F1 = mk(b-l)q1/q4 uit (5.50) 

(5.55) 

= mk ( b-·1 ) k b)~ ( X .•• -X .. o ) 
2 ,JL L L ( X · J. h-X l. J. • ) 

2 

i l i j h l 

( _, l) ,.--,( ) 2; -1-. ·-, "'( ) 2 = j_- b bk ~ xi 00-·Xooo N ~ ~h /_..J xijh -xij. 
l l J 

Uit (5.10) volg~ 

T 
m 

Stel 

2 -1 ·--, ( ) 2 
d. . = b 2_; X .. b- X· · lJ h lJ. lJ• 

2 ( ) -1 ·:-, ~ 2 
oN = mk .~J ~ o i j 

l J 

Dan is 

en 

( 5. 57) (m-l)F1 
( l) c, ( ) 2; 2 - 1- b kb 6 X • - X oeo cJT'J 

. l•• l'l 
l 

Nee~ ons byvoorbeeld o/N(6) = Q(6) ~ ~-1 (6), 

clan sal o2 asim:ptoties t;elyk wees aan l (STO:b:=ER(l955) a 

p. 57) .. 

Die toepassi~g van die F-toets is gebaseer op 

die veronderstelling oat dis x 'e normaalvariante is. 

Gevolglik is o~ asimptoties in waarskynlikheid gelyk 

aan d 
2

? die variansj_e van dle norraaal variar~ te. Di t skyn 

voor die hand liggend te wees dat T en (m-l)F~ asimp-m J_ 

toties ekwivalent is onder H
0 

met F die normaal(O,l) v.f. 

'n Belangrike vraag is: hoe groot moet b wees 

alvorens die T-toetse (d.w.s. Ts 9 Tm' Tk en T1 ) toegepas 

kan word. Eierdie vraag is moei1ik te beantwoord. Vir die 

geval __ yan 2 rye~ ... -2-·kolQrrune,_~rLlO_waarnemings per sel met 

'N(6)=Q(6) is vir 'n aa~tal gevalle die T- en F-toetse se 

oorskrydingswaarskynlikhede·.he:rB.ken waarby die waarnemings 

uit WOLD 9 H(l954-) ~ 11 'Tracts for Computers~ Random normal 

deviates" getrek is .. Die toepassing van die J!'-toetse is 
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a11een geregverdig indien ons te doen het met normaa1-

variante met ge1yke variansies. 

Die berekende oorskrydingswaarskyn1ikhede van 

die T- en l'-toetse word in tabe1vorm saamgevat waarby 

die frekwensies vir die toetse vir ry-effekte deur {o} , 

vir ko1omeffekte deur (·) en vir interaksie deur [·] 

in e1ke se1 aangedui word. 

TABEL 5. 3. 

Oorskrydingswaarskyn1ikhed.e van die T- en F-toetse. 

----
Oorskrydingswaarskyn1ikhede 

-

X 0 -:- o~ 025- 0.05- 0.10- 0.20- 0.40- 0.60-
0.025 0.05 0.10 0.20 0.40 0.60 o. 80 

------
0 -

{2} :;[1 J 0.025 

G) 0.025- i 
'd {2},[ 2 j [1] G) 0.05 ,£! 
~-
·rl 

0. 05- I {1} ?[ 2 J r1 
f~ (1) ::>:> 0.10 (1) ~ 
U2 
H 0.10- {2} 9[1 J {1} ,[1 J m 
cd I 

~ 0~20 I (1) (1) 
U2 
t'J) 

{3}9[2] ~ o. 20-·rl 
rtJ 0.40 (1) ( 3) h. I o-J 
H 
~-

{1} 9[ 2 J ( 2} U2 0. 40-
H 1. 
0 0.60 ( 2) {1) 0 

o. 60- {3} 
0.80 (1) (1) 

- ..... ·----- --

Dit lyk asof die T- en F-toetse in die geval 

onder beskouing min of meer ooreenstemmende oorskry-

dingswaarskynlikhede lewer 9 maar geen bes1iste uit-

spraak kan ge1ewer word alvorens baie meer berek~ninge 

gedoen is nie. 
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5.5. ASTI~PTOTIESE RELATIEWE DOELTREFFENDHEID. 

5.5.1. Inleiding. 

Vervolgens wil ons die asimptotiese relatiewe 

doeltreffendheid bereken van die T-toetse met betrekking 

tot die F-toets vir alternatiewe van verskuiwing en met 

betrekking tot Bartlett se toets vir alternatiewe van 

verspreiding. Vir eers word aangeneem da t daar k .. 
lJ 

waarnemings in die sel (i,j) is (ter wille van aanslui

ting by die notasie van hoofstuk III). 

5.5.2. Toetse vir Ry-effekte. 

Beskou alle waarnemings binne 'n bepaalde ry as 

een steekproef, of k steekproewe uit dieselfde populasie. 

Dan is daar m sulke steekproewe van grootte k. 
l• 

· 1 2 nu· a· d 1· f k · van dl·e l.de ry l= 9 , ••• ,m. l lever e lngs un sle 

aan deur F. , i=l, 2, ..• 9 m. Ons wil nou die nulhipotese l5 

H0 : F1 . = F2. = ••o = Fm• = F toets onder die aanname 

dat daar geen kolom- of interaksie-effekte is nie. H
0 

word getoets teen 'n a1ternatiewe hipotese H, naamlik 

dat nie alle F. identies is nie~ 
l• 

Ste1 nou 

( 5. 58) 

( 5 I 59) 

vN. lo 

'J. 
l• 

= k. /N 9 l• 

= lim \)N. 9 
N ~CD l• 

(5.60) F
2 
.• k. (x) = (aantal x .. ,_ < x)/k. vir vaste i en 

lJ!l - l• 
l• 

vir j =1? 2 9 ••• 9 k; h=l, 2 9 •• I , k .. 
lJ 

( 5 . 61 ) HN ( x ) = ~ vN i . F i . k . ( x ) , 
l l• 

(5.62) H(x) = 2::vN. F. (x) en 
• 1. l• l• 
l 

CD 
(5.63) t. 

l• = I JN[HN(x)]dFi·k. (x) waarby JN 'n 
-CD l• 

willekeurige funksie is wat vo1doen aan soortgelyke voor-

waardes as in hoofstuk III (voorwaardes (3.10)-(3.14) 

en ( 3. 9 3) ) . 
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Soos in lemma 3.14 volg dat 

(5.64) lim E(t. jH) = J J(H)dF. . 
11... l• I l• 
1~ ~CD 

Dui ons die variansie van t. onder H aan deur 
J. § 

var( t. jH), kan daar op analoe wyse as in lemma 3.15 'n 
l• 

uitdrukking vir var(t. IH) afgelei word. 
l· 

Laat 
1 1 

(5.65) t. = (N-k. )2 [t. -E(t. IH)][N var(t. IH)]-2 • 
l• l• l 0 l• l• 

"' Onder H reduseer t. na die vorm aanged.ui 
0 l• 

in ( 5. 30). 

(5.66) 

Nou definieAr ons as toetsinesgrootheid 

T = m 
m "'2' 2: t. . 

. 1 l• l= 

In notasie is ·d.aar nou aanges1ui t by die van 

hoofstuk III. Alle resultate van hoofstuk III kan aan-

gepas word vir hierdie geval. Soos in stelling 3.6 

volg onder analoe voorwaardes dat Tm onder H asimptoties, 

vir N~co 9 'n x2-verdeling besit met (m-1) grade van 

vryheid. 

Op soortgelyke wyse as in §e 3.6.2 en 3.6.3 kan 

toetse vir versk11iwing en verskil in verspreiding gede-

finieer word met a.r.d.-eienskappe wat ooreenstem met 

die van hoofstuk IIIo 

Analoog aan die metode van hierdie paragraaf 9 

kan toetse vir ko1omeffekte gekonstrueer word onder die 

aanname dat daar geen ry-effekte en interaksie voorkom 

nie. 

5.5.3. Toetse vir Sel-effekte. 

Beskou die waarnemings binne elke sel as een 

steekproef uit 'n verdeling met verdelingsfunksie F ... lJ 
Dan is daar mk steekproewe van grootte kij 9 i=1 9 2~ .. 9 m; 

j=l 7 2 9 ••• 9 k. Die nulhipotese H
0

: F11 = F12 = ... = Fmk = F 

moet getoets word onder die aanname dat daar geen ry-
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of kolomeffekte of ry-kolom interaksie bestaan nie. 

Stel 

(5.67) vNij 

(5.68) \) .. 
lJ 

= k .. /N 9 lJ 
= 1 j_m v1,J .. N ~m • lJ 

( 5. 69) F .. k (x) = (aantal xiJ'h .5_ x)/kiJ. vir vaste i 
lJ ij 

en j en vir h=l , 2 9 • o . 9 k .. , lJ 

( 5. 70) HN ( x) = L 2: vN .. F · · k ( x) 
i j lJ lJ ij 

( 5 • 71 ) H ( x) = 2: L VN . . F · · ( x) en 
i j lJ lJ 

I 

( 5. 72) t .. lJ 

aan soortgelyke voorwaardes as in hoofstuk III. 

' Dui d~~ e V0J-n.,va{:J ti~gsvraqrde en vari8nsie van t .. lJ 

onder H aan deur E(t~j jH) en var(t~j jH). 

L2.at 

Dan defjn~eer ons as toetsingsgrootheid 

~ "''2 (5o74) T = 2:2.: t .. ~ G . . lJ 
l J 

Soos in stelling 3" 6 ke.n aangetoon \Nord da t T
8 

. . . . ~ . .~ . .._- 2 . 
as~nrJ::>totJ..E:-s, .. ·:v=-lr-.Jf ~m 9-·- :.'.R ··X -·~.re·~llYJS bssi t met (mk-1) 

grade van vryheid en kan soos voorheen aorod.-uitdruk-

kings afgelei word vir alternatiewe van verskuiwing en 

verskil in verspreiding. 

5 . 6 • SLOTOPNiERKI:i{G So 

1). Dio ~oetse gebaseer op Tm 9 Tk en Ts in die 

geval YH(o) = Q(o) byvoorbeeld vir verskuiwing 9 is (onder 

die genoemde aannames, waaronder dat geen ander effek as 

die een wa.arvoor getoets 'vord 9 teenvroordig is nie) 

asimptoties ten minste net so goed soos die F-toets 
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2). Met behulp van tabelle in VANDER WAER

DEN(l957) is die toepassing van bogenoemde T-toetse 

(opmerking l hierbo) dikwels makliker as die van die 

F-toetse. 

3). Die vraag oor hoe groot b moet wees alvo-

rens die T-toetse toegepas kan word 9 is nog nie bevre-

digend beantwoord nie. 

4). Die volgende probleme is onder andere nog 

onopgelos~ 

a). Die uitbreiding van die voorgaande teorie na 

die geval waar die aantal waardes in die onderskeie 

selle verskillend is. 

b). A.r.d.-uitdrukkings vir interaksie-toetse. 

c). 'n Volledige verde1ingsvrye eh-wi valent van die 

parametriese variansie-analise 9 naam1ik waar byvoorbeeld 

die toetse vir ry- en kolomeffekte (asimptoties) onaf

hank1ik bly wanneer daar ry- en/of kolomeffekte of 

interaksie bestaan (m.a.w. H nie geld nie). 
0 

5). 'n Ander interessante benadering tot die 

probleem van 'n verdelingsvrye variansie-analise word 

gevind in die volgende twee artikels: 

HODGES, J.L. en LEHMANN" E. 1.(1962) 11 Rank methods for 

combination of independent experiments in the analysis 

of variance", Ann. Tvlath. Stat. 33, pp. 482-497 9 en 

LEHMANN, E. 1.(1963) 11 Asymptotically nonparametric 

inference: An laternative approach to linear models", 

Ann. Math. Stat. 34, pp. 1494-1506. 
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l95a. 

BYLAAG A. 

Indien 

( 2 . 4 0 ' ) lim N-l I: ( ah - Y N ) 2 ~ E > 0 
N~CD h 

en 

-1 71 ( - ) 4 ( ) N ~ 'l'Nh- 'l'N = 0 N 
h 

(2.42') 

dan voldoen die variante t. aan die voorwaarde 
l 

( 2 . 50 ) l im E I t . 1
2 + 6 < CD vir i =l , 2 , . . . , k . 

N~CD l 

Be wy s ~ S tel MN = L: ( ah - '¥ N ) 2 en 
h 

P N = L; ( ah - 'Y N ) 
4 ~ 2: ( '1' Nh - 1' N ) 

4 
Q 

h h 

Op analoe wyse as in lemma 2.2 volg dat 

4 n.(N-n.)(N2+N-6Nn.+6n~) · 
E ( t. -Et. ) = l l l l • p + 

-l -l N(N-l)(N-2)(N-3) N 

3n . ( n . -1 ) ( N-n . ) ( N-n . -1 ) 
+ l l l l ·~ 

N(N-l)(N-2)(N-3) 

Uit (2.4) volg 
"' 1 1 l 1 
t . = ( N-n . ) 2 [ t . - E t . ] [ n . ( N-n . ) N- ( N -1 ) - IVIN]-2 

l l -l -l l l 

[ [ ( ) -1 -t = t. -Et.] n. N-1 MN] . 
-l -l l 

I 
A 14 [ 4 ( ) -1 , -2 E t. = E t.-Et.] [n. N-1 Mhl] 
-l -l -l l n 

= 
(N-1) (N-n.) (N2+N-6Nn.+6n~)' 

l l l . 
2 .. pN 

niN (N-2) (N- 3 )MN 

3(N-l)(N-n.)(N-n.-l)(n.-1) 
+ l l l 

niN(N-2) (N-3) 

= 0(1) 

+ 

-2 -1"' c -: )4 -1c -1 "'c - )2 -2 want PN MN ~ N 6 '1' Nh - ~ N N N 6 ah - '1' N ] 
h h 

= 0(1) uit (2.40') en (2.42' ). 

Gevo1g1ik geld Ejt.j 2+6 = 0(1) met O< 6< 2. 
l 

Opmerking. 

Onder voorwaarde (2.40) geld voorwaarde (2.40') 

met waarskynlikheid een. 
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BYLAAG B. 

Onder die voorwaardes ( 3.10) - ( 3.13) 1 

1 

( 3. 28) en 

( 3 o 14 I ) 

IJ (H) I ~ K[H(l-H) ]- 4 + 6 

IJ(m) (H) I ~ K[H(l-H) J-m-i-+ 6 , m=l9 2 en 6 > 0 

geld die voorwaarde 

(3.76) lim Elt.l 2+ 6 <m vir i=l,2, .•• ,k en O< 6~2. 
N~m 2 

Bewys: E It. 12+6 = t N-ni ]l+H E \t .-Et. \2+6 uit ( 3. 56). 
2 Nvar(t.) 2 2 

l 

Aangesien 0 <lim Nvar( t.) <m ui t ( 3. 68) 'j is di t 
N~m 2 

voldoende om te bewys da t Nl+i- 6E It. -Et. 1
2+6 = 0 ( 1) 0 

l l 

Uit §3.4 opmerking 3~ (3.60) en (3.62) volg: 

E(t.) = A(i) + o(N-t) met A(i) gedefinieer 
l 

deur (3.61). Nou is 

Nl+HE I ti -Eti 12+6 = Nl+-ft6E \Bi~) +B~~) +Op (N--ft) 12+6 

n. n 
1+1!6 I"' -1 "'l ,_, c ) -1 .$"" c ) c -t) 

1
2+6 · = N E LJVN [n. LJ B x .. -n 2.; B. x . ] + o N • 

g g l j=1 g lJ g j=l l gJ p 

Die resu1taat volg m.b.v. lemma 3.11 saam met 

(3.1) en (3.3) indien bewys kan word dat 

n. 
1 l 6 

E In -:- 2 2: B ( x .. ) 1
2+ = 0 ( 1) • 

l j=l g lJ 

Onder voorwaarde (3~14 1 ) word hieraan voldoen 

vir 6 = 2 ? want~ 

I -t "' ,.._, ( ) 14 En. LJB x .. 
l j g lJ 

= E[n-:- 22:L:2: 2: B (x .. )B (x .. ,)B (x .. ")B (x .. ",)] 
l j jl j " jilt g l J g l J g l J g l J 

waar 

alle j 1 s die waardes 1, 2, 0 •• 9 n. deurloop 
l 

-2 ["'' '\' "'-'2 ( ) "'-'2 ( ) '\-. ,....,.,4 ( ) = n . LJ LJ EB x . . EB x . .1 + LJ E B x . . ] want x . . en 
l j jl g lJ g lJ j g lJ lJ 

x .. 1 is onderling onafhanklik vir j I j' en EB (x .. )=0 
lJ g lJ 

= 0(1) 

aangesien~ 
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n ~ 22: 2: E 132 ( x .. ) E 132 ( x. J = 0 ( 1) m. b. v. ( 3. 2 7) en 
l j jl g lJ g lJ 

onder op b1adsy 72 9 en 

n -:- 2 2:E 134 (x .. ) = 0 (1) soos blyk ui t die vo1gende ~ 
l j g lJ 

x .. 
lJ ' I B (X .. ) I = I I J [ H (X) J dF (X) I 

g lJ X() g 

x .. ' 
~ K I I l J J [ H ( X) J dH ( X) I 

xo 

<K [jJ[H(x .. )JI+IJ[H(x
0

)JIJ 
- lJ 

< K 
1 

[H ( x .. ) {1-H ( x .. )} ] 6- ~ + 0 ( 1) ui t ( 3.14 1 
) • 

- lJ lJ 

E[Bg(x .. )] 4 < K 11 /1 [H(l-H)J 4 (()-~)dH + 0(1) 
lJ - 0 

= K
11

/

1
[H(l-H) ]-l+46dH + 0(1) 

0 

=0(1), sodat 
,_ 4 

E[B (x .. )] =0(1). 
g lJ 

Hiermee is die bewys voltooi. 

Opmerkings. 

1). Waarskynlik is die meer beperkende voor-

waarde (3.14') in vergelyking met (3.14) onnodig. Let 

in hierdie verband op dat lim EB:(x .. ) <ro onder (3.14) -
N-?ro g lJ 

sien C+S(l958). Verder is nodig vir bogenoemde aflei-

- 2 "' "-'4 ( ) ding da t 1 im n. LJ EB x. . <CD 
N -?CD l j g lJ 

waarby reeds 

-1 " "-'4 ( ) 1 im n . LJ EB x . . < ro 
N -?fi l j g lJ 

as (3.14 1
) geld. 

Daar kan ook op gewys word dat 

IBg(xij) I < K[J{H(xij)}J 
:L 

en dat 

(3.13) JN(l) = o(N2 ). 

2). Alle spesiale gevalle van die algemene 

toetsingsgrootheid wat in hierdie hoofstuk beskou word 9 

voldoen aan die meer beperkende voorwaarde (3.14 1 ). 
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BYLAAG c. 

Aan die voorwaardes 

i) 1 im E I t ~ 1
2 + 6 = 0 ( 1), 

N -?CD l• 

ii) lim E It 
1 

• 1
2+6 = 0(1) en 

N -?CD • J 

iii) lim E It'.'. 1
2+6 = 0(1) met 6 > 0 

N-7CD lJ 

word voldoen onder voorwaardes (5.13) 9 (5.14) en 

( 5 . 13 1 ) N--l L: ( a - a 00. ) 

4 = 0 ( N ) . 
p p 

Bewys:. Die bewys . da t aan voorwaarde.s i) en . . ii) voldoen 

word-t gcskied ~oos in bylaag ___ A. 

])eur· ·te ··s.krywe 

a ... h. --a .. -a ... +a == (a. ·,;.. 4·-a ••• )~( a. -a .... J-.(a .. -a ...... ) , 
l J l u e ;) •· q ~ l J ll ' l P 

0 J• · 

kan gere-delik .aangetoon word dat (.5 .l3' ) voldoende. is 

vir die ge.ldigheid van voorwaarde iii) deur op 'n. 

soortgelyke- wyse as in bylaag A-t::~ .. werk te gaa:u met 

gehruikmaking van die tegniek wat in die bewys van 

lemma ·5· .. 2 ontwikkel i.s. 

Die geldigheid van voorwaarde ( 5 ~ 13 •) W01"'Ci 

verder implisigt ·aanvaar. 
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SlliviMARY n 

DISTRIBUTION-FREE TESTS I~OH THE PROBLEM 

OF Tv70 OR MORE SAMPLES o 

Distribution-free tests are const~~~tcd for the 

k-ssmple problem ( k_>._2). Some of these tests are extensions 

of two-sample tests proposed by WILG.OXON(l945)? TERRY(l952) 9 

TJIOOD(1954) 9 VAN-DER WA}~RDEN(l957) and LF'"lJ'v1ER and STO

KER(1960). 

The tesJc statistics have c\Syrnptotic x2 distri

butions with (k-1) degrees of freedom under the null 

hypothesis H
0 

( cha:pJ:;er II) 9 and also under the general 

h;')rpothesis H subject to certain genera,l C')ndj_tion~.i 

(chapter III - see CHERHO:eF and SAVAGB(l958)). L. nlunber 

of these k-sample distribution-free tests for difference 

in location a::c-e comparscl with the pe.rametric F test and 

in the case of tests fo~ dispersion with the Bartlett 

te~t for }1::n1ogeneity of 7s,riance by mee.ns of their asymp-

to tic rele.ti-.-8 cfficj_enr.;ie~:J. Se"'Teral of the k-sample 

are highly l"ecoFrr'lencled :for jJrD.cticBl s.pplication. 

Necessary and suffi8i2nt condj_tions arc-; give:;."_ for the 

consistency of these tests. 

Dj_fferent tests are suggested for t~J.o lJro bleill of 

m ranl~ings (chapter 17) a::1d their asyn111totic properties 

derived. 

The analysis of variance iL the two-factor case 

is studied in ch~pter V. Different tests for row-, 

col1..unn- c:-r..d int2raction effects are constructed 9 vJhj_ch~ 

under H
0

, IJOssef..;s asymptotic x2 distributions &nd arc 

distributed :Lndc~1Jendent of each othor~ 
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