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SAMEVATTING

As B ‘n line@re operator is, met definisieversameling D(B)
in ‘n Banachruimte X en waardeversameling in ‘n Banach=
ruimte Y, word die versameling {5(t):t>0* van begrensde,
line@re operatare, gedefinieer op Y, 'n B-evolusie genocem

as

S(t)LY1l c D(B)
en
S(t+s) = 5(t)BS(s)

vir alle positiewe t en s.

Met S(t) waord '‘n semigroep {E(t):t>0} van line@re operatore

in Y geassosieer, sodanig dat E(t) = BS(t).

In hierdie verhandeling word die eienskappe van B-evolusies
bestudeer, terwyl sekere aannames ten opsigte van S5(t) en
E(t) gemaak word. Die infinitesimale operator Aec van S(t)
word gedefinieer en beperkings van Ac en B vorm 'n af=
sluitbare paar. Die afsluiting van laasgencemde paar word

met <Q@,8> aangedui en daar word bewys dat die operator
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A8 - @, met ReX>0, vir P(XN)LY] op Y afbeeld, en dat
(A8 - )~ = PN,

waar P()\) die Laplace-transfarmasie van S(t) voorstel. Q@ en
8 ward die gewysigde operatare gencem, en sal slegs die

B-evolusie uniek bepaal as S(t) sterk kontinu is vir t>0.

Daar word aangetoon vir watter waardes van y, u(t) = S(t)y

‘n oplossing van die Cauchy-probleem

DelBu(t)l = Acul(t)
Bu(t)|ewo = vy

is.

Die koppeling tussen S(t) en E(t) word ook beskou. 'n Onbe=
grensde koppeloperator C, wat die B-evolusie S(t) en sy
geassosieerde semigraoep E(t) koppel, waord gekonstrueer,
saodanig dat S(t) = CE(t). Laastens word die begrip empatie
gedefinieer en voorwaardes waaronder ‘n familie operatore
wat in empatie is met ‘n semigroep, ‘n B-evolusie is, word

ondersoek.
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B-EVOLUTIONS AND THE LAPLACE TRANSFORM

by
Aletta Sophia Jooste

Leader: Prof N Sauer
Department: Mathematics and Applied Mathematics

Degree: M.Sc.

SUMMARY

If B is a linear operator with domain D(B) contained in a
Banach space X and range in a Banach space Y, the family
{S(t):t>0} of bounded, linear operators defined on Y is

called a B-evolution if

S(t)LY1 c D(B)

and
S{t+s) = S(t)BS(s)

for all positive t and s.

Associated with S(t) is the semi—group {(E(t):t>0} of linear

operators in Y, defined by E(t) = BS(t).

In this dissertation the properties of B-evolutions are
studied. Certain assumptions are made with respect to S(t)
and E(t). The infinitesimal operator Ac of S(t) 1is de=
fined and it is shown that restrictions of Ac and the
operator B form a closeable pair. The closure of this pair
is denoted by <Q,8> and it is shown that the operator
8 - @, with ReX>0, maps P(A)LY] onto Y and
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e - ™ = PO\,

where P(A) is the Laplace transform of S(t). The closed
pair <d,8> will determine the B-evolution uniquely only if
S(t) is strongly continuous for t>0.

The initial states y for which u(t) = 8(t)y solves the
Cauchy prablem

De[Bu(t)l = Acu(t)
Bu(t)| c=o = vy

are also determined.

The link between S(t) and E(t) 1is studied. An unbounded
operataor C, that 1links the B-evolution S(t) and its
associated semi—group E(t), 1is constructed such that
S(t) = CE(t). Finally, the concept of a family of operators
which is in empathy with a semi—-group is introduced. Such
families are studied, and conditions determined under which

they are B-evolutions.
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HOOFSTUK 1 AGTERGROND EN OORSIG

1.1 INLEIDING

Beskou die volgende probleem, waar X ‘n Banachruimte is en
A 'n line@re operator met definisieversameling D(A) en

waardeversameling R(A) beide in X:
Bepaal ‘n funksie u = u(t); t>0, sodanig dat

Ue = Au(t); t2>0 (1.1)

u(o) = uo, (1.2)
waar uo & X.

Hierdie tipe probleem word 'n Cauchy-probleem genoem en die
oplossing u(t) moet kontinu wees op [0, en kontinu

differensieerbaar op (0,%).

Die oplossing van die probleem word met behulp van

semigroepteorie verkry en is van die vorm
ult) = E(t)uo; uo € D(A)

waar {E(t):t > 0} 'n semigroep is met die semigroepeien=

skap

E(t+s) = E(t)E(s); £t 2 0 en 5 2 O.

Cauchy~-probleme en die oplosbaarheid daarvan word onder

andere deur Friedman [2]1 en Shawalter [?] bespreek.

‘n Tipiese voorbeeld van ‘n Cauchy-probleem wat met behulp

van semigroepteorie opgelos word, ward in [?, p.95] gegee:

Bepaal die temperatuurverdeling u(x,t) in ‘'n staaf met
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lengte een, as die temperatuur by die eindpunte nul is vir
alle tye en as die hitteverspreiding op tydstip nul gegee

word deur die funksie uo(x).
Ons soek dus ‘n funksie u = u(t); 0<x<1, t>0, sodanig dat

B3eu = AUy 0<x<1l, t>0
ulx,0) = uo(xl); 0<x<1
u(o,t) = 03 t>0

u(l,t) = 03 t>0

Hierdie probleem het ‘n unieke oplossing vir elke uo in
D(A), met A = D,
Beskou nou die volgende vergelyking:

De[Bu(t)l = Ault); t>0 (1.3
en aanvaar dat B~* bestaan.

As B geslote is, en u’(t) bestaan, 1is die vergelyking

ekwivalent aan

Bu’ Au
en die probleem

u’ = B~Au

met beginvoorwaarde (1.2) kan met behulp van semigroep=

teorie opgelos word indien B~'A ‘n semigroep genereer.

Indien B nie geslote is nie, kan vergelyking (1.3) met

behulp van die substitusie Bu = v in die varm

v’ = AB~ 1y (1.4)
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geskryf word. Vergelyking (1.4), tesame met beginvoorwaarde
(1.2) kan met behulp van semigroepteorie opgelos word, mits

AB~™* ‘n semigroep genereer.

In die praktyk bestaan daar egter probleme van die vorm

DefBu(t)l = Au(t)

Bu| t=o = Y

waar B~' nie noodwendig bestaan nie of waar B nie geslote
of afsluitbaar is nie. Sulke praobleme kan nie in die varm

(1.1) geskryf word nie en dus ook nie so behandel word nie.

Beskou die volgende voorbeeld:

Bepaal die temperatuurverdeling u(x,t) in 'n eendimen=
sionele staaf, waarvan die lengte een is. Die beginpunt van
die staaf is voortdurend in kontak met ‘n blok ys en aan
die eindpunt is dit in kontak met ‘n reservoir waarin die
temperatuurverdeling homogeen is. Die temperatuur van die
reservoir is op tydstip nul @. Die temperatuurverdeling in
die staaf op tydstip nul is ‘n gegewe funksie van x, sé&
a(x). As ons alle nodige konstantes gerieflikheidshalwe ge=
lyk aan een stel, kry ons met behulp van energie-behoud die

volgende:

Qeu = J.u; 0<x<1, t>0
u(o,t) = 03 t>0
u(l,0)
ulx,0) = a(x); 0<x<1

en dcull,t) = —-2,u(i,t); £>0

n
Q O

Die prableem kan as volg herformuleer word:
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Stel %You = ul =2
¥iu = U] w12
X = L=(0,1)
en Y = L2(0,1) x € , waar € die komplekse vlak aandui.

Definieer die operatore Ao en Bo deur

Aou == <axuu’—"1u>

Bou 1= <u,4ou>.

Die gegewe probleem kan dus in die volgende varm

neergeskryf word:

De[Boul = Acul

Boul tmo = Yo
waar y ‘n gegewe punt in Y is.

In [S] word aangetoon dat hierdie operator Bo nie geslote
of afsluitbaar is nie. Die bestudering van hierdie tipe
evolusiepraobleme, waar Ao en Bo line€re operatore, gede=
finieer op '‘n Banachruimte X, met waardes in ‘n Banachruim=
te Y is, het aanleiding gegee tot die ontwikkeling van 'n
teorie soortgelyk aan die semigroepteaorie, naamlik die

teorie van B—evolusies.

Beskou nou die algemene geval:

De[Bu(t) 1 Au(t)

Bul c=o = vy,

waar A en B line@re (nie noodwendig begrensde) operatore
is, gedefinieer op ‘n Banachruimte X en met waardes in 'n

Banachruimte Y.

Die hoofdoel van die teorie van B-evolusies is om die

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2022.
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oplosoperator S(t), wat die begintoestand y op die
oplossing u(t) van die praobleem afbeeld, d.w.s. waar die

verband u(t) = S(t)y; t>0 geldig is, te ondersoek.

Die oplosoperator S(t) moet aan die volgende eienskappe

voldaoen:

Aangesien ons te make het met 'n linefre probleem, moet

S(t) ‘n lineére operator wees, gedefinieer op Y en met
waardes in D(B).

Om die beginvoorwaarde te bevredig, moet geld dat

BS(t)y = y3; t>O0.

Veronderstel Bu(t) is die begintoestand vir u(t+s):

u(t+s) = S(s)Bu(t); s>0, t>0.

Hieruit volg dat vir alle y in Y
S(t+s)y = u(t+s) = S5(s)Bu(t) = S(s)B5(t)y

en dus
S(t+s) = S5(s)BS(t)

vir alle positiewe s en t.

As die oplossing u(t) kontinu afhanklik van die begin=

toestand y is, dan moet S(t) begrens wees.

Aangesien Bu(t) = BS(t)y differensieerbaar is, moet die af=

beelding

t > BS(t)y; t>0

kontinu wees.
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Die begrip B-evolusie is in [5] soos volg bekendgestel:

As X en Y komplekse Banachruimtes is en B 'n lineére
operator met definisieversameling in X en waardeversameling
in Y, dan word die familie begrensde, lineére operatore

{S(t):t>0) 'n B-evolusie genoem as

S(t)LYl c D(B)
en
S(t+s) = S(s)BS(t)

vir alle positiewe s en t.

Met elke B-evolusie S(t) assosieer ons 'n semigroep

{E(t):t>0} van lineére operatore in Y, gedefinieer deur
E(t) = BS(t); t>0.
E(t) staan bekend as die geassosieerde semigroep.

Die verskil tussen die reeds-ontwikkelde B-evolusieteorieé,
soos beskryf in [3] en [&1] 1€ hoofsaaklik in die aannames
wat met betrekking tot die geassosieerde semigroep E(t)
gemaak word.

’

In [S] word aangeneem dat E(t) 'n semigroep van klas Co
(vgl. [3, p.3211) is, dat S(t) gelykmatig begrens is en dat
die Laplace-transfaormasie van S(t) sekere eienskappe het.

Die B-evolusie S(t) word gekoppel aan die probleem

De[Bu(t)1 = Au(t)
Bu(t)] emo = y; y € Y.
In hierdie geval geld die eienskap iig BS(t)y = vy vir
alle vy in Y.
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Die infinitesimale generataor A van die B-evolusie word as

volg gedefinieer:

Apx = h™'[BS(h)B - Blx; x € D(B)
en
X € D(A) as Ax := lim ApX bestaan
"= hso fn -
Die definisieversameling van A kan in hierdie geval ge=

skryf word as ‘n direkte som, naamlik
D(A) = Ker(B) + Do

waar Ker (B) die nulruimte van B voorstel. Verder bepaal A
en B se beperkings tot die versameling Do, s€ Ao en Bo, vir
S(t) uniek. So word die term genererende paar ingevoer.
Alhoewel Ac en Bo op sigself nie geslote is nie, vaorm hulle
‘n geslote paar. Die begrip gesawmentlik geslote word
gedefinieer en die gesamentlik geslote paar <Ao,Bo> is die

genererende paar van die B-evolusie S(t).

Hierdie Co-teorie is ‘n spesiale geval van ‘n meer algemene
teorie wat in [46] bespreek word en wat in die volgende

afdeling kortliks opgesom word.

1.2 ABEL-SOMMEERBAARHEID EN B-EVOLUSIES

In hierdie swakker teorie van B-evolusies word aanvaar dat
die geassosieerde semigroep E(t) Abel-sommeerbaar, oftewel
van klas (A) is. Abel-saommeerbaarheid ward deur Hille en
Phillips [3, Afdeling 10.4, pp.321-322]1 soos volg gedefi=

nieer:
{E(t):t>0} is 'n semigroep van klas (AR) as die operatore

E(t) begrensde, lineére operatore is, waarvoor die volgende

geld:
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(a) E(t) is sterk kontinu vir t3>0,

(b) Yo = U{R(E(E)):t>0} is dig in Y en

(c) vir enige komplekse getal » met positiewe reele ge=
deelte, bestaan daar ’‘n begrensde, line@re operator R(\)

van Y na Y, sodanig dat

(1) ROy = § e *E(t)ydt vir y € Yo,
(ii) IR(N)1 is begrens in die komplekse halfvlak Re)x > O
en

(iii) vir elke y in Y geld AR(\N)y + y as A\ =+ oo,

Daar word ook aanvaar dat die B—-evolusie S(t) van tipe L-A

is, i.e.

(a) Die afbeelding t » S(t)y; t>0, vy € Y is kontinu,
(b) daar bestaan ‘n begrensde, lineére operator P(X) van Y

na D(B) in X, sodanig dat

(i) POy = §7 e~>=s(t)ydt; Rex>0, y € Yo,
(ii) BP(M)y = R(\)ys y € Y en
(iii) POV = 0(1/%) as X\ + .

Die infinitesimale operator Ao van S(t) word soos volg

gedefinieer:

Apx := h—1[BS(h)B - Blxj x € D(B), h>0

en
X € D(ARAc) as Acx := ;:8 Apx bestaan.
Aangesien daar in hierdie werk hoofsaaklik van die

Laplace-transformasietegniek gebruik gemaak word, is die

volgende resultaat belangrik:
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STELLING 1.1 (Veralgemeende resaolventvergelyking)

Vir » en p met positiewe reele gedeeltes, sodanig dat

ReX\ # Rep, geld

F(p) = P(XN) + (A - MP(RIBP(N).

Die volgende resultate word later benodig:
HULPSTELLING 1.2
Vir x € D(Ac) geld dat S(t)Bx € D{(Ao) en

AcS(t)Bx = BS(t)Aox = DBS(t)Bx.

HULPSTELLING 1.3
P(\) beeld Yo af iIn D(As) en

(AB -~ Ax)P(My = y; v € Yo

HULPSTELLING 1.4

S(t)YBP(M)y = P(AN)BS(t)y as yv € Y, Rex>0 en t>0.

Die volgende notasie word ingevoer:

Do 1= PN LYo]
Ac se heperking tot Do

Aco @

Boo := B se beperking tot Do.
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Uit 1.2 volg
STELLING 1.5

As y € B[Dol en t>0, dan Is u(t) = S(t)y 'n element van To

en dit bevredig die vergelykings

DelBu(t)1 = Acou(t)
Bu(t)| cmo = Y

Die begrip gesamentlik geslote of geslote paar 1is deur

Sauer in [S5] ingevaoer.

DEFINISIE 1.6

Veronderstel A en B is lineére operatore met definisie=
versamelings D(A) en D(B) in ‘n Banachruimte X en waarde=
versamelings in Banachruimtes Y en Z onderskeidelik. Die

paar <A,B> word soos volg gedefinieer:

D(<A,B>) = D(A) N D(B)
<A,B>x = <{Ax,Bx> € ¥ X Z

Die paar <A,B> is geslote as uit
{x~2> ¢ D(A) Nn D(BY,
Xn * %X in X
Ax~ * vy in Y en
Bxn* z in Z,

volg dat

x € D(AR) N D(BYy, AXx = v en Bx = z.

.

Die begrip gesamentlik afsluitbaar, wat ‘'n swakker begrip

is as gesamentlik geslote, waord as volg gedefinieer:
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DEFINISIE 1.7

Laat A en B lineére operatore vanaf 'n Banachruimte X in
Banachruimtes Y en Z onderskeidelik wees. A en B is gesa=
mentlik afsluitbaar as die lineére operator <A,B> afsluit=
baar is. Die gesamentlike afsluiting van A en B word gede=
finieer as die kleinste afsluiting van die operator <A,B>,
i.e. Cl<A,B>. Aangesien Cl1<A,B> '‘n element van Y X Z is, is
die afsluiting weer ‘n paar en ons stel Cl1<A,B> := <Q,8>,

waar @ en 8 lineere operatore is.
Dit volg dus uit hierdie definisie dat die paar <Q,8>
geslote is.
STELLING 1.8
ARoco en Boo Is gesamentlik afsluitbaar.
Die gesamentlike afsluiting van Aococ en Boo word aangedui
met @ en 8 en die definisieversameling van die gesamentlike
afsluiting met D. Die vaolgende verband tussen B en 8 word
verkrys:
STELLING 1.9
8 = B se beperking tot 0.
Hulpstelling 1.3 word gebruik om die volgende resultaat te
bewys.
STELLING 1.10
As Rex > 0, volg

PNy = ABP(N)Y — y; vy €Y

en
D=POOLY].
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STELLING 1.11

Vir \ met positiewme reele gedeelte, is die operator »8 - Q

inverteerbaar, beeld D af op Y en

(A8 - W~ = P .
OPMERKING 1.12
Die operatore @ en € ward die gewysigde operatore van die
B-evolusie genoem en die kontinuiteit van S(t) word gebruik
om die volgende te bewys:
STELLING 1.13
Die gewysigde operatore @ en ® bepaal die B-evolusie S(t)
uniek.
<Q,8> waord gevolglik die genererende paar van S(t) genoem.
Die eienskap: {P(X)Q = 0O(1/X) as N > o0 is nodig vir
STELLING 1.14
Daar bestaan ‘n begrensde, lineére operator C, gedefinieer
op Y, sodanig dat 8 ' die beperking van C tot R(®) Is.

STELLING 1.15

S(t) = CE(t) vir t>0.
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OPMERKING 1.16
Deur die sterk kontinuiteit van E(t) en die begrensdheid
van C te gebruik, kan uit Stelling 1.15 bewys waord dat S(t)
sterk kontinu is vir t>0. Die aanname dat die afbeelding

t »S(t)y; y e v, t>0
kontinu is, kan dus weggelaat word en ons sal steeds te
make hé met '‘n B-evolusie van tipe L-A. Stelling 1.13 sal

dan steeds geld.

Die volgende notasie ward in [5] gebruik en gedefinieer:

DEFINISIE 1.17
Laat A en B lineére funksies wees, met definisieversame=
lings D(A) en D(B) en waardeversamelings van beide in Y.
Ons definieer die som—afbeelding A + B vanaf D(A) + D(B) na
Y soos volg:
As x = a + b, met a € D(A) en b € D(B), dan is

(A + B)x = Aa + Bb.

Die volgende resultate is aan [5] ontleen:

HULPSTELLING 1.18

As die linefre funksies A en B ovoreenstem 0op D(A) N D(B),

dan Is die som—afbeelding A + B 'n funksie.

BEWYS:
Neem x € D(A) + D(B). x kan meer as een voorstelling h&, sé
X = ai+bh, = az+b=,
Dan is ai—a= = bz-b, € D(A) N D(B) en dus is
A(ai-az) = B(b=-b.),
waaruit volg:
RAa, + Bb, = Aa= + Bb= = (A + B)x.
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STELLING 1.19

(a) Die operator C Is Inverteerbaar op Yo + R(®).
(b) Stel (8.) * = C se beperking tot Yo; dan het B dje
representasie

B=86 +8: op D+ D(8,) = P(MLY] + CLYo1.

EMPATIEKE EVOLUSIE-OPERATORE

Die definisie van 'n B-evolusie gee aanleiding tot die

vergelyking

S(t+s) = S(t)E(s) = S(s)E(tL).

As hierdie nou die enigste verband tussen n familie

{S(t):t>0} van begrensde, linefre operatore en ’'n semigroep

[

{E(t):t>02 is, ontstaan die vraag of daar n operator B

gekonstrueer kan word wat sodanig is dat E(t) = BS(t).
Die begrip empatie word in [7] soos volg gedefinieer:

DEFINISIE 1.20
Laat X en Y komplekse Banachruimtes wees en <{E(£):t>0> ’'n

semigroep van begrensde, line@re operatore in Y. '‘n Versa=
meling {S(t):t>0} van begrensde, line@re operatore van Y na
X is in empatie met {E(t):t>0} as

S(t+s) = S(t)E(s) = S(s)E(t)
vir alle positiewe t en s.

In [7] word aanvaar dat {E(t):t>0} 'n semigroep van klas
(A) is en dat {S(t):t>0) in empatie is met {E(t):t>02.
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Verder word aanvaar dat
(a) die afbeelding t » S(t)y; t>0, y € Y kontinu is,
(b) PNy = s: e >t5(t)ydt; ReX>0, bestaan vir vy € Yo

en
(c) IPGVR = 0(1/2) as A »> oo,

Die vaolgende resultate is in [71 verkry:
STELLING 1.21 (Veralgemeende resolventstelling)

Vir x en P met positieme reele gedeeltes, sodanig dat

ReXx # Rep, geld

P(p) = P(X) = (N = WMIP(MIRMN) .
Hierdie resultaat is meer algemeen as Stelling 1.1.

DEFINISIE 1.22
S(t) word nie-singulier genoem as i:g S(t)y bestaan vir

lim 0,

Y € Yo en as uit £30 S{t)y = volg dat y = O.

STELLING 1.23

(a) Daar bestaan 'n begrensde, lineére operator C gedefi=
nieer op Y, met R(C) c X, sodanig dat

P(X) = CR(X); ReX>0
en

S{t) = CE(t); t>0.

(b)Y As P(\) een—eenduidig iIs vir ‘'n spesifieke A\ met Rex>0,
dan Is C een-eenduidig op R(AN)LY] en P()N) een-eenduidig vir
alle N\ met positiewe reéle gedeeltes.
(c) As S(t) nie-singulier is, dan is C een—eenduidig op Yo.
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Daar ward nou aanvaar dat P{(\) een-eenduidig is vir 'n
spesifieke X met Rel>0 en dat S(t) nie-singulier is. Die
volgende operatore word gedefinieer:

8 := (Co)~* op P(NLYD;

8. is die inverse van C se beperking tot Yo;

B :=®8 + € op P(AMLY] + CLYo1 en

Q@ := A=(Co)~* ap P(NLYI,

waar Ae die Infinitesimale generator van E(t) is.

OPMERKING:

Volgens Hille en Phillips [3, p.344] hoef die infinitesima=
le operator Ao van 'n semigroep van Klas (A) nie geslote te
wees nie. Dit is egter afsluitbaar en die kleinste geslote
uitbreiding van Ao waord die iInfinitesimale generator van

E(t) genoem.

Die geslotenheid van A= word dan gebruik om die volgende te

bewys: -
STELLING 1.24

{Q,8> Iis gesamentlik geslote.

STELLING 1.25

S(t) is 'n B-evolusie van klas (A) en tipe L-A. Die paar

{Q,8> van operatore Iis die genererende paar van S(t).

OPMERKING:
‘n B-evolusie is van klas (A) as die geassaosieerde semi=

groep E(t) = BS(t) van klas (A) is. [6, p.4]

Ons sien dus dat daar wel ‘n operator B gekonstrueer is,

sodanig dat
E(t) = BS(t).
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1.3 OORSIG 0O0OR WERK GEDOEN IN HIERDIE VERHANDEL ING

-t

In hierdie verhandeling word sommige beperkings wat in [61

op S(t) en E(t) gelé& word, weggelaat, naamlik

(1) IR(X\)1 is begrens in die halfvlak ReX\>0
(2) die afbeelding t > S(tl)ys; t>0, v € Y is kontinu en
(3 PO R = 001/2) as N = ow,

Ons aanvaar dus dat E(t) begrensde, lineére operatore is,

waarvoor die volgende geld:

(a) E(t) is sterk kontinu vir t>O0,
(b) Yo = UIR(E(E)):t>0Y is dig in Y en

(c) vir enige kaomplekse getal A met
begrensde, line@re oaoperator R()\)

positiewe reéle ge=

deelte, bestaan daar ‘n

van Y na Y, sodanig dat

(i) RNy = S: e *tE(t)ydt vir y € Yo en
(ii) vir elke y in Y geld ARy > y as » & oo,

Vir die B-evolusie S(t) geld dit dat daar 'n begrensde,

line@re aperator P()) bestaan, gedefinieer op Y, met waar=

des in D(B) in X, sodanig dat

(i) POOy = §& e>*S(t)ydt; Rex>0, y € Yo en
(ii) BP(M)y = RMO\y; y € Y.

Die infinitesimale operator As van die B-evolusie S5(t) ward

soos in [46] gedefinieer:

Apx t= h—1[BS(h)B - Blx; x € D(B), h>0
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Daar sal aangetoon word dat die resultate verkry in [&1,
s00s uiteengesit in Afdeling 1.2 van hierdie hoofstuk, tot
en met Stelling 1.11 dieselfde bly as ons die drie genocemde
voorwaardes weglaat. Hierdie drie aannames speel dus geen

rol in Stellings 1.1 tot 1.11 nie.

Ons sal egter in Stelling 2.16 sien dat Stelling 1.5 met

behulp van direkte berekening uitgebrei kan ward na:

Vir v € BLID] N Yo, wmaar D = P(MNLY1, geld
ultt) = Sty € T
en u(t) bevredig die vergelykings
De[Bu(t)l = Acoul(t)

Bultmo . y-

In Stelling 2.13 sal bewys word dat die operator 8 - Q
(met @ en € gedefinieer soos in Afdeling 1.2) weer eens
inverteerbaar is, vir P(M)) LYY op Y afbeeld en dat
(AB-Q)—* = P(N).

Uit die definisie van @ en € volg dat <Q,8> 'n geslote paar
is en die operatore sal weer eens die gewysigde operatore
van die B-evolusie genoem word. Aangesien S(t) nie sterk
kontinu is vir t>0 nie, kan ons nie bewys dat @ en &8 vir
S(t) uniek bepaal nie, en daar sal dus nie sprake wees van

‘n genererende paar van S(t) nie.

In Hoofstuk 3 word die koppeling tussen die operatore S(t)
en E(t) beskou. In Stelling 3.1.1 sal ons sien dat die
koppeling tussen die B-evolusie S(t) en die geassosieerde

semigroep E(t) = BS(t), naamlik
S(t) = CE(t)

van so ‘n aard is, dat C nie noodwendig begrens is nie.

Ons het naamlik die valgende bewys:
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Daar bestaan ‘n lineére operator C, sodanig dat
C =Co +#+Ci: 0p Yo + R(NLY],

waar
CiR(A) = P(X) op Y; Rel>0

en
CoE(R) = S(t) op Y; t>0.

Aangesien die operator C nie begrens is nie, sal oans nie
uit S(t) = CE(t) kan bewys dat S(t) sterk kontinu is vir
t>0, soos in Opmerking 1.146 opgemerk is nie.

Die een—eenduldigheid van Ci op R(MN)ILY] en Co o0p Yo sal in
Stelling 3.1.3 bewys word, deur te aanvaar dat S(t)
nie-singulier is en F(X\) een—-eenduidig vir 'n spesifieke X
met Re>>0.

As ons die volgende notasie invoer:

B: := (C,)~* ap POVLY]
Bo = (Co)™* aop CLYo1,

sal ons in Stelling 3.1.4 sien dat B die representasie
B = Bo + B:
op CLYol + P(MN)LY] het. Hierdie resultaat stem ooreen met

Stelling 1.19(b).

In Afdeling 3.2 aanvaar ons dat die enigste verband tussen
‘n familie begrensde, lineére operatore {S(t):t>0} van Y na
X en ‘n semigroep {E(t):t>0} van begrensde, line@re apera=

tore in Y die van empatie is, i.e.
S(t+s) = S(s)E(t) = S(R)E(s)

vir alle positiewe s en t.
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In Stelling 3.2.9 sal ons sien dat as R()\), die Laplace-
transformasie van E(t), inverteerbaar is vir ten minste een
X met Rel\>0, dan bestaan daar linefre operatore C:,
gedefinieer op R(N\NLY] en Co, gedefinieer op Yo, sodanig

dat

CiR(N) = P(X) op Y3 Re)>O

en
S(t) = CoE(R) op Y3 t20.

Hierdie operatore C, en Co is beide een-eenduidig as ons
aanvaar dat P()) inverteerbaar is vir 'n spesifieke X met

positiewe reele gedeelte en dat S(t) nie-singulier is.

In Stelling 3.2.10 sal ans sien dat S(t) 'n B-evolusie is,

waar die operator B soos volg gedefinieer word:

B := Bo + B:1 op CLYol + P(N)LY],

waar
Bi = (C1)~* ap F(MNLY1 en

Bo = (Co)~' op CTV¥ol.

Die vraag ontstaan nou watter invlioed die weglating van die

voorwaardes

(1) IRV is begrens in die halfvlak Re>>0
(2) die afbeelding t + S(t)y; t>0, v € Y is kontinu en
(Z) POV = 001/%) as N » oo,

op ons teorie het.

Aangesien die voorwaarde
SIT ARy = y vir elke y in ¥
ekwivalent is aan

ARV E = 0(1) as A + oo [3, p.322-323],

valg, as C begrens is, dat
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NP IACR (M) R
ICE IXRODT

M as M > o

N

IN

en dus volg:
POV = 001/7%) as A > oo,

Die weglating van hierdie voorwaarde impliseer dus dat die
operator C, wat ons in Stelling 3.1.1 sal konstrueer, nie
noaodwendig begrens is nie. Indien hierdie voorwaarde nie
weggelaat word nie, sal presies dieselfde resultate as in
die L-A teorie verkry word, aangesien die sterk konti=
nuiteit van S(t) dan sal volg uit S(t) = CE(t) vir t>0 en

die feit dat C begrens is en E(t) sterk kontinu.

As ons net die voorwaarde

PR = 0(1/X) as A > o
sou weglaat, sou ons kon bewys dat die operatore @ en ® vir
S(t) uniek bepaal en die paar <Q,8> is dan die genererende

paar van die B-evolusie S(t).

Presies dieselfde resultate sal verkry word as ons aanvaar
dat E(t) 'n semigroep van klas (A) is. Die verskille tussen
hierdie nuwe teaorie en die soos beskryf in [&] 1€ dus slegs
in die feit dat S(t) nie meer 'n B-evolusie van tipe L-A is

nie.
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HOOFSTUK 2 EIENSKAPPE VAN B-EVOLUSIES

In hierdie hoofstuk word ‘n teorie van B-evolusies, wat
soortgelyk aan die in [6] is, ontwikkel. Die drie voor=
waardes, soos genocem in Afdeling 1.3, word weggelaat en dus
is E(t) nie meer 'n semigroep van klas (A) nie en S(t) nie

meer ‘n B-evolusie van tipe L-A nie.

Laat X en Y komplekse Banachruimtes wees en B ‘n lineére
operator met definisieversameling D(B) in X en waarde=
versameling R(B) in Y. S5(t) stel ‘n B-evolusie voor, i.e.
{S(t):t>0} is 'n versameling begrensde, lineére aperatore

gedefinieer op Y sodanig dat

S(t)CY]l < D(B)

en
S(t+s) = S(s)BS(t)

vir alle paositiewe s en t.

Geassosieer met S(t) 1is die semigroep <{E(£):£>0} van

begrensde, line&re operatore in Y, gedefinieer deur
E(t) = BS(t); t>0.

en waarvoor geld:

(2.1) E(t) is sterk kontinu vir t>0,

(2.2) Yo = U{R(E(t)):t>03 is dig in Y en

(2.3) vir enige komplekse getal A met positiewe reéle ge=
deelte, bestaan die "lLaplace-transformasie" R()N) van E(t)
in die volgende sin: R(\) is ‘n begrensde, lineére opera=

tor van Y na Y, sodanig dat

(i) Ry = § e><E(t)ydt vir y € Yo en
(ii) vir elke y in Y geld MR(MN)y + y as A = oo,
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Die Laplace-transformasietegniek speel ‘n baie groot rol in
die analise van B-evolusies en ons aanvaar die volgende ten

opsigte van S(t):

Daar bestaan ’‘n begrensde, lineeére operator P(\) gedefi=

nieer op Y met waardeversameling in D(B) c X, sodanig dat

(i) PNy = S: e >*5(t)ydt; Re)X>0, ¥ € Yo en
(ii) BP(MN)y = R(N)y, waar y € Y.

Hieruit en uit eienskap (2.3) volg dat
(2.4 BS_ e>tstt)ydt = {  e—>*BS(t)ydt en

lim
(2.3 2300 ABP(N)Yy = y, waar vy € Y.

Die infinitesimale operator Ao van S(t) word soos voorheen

gedefinieer:

Apx 1= h~'[BS(h)B - Blx; x € D(B), h>0
en

_lim
X € D(Ac) as AoX == h30 Ahx bestaan.

In resultate 2.1, 2.4, 2.5 en 2.6 word aandag geskenk aan
die gedrag van die Laplace-transfarmasie P(A) van die
B-evolusie S5(t). As S(t) van tipe L-A is, bly hierdie vier

resultate onveranderd.

STELLING 2.1

S(t)BP(XN)Yy = P(N)BS(t)y as vy € Y, Rex>0 en t>0.
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BEWYS:
Vir enige y in Yo geld
S(t)BP(Ny = S(t)B§] e->s(r)ydr
s(t){_ e BS(r)ydr (uit (2.4))
§. e>rst)BS(r)ydr
(uit [1, Stelling 2.19(c), p.113D)
§o e >rstt+riydr
S e>rs(r)yBS(t)ydr
P(MBS(t)y.

Die resultaat is dus waar in Yo. Omdat Yo dig is in die
ruimte Y, bestaan daar vir elke y in Y ‘nry (yn) in VYo,
sodanig dat y. * vy.

Dus geld S(8)BP(M)y~ = P(M)BS(t)yn vir n = 1,2,3...
Aangesien die operatore S(t), BP(X) = R(XN), P(X) en BS(t) =

E(t) almal begrensde, line&re operatore is, volg:

lim

n-500 S(t)BP(A)y~ = S()BF(\)Y
en

lim P(X\YBS(t) = P(N)BS(t)

n-00 Yo Y

en die resultaat is bewys.

DPMERKING 2.2
In die volgende stelling het ons die volgende notasie
nodig:
LLf(E)I(p) dui die Laplace-transformasie van f(t) aan,
i.e. LLF(O)I(M) = §7 e»e f(t)dt
en die funksie f # g is die konvolusie van ¥ en g,
i.e. (£ # g = § flo-trgtrdt

Uit die konvolusiestelling vir Laplace-transformasies [10,
p.3471 volg: LLf * gl = LL[f1iLLgl.
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In Stelling 2.4 sal ons egter te make h& met ‘n meer inge=
wikkelde konvolusie, naamlik ([e** # S(t)yl, waar S(t)y € X
en dus nie reéel- of komplekswaardig is nie. Ons benodig

dan die volgende hulpstelling:
HULPSTELLING 2.3

LLf * x]1 = LUF1LIx1, waar f 'n reéel- of komplekswaardige

funksie en x : t > x(t) 'n funksie met waardes in X iIs.

BEWYS:

Neem enige kontinue, lineere funksionaal & op X,
i.e. @+ X > C.

Dit volg nou dat
gef *» x) (o) = o §7 fo-tryx(trdt
= T fo-tryax (t)dt
= (f * gx) (o)
‘n Kontinue, line@re funksionaal op ‘n genarmeerde ruimte
is ook ‘n begrensde, linefre funksionaal 1[4, Stelling
2.8-3, p.1041 en dit volg uit [1, Stelling 2.19(c), p.113]
dat
LOgx]l = @LLx]
en
LEG(f * x)]1 = GLLFf * x1.

Uit die Konvolusiestelling volg dat
LLG(f * x)] = L(f % @)
= LLFILD@x]
en dus geld #LLf * x1 = LLFf1@LEx]
= @gLLfILIx].

Omdat @ arbitrer is, is die resultaat bewys.
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STELLING 2.4 (Veralgemeende resolventvergelyking)

Vir » en P met positiewe reéle gedeeltes, sodanig dat

ReXx # Rep, geld

F(p) = PO + (A — BIP(R)BP()N).

BEWYS:
Ons bewys eers dat die identiteit waar is in die digte
deelruimte Yo. Net soos in die bewys van Stelling 2.1, kan

die resultaat dan met behulp van kontinuiteit uitgebrei

ward na die hele ruimte Y.

Ons gebruik die feit dat BP(MN)y € Yo a5 vy € Yo, wat volg
uit Stelling 2.1.

Neem enige y in Yo.

P(HIBP (Y = POOBST e—> S(t)ydt

P S e BS(t)ydt (uit Eienskap (2.4))
§o e sy §C e+ BS(t)ydt dr

S: S: e Hr e ™% S(r+t)ydt dr

o o emre eroe g(rat)ydt dr

Met behulp van die substitusie
r+t =t
t =0

en as ons aanvaar dat Rex > Rep > 0, kry ons dat

]

PBPy = §7 §7 e e s(yydt do

S: S: e~** e~ <x—> < §(t)ydt do
_ S g e~ H*T e~ >~ »><~ S(t)ydt do

S: g~ (x—roo S: e ™~ S(t)ydt do
- S: e—o> S: e* <=—<> S(t)ydt do

Pirryy §o e do - Llers * Sttiy1)
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P(R)y S: e > ede - LLe”® 1 (N LIS(t)yl(N)
(uit Hulpstelling 2.3)

Py §o e do - (Te—>tertdt POLY

PRIyO=-p) = = POy §7 emox—moe gt

PRIy (A—p)~™* — PO\ y(x-p)—2

Dit volg dus dat

P(R)y — PNy = (A = FIP(F)BF(M)y

Die geval Rep > Rex > O is simmetries en die resultaat

valg.

GEVOLG 2.5

FP(X) en P(R) is kommutatief om B,

I.e. P(MBP((R) = P(RIBP(OM).

BEWYS:
Uit Stelling 2.4 volg:
F(Z) — P (B — NMIFOVIBP(()
P(p) - P(XN) (N - PIP(RIBFO)
As ons hierdie twee vergelykings bymekaartel, kry ons
O = (B — MPOIBP(BY + (AW — BIP(RIBP (M),
I.e. (B — NIFMBP(R) = (B — MIP(RIBF (M),
I.e. POOBF((R) = P(RIBP(M).

GEVOLG 2.6

P(MELY] en P(N)LYo) is onafthanklik van A.
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BEWYS:
Dit volg direk uit die Veralgemeende Resolventvergelyking

dat P(XN)LY] onafhanklik van X\ is:

Neem enige y in Y.

PNy PRy + (B — MIP(VBP(R)Y
P(p)y + (B - MIP(R)BP(M) Y
P(WILy + (B = M)IBP(N)y]
P(p)LCY],

I

m

I.e. P(XN)LY] c P(R)LY] en die resultaat volg.

Ons gebruik die kammutasiereél van Stelling 2.1 am te bewys

dat F(M) LYol onafhanklik van X is:

Neem enige y in Yo. Net soaos hierbo volg dit dat
PNy = P(p)Ly + (B - MIBP(M Y]

Vir elke v in Yo bestaan daar 'n x in Y, sodanig dat

y = E(t)x,
I.e. BP(M)y = BP(ME(t)x
= BP(M)BS(t)x
= BS(t)BP(X)x (uit Stelling 2.1)
= E(£)BP (X)X

Dus is P(M)y € P(p)ILYol en gevolglik geld
F(MLYol € P(R)LYo].

Die resultaat wvolg.

HULFSTELLING 2.7

lim

£ 30 E(t)y = y vir alle y € Yo en t>O0.
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BEWYS:

Neem enige y € Yo, i.e. y = E(s)z, waar z € Y en s>0.

Dus is E(t)y = E(t)E(s)z = E(t+s)z

Uit die sterk kontinuiteit van E(t) vir t>0, volg nou dat
Fi0 Ett)y = tD E(t+siz = E(s)z = y

vir t>0.

OPMERKING: Hierdie resultaat geld net so as E(t) ‘n
semigroep van klas (RA) is, maar in die Co—geval is dit waar
in die hele ruimte Y. Die Co—geval word deur hierdie
eienskap gekarakteriseer [3, p.3211.
STELLING 2.8
F(X) beeld Yo af in D(Ao) en

(MB - AIP(N)Y = y;3 v € You
BEWYS:
Neem enige y in Yo.

APy = ARST e>es(t)yat

Omdat Sth) ‘n begrensde, line&re operator is, volg uit Ver=

gelyking (2.4) en [1, Stelling 2.19(c), p.1131 dat
AP 0y = §7 emxeapst)yat

Uit die definisie van Ay volg:

ALS(t)y = h=*[BS(h)B-B1S(t)y
= h—~*[BS(t+h)-BS(t) 1y
= h—*BLS(t+h)-5(t) ly.
Dus is
ARP(N)Yy = h—* s: e >tBLS(t+h)-5(t) lydt

h=t §~ e>tBS(t+h)ydt - h=* {7 e—>=BS(t)ydt.
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As ons nau t+h = t stel, kry ons

ARP My = h=r §= @—><=—r>B5 (1) ydt

- h—* {7 e>*Bs(t)ydt

= h—1 @xh S: e~>tBS(t) ydt
- h—-t g*n S; e—>tBS (t)ydt
- h-t S: e >*tBS (t)ydt

h=* (e*-1) {7 e—>=BS(t)ydt
- h=t e~ (7 e->eps(t)ydt

As ons die limiet neem waar h »+ 0, sien ons dat

lim lim , _
hag ARP VY = [0 h=*le* -1IBF )y
- ;ig h=* exr {" e—>tBS(t)ydt

Uit Hulpstelling 2.7 volg nou dat die funksie e >®BS(t)y

kontinu is op [0, , want vy € Yo.
Laat # 'n kontinue, lineére funksionaal wees, sodanig dat
g :Y > C.

Uit die Tweede Hoofstelling van die Differensiaal- en

Integraalrekening, volg:

D.. S: e >*gBS(t)ydt = [e >*@gBS(t)yle-n = g >*BS(x)y
Oaok geld

D. §. e—>egBS(t)ydt

= aig h=2t§ ™" e>egBs(trydt - §. e>=gBS(t)ydt]

& iiS h=2r§C ™" e—>tBS(t)ydt - § e—>=BS(t)ydt]
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Dus geld

@ ;:g h=2t§" ™" e>+=Bs(t)ydt - § e—>=BS(t)ydtl
= ge>~BS(x)y

vir alle &4 en dus volg dat

tlg h=2c§ ™" e>*BS(t)ydt - § e>=BS(t)ydt]
= e >»"BS(x)y

Deur x = 0 te stel, kry ons dat

lim | _ —
hao D77 §. e>e=BS(t)ydt = y.

. lim
Gevolglik bestaan h=0 ARP (N Yy en
AP (N)y = ABP(MN)y — vy,

i.e. OB — AcIP(N)y = y
en P(MI[Yol € D(AG).

Die volgende resultaat is ‘n direkte gevolg van Stelling

2.8:

GEVOLG 2.9

P{()\) beperk tot Yo Is 'n een—-eenduidige afbeelding in
D(Ac) .

Dit volg dus dat P(X\) inverteerbaar is op Yo [4, p.88,
Stelling 2.6-101 en P(») = (AB — Ac)~* op Yo.
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As ons die volgende natasie invoer:

Bo = F(MNLYs]
Ac se beperking tot Do

Aoo

B se beperking tot Do,

Boo

dan is FP(X) = (3Boo - Aool)™'.

STELLING 2.10
Die operatore RAco en Boo I5 gesamentlik afsluitbaar.

Gesamentlike afsluitbaarheid 1is in Definisie 1.7 van
Hoofstuk 1 gedefinieer: Aco en Boo sal gesamentlik

afsluitbaar wees indien die lineére operator
{AcoyBoo¥X = {AcoXx yBoox>; x € PN LYa]

afsluitbaar is. Volgens Schechter [8, p.2881 is ‘n lineére

pperatar A, gedefinieer op n genormeerde ruimte, met

waardes in ‘n genormeerde ruimte, afsluitbaar as uit
{Xnt € DAY, Xn * 0 en Ax~ 3> y, volg dat y = O.

Ons gebruik hierdie definisie van afsluitbaarheid in die

BEWYS VAN STELLING 2.10:
Laat {x.3} ‘'n ry in D wees, sodanig dat

X > 0y AcoXn * ¥ en BooX~ * 2
as n -+ oo,
Vir alle A geld dus dat (ABoco — Aco)Xa *> Az-vy.
Vir alle X\ met Re)X>0 is P(X) begrens en dus is
o0 =im = 1IM o) (ABoo - Acolxm = P(X) (Az—y)

n-o0

I.e. MBP(\)z = BP(\)y vir alle A met Re)>0.
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Uit Eienskap (2.5) volg:

_1lim
Z =\ e ABP (M) 2z

_lim
= 3 900 BP(\)y

_1lim
= N 00 CABP (M) y 1/

= 0

Die resultaat is bewys.

Ons dui nou die gesamentlike afsluiting van Ace en Boo met
2 en & aan en die definisieversameling daarvan met 0. In
die volgende resultaat kry ons ‘n verband tussen B en @,

waar 8 ‘n uitbreiding van 'n beperking van B is:
STELLING 2.11
@& = B se beperking tot D.

BEWYS:
Neem x € D en laat X~} 'nmry in Do wees, sodanig dat
¥n * X, AcoXm * Ox, en Boox, * Bx

as n -» oo,

Laat {vn} in Yo sodanig wees dat xn = P()va; Rex>0. 0Ons
weet dat P()) se beperking tot Yo gelyk is aan

(ABoo - Acol™?1,
I.8. Vo = (ABoo — Acol¥n 3+ (A8 - Q)x.

Stel v := (M8 — Wx. Dan is iM = .

n-=o0

Omdat P(X) begrens is vir Relx>0, volg:

X = PM)vy > P(MN)V = ¥
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I.e. Bx = @ (N\)v

= ﬁi: BooP (M Vi, want P(M)v. € Do

_lim
= oo BP(\)va

_ lim
= oo R(N)va

= R(A\)v, want R{()) is begrens as ReXi>0.
= BP(\)v
= Bx

en die resultaat is bewys.

HULPSTELLING 2.12
As Re)>0, dan iIs

AF(M)y = 2BP(N)Y — y; v €Y
en D = FP((MNELY].

BEWYS:
Ons weet dat vir y € Yo geld (3Boo - Aco)F(N)y = y.
Neem nou ‘n ry {y.} in Yo, sodanig dat
Yo *y in Y as n * oo,
I.e. (ABoo — Aco)P(N)yn = v
en AcoP (M) yn = ABooP (M)Yya — Y.

Omdat R(A) = BooF (X)) begrens is vir alle ) met Re» > 0,

bestaan die limiet

M oo yn = LM [aBooP OO yn = yal

en aangesien PNy~ € Do, volg GP(MN)y = ABP (MY - vy.
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Gevolglik is
(X8 — AP(N)y = y vir alle y € Y; Rel>0.

Ons wil nou bewys dat D = P()N)LY].
Neem enige x € D en laat (X~} 'n ry in Do wees sodanig dat
X F X, AcoXm * X en Booxn > 8X

as n > oo,

As (XY 'nry in B is, volg dit dat daar ‘'n ry {vn} in Yo

bestaan, sodanig dat x,., = P(Mvna; n = 1,2,3...
08 - ®x = 14" (ABoo - Aco)xn

= 10 (ABoo - Aco)P(MIva

= iiﬂ Va 1= v € Y.

Aangesien P()\) begrens is vir alle A met positiewe reele

gedeeltes, volg:
¥ = F(AM)va > F(M) v,

I.e. x = P(MN)v en dus is D = P(OOLYD.

Die volgende resultaat is nou direk:
STELLING 2.13

Vir )\ met positiewe reéle gedeelte, is die operator X8 — Q

inverteerbaar, beeld T a¥ op Y en

g - - = PO .
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Uit Definisie 1.7 van Afdeling 1.2 volg dat die operatore Q@
en 8 'n geslote paar vorm, soos gedefinieer in Definisie
1.6. Ons noem die operatore @ en 8 die gewysigde operatore

van die B-evolusie S(t).

OPMERKING 2.14:

In Hoofstuk 1 het ons opgemerk (Opmerking 1.12) dat die
sterk kontinuiteit van S(t) nodig is om te bewys dat
hierdie operatore vir S(t) uniek bepaal. As ons dus sou

aanvaar dat die aftbeelding
t > S(t)y; £>0, vy e Y

kontinu is, kan ons bewys dat @ en 8 vir S(t) uniek bepaal:

STELLING 2.15

As die B-evolusies S(t) en T(t) sterk kontinu Iis vir t>0 en
dieselfde gewysigde operatore QA en 8 het, dan Iis hulle

Identies.

BEWYS:
Vir v in Yo geld

o e+ sttyydt = @ - w-21y = §C e T(b)ydt.

Uit die sterk kontinuiteit van S(t) en T(t) volg dat

S(t)ry = T(t)y; t>0
vir alle y in Yo [2, Stelling 1.3, p.100] en amdat Yo dig
is in VY, is

S(t) = T(t) op Y.

Ons kan dus in hierdie geval, anders as wanneer S(t) van
tipe L-A is, nie van ‘n genererende paar van §S(t) praat

nie.
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Beskou vervolgens die evolusieprobleem:

De[Bu(t)l = Au(t)
Bu(t)| tmo = vy.
Die volgende resultaat gee vir ons ‘n aanduiding van
wanneer die funksie S{t)y ‘n oplossing van die praobleem is.
Ons het hier ‘n uitbreiding van Stelling 1.5 van Hoofstuk
1.

STELLING 2.16

As y € BILTD] en t20, dar Iis u(t) = S(t)y 'n element van ¥Do.
As y € BIDl N Yo, dan iIis ul(t) ‘n oplossing van die

evolusieprobleen

DefBu(t)]l = Acoul(t)
BU(t)' r=mo = Y,

BEWYS:
As y € BLD], bestaan daar 'n x in Y, sadanig dat

y = BFP (M) x.

Uit Stelling 2.1 volg nou:
u(t) = Sty

= S(EYBP (M) x
POMBS (L)X
P(ME((t)x
€ P(MLYo]
Do.

Verder geld
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i

Aoou(t) = L1M ALu(t)

1i
= 130 NT'IBS(R)B - B1S(t)y (y € BLDD)

= lim __ ~ =
hso NTIBS(M)B BIS(L)BP(M)x (x = Y)

- lim _ _ -
= hso h—*[BS(h)EB BIP (M) BS(t)x.

De[Bu(t) 1] ;:g h~*C[Bu(t+h)B - Bu{(t)]l

li _
= h:g h—1[BS(t+h)B - BS(t)1ly

= lim . _, -
= hso NT'IBS(MBS (L) BS(t) IBP (X)) x

= lim _
= hao NTIBS()BR (M) BF (X)) 1IBS (t) x

= Aocou(t).

Uit Hulpstelling 2.7 sien ans dat

lim lim
£20 Bu(t) = £20 BS(t)y = v as y € Yo.
Dit volg dus dat as y € BID]l, dan is u(t) = S(t)y 'n op=

lossing van De[Bu(t)l = Acocul(t)
en as Yy € Yo, volg dat Bu(t) | cmo = vy,

en dus, as y € BID] N Yo, bevredig S(t)y wel die gegewe

evolusievergel ykings.

In [&] word ‘n versameling beginvoorwaardes, waarvoor S(t)y
‘'n oplossing van bogenoemde evolusieprobleem is, gegee, wat
moontlik die versameling BLD] N Yo kan omvat. Die maoontlik
uitgebreide versameling kan te make h& met die sterker
voorwaardes wat ten opsigte van die B-evolusie S(t) gemaak

word. [&4, Stelling 4.10, p.181.
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HOOFSTUK 3 DIE KOPPELING TUSSEN S(t) EN E(t)

3.1 ‘'n ONBEGRENSDE KOPFELOPERATOR C

Die doel van hierdie afdeling is om ‘n line&re operator C

te vind, sodanig dat

S(t) = CE(t).

In die geval waar S(t) van tipe L-A is, het ons gesien dat

die voorwaarde

PR = D(1/2) as A > oo

gebruik word om so ‘n operator C te vind, wat begrens is.
[&, Stelling 4.6, p.1&1. In Afdeling 1.3 van Hoofstuk 1 het
ons bewys dat as laasgenoemde voorwaarde nie geld nie, dan

kan C nie begrens wees nie.

.

Ons kanstrueer nou in die valgende stelling ‘n operatar C

wat nie begrens is nie, sodanig dat

S(t) = CEWM)

en
P = CROW.

Die som—afbeelding wat in Definisie 1.17 gedefinieer word,

asook Hulpstelling 1.18 word hier benodig.

STELLING Z.1.1

Daar bestaan ‘n lineére operator C wat sodanig is dat
C =Co +# C1 0op Yo + R(N)LY],
waar C.R(N\) F(\) op Y; Rex > O
en CoE(t) S(t) op Y; t>0.

i
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BEWYS:
Stel Gn = nF(n); n = 1,2,3...

Beskou eerstens die ry {(G-R(M)yl, waar y £ Y en Rex>0.
Uit Gevolg 2.5 weet ons dat
P(MBP(p) = P(RIBP (M),
I.e. P(INMR(B) = P(RIRON).

Vir v € Y en A met positiewe reéle gedeelte, geld dus:

lim _ lim
LI eRO0y = MM apirODy
= 10 o nR (M)
p JnRny

= oo ™ nRtn)y, want PO is begrens

F(My (uit eienskap (2.32)(ii)),

I.e. {G~3 is konvergent op R(M)LY1.

Definieer nou C, op R(N)LY] deur C,z = ii: Gz,
I.e. Ch.R(N)Yy = P(MN)y; v Y,

I.e. CiR() = F(\) op Y.

Beskou nou die ry {G.E(t)yl, waar y € Y en t>0.
G-E(t)y nF(n)BS(t)y

nS(L)BF(n)y (uit Stelling 2.1)
S(E)nR(n)y

+ S5(t)y as n > o, want 5(t) is 'n begrensde opera=

]

tor.

Dus is {G.} konvergent op Yo.

Definieer nou Co op Yo deur Coz = i;ﬂ GnzZ
Uit CoE(t)Y = ai: G-E(t)y = S(t)y vir v € Y, vaolg dat

CoE(B)

S(t) op Y.
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Stel nou C = Co + C: op Yo + RIMN)LY]. Die lineariteit van C
volg uit die van P()\).

HULPSTELLING 3.1.2

As P()) een—-eenduidig is vir ten mInste een » met positiewe
reéle gedeelte, dan is P()\) een-eenduidig vir alle X met

ReX>0.

BEWYS:

Veraonderstel F(\) is een-eenduidig vir » = B, met Rep>0.
Neem nou enige A met Rel>0, sodanig dat P(\)y = 0, waar
y € Y. Uit die Algemene Resolventvergelyking van Stelling
2.4 volg:

O
]

F{N)y

P(R)y + (B - MIP(OIBP(p) Yy

PRy + (p — DMIP(MIBP(M)yYy, uit Gevolg 2.5
Fip)y

]

en yv = 0 volg.

Hierdie hulpstelling, asook Definisie 1.22 word benodig in

die bewys van

STELLING 3.1.3

(a) As P(\) Inverteerbaar is vir 'n spesifieke ) met ReX>0,
dan is C, een—-eenduidig op R(MLY1.
(b) As S(t) nie-singulier is, dan Is Co een—eenduidig op

Yo.
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BEWYS:
(a) Neem enige z in R(M)LY], sodanig dat Ciz = 0O

-

i.e. CiR(\)y = 0, waar y € Y,
I.e. P(XN)y = 0.
Uit Hulpstelling 3.1.2 volg nou dat y = 0 en die resultaat

is bewys.

(b) Neem enige z in Yo, sodanig dat Coz = 0. Vir elke z 1in

Yo, bestaan daar ‘'n y in Yo, sodanig dat z = E(t)y, t>0.

Omdat S(t) nie-singulier is, weet ons uit Definisie 1.22
lim . .

dat £20 S(t)y bestaan vir alle y in Yo3

. lim lim

i-e. 150 S(t)y £30

CoE(R) Yy

= ]{::g Coz

0, waar y € Yo.

Uit die nie-singulariteit van S(t) volg nou dat v = 0 en

ons het dus z = 0.

Co is dus een—-eenduidig op Yo en daarom ook inverteerbaar.

Aanvaar nou dat

(1) P(N) een—-eenduidig is vir ten minste een X met Rel>0 en

(2) dat S(t) nie-singulier is.

Stel vervolgens Bi = (Ci)~* op P(MNLY]
{(Co)~* op CLYo1.

en Bo
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STELLING 3.1.4
B het die representasie
B = Bo + B:1 0op CLYo1l + P(XNILY],

I.e. Bx = Bou + Biv, waar x = u + v,
u € CLYol en v € P(MNLY].

BEWYS:

Ons bewys eers dat CLYol + P(N)LY] c D(B).

Neem enige x € CLYol + P(MN)LY]1, dus: x = u + v, met u in
CLYol en v in P(XNYLYI;

i.e. u = CE(t)y

S(t)y, met y in Y.

Omdat S(t)LY]1l < D(B), volg u € D(B).

Ons weet dat F(MN)LY]1 c D(B), d.w.s. v € D(B).

Gevolglik is x = u + v ‘n element van D(B), want D(B) is ‘n

deelruimte van X. [4, Definisie 2.6-1, p.821. Dus geld
CLYol + P(XNILY1 = D(R).
Ons bewys vervolgens dat Bi. en Bo beperkings van B is.

Neem ¥ € Yo, I.6. ¥ = E(t)y, met y € Y en
Cx = CE(t)y = S(t)y
Dit geld egter ook dat
Cx = CoE(t)Yy = CoBS(t)y
en dus is
S(t)y = CoBS(t)y,
I.e. (Co)™15(k)y = BS(t)y,
I.e. (Co)~* = B op S(t)LY].

Dit volg dus dat Bo gelyk is aan B se beperking tot S(t)LY1]
= CLYo1l.
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Ons weet dat P(MNLY] = CR(MLY1. Neem enige x in R(M\)LY],
I.e. Cx = CR(M\)Yy = P(N)y, met y in Y.

Ook volg dat CR(My = CiR(MN)y = C.BP (M) y;

i.e. (CHITPMN)Y BF (M) y,

i.e. (Ci)~* = B, B ap F(MLY]

en ons sien dat Bi: die beperking van B tot P\ LY] is.

]

Hierdie resultaat stem ocoreen met Stelling 1.19(h), al is C

onbegrens.

3.2 EMPATIE TUSSEN EVOLUSIE-OPERATORE S(t) EN E(t)

Laat {S(t):t>0} ‘n versameling van begrensde, lineére
operatore van Y na X wees en {E(t):t>0} ‘n semigraep van

begrensde, line@re operatore in Y.

Aanvaar dat {S(t):t>0} in empatie is met {E(t):t>02, dit

wil s€ dat
S(t+s) = S(HIE(s) = S(s*ZT(t)
vir alle positiewe t en s. (Vergelyk Definisie 1.20)

Die daoel van hierdie afdeling is om te bewys dat as hierdie

die enigste verband tussen 5(t) en E(t) is, dan kan daar 'n

operator B gekonstrueer waord, sodanig dat E(t) = BS(t).

Die volgende aannames word ten aopsigte wvan E(t) en S(t)

gemaak:

(3.2.1) E(t) is sterk kontinu vir t>0,
(3.2.2) Yo = U{R(E()):t>0> is dig in Y,
(3.2.3) vir enige komplekse getal X\ met positiewe reele ge=

deelte, bestaan daar ‘n begrensde, line@re operator R(X)
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van Y na Y, sodanig dat
(i) Ry = {7 e>*E(t)ydt vir alle y € Yo en
(ii) vir elke y in Y geld AR(N)y > y as A =+ oo,

(3.2.4) vir enige komplekse getal ) met positiewe reele ge=
deelte, bestaan daar ‘n begrensde, lineére aperator PO)

van Y na X, sodanig dat
Py = §7 e>ss(t)ydt; y € Yo.
Ons beskou eers ‘n paar eienskappe van E(t).
HULPSTELLING 3.2.1
Vir £t>0 er N sodanig dat Rel>0, geld die kommutasiereél

E(RIR(MN)Y = ROME(R)yY
vir alle y in Y.
BEWYS:
Ons bewys eers dat die vergelyking geld vir alle y in Yo.
Die resultaat kan dan met behulp van kontinuiteit uitgebrei

word na die hele ruimte Y, aangesien Yo dig is in Y.

Neem v € Yo. Dan is

E(ORMy = E(t) §T e > Etr)ydr
= §o e rEMIEN ydr
Die laaste stap is moontlik, aangesien E(t) ‘n begrensde,

lineére operator op Y is. [1, Stelling 2.19(c), p.1131
Aangesien E(t)y € Yo, geld

ROVE()y = {7 e>rE(r)E(t) ydr

en die resultaat volg.
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Die volgende resolventvergelyking is ‘n bekende resultaat
in die Spektraalteorie, en kom onder andere in Dunford en
Schwartz [1, Lemma &6, p.5681 en Hille en Phillips (3,
p.1841 voor. Die vergelyking kan ook op dieselfde manier as
die Veralgemeende Resolventstelling (Stelling 2.4) bewys

ward, en die bewys word derhalwe weggelaat.
STELLING 3.2.2 (Resolventvergelyking)

Vir » en p met positiewe reéle gedeeltes, sodanig dat

Rel # Rep, geld

R(XN) = R(p#) + (B — NIRMIR(™W)
op Y.
Die volgende twee resultate volg direk uit die Resolvent=
vergelyking en hulle bewyse ward weggelaat.
GEVOLG 3.2.3
R(MRE) = R\HIRMDD .,
Hierdie resultaat word op dieselfde manier as Gevalg 2.5
bewys.
Die notasie: Ker(T) word vervolgens gebruik om die
nulruimte van T aan te dui,

I.e. Ker(T) = {x € D(T): Tx = 0I.

GEVOLG 3.2.4

(a) R(NLY] is onafthanklik van \.
(b) Ker(R(\)) = Ker(R(p)).
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GEVOLG 3.2.5

As R(\) Inverteerbaar is vir ten minste een ) met positiewe
reéle gedeelte, dan is R(A) een-eenduidig vir alle » met

ReX>0.

BEWYS:

Veronderstel R(XN) is inverteerbaar vir X = B, met Rep>O0.
Neem nou enige y in Y en stel R(\y = 0.

Ons het dus y € Ker(R(MN)) = Ker(R(p)) en R(B)y = 0O,

I.e. y = 0.

R(N\) 1is dus een-eenduidig en inverteerbaar vir alle > met

positiewe reéle gedeeltes.

Vervolgens beskou ons die verband tussen S(t) en E(t).
STELLING 3.2.6 (Veralgemeende resolventstelling)

Vir » en p met positiewe reele gedeeltes, sodanig dat

Re>» # Rep, geld
P(r) — P(XN) = (A — MIP(RIR(M .

Om hierdie identiteit te bewys, word die feit dat R(MN)y ‘n
element van Yo is vir alle y in Yo, gebruik, wat uit
Hulpstelling 3.2.1 volg, asoaok die feit dat {S5((t):t>0} en
{E(t):t>0} in empatie is. Die bewys volg dieselfde trant as

die van Stelling 2.4 en word derhalwe weggelaat.

Indien E(t) van klas (R) is en die volgende twee aannames
ten aopsigte van S(t}) gemaak word,

(1) S(t) is sterk kantinu vir &3>0

(2) PO R = 0(1/)) as A 3+ oo,
sal Stelling 3.2.6 en dit wat daaruit volg net so geld
(Vergelyk Stelling 1.21).
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Uit die Veralgemeende Resolventstelling volg direk:

GEVOLG 3.2.7

(a) Vir » en p met positiewe reele gedeeltes, sodanig dat
Rex # Rep, geld P(RIR(XN) = POOR(H).,
(b)Y FXNYLY] is onafhanklik van .

HULPSTELLING 3.2.8
S(LIR(MY = P(ME(t)y as v € Y, Rex>0 en t>O.

BEWYS:
Neem enige y in Yo. Dan is

SIORMDY = 8(t) §7 e Ewriydr = §7 e>S(t+r)ydr en
POVE(D)y = §7 e>stimEydr = 7 e>rs(t+r)yar.

Dit wil s& S(t)R(\N)y = PME(t)Y vir alle yv in Yo en die

resultaat kan met behulp van kontinuiteit uitgebrei word na

die hele ruimte Y.

Hierdie identiteit word nou in die volgende stelling
gebruik om ‘n lineére operator C te konstrueer wat sodanig

is dat
S(t) = CE(t).

Die definisie wvan ‘n nie-singuliere operataor word ook

benadig. (Definisie 1.22)
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STELLING 3.2.9

Aanvaar dat R(XN) iInverteerbaar is vir ten minste een » met
ReX>0.
(a) Daar bestaan 'n lineére operator Ci op ROILY] en Co op
Yo, s0danig dat
CiR(N) P(x) op Y; Re» > O
en CoE(t) S(t) op Y3 t>0.

(b) As P(\) inverteerbaar Is vir 'n spesifieke A met Rel>0,

dan Is5 C. een-eenduidig op R(MILY] en P(X) Is een—-eenduidig
vir alle » met Re>>O.

(c) As S(t) nie-singulier is5s, dan Is Co een—eenduidig op
YO-

BEWYS:
(a)5tel G~ = nF(n); n = 1,2,3...

Beskou eerstens die ry {G.R{(N)yl, waar y = Y en Rel>0.
Uit Gevolg 3.2.7(a) sien ons dat

G..R(X\) nP (N R
F () nR((N)

Vir v € ¥ en » met positiewe reé€le gedeelte, geld dus:

lim _ lim _
1300 GR(M)y = 1300 PFMNRNMY = FM)y,

want FP(O) is begrens. BGevolglik is {G.} konvergent op
R(O)ELY]. Definieer nou C; ap R(XNLY] deur Ciz = ii: Gz,
I.e. C,R{MN)Yy = F(M)y; v € Y,

I.e. C,R(NY = P(X) op Y.
Beskou nou die ry {G-E(t)y}, waar y € Y en t>0.

GRE(t)y

nF(N)E(t)y
nS(t)R(N)y (uit Hulpstelling 3.2.8)
S(t)nR(n)y

+ S(t)y as n 3+ ®o, want S(t) is ‘n begrensde

]

operator.
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Dus is die ry {G.} konvergent op Yo.

Definieer nou Co op Yo deur Coz = i:g Gz
Nou geld CoE(t)y = 1M G E(t)y = Stt)y vir y € ¥, en

CoE(t) = S(t) op Y.
Die lineariteit van Co en C;: volg uit 4die van F()\).

(b)) Veronderstel F()\) is inverteerbaar vir » = p, Rep>0.
Uit C.R(X\) = P(X) en Gevolg 3.2.5 volg
Ci: = P(MIR™T (M)
vir alle > met ReX)>0,.
Neem nou enige z in R(MN)LY1l, sadanig dat C,z = 0,
I.e. P(PYR™*(p)z = O, waaruit volg =z = 0. €. is dus een-

eenduidig op R(M LY.

Neem nou enige y in Y en » met Rei»0, sodanig dat
PNy = 0,

I.e. CiR(\)y = 0O,

I.e. RNy = 0,

I.e. y = 0.

(c) Neem enige z in Yo, sodanig dat Coz = O.
As 2 € Yo, volg z = E(t)x; X € Yo, t>0.
Uit die nie-singulariteit van S(t) veolg dat i:g S(t)y

bestaan vir alle y in Yo,

, lim _ lim _ lim _

I-e. 4.0 S(ti)x = £ 30 CoE(t)X = £ 30 Coz =0

en omdat S(t) nie-singulier is, valg x = 0 en dus aok
z = 0.

Die resultaat is bewys.

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2022.



UNIVERSITEIT VAN PRETORIA
UNIVERSITY OF PRETORIA
YUNIBESITHI YA PRETORIA

51

Stel nou C = Co + Cy op Yo + R(NLY]. Die gevraagde line@re

operator C, wat sodanig is dat S(t) = CE(t), is dus gevind.

As ans sou aanvaar dat
IFOOE = 001/2) as X\ + oo,

dan kan ons ‘n begrensde, lineére operator C vind, wat ook
saodanig is dat
S(t) = CE(t); t>0
en P} = CR(MN); Rex>0.
(Vergelyk Stelling 1.23)

Ons het in Afdeling 1.3 gesien dat as
P(XN) = CR(N)
en AMR(M)Yy *+ y as » + o, dan volg:

As C begrens is, dan is HJPOI R = 0O(1/X) as N 3> oo,
Die weglating van die voaorwaarde
HP(AYN = B(1/)) as » > oo,

impliseer dus dat die operator C nie noodwendig begrens is
nie.
Aanvaar nou dat R(X) en F(A) beide inverteerbaar is vir ten
minste een X met Re)>0 en dat S(t) nie-singulier is.
Definieer die volgende aperatore:

B:i 1= (Ci)~* aop P(NILYD;

¢
Bo = (Co)~* ap CLYol;
en B := Bo + B: op CLYol + P(NILY].

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2022.



UNIVERSITEIT VAN PRETORIA
UNIVERSITY OF PRETORIA
YUNIBESITHI YA PRETORIA

éﬁ
<

32

Soos in [7]1 volg nou dat S(t) ‘n B-evolusie is:

STELLING 3.2.10
S(t) Is ‘nm B-evolusie en E(t) = BS(t).

BEWYS:

Neem enige y in Y.

S(t)y = CE(t)y € CLYo]l ¢ D(B) en dus geld S(t)LY1 c D(R).
S(t+s)y CE(t+s)y

CE(t)E(s)y

S(t)BoCoE(s) Y

S(t)BS(s)y,

dit wil s8 G(t) is '‘n B-evolusie.

Ook geld BS(t)y BCE(t)y
BoCoE(R) ¥

E(t)y

vir alle y in Y.
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