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HOOFSTUK 1 BASIESE BEGRIPPE

1. DIE STEURINGSPROBLEEM

Laat @ 'n begrensde oop versameling in R® met rand T wees.
Ons neem aan dat I 'n oneindig keer differensieerbare (n-1)-
dimensionale variéteit is en dat Q 1lokaal aan een kant van T

1e.

Ons gebruik die volgende bekende notasie vir parsiéle afgeleides:

As a = (0;,...,a,) 'n multi-indeks is, dan skryf ons
a _ G102 on _ 3 (01 3 . %n
8% = 03,78, ...3, = (E) ...(-ax—n)

Beskou vaste T > 0 en skryf Q =Qx (0,T) en I =Tx (0,T).
Vir elke t € [0,T] definieer ons 'n tweede orde differensiaal-
operator A(t) deur

Alt)u = I a_(x,t)dPu (1.1)

|p[<2

Ons neem aan dat die koéffisiéntfunksies a, oneindig keer
differensieerbaar is op 0O = £x [0,T].
Vir elke t € [0,T] definieer ons 'n eerste orde randoperator

B(t) deur

B(t)u =

b.(x,t)d.u + b, (x,t)u (1.2)
i J J

[ =1

1
Ons neem aan dat die koéffisiéntfunksies bj’ j=0,1,...,n
oneindig keer differensieerbaar is op I x[0,T] = £. Ons sal
in paragrawe 3 en 4 verdere voorwaardes behandel waaraan die
operatore A(t) en B(t) moet voldoen. In hierdie proefskrif
beskou ons die stabiliteitseienskappe van die volgende begin-

randwaardeprobleem:
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A(t)u(x,t) + atu(x,t) = f(x,t) in Q
B(t)u(x,t) = g(x,t) op & (1.3)

u(x,0) = u,(x).

Laat A'(t) en B'(t) differensiaaloperatore soortgelyk aan
A(t) en B(t) met ko&ffisiénte aé en b5 wees. Ons beskou

dan die volgende probleem soortgelyk aan (1.3):

A'(t)u'(x,t) + atu'(x,t) = f'(x,t) in Q
B'(t)u'(x,t) = g'(x,t) op I (1.4)

u'(x,0) = ug(x)

Ons beskou (1.4) as 'n vaste probleem en (1.3) as 'n veranderlike

probleem.

Die steuringsprobleem kom daarop neer om voorwaardes te vind
waaronder die oplossing van (1.3) na die oplossing van (1.4) sal
konvergeer indien die koéffisiénte en regterkante van (1.3) na
dié van (1.4) sal konvergeer. Al hierdie konvergensies moet
natuurlik in geskikte funksieruimtes plaasvind. Ons behandel

hierdie funksieruimtes in paragraaf 2.

Steuringsteorie vir swak oplossings van die Dirichlet-probleem
vir elliptiese vergelykings is deur Sauer beskou in [6] . 1In
[5] is aandag gegee aan klassieke oplossings van die Dirichlet-
probleem vir elliptiese vergelykings asook L?-oplossings van

die bybehorende paraboliese probleem.

In [3] is 'n steuringsteorie ontwikkel vir swak en klassieke op-
lossings van die meer algemene klas van elliptiese randwaarde-
probleme wat aan die versoenbaarheidsvoorwaardes van Schechter vol-
doen. In hierdie proefskrif beskou ons die stabiliteit van die

bybehorende paraboliese begin-randwaardeprobleem asocok die geval
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waar die operatore ook tydafhanklik mag wees. Al die begrippe
in verband met elliptiese en paraboliese vergelykings word kort-

liks in paragrawe 3 en 4 beskryf.

In hoofstukke 2, 3 en 4 gebruik ons die metodes van semigroepe
en evolusie-operatore om die stabiliteit van vergelyking (1.3)
vir die geval waar f en g = 0 te bestudeer. In hoofstuk 2
beskou ons die geval waar die operatore A en B slegs ruimte-
afhanklik is, in hoofstuk 3 is die operator A ook tydafhanklik
en in hoofstuk 4 is die operatore A en B beide ruimte- en

tydafhanklik.

In hoofstuk 5 gebruik ons die metode van [4] volume 2, hoofstuk
4 om die stabiliteit van die algemene nie-homogene paraboliese
probleem te bestudeer. Aangesien hierdie metode onafhanklik

van dié in die vorige hoofstukke is, kan hoofstuk 5 direk na

hoofstuk 1 gelees word.

2. FUNKSIERUIMTES

Laat @ 'n oop versameling in R wees. Ons dui met
L2 () = H°(Q) die ruimte van (ekwivalensie klasse van) funksies

u aan wat kwadraties integreerbaar is op Q met inproduk

(u,v) ) o = [ u(x)V{x) dx
! Q

en norm gedefinieer deur
lal = al? dx) s,
0r§ ( éI I x)

Vir m=0,1,... definieer ons die Sobolev-ruimte Q) as
die versameling van alle komplekswaardige funksies u gedefini-
eer op O s6 dat 3%u € L’(Q) vir alle o met [a] € m, met

inproduk
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4
(u,v) = £ [3%e%ax
m, la|<mQ
en norm gedefinieer deur
lal_ o = ( = f]a%)2ax)* (2.1)
m,Q

|o]<mQ

Vir elke re€le getal s definieer ons die Sobolev-ruimte

85 (R") as die versameling van alle stemmige distribusies u
in R" met die eienskap dat (1 + I‘EIZ)S/z Fu(g) € L? (R™) waar
Fu die Fourier-transformasie van u is. Ons definieer 'n

inproduk en norm in H®(R™) deur

(a,v) (1+ gl 5Fu(e)Fv(E) G en

SRR ]én

- b
ol o = (f (1+]g]?)%|Fu(g)]?aE) (2.2)

’ ]Rn

Indien ons in (2.1) vir Q = R” neem en s=1,2,... , volg dat

die twee norms gedefinieer deur die regterkante van (2.1) en
(2.2) ekwivalent is. Om hierdie rede gebruik ons dieselfde
notasie aan die linkerkante van (2.1) en (2.2). Ons benodig
die volgende ongelykheid in 1% (rR") , s 2 0. Laat ¢ enige
oneindig keer differensieerbare funksie gedefinieer op r"
wees waarvan die afgeleides begrens is. Laat m die kleinste

heelgetal >s wees. Dan bestaan daar 'n C > 0 s6 dat

0 gull < Clé| _full vir alle u € 83 (RM) (2.3)
s, m s

RR , RD

waar |¢| = sup{|3%¢(x)| : |a| € m, x € R}

Bewys: Die bewys verloop soos in [3], Lemma 2.1:

Die afbeelding u + ¢u is kontinu van Hm_l(]Rn) in HH(E®RY)

en

. =1
loul,_, gn< c[¢|m_1||uum_l’]Rn vir alle u € H" ' (R")
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Ook is die afbeelding u - ¢u kontinu van Hm(ﬂfﬁ in Hm(IfH

en

LI

“4’“'\m,mn‘CWm"u”m,mn vir alle u € EY®Y)

Uit 'n bekende stelling oor interpolasieruimtes, (kyk [4]
hoofstuk 1, Stelling 5.1) volg dan dat die afbeelding u =+ ¢u

kontinu is van Hs(]Rn) in HS(]Rn) en dat

||¢>uus’]Rn < C maks ‘|¢lm—1'|¢]m’"u"s,mn

= Clo| Jluly pn vir alle u € B (R") . o

Ons beskou vervolgens die geval waar

= n = 3
Q=R {(xl,...,xn) Px, > 0}

en ons skryf x' = (X;,...,x _ ).

In hierdie geval word die rand I wvan & gegee deur

R = {(x',0) :x' € R

n-1
x' }

Die Sobolev-ruimte HS(F), s reéel word dan gedefinieer as

die ruimte Hs(mijl) soos hierbo.

Socbolev se spoorstelling lui soos volg: Laat m =1,2,...
As u € H™(Q) dan behoort u ook aan Hm_%(r) en daar bestaan

'n konstant C > 0 s& dat

lull_y < Cluly o vir alle u€ 2 (R) (2.4)

In die algemeen, as Q 'n begrensde oop versameling is wat aan
die vereistes van paragraaf 1 voldoen, word die Sobolev-ruimte
B5(I) met behulp van die bekende tegniek van lokale koSrdinate
en 'n partisie van die identiteit gedefinieer. Die spoorstelling
(2.4) geld ook vir die algemene geval. Vir volledige besonder-

hede verwys ons na [4], paragraaf 7, hoofstuk 1.
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Ons beskou weereens die operatore A(t) en B(t) soos ge-
definieer in paragraaf 1. Ons skryf a = a(x,t) en b = b(x,t)
vir die stelsels koéffisiénte en definieer vir k = 0,1,...

en & =20,1,...

ap(x,t)l :lpl < 2,]a] < k,j=0,...,%,(x,t)€E Q}

= sup{laiai

laly o
en

o] <k, r=0,...,%, 3=0,...,n,(x,t)€ £}

o,T .
Ib[k,z =sup{|8xatbj(x,t)|:

Indien a en b slegs van x afhanklik is, definieer ons die
hoeveelhede [alk en lblk, waar die supremum dan slegs oor
x geneem word. Soortgelyk kan ons vir elke vaste t € [0,T]
die hoeveelhede Ia(-,t)[k en ]b(-,t)lk definieer, waar die

supremum dan weereens slegs oor x geneem word.

Ons verkry nou die volgende afskatting:

Vvir r=20,1,2,... en t € [0,T] is

HA(t)uHr,Q < Cla(-,t)IrHuH

r+2 ,Q
< claly Jlui,, o (2.5)
vir alle u € H'T(Q).

Aangesien die bewys redelik eenvoudig is laat ons dit uit.

Vir die randoperatore kry ons die volgende ongelykheid.

Vir r=0,1,... en t € [0,T] is

HB(t)uHr+%’r < C|b(-,t)]r+lﬂuﬂr+2’9
<
clol ) i, o (2.6)
vir alle u € H2+r(9).
Bewys: Ons neem aan dat { = mf.
Dan is T = mzfl en dan volg uit (2.4) toegepas op R dat

vir elke j=1,2,...,n is.
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< C|b(-,t)]| uajuu

Ilbjajullm_%,r r+1 r+%,T

< C[b(-,t)lrﬂllajuilrﬂln (uit 2.4)

< bl 8|y lul,, o

Die algemene geval volg dan weer deur 'n partisie van die iden-

titeit en lokale kodrdinate. O

Ons benodig ook 'n ongelykheid soortgelyk aan (2.6) vir die

hoeveelheid |[IB(t)ull vir enige u € H?(Q). Ons begin

—%lr
deur die volgende resultaat te bewys:

Laat u € L2 (R™) en laat ¢ enige oneindig keer differensieer-
bare funksie gedefinieer op R" wees waarvan alle afgeleides
begrens is. Neem enige reé€le getal s > 0 en laat m die
kleinste heelgetal > s wees. Dan bestaan daar 'n C > 0 s&
dat

heul_g < c|¢|m||u||_s (2.7)

Bewys: Uit die bekende dualiteit tussen H°(R") en H °(R")

(kyk [ 4] wvolume 1, hoofstuk 1, stelling 7.2) en vergelyking

(2.3) dat
Ioul_, = sup | (w,ou),]
Ihw il <1
= sup | (@w,u),]
hw <1
< sup  gwi_llul_
lhw llg<1 s s

<Cc sup |¢| Iwi llul_
hw Il <1 mos s

Clof flul_g o
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Vervolgens bewys ons op dieselfde manier as in vergelyking (2.6)

dat

IIB(t)uIl_%,r < C|b|1,o"“"1,n (2.8)
vir alle u € H?(Q)

_ on . _ h=1
Bewys: Ons neem aan dat Q = ]R+ . Dan is T ]Rx, en dan

volg uit (2.7) toegepas op R" ' dat vir elke 3j=1,2,...n is

Ibsd iy

< c[b(-,t)ilnajuu_,ilr
< C]b(-,t)llllull% I
< Clb(-, )] Mul Q m]

3. ELLIPTIESE RANDWAARDEPROBLEME

Laat @ 'n begrensde oop versameling in R" met rand T wees.
I' voldoen aan die voorwaardes in paragraaf 1. Ons beskou weer
die differensiaaloperator (l.1). In hierdie paragraaf neem ons
aan dat die koéffisiénte slegs van x afhanklik is, dit wil sé
ons beskou 'n operator A wat gedefinieer word deur
Au = % a_(x)3Pu (3.1)
Ipl<2

Vir elke vaste x € Q@ beskou ons die polinoom

Ay (x,£) = I a (x)EP
lpl=2 P
waar § € Rr" en £P = 5?1. . g:n .

Die operator A word ellipties by x genoem indien A, (x,&) #0

vir alle £ € R® met £ # 0. Dit volg dan dat vir enige twee
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lineé&r onafhanklike vektore § en &' het die vergelyking
Ag(x,E+18)=0

slegs komplekse wortels T.

Indien n > 3 kan bewys word (kyk [ 4] p 110) dat presies een
van die twee wortels 'n positiewe imaginére deel het. In hier-

die geval word die operator A eg ellipties by x genoem.

Ons beskou nou die randoperator (1.2) in paragraaf 1. 1In hier-
die paragraaf neem ons aan dat die ko&ffisiénte slegs van x
afhanklik is, dit wil s& ons beskou 'n operator B wat gedefi-

nieer word deur

Bu =

M3

bj(x)aju + b, (X)u (3.2)

j=1

n
Ons s& die operator B 1is normaal op I indien .Zl bj(x)Ej #0
J:

vir alle x € T en vir elke vektor § wat loodreg op T is

by x.

Ons s& die operator B 1is versoenbaar met A op T indien
vir alle x € T, vir alle § # 0 wat raaklynig aan T is by
X en vir alle &' # 0 wat loodreg op I 1is by x geld dat
die polinome jgl bj(x)(g-+t£') en 1-71,(x,£,§') lineér
onafhanklik is, waar 71,(x,§,£') die oplossing van die verge-
lyking A, (x,§+71E') = 0 met positiewe imaginére deel is.
Ons formuleer vervolgens die bekende a-priori afskattings vir

elliptiese randwaardeprobleme: (kyk [ 4] paragraaf 5.1 hoof-

stuk 2).

Beskou die operatore A en B soos gedefinieer in vergelykings

3.1) en (3.2). Ons neem aan dat A eg ellipties is ocp Q,

dat B normaal is op I en dat B versoenbaar is met A op T.
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Vir elke k=0,1,2,... bestaan daar 'n konstante Ck >0 sb

dat

IIulI“_k,Q < Ck(IIAuIlk,SZ + HBul&+%'r + "u1&+1,9) (3.3)

vir alle u € H2+k(Q).

Dit is bekend (sien [4] hoofstuk 1 stelling 16.3)
dat ons die norm IIuIIk+1 o aan die regterkant van (3.3) deur
4

tal kan vervang.
0,0

4. A-PRIORI AFSKATTINGS

Laat A(t) en B(t) die operatore gedefinieer deur (1.1) en
(1.2) vir elke t € [0,T] wees. In hierdie paragraaf formu-
leer ons voorwaardes waaronder vergelyking (1.3) 'n cplossing
sal hé. (Kyk [4] hoofstuk 4, paragrawe 4.1 en 4.6 en [9 ]

paragraaf 3.8).

Ons voer 'n hulpveranderlike y € E& in en definieer vir elke
6 € [a,B] die operator Ae(t) deur

_ _ _i®
Ag (£) = A(t) e a; .

By die toepassings sal die interval [a,R] gewoonlik bestaan

uit [-%,121] of [~

I

s i
580 ,5+8s] met 0< 8, <.

Ons maak nou die volgende aannames:

4.1 Vir elke 6 € [a,B] en t € [0,T] is die operator Ae(t)

eg ellipties op & x JRY .

4.2 Vir elke 6 € [a,B] en t € [0,T] is B(t) normaal op

I' en versoenbaar met Ae(t) op Fx:my.

As gevolg van die aannames 4.1 en 4.2 kan ons ongelykheid (3.3)
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vir die operatore Ae(t) en B(t) neerskryf. Ons beskou

voorlopig die geval waar k = O:

Vir elke 6 € [a,B] en t € [0,T] bestaan daar 'n konstante

C = C(t,8) sb dat

Hw ll < e, 8) (HAg (B)wll, + UB(E)wWly o op

2, 0xIR, QxR
Y Y

+ lIwll (4.1)

o,nxn%)

vir alle funksies w € H2(Q x Ey) waarvan die draers in y

bevat is in 'n vaste begrensde oop deelversameling van E& B
byvoorbeeld die interval -1 <y < 1. Die ongelykheid (4.1)
kan gebruik word om belangrike eienskappe in verband met die

resolventeversameling en -operator van A(t) te bewys.

In [4] en [9 ] word sonder meer aanvaar dat ons die konstante
C in (4.1) onafhanklik van 6 € [a,B] en t € [0,T] kan kies.
Ons toon dié feit kortliks aan deur van die eerste middelwaar-

destelling van die differensiaalrekening gebruik te maak.

4.3 Lemma
Vir elke t, € [0,T] en 6, € [a,B] bestaan daar om-
gewings van t, en 6, s6 dat (4.1) geldig is met die-
selfde konstante C vir alle t en 6 in die betrokke

omgewings.

Bewys: Laat Q4 = QXIRY en T, = [‘x}Ry.

Uit (2.5) en die middelwaardestelling volg dat

HAeo(to)w - Ae(t)w"o,ﬂo
= I T [a (x,ty) -a (x,£)]0Pw + (el® -eifoyg®yy
lpl<z P P Yy 0,8
< Klﬂa“'Jt-t”+|6-%|NWM’m (4.2)
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Uit (2.6) en die middelwaardestelling volg dat
IB(tg)w - BLE)WI o
< K2|b|1,1|t—t°|llwllz’Q° (4.3)

Ons skryf vervolgens

let < C(t°’9°)("(Aea(t°) 'Ae(t))w"o,no +HAe(t)wH°,Q°

lQQ

+ I (B(t,) - B(t)wII%'I.D +llB(t)wH%,F° +IIwHD,Q°).

Cit (4.2) en (4.3) volg dat ons die eerste en derde terme aan
die regterkant van hierdie ongelykheid willekeurig klein kan
maak vir |t-t,| en |6-6,] klein genceg. 1In hierdie geval
kan ons dié terme na links oorbring en bewys dat ongelykheid
(4.1) geld met 'n konstante soos byvoorbeeld 2C(t,,8,) vir
alle t en 6 in geskikte omgewings van t;, en 6, respek-

tiewelik. a

Deur eenvoudige toepassing van Heine-Borel se stelling kan dan
bewys word dat (4.1) geld vir alle t € [0,T] en 6 € [a,B]

met dieselfde konstante C > 0 vir al dié waardes van t en 6.

Ons kyk vervolgens na die invloed wat klein veranderings in die
koé€ffisiénte van die operatore A(t) en B(t) op die ongelyk-

heid (4.1) het.

4.4 stelling
As (4.1) geld vir die operatore A'(t) en B'(t), dan

bestaan daar 'n § > 0 s& dat (4.1) steeds geld vir alle

operatore A(t) en B(t) met Ja-a'| <6 en
14

]b--b'|1 0 < 6. Dieselfde waarde van die konstantes C
’

kan vir al hierdie operatore gekies word.
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Bewys: Ons skryf Aé(t)w (Aé(t)w - Ae(t)w) + Ae(t)w

(A (t)w = A(t)w) + Ag(t)w.

Uit (2.5) volg dan dat

Thg (€)Wl o < K, la-a'l, Wl g HiAg(R)wl o (4.4)
Ons skryf ook B'(t)w = (B'(t)w - B(t)w)+ B(t)w.
Uit (2.6) volg dan dat
' < -b! .
I'B (t)w"%,ro K,|b-b [1,o"w"2,90 +HB(t)wH%'r° (4.5)

Vervang (4.4) en (4.5) in (4.1) (toegepas op Aj(t) en B'(t))
en ons kry dat

"w"z,Qo

< C(HAe(t)wl% +IIB(t)W|%'r° +HWI%' +

’QO QO

+ (K |la-a'] +K2|b-b']1,0)IIWII2 )

’ 0 'Ry

en dus is

(l—Klla—a'|°’°—K2]b-b'|l'o)llwllzlﬂa

< C(IIAe(t)WIIo,Qo +"B(t)W|%,FO +HW|%,QG)

™

Indien ons § > 0 so kies dat 1-K,ja-a'|  -K,|b=-b'| >
I 14

vir alle a en b met [a-a'l < 6§ en |b=-b'|

<
0,0 S

1,0
dan geld (4.1) vir alle sodanige a en b met die konstante

2C. a

Ons herlei vervolgens 'n ongelykheid wat gebruik sal word om die

resolvente van die operatore A(t) te bestudeer.

4.5 Stelling

Laat die operatore A(t) en B(t) aan aannames 4.1 en
4.2 voldoen. Dan bestaan daar konstantes C;, > 0 en

K, > 0 s6 dat
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%
IluI12,Q + A "“”:,n + [)\Illulloln

< Co (h (A() + A)ullo' + [x]%llﬁtt)ull_%,r +|lB(t)uII%’F) (4.6)

Q

vir alle u € H?(Q), |x] >K,, arg A € [¢,8] en alle

t € [0,T].
Opmerking 'n Soortgelyke ongelykheid verskyn in [ 9 ] Lemma

3.8.1. In die Lemma word die tweede en derde terme aan die
regterkant van (4.6) vervang deur die uitdrukkings |>\|151IgllolQ
en Ilglll'Q , waar g enige funksie in H'(2) is wat gelyk is
aan B(t)u op . Ons benodig egter die ongelykheid (4.6)
aangesien ons in die stabiliteitstellings veranderings in rand-
waardes wil bestudeer. Afgesien van die hantering van die
rand-terme, verloop die bewys van (4.6) presies soos die bewys
van Lemma 3.8.1 in [ 9] . Ter wille van duidelikheid verskaf

ons die volledige bewys.

Bewys van stelling 4.5:

Neem enige u € H2(Q). Ons pas vergelyking (4.1) toe op die
funksie w wat op Q x E&, gedefinieer word deur wi(x,y) =
z(y)elryu(x), r reéel, waar =z(y) 'n funksie in C?(I%» is

met z(y) =0 as |yl > 1 en z(y) =1 vir |y| < %.

Ons herlei afskattings vir elk van die terme in (4.1).

R (£)W(x,y)

(A(t) - eiea; )z(y)eiryu(x)

= zela) +reltux) - ePux) (a;z(y)eiry
+ ZByz(y)ireirY).
Dus is
Iag el o

< Cl(II(A(t)+r2eie)ullu + 1+ [rDlun ) (4.7)

§2 0
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B(t)w(x,y) = z(y)eiryB(t)u(x).

Om die randterm af te skat neem ons aan dat ons in 'n halfruimte

_ N v _ oh-1
Q= R, werk en dat T = IRX.

Ons skryf kortweg B(t)u(x) = g(x') wvir 'n vaste t € [0,T].
Nou is

IB(OWE o = [ (+n?+ ] D) EMmG(E") | 2 an

° RYTINR
g 7
waar f(n) = F(z(y)elry)(n) en
g(E") = Flg(x"))(E").

1+n%+]&']?
(L+n?2+[g'|?)

Maar (1+n? +I£'|2)% =

1+n?
(L+n2+]£"']2%)

1+]g']?

+
(1+n2+|g'|zTg

El

2

1+n® 1+ |e

<
(1+|5'|2)jE (1+]g'|2.)Ii
= 14n® (L+]g']2)®
IR
en dus is
1z (y)et™g(x) 12 _n-
%,Rx,’xn%
< lz@e ™IT o lgx_y pn=y +lziy) eV IL Lo lg(x) I} pnoy
Y X y X

2 2
< Cz(lrlz!lg(x') "—%,IR;-.]' + lg{x"*) "-%,IR;_,l +lg(x") “;,]R;:Tl) .

Dus is
<
"B(t)w"’s,l“o Cz(lr[IIB(t)ull_%'F+I[B(t)u|l,i,1..) (4.8)
Verder is
® k 2
hwiz o = x 323w (x,y) | *dx &
2,90 |a|+k<2 _J é ] x°y | Y

% .
[ [ 152" ax ay

> z
| a] +k<2 -3
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2
= 2 K b3 f]aiu(x)l dx
k=0 |a|<2-k @
_ 2 2k, 2 _ 2 _2(2-3) 2
= kzo r llullz_k,Q = j=0r HquIQ (4.9)
Ook is Ilwllo’Qo < C‘.IlullolQ (4.10)

As ons vergelykings (4.7) tot(4.10) in (4.1) vervang kry ons

dat
2 2-3
Tull,
j=olrl et
i6
< Cs(l (A +r?e )uuu’Q + (1+|r|)llullo’Q
+ IrIHBuH_%,r +HBuH%,F + "u"o,Q)‘

vir |r| groot genceg, kan ons die tweede en vyfde terme regs
ignoreer. Stel nou A = rzele en (4.6) volg. m}
Ons neem weer aan dat (4.1) en (4.2) geld vir die operatore
A(t) en B(t). Ons beskou die a-priori afskattings soortgelyk
aan (3.3) vir die operatore Ae(t) en B(t):

Vir elke k=0,1,... bestaan 'n konstante Ck s6 dat

) (4.11)

0

Fw i +lw il

< Ck(llAe(t)wIlk,Qo +1B(t)wll ,Q

24k, Q, k+%,T,

k

vir alle funksies w € H*" (Qy) waarvan die draers in y

bevat is in 'n vaste begrensde oop deelversameling van :my
soos byvoorbeeld die interval -1 <y < 1. Ons kan weer soos
tevore bewys dat die konstante Cy onafhanklik van t € [o,T]

en 6 € [a,B] gekies kan word.

Die volgende resultaat word presies soos stelling 4.4 bewys:
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4.6 Stelling
As (4.11) geld vir die operatore A'(t) en B'(t) dan
bestaan daar 'n & > 0 s6 dat (4.11) steeds geld vir alle
operatore A(t) en B(t) met Ia—a'lkl° < § en

|b-b| <$é§. Dieselfde waarde van die konstante Cx

k+1,0

kan vir al hierdie operatore gekies word.

Ons toon vervolgens aan dat aannames 4.1 en 4.2 ook aanleiding

gee tot ongelykheid (3.3) vir operatore A(t) en B(t).

4.7 Stelling
Laat die operatore A(t) en B(t) aan 4.1 en 4.2 voldoen.
Dan bestaan daar vir elke k=0,1,... 'n konstant Ck sé

dat

<Ck(HA(t)uIlk’Q+I|B(t)ull +Ilu||° ) (4.12)

"u"z+k,9 k+%,T 0

vir alle u € H2+k(ﬂ). Die konstante Ck is onafhanklik

van t € [0,T].

Bewys: Ons pas (4.11) toe op die funksie w wat op §, = @ x ]Ry
gedefinieer word deur w(x,y) = z(y)u(x) waar z(y) 'n funksie
in C‘:(]Ry) is met z(y) =0 wvir Jy| > 1 en z(y) =1 vir

lyl < %—. Dan is

Rg(t)w = [A(t) -eiSB;] z(y)u(x)
= z(y)A(t)u(x) - u(x)eiea;Z(y)
en dus is
Ihg(e)wh o < CilIA(EuL o +lul o] (4.13)

Ons beskou die geval van die randterm B(t)w weer in 'n half-

ruimte. Laat Q = ]Rz en T = ]Ri-;l-

Ons skryf B(t)w(x,y) z(y)B(t)u(x)

z(y)g(x') seé&.
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2
Dan is "Z(y)g(x')l&+% R xR
’ X! Y

= foent e HEE | Zmd@En [2aE an.

n-i
RE' Xﬂ%

< (f @+ 5 zm2am ( f a+ e DR ElGEn | Pa

R n-1

R
n E'
= CIIB(t)uII;+%,Rn71 (4.14)
X
Nou beskou ons
hwi? = ng T (f |a°‘u(x)|2dx)(jTajz(y>|2 dy)

M8 520 |a|<z+k-j @ “o ¥

5
> I [0 19%a(x)|® axay
|a|<2+4k =% Q

2
= Hulu+k,n (4.15)

Nou volg (4.12) uit (4.11) en (4.13) tot (4.15). ]

Die volgende resultaat word presies soos stelling 4.4 bewys.

4.8 Stelling
As (4.12) geld vir die operatore A'(t) en B'(t), dan

bestaan daar 'n § > 0 sb dat (4.12) steeds geld vir alle
operatore A(t) en B(t) met |a.-a'|k o < § en
1

Ib -b1k+1,0 < 8 . Dieselfde waarde vir die konstante C

kan vir al hierdie operatore gekies word.

5. RESOLVENTE EN SEMIGROEPE

Laat A 'n geslote lineé&re operator in 'n Banach-ruimte X
wees met definisieversameling D(A) dig in X. Ons s& 'n

komplekse getal A behoort aan die resolventeversameling van
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A, geskryf X € p(A) indien AI-A 'n l-l-duidige afbeelding
van D(A) op X is en indien die inverse ()\I--A)—1 = R(A;A)

'n begrensde lineére operator in X is.

Laat die operatore A(t) en B(t) aan aannames (4.1) en (4.2)
voldoen waar (o,8] = [-2,21 of [a,8] = [—%-eo ,%+60] vir
'n vaste 6, € (O,%).

2

Ons beskou A(t) as 'n onbegrensde line@re operator in L° (2)

met definisieversameling
D(A(t)) = {u € H*(Q) : B(t)u=0 op T}.

Aangesien C:(Q) < D(A(t)), volg dat D(A(t)) dig is in L?(Q)
en uit vergelykings (4.12), (2.5) en (2.6) met k =0 volg dat
A(t) 'n geslote operator in L?(Q) is vir elke t € [0,T].

Uit vergelyking (4.6) volg dat

|>\|||u|10 +lull, o < Coll (A(t) +X)ull

R 2 %Q

vir alle u € D(A(t)) en vir alle X met |[A| > K, en

arg A € [a,B].

Met behulp van hierdie ongelykheid word bewys dat X € p(-A(t))

vir alle X met |[A| > K, en arg A € [a,B] en dat

CO
IROG-A(E))ull, o € ——— llull

Q 1+|>\| R

vir alle u € L*(2). (Sien [9] paragraaf 3.8).

Gestel ons beskou vaste operatore A'(t) en B'(t) wat aan
aannames (4.1) en (4.2) voldoen. In stelling 4.4 het ons bewys
dat ongelykheid (4.1) geldig sal bly vir alle operatore A(t)
en B(t) met |a-—a'[0,o en |b —b']l,D klein genoeg en met
dieselfde keuse van die konstante C. Dit blyk uit die bewys
van stelling 4.5 dat die konstantes C; en K, wat in verge-

lyking 4.6) voorkom slegs van die waarde van die konstante C
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in (4.1) afhang (en natuurlik ook van die meetkunde van die ge-
bied en eienskappe van polinome). Daar bestaan dus 'n & > 0
s6 dat (4.6) geldig is vir alle operatore A(t) en B(t) met

la-a'|

., en [b-b'[ | <8 met dieselfde waardes van die
’ ’

konstantes Cy, > 0 en K, > 0. Ons gebruik die notasie
£(L2(Q)) om die versameling van begrensde lineé&re operatore in

L’(Q) aan te dui met die notasie I-l, vir die operatornorm.

Ons vat die resultate soos volg saam:

5.1 Stelling

Laat aannames (4.1) en (4.2) geld vir die operatore A'(t)
en B'(t), t € [0,T]. Dan bestaan daar 'n 6§ > 0 sé dat
die volgende geld vir alle operatore A(t) en B(t) met

la-a'] <48 en |b-b'| < 6:
0,0 1,0

7

(a) Daar bestaan konstantes C; > 0 en K, > 0 s6 dat

b
al, o+ [A[Fal o+ [A[lal,

9] )

< Gl (a(e) +ul o+ (AT BRI, |+ IB(E)uly )

3y’ T
vir alle u € H*(Q), alle A met |A] > K, en

arg A € [a,B] en alle t € [0,T].

(b) Die versameling {A:|A| > K,, arg X\ € [a,B]} is

bevat in p(-A(t)) en

Co
”R(X;-A(t”u% € — "u”o

Y &

vir alle u € L2(Q) en alle A soos hierbo beskryf.
In die teorie van evolusievergelykings word normaalweg aanvaar
dat ook 0 € p(-A(t)). Hierdie aanname sal bevredig word indien

'n geskikte positiewe veelvoud van die identiteitsoperator

(byvoorbeeld > K,) by A{(t) getel word.
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Laat A, enige vaste reéle getal >K, wees. Dan volg uit
stelling 5.1(a) dat

X
hull, o + [Ag +ul Tal, o + I)\°+u|IIuII°,Q

< Coll (Be) +2 +udull, o+ [ +ul!5|IB(t)uII_% FHIBE ) {5.1)

vir die versameling G van alle u € T wat gevorm word deur
die versameling van alle A met |A| > K,, arg » € [a,B] deur

die afstand Ay na links te verskuif. (Sien figuur)

A

™

P SN [P NS,

1
>
3.}

s
e

Daar bestaan 'n konstante K > 0 s dat |A, +u]|

A
= |ul]1l + 7}] > K|{u| wvir alle u € G. Dit volg uit die feit

A
dat die hoeveelheid |1 + 7§| slegs nul word vir u = =iy,
A
wat nie aan G behoort nie, en dat 1lim 1 + 7; = 1. Ook is
oo

o +ul < [xo| +(ul.

Ons kan dus nou vergelyking (5.1) skryf in die vorm

%
atl, o + lul@al o+ Jullial,

0

< ' b .

Co (I (A(E) +2, +u)u||°'Q + |uf HB(t)uIL%,r + HB(t)uH%lr) vir
alle u € G.
Dit beteken dan dat 0 € p(-A(t) -X,I) en dat

C"
IR(A;=(A(E) +A,I))ull o < —Jull vir alle A € G
0,0 e,

Indien die funksie u 'n oplossing is van die probleem (1.3)

dan volg deur differensiasie dat die funksie v gedefinieer

deur v(x,t) = e_k°tu(x,t) 'n oplossing is van die probleem
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=A,t .
(A(t) +Ag)vix,t) + 3. vix,t) =e f(x,t) in Q
B(t)v(x,t) = e fq(x,t) op = (1.3")
v(x,0) = ug(x).
Omgekeerd,as v 'n oplossing is van (1.3'), dan is die funk-
sie u gedefinieer deur u(x,t) = eA°tv(x,t) 'n oplossing

van (1.3).

Dit beteken dus dat die stabiliteitsteorie vir (1.3) uit dié
van (1.3') afgelei kan word. In die res van die proefskrif
aanvaar ons dat 0 € p(-A(t)) en dat stelling 5.1 ook vir

A =0 geld.

Dit blyk uit die werk van hierdie paragraaf dat ons dié veel-
voud dieselfde kan maak vir alle operatore A(t) en B(t)

met |a-a'|°,° en |b _b|lx,o klein genoeg. Ons neem dus aan
dat 0 € p(-A(t)) vir alle operatore A(t) en B(t) in stel-

ling 5.1 beskryf.

Ons formuleer ten slotte die bekende voldoende voorwaarde vir
'n geslote operator om die infinitesimale generator van
'n holomorfe semigroep te wees. (Kyk byvoorbeeld [ 2] vir die

teorie).

5.2 Stelling

Laat A 'n lineére operator in die Banach-ruimte X wees

wat aan die volgende eienskappe voldoen:

(a) A 1is 'n geslote operator met definisieversameling
dig in X.

(b) Die resolventeversameling van A omvat 'n hoekgebied

K

S ={)\:A#0,—%—®<arg)\<%+¢},o<¢<5

[0
en daar bestaan 'n M > 0 sb dat
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IR(AGA) I, < 2 vir alle A € Sy
(2]

Dan is A die infinitesimale generator van 'n kontinue
semigroep {T(t)} met die eienskap dat T(t)u € D(A) vir

alle u € X.

Waar geen verwarring kan voorkom nie, gebruik ons voortaan die

volgende notasie vir die norms in H'(R) en HS(I):

Ilulk“’Q Hulh

[uf

en HuIE’F s

In bewyse gebruik ons dikwels die simbool C vir 'n konstante

wat van stap tot stap mag verander.
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HOOF STUK 2. EVOLUSIEVERGELYKINGS MET DIFFERENS IAAL-
EN RANDOPERATORE SLEGS RUIMTE-AFHANKL Ik

1. INLEIDING

Ons beskou die situasie in Hoofstuk 1, paragraaf 1 met die ge-

bied © met rand T soos in dié paragraaf beskryf.
Laat die operatore A en B gedefinieer word deur

Au = b ap(x)apu met a, e c”@), |p] <2

bj(x)a.u + b, (x)u

n
en Bu = I
= J

met by € c”(r), j=0,...,n.

In hierdie hoofstuk beskou ons die stabiliteit van die probleem

Au(x,t) + d.u(x,t) =0 in Q
Bu(x,t) = 0 op X (1.1)
u(x,0) = uy(x)

met u, enige funksie in L*(Q).
Laat A' en B' differensiaaloperatore soortgelyk aan A en
B met koéffisiénte aé en bﬁ wees. Dan beskou ons die vol-

gende probleem soortgelyk aan (1.1).

A'u'(x,t) + Btu'(x,t) =0 in Q
B'u'(x,t) =0 op X (1.2)
u'(x,0) = u,(x)

met u, dieselfde funksie as in (1l.1).
Soos tevore beskou ons (1.2) as 'n vaste probleem en (1.1) as

'n veranderlike probleem.
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Ons neem aan dat die operatore A' en B' aan aannames 4.1 en
4.2 van hoofstuk 1 met [a,B] = [-% ,%] voldoen. Die resultate
in paragraaf 5 van hoofstuk 1 is dus van toepassing. Daar be-
staan dus 'n § > 0 sb dat die volgende eienskappe geld vir

alle operatore A en B met |a-a'|, <é en |b-b'|, <3§:

As D(A) = {u € H¥(Q) :Bu=0 op T}, dan is A 'n ge-
slote lineé&re operator in L?(Q). Die resolventeversameling
van -A omvat die versameling {A:Re X > 0} en daar bestaan
'n K> 0 sb dat

IROAG;-A), < —8— , Re A > 0.

1+ | A}
Deur die proses van analitiese voortsetting, kyk [10] bladsy 211,

kan bewys word dat die resolventeversameling van =-A 'n hoek-

gebied
= . L T

Sy = {A:x#0, 5-¢< arga< s=+¢lu{o},
0< ¢ < % , omvat en dat 'n ongelykheid soos hierbo vir R(X,-3)
in die gebied geld. Dan is =A die infinitesimale generator
van 'n semigroep e-tA in L2?(Q) wat gedefinieer word deur

ety = il? f e*R(A;-a)udr, u € L2 (q),

CERE

met T =T, UTl,UTl, soos in die figuur aangetoon.

3 Hoekgebied S,
¢

Vir meer besonderhede verwys

2 ons na [ 8 ] hoofstuk 4,

—/// paragraaf 6.
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Hierdie semigroep het die verdere belangrike eienskap dat

e_tAu € D(A) vir elke u € L?’(Q). Ons assosieer met (l.1) en

(1.2) die volgende beginwaardeprobleme in L2 (Q):

AU(t) + Qgﬁfl =0 , 0<t<T (1.3)

U(0) = u,

en

du' (t) _
dat =0,

U'(0) = u,
en U' is funksies van (0,T) in L2?(Q). Die afgeleide

A'U'(t) + 0<t<T (1.4)

word geneem in die norm van L?(Q) en die begintoestand
u, word in die sin van L?(Q)-konvergensie aangeneem, dit wil

s& 1lim, lU(t) =y, liy = 0.
t-0%

Dit is bekend dat (1.3) die eenduidige oplossing U(t) = e “Pu,

het. Verder geld ook dat U € C7(0,T); L2(R)).
Uit [ 8 ] hoofstuk 4, paragraaf 7 volg dat daar 'n funksie

u € C7((0,T) x{)) bestaan sé dat

u(-,t) = U(t) byna oral op (0,T) en dat
du(t
d& ) - atu(-,t) byna oral op (0,T),

waar die afgeleide atu in klassieke sin geneem word. Die

funksie wu(-,+) is dan 'n oplossing van (1l.1). Uit die feit
dat e-tAu° € D(A), volg dat Bu(x,t) = 0 op I. In paragraaf
2 beskou ons die stabiliteit van die resolventoperatore en

semigroepe en in paragraaf 3 beskou ons die stabiliteit van

klassieke oplossings van vergelyking (1.1).
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2. STABILITEIT VAN RESOLVENTE EN SEMIGROEPE

2.1 stelling

Laat A' en B' die vaste operatore en A en B die
veranderlike operatore soos in paragraaf 1 wees.

Dan is 1lim [ R(x;-A) -R(A,-A")l, = 0 gelykmatig vir
a~>a
b->b’

Re A > 0 as |a=-a'l, >0 en |b ‘b'|1 > 0.

Bewys: Neem enige v € L’(Q) en laat u = R(A;-A)vV en
Sewys

u' = R(A;-A")v.
Dus is
(A + AMu=v in Q (A'+AM)u' = v in Q
en
Bu=0 op T B'u' = 0 op T.

Uit stellings 4.5 en 5.1(a) van hoofstuk 1 volg dat daar 'n

§ >0 en 'n C> 0 bestaan s6 dat
5
Tall, + [A]3al, + [Allaly
< c(ia+nul, + |x|’5[13u|_!i + |Buly) (2.1)
vir alle u € HZ(Q), alle X met Re X 2 0 en alle operatore
A en B met |a-a'|, <38 en |b-Db'|, < §. Ons pas (2.1)

toe op die verskil u-u'. Dan volg uit vergelykings (2.5),

(2.6) en (2.8) van hoofstuk 1 dat

lu-utl, + |A]Fha-u'l, + [A] ha=u'l,
< c(ia+x)(u=-u") i, + lxl%i}a\(u—u')i_Js + |B(u—u')];§)
= Cl(Aa+X)u - (A*+2A)u' + (A*+))u' - @A+\)u'i,

+ |k|%|Bu-B‘u'~+B'u'-Bu'[_% + |Bu-B'u'-+B'u'-Bu'|Q

Cl@A-a)u'lly + [)\|%l(B'-B)u'|_% + |(B‘-B)u'|%)

A

C(la'-al, ', + [x|!5[b'—1:>[1||u'|11 + |b' =Db],llu'l,)
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As ons vergelyking (2.1) op die operatore A' en B' en die

funksie u' toepas volg dat die laaste uitdrukking

< c(a'-al, MA* +)u'ly + |b' =b|, A" +A)u'll,)

= C(la'=-al, + [b"=b],) Ivl,.

Ons het dus bewys dat

R(X;=A) =R(A;-2")vI, +]>\|%H(R(>\;—A)--R(X;—A'))VIIl

+ [ A IR(O;=-A) =R(A;-A") v, < C(]a'-a] +[b'=b|)IvlI,

en dus is

C

IR(A;=A) = R(A;=A")vil, < (la' -a|, +|b'=b| ) Ivl,.

Al

Uit hierdie ongelykheid volg die resultaat van die stelling. O

2.2 Gevolg

Omdat die resolventoperatore begrensde lineére operatore
in L2(Q) is, volg deur toepassing van die produkreél

dat vir elke n=2,3,... is

lim R(A;-3)" = R(A;-a")" in die operatornorm as
a+a’'
b+b'

la-a'l|, >0 en |b-b'|l, - 0.

Ons beskou steeds die vaste operatore A' en B' en die ver-

anderlike operatore A en B. Uit stelling 5.1(b) van hoof-

stuk 1 volg dat daar 'n 8§ > 0 en K > 0 bestaan s& dat
IR(A;-2) I, < —X— (2.2)

1+ A

vir alle A met Re A > 0 en operatore A en B met

la=a'|, < 8§ en |b=-b'|, <.

Die analitiese voortsetting van die operator R(A;-A) word

soos volg gekonstrueer: (Kyk [10] bladsy 211). Neem enige 1,

op die imaginére as en beskou die reeks
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R(A;-2) = R(A,:-B) § (A, = M) (RO, :-A))".
n=0

Vir elke vaste p met 0 < p < 1 is hierdie reeks konvergent
K

(p (2.3)
L+ ]

vir alle A met [A,-}A|

Wanneer A, die imaginére as deurloop, omvat die versameling

van alle A wat aan (2.3) voldoen 'n hoekgebied

S, = (A :A#0, -Z-9¢ <arg A < Z+¢}U {0}
met 0 < ¢ < %.
Hierdie hoekgebied hang af van die konstante K in vergelyking
(2.2) en kan dus dieselfde gekies word vir alle operatore A

en B met |a-a'l, <& en |b-b'|, < §. Verder kan bewys
word dat 'n ongelykheid soortgelyk aan (2.2) in die hoekgebied
geld, dit wil s& daar bestaan 'n K; > 0 s6 dat

K

IR(A;=A) I, € ——— (2.4)
14 | A

vir alle X € S en operatore A en B met a-a'l,<§ en

¢

[p-b'], < 6.

1

Ons beskou vervolgens die stabiliteit van die resolventoperatore

in die hoekgebied S¢.

2.3 stelling

Laat A' en B' die vaste operatore en A en B die
veranderlike operatore soos in paragraaf 1 wees. Ons neem
aan dat ]a-—a'[o < 6§ en |b —b'[l < § soos hierbo be-

skryf. Dan geld vir elke A in die hoekgebied S dat

¢
lim [R(X;-A) - R{(X;-A")l, =0 as |a-a'|, >0 en
a+-a'
b=+b"’

|b-b'|, ~ 0.
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Bewys: Neem enige vaste ) € S¢. Dan bestaan daar 'n 1},

met Re A, = 0 6 dat |A,-A|—F—< .
1+ ]2,
Ons wil bewys dat
. ® n n+1 g n nn+1

lim £ (g =A)"R(A,;-A) = £ (X, =X)"R(r,,-A) (2.5)

a+a' n=0 n=0

b-+b'
in die operatornorm as |a-a'|, * 0 en |b-b'|, - O.

Om dit te kan doen, beskou ons die twee reekse hierbo as
Lebesque-integrale met betrekking tot die telmaat u van twee
funksies gedefinieer op die versameling M = {0,1,2,...} met
waardes in die ruimte £(L’(Q)) met die operatornorm.

Dus as ons die funksies fA en fA, op M definieer deur

£a(n) = (A, -N"ROG-B) ™! en
£,0(0) = (A, -0 ROG;-a) ™, dan is
[ £adu = £ Oy =M ROG;-2)"F en
M n=0

[ fadu = T (g -0 RO AN
M n=0

Uit stelling 2.1 en gevolg 2.2 volg dat vir elke n € M is

lim| faln) = fA.(n) (2.6)
a+a
b+b!
Dit beteken dat lim'fA = fA, puntgewys op M. Maar vir elke
a+a
b-b?
paar operatore A en B met |a-a'l|, <§ en |b-b'[, <3
is O, =0 RO <« —E 0% en 1 oM< ow,
L+ ]a,] n=0

Dus word die konvergensie in (2.6) gedomineer deur die integreer-
bare funksie g wat op M gedefinieer word deur
K n

o .

g(n) = —
L+ |2
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Nou volg vergelyking (2.5) uit Lebesgue se gedomineerde konver-
gensiestelling.

Ons merk op dat om die stelling van Lebesqgue te kan gebruik,
ons eintlik moet vereis dat a - a' en b + b' langs enige

ry van koéffisiénte. =]

Ons beskou vervolgens die stabiliteit van die semigroepe wat

voortgebring word deur die operator -A.

2.4 sStelling

Laat A' en B' die vaste operatore en A en B die

veranderlike operatore soos in paragraaf 1 wees.

- - ]
Dan is 1lim e tA--e tA
a+a'
b-+b’

val {t,,T] met t, >0 as |a-a'|, >0 en |b-b'|], ~GC.

I, = 0 gelykmatig op enige inter-

Bewys: Ons beskou operatore A en B waar |a-a'|l, en
|b -b'Il so klein is dat die situasie in stelling 2.3 geldig
is. Laat T die kromme wees wat in paragraaf 1 beskryf is.

Ons neem enige u € L*(Q) en beskou

- - 1
Il (e ™R - e Ay,

_ 1 o oL _ 1 I
= oz { e""R(A\;-A)udh - 5= [ e""R(A;-A")udil

N

r
< - { e (B MEIR(;-a) - R(A;-A") Iy il [dr]
< £ [ IROG-A) = ROG=2") ll, hally|dA]
rz
+ 3% [ o(re MEor(r;-a) - R(A;=A")l lull,[ax] ,
R
want op T, Ul, is Re A < 0 en dus is e(Re Mt o (Re M)t

vir t 2 t,.

Uit stellings 2.1 en 2.3 volg dat die twee integrande hierbo

puntsgewys na nul konvergeer as |a-a'|, >0 en |b-b'|, » 0
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Uit vergelyking (2.4) volg dat die eerste integrand hierbo ge-

C, c,
domineer word deur ———— = = wat 'n integreerbare funksie
1+ |
op I, is, en dat die tweede integrand gedomineer word deur
e(Re At
wat integreerbaar is op T, UT,.
1+ A}

Nou volg die stelling uit Lebesgue se gedomineerde konvergensie-

stelling. O
2.5 Gevolg
Beskou vergelykings (1.3) en (1.4). As U(t) = e_tAu0
-tA

en U'(t) = e u,, volg uit 2.4 dat

lim 1U(t) =U' () I, = O
a»a'
b+b!

gelykmatig op [t,,T] as |a-a'|, + 0 en |b-b'[, - 0.

3. STABILITEIT VAN KLASSIEKE OPLOSSINGS

Ons het reeds opgemerk dat die funksie U gedefinieer deur
u(t) = e-tAuo aan C7((0,T);L*(2)) behoort. Deur differen-
siasie onder die integraalteken volg dat vir elke t > 0 en

k=1,2,... is

k k
d d At
L_U(t) = J e**R(A;-B)u dr
at® CEFRR ' ’
1 k At
= ﬁ—l{ Ae R(A;-A)ua dx
= -m)%u(e).

(Kyk [ 8] hoofstuk 4 paragraaf 6)

-k
Vir elke k=1,2,... geld dus dat ilill(t) € D(A) en dat
dt

k
0L ue) = -a) -»)Fue)
at k+1
= (-A) u(t)
k+1
_ d
= FU('C) .
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Ons beskou nou die stabiliteit van oplossings van vergelyking

(1.3).

3.1 Stelling

Laat A' en B' die vaste operatore en A en B die
veranderlike operatore soos in paragraaf 1 wees. Laat

- - )
U(t) = e tAuo en U'(t) = e tA u, vir t > 0. Dan geld

vir elke k=1,2,... dat

ak ak
lim | —=U(t) - ur(t) I, =0
Lin, 1 2o - 2rono,
b->b

gelykmatig op [t,,T] vir elke t, >0 as J|a-a'| ~> 0

en |[b-b'|, ~ 0.

k
d d
Bewys: Beskou | U(t) - —U'(t)
at® atk

1 Kk At k At ,
= lxpr { Vet TR(A;-A)u dN - 7ﬁ3 f by R(A;=A")u,dAli,
< & [ Ike®e NEROG-a) - R(A;—A')uonuouoxdxl
r
< Z—C?TIHR(A:-A) - R(A;=A") lglu, fiy[dX]
L
.
+ IAKe(®e Mtop(n;-a) - R(A:-A") lliu, lp [dA].
r,ur,

Uit stellings 2.1 en 2.3 volg dat die twee integrande hierbo

puntgewys na nul konvergeer as |a-a'| >0 en |b-b'| > 0.
Uit vergelyking (2.4) volg dat die eerste integrand gedomineer
word deur 'n konstante wat integreerbaar is op T, , en dat die

e(Re At A k
tweede integrand gedomineer word deur wat inte-
1+ |2
greerbaar is op T UT,.

Die resultaat volg dan uit die gedomineerde konvergensiestelling.
a
Ons het in paragraaf 1 opgemerk dat daar funksies u(-,-) en

u'(-,-) in C7((0,T) x{I) bestaan s& dat u(-,t) = U(t) en

u'(-,t) = U'(t) byna oral op (0,T) en dat u en u'
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klassieke oplossings van vergelykings (1.1) en (1.2) respek-

tiewelik is.

3.2 stelling
Laat k en & twee positiewe heelgetalle wees en laat

m die kleinste heelgetal wees s6§ dat m > 2+ %. Laat
0 enige multi-indeks wees met |a| < L. Dan geld vir

enige t, > 0 dat

: a.k a k
;12' axat u(x,t) = axat u'(x,t) gelykmatig op
b+b"

@x[ty,, ] as |a-a'| _, >0 en |b -b'| _, ~ 0.

Bewys: Neem enige t € [t,,T]. Volgens Sobolev se lemma
bestaan daar 'n C, > 0 sé dat
ok ak
su;__)_laxatu(x,t) - axatu'(x,t)|

XEQ
<claful-,0) - fure,en .

dk k+1 dk
Uit die feit dat (-A) U(t) = —————U(t) en U(t) € D(A)
atk gttt atk
volg die vergelykings
afu(e,0) = -%"u 0 1 @ (3.1)
k
B3{ u(-,t) =0 op T
en
A'Btu'(',t) =-3}é+1u'(-,t) in Q (3.2)

B'at11'(-,t)= 0 op T

Uit stellings 4.7 en 4.8 van hoofstuk 1 volg dat daar 'n
§ >0 en 'n C >0 bestaan s& dat
Hvl% < C(IIAvllm_2 + lBV'm—1—% + vilg)

vir alle v € H'(Q) en alle operatore A en B met
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Ia-a'lm_2 < § en ]b—b']m_l < 6.

As ons hierdie ongelykheid toepas op A(Btu(-,t) - 8tu' (-,t))
dan volg uit vergelykings (3.1) en (3.2) asook vergelykings

(2.5) en (2.6) van hoofstuk 1 dat

k k
oL ul-,t) =3 ur(+, ) Iy

k K
< cUaGyul-,t) - dfu (-, _,

k

k (.
+ [B(atu(-,t)- g ut( ’t))lm—l—%

k k
+ 1l atu(-,t) - Btu'(-,t) lle)

k 1) k Al
< CcUAd u(-,t) = A'3iu' (-, )0 _,
| . k (. k - ] k v
+h@ar -8 a (-, ), + [Bd ul.,t) -B'd u (2N I
' k k k_,
+ | (B -1=.\)atu(-,t)|m_1_;5 + I3 ule,t) = 3 u'(-,t) 1)

k+1
t

k+1

< C(IIE§t u(-,t) - 23 u'(-,t) |Im_2

k k
+ lat-al g i8fur (-, )0+ [br=b| __Mafu' (-, 00,

k k.,
+Hagule,e) = dgut(-,e) ).

Ons herhaal die proses vir die eerste uitdrukking in die laaste
sommasie hierbo.

Ons beskou die twee vergelykings

25" a0 = =¥ w0 in o
t
Bo¥* u(.,e) =0 op T
en
A a0 = ¥ w0 im0
k+1

B'Bt u'(.,t) =0 op T .

Op dieselfde wyse as tevore volg nou dat
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195 a0 - t*‘ ut (o0,

<cwafut, e - K a0,
+lat-al 0¥ wr,on o+ b ol e e
sk uc, e - 5 a L om).

Ons sit die proses voort totdat ons regs 'n uitdrukking kry van

die vorm
1aPuce,e) - 3Ru' (-, 0,

1 At
= "m% AP (R(A;=A) =R(A;-A"))u, dX I,
Uit stelling 3.1 volg dat hierdie uitdrukking gelykmatig op

[t,,T] na nul neig as |a-a'l, > 0 en |b-b'[, = 0.

Hiermee is die resultaat bewys.
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HOOFSTUK 3. EVOLUSIEVERGELYKINGS MET DIFFERENSIAAL-
OPERATORE 00K TYDAFHANKLIK

1. INLEIDING

Ons beskou die situasie in Hoofstuk 1, paragraaf 1 met die ge-
bied §© en rand T soos daar beskryf. Vir elke t € [0,T]

definieer ons die tweede orde differensiaaloperator A(t) deur

A(t) = z a (x,t)apu.
tpl<2z P

Ons neem aan dat die koéffisiéntfunksies ap oneindig veel
keer differensieerbaar is op 0 = §x [0,T]. Ons definieer ook

'n eerste orde randoperator B deur
by(x)au+b,(x)u met by € c®(r), 3=0,...,n.

In hierdie hoofstuk beskou ons die stabiliteit van die probleem

A(t)u(x,t) + 3 u(x,t) =0 in Q
Bu(x,t) =0 op I (1.1)
u(x,0) = u,(x)

met u, enige funksie in L?(Q).
Laat A'(t) en B' operatore soortgelyk aan A(t) en B
met koéffisiénte aé en bj wees.

Dan beskou ons die volgende probleem soortgelyk aan (1.1):

A'(t)u'(x,t) + atu'(x,t) =0 in Q

B'u'(x,t) 0 op = (1.2)

u'(x,0)

u, (x)
met u, dieselfde funksie as in (l.1).
Soos tevore beskou ons (1.2) as 'n vaste probleem en (l.1) as

'n veranderlike probleem.
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.

Ons neem aan dat die operatore A'(t) en B' aan aannames
4.1 en 4.2 van hoofstuk 1 met [a,B] = [-%—,%] voldoen. Die
resultate in paragraaf 5 van hoofstuk 1 is dus van toepassing.
Daar bestaan 'n 6§ > 0 sb6 dat die volgende eienskappe geld vir
alle operatore A(t), t € [0,T], en B met Ia-—a'[o'u < 6
en |b-b'|, < §.

As D(a(t)) = {ue€ H?(Q) :Bu=0 op I}, dan is A(t) 'n
geslote lineére operator in. L?(Q) vir elke t € [0,T].

(In hierdie hoofstuk beskou ons dus D(A(t)) onafhanklik van
t € [0,T]).

Die resolventeversameling van =-A(t) omvat die versameling

{A:Re A > 0} en daar bestaan 'n K > 0 sd dat

IR, -A(E)), < —=— , Re A > 0 (1.3)
1+

Al

Deur analitiese voortsetting word bewys dat die resolvente-

versameling van -A(t) 'n hoekgebied

S¢={>\:}\#O,—g—-¢<arg>\<%+¢}u{0} met 0< ¢< 3

omvat en dat daar 'n K > 0 bestaan sd dat vergelyking (1.3)
geld vir alle A € S¢.
Ons assosieer met (1.1) en (1.2) die volgende beginwaardeprobleme

in L*(Q) :

dau (t)

A(t)U(t)+T=0,O<t<T

(1.4)
U(0)

]
[=1
o

en

Lautie) _ g

i ,0<t<T

A'(t)U' (t)
(1.5)

u'(0) u,

Dit is bekend (kyk [ 9 ] paragraaf 5.2) dat (1.4) die eenduidige
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oplossing U(t) = V(t,0)u, het waar V(t,s) die fundamentele
oplossing (kyk [ 9 ] paragraaf 4.1) van (1.4) is wat vir

0 < s < t<T gedefinieer word deur:

t
Vit,s) = e—(t-s)A(s) + f e—(t-T)A(T)R(T’S)dT
s
waar R(t,s) = ; Rm(t,s)
m=1
met R, (t,s) = -(A(t) -a(s))e” (E-SIAlS) (1.6)
t
en Rm(t,s) = J RL(t'T)Rm_l(T:S)dT
s
vir m=2,3,... .

Ons noem V(t,s) ook die evolusie~operator geassosieer met
probleem (1.4). Laat V'(t,s) die fundamentele oplossing van
(1.5) soortgelyk aan (l1.6) wees. In hierdie hoofstuk beskou

ons die stabiliteit van die evolusie-operatore V(t,s).

Volgens [ 8 1 hoofstuk 4, stelling 7A bestaan daar 'n meetbare

funksie wu(.,-) :2x(0,T) > T sb dat U(t) = u(-,t) vir byna

alle t € (0,T) en dat dgﬁf) = Bt u(.,t) vir byna alle
t € (0,T), waar die afgeleide atu geneem word in die sin van

distribusies in @ x (0,T). Die funksie u(.,-) is dan 'n swak
oplossing van vergelyking (1l.1).

Aangesien U(t) € D(A(t)) =H?*(Q) vir elke t € (0,T), word
die randwaardes in (1.1) in die sin van spooroperatore in
Sobolev-ruimtes aangeneem. Die begintoestand word in die sin
van L?(Q)-konvergensie aangeneem. Die resultate van hierdie
hoofstuk oor die stabiliteit van die evolusie-operatore gee

dus uitspraak oor die stabiliteit van swak oplossings van (1l.1).
Ons benodig die volgende ongelykhede vir die bewyse in para-

graaf 2. As C 'n konstante is, gebruik ons die notasie
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C[la(k Z’Ib[m] om aan te dui dat ons dié konstantes dieselfde

’

kan kies vir alle operatore A(t) en B met Ia—a'[k , en
’

|b-—b']m klein genoeg. Vir elke r,s,t € [0,T] is

I (a(t) -A(s)A(r) ", < cllal, ,Ib| 1]t-s] (1.7)

Vir elke s en t€ [0,T] is Ile-tA(s)M < C[[a|0 °,|b|1] (1.8)
’
en

IIA(S)e—tA(s)HD < %c[|a|°,°,|bll] (1.9)

Vir t> s en n=1,2,... is

](t _s)n-l

(n-1)!

IR, (t,8)l < C[[a|u,l,[b|1 (1.10)

Vir t> s |is

IR(t,sM, < cllal, ,,|b|,] exp (C[ia|° 1,|b|1](t--s)) (1.11)

Om hierdie ongelykhede te bewys, benodig ons die volgende

ongelykheid wat volg uit stellings 4.7 en 4.8 van hoofstuk 1.

Daar bestaan 'n &6 > 0 en 'n konstante C, > 0 s& dat
hul, < CoUA(t)ull, + lBu[% + llully) vir alle u € H2(Q) en
alle operatore A(t) en B met [a-a'| <& en

4

|[b-b'|, < 8.

Aangesien 0 € p(-A(t)) vir alle A(t) soos hierbo genoem,
kan ons met behulp van kompakte inbeddings van Sobolev-ruimtes
bewys (kyk bv [ 4] volume 1, hoofstuk 2, proposisie 5.2 vir die

metode) dat ons die term llull, hierbo kan weglaat, dit wil sé&
ful, < CUia(e)ul, + [Buly) (1.12)

vir alle u € H?(Q) en alle operatore A(t) en B met
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[a-a'lol° <§ en |b-b'| <3s.

(Ons kan (1.12) ook vind deur A = 0 te stel in stelling
5.1(a) van hoofstuk 1.)

Ons bewys nou ongelykheid (1.7).

Uit die eerste middelwaardestelling van die differensiaalreke-

ning volg dat vir enige v € H?(Q) is

I (a(t) -A(s))vi I (a_(x,t) -a_(x,s))s"v I,
0 F p

= pi<
< clal, lt-slivi,.
7

Nou volg uit hierdie ongelykheid en uit (1.12) dat vir enige

u ELZ(Q) is
I (A(t) -A(s))A(x) tul,
< cla], lt-sliam ul,

< crlal, Ipl He=sliul

(Let op dat as v = A(r)_lu, dan is A(r)v =u in Q en
Bv =0 op ).

Hiermee is (1.7) bewys.

Ongelykhede (1.8) en (1.9) is standaardresultate uit die teorie
van analitiese semigroepe. (Kyk byvoorbeeld [ 8 ] hoofstuk 4,
paragraaf 6). Die konstantes aan die regterkante van (1.3)

en (1.9) is afhanklik van die konstante K in (1.3) wat die-
selfde gekies kan word vir |a-a'| 0,0 P [b-b'| , klein
genoeg. Vir die bewyse van (1.10) en (l1.11) verwys ons na

[10] bladsy 440. Ons kyk net kortliks na die bewys van (1.10)

vir n = 1.

Ons skryf

R, (t,s) = -(A(t) =A(s))A(s) ‘a(s)e” (t7S)A(S)
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en gebruik (1.7) en (1.9).

Die algemene geval volg dan deur induksie.

2. STABILITEIT VAN DIE OPLOSSINGS

In hierdie paragraaf beskou onsdie stabiliteit van die evolusie-

operatore wat in vergelyking (1.6) gedefinieer is.

2.1 stelling

Laat A'(t), t € [0,T], en B' die vaste operatore en
A(t), t € [0,T], en B die veranderlike operatore soos
in paragraaf 1 wees. Laat A'(t) en B' aan aannames
4.1 en 4.2 van hoofstuk 1 met [a,B] = L—% ,% voldoen.

Dan geld vir elke 0 < s < t < T dat

lim V(t,s) = V'(t,s) in die L?(Q)-operatornorm
a+a’'
b-+b'

as |a-a'l,  +0 en [b-b'| = 0.
’

Bewys: Die geval s =t is triviaal. Ons beskou die konver-
gensie-eienskappe van elke van die terme in (1.6) vir s < t.

Dit volg uit stelling 2.4 van hoofstuk 2 dat

e-(t-—s)A(s) e—(t-—s)A'(s)

-+ in die operatornorm

as |a-a'l|, >0 en [b-b'] =+ o0.
’

Ons beskou vervolgens die konvergensie-eienskappe van

R, (t,s) = -(a(t) -A(s))e” (E7SIA(s)
= A(s)e'(t—s)A(s) - A(t)e-(t_s)A(S)
= a(s)e” (E=s)A(s) _ A(t)A(S)_lA(s)e-(t—S)A(S)
Aangesien
-(t-s)A(s) _ 1 A (t-s) .
A(s)e = 5= 1[ le R(M;-A(s))dA,
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waar [ die kromme soos in hoofstuk 2 is, volg soos in die

bewys van stelling 3.1 hoofstuk 2, dat

- (t-s)a(s) -(t-s)A' (s)

A(s)e + A'(s)e in die operatornorm

as |a-a'l, , >0 en |[b-b'|, -~ 0.
r

Vervolgens beskou ons die konvergensie van

-(t-s)A(s) -(t-s)

A(t)A(s) 'A(s)e na A'(t)a'(s) 'a'(s)e a'(s).
Ons neem 'n vaste u, € L?(Q) en stel
u' = A'(S)e_“:—s)A'(s)uD
u = A(s)e_(t—S)A(S)uo
w' = a'(s) tu
w = A(s) 'u.
Dan het ons die twee vergelykings
A'(s)w' = u' in @
(2.1)
B'w' =0 op T
en
A(s)w = u in Q
(2.2)
Bw = 0 op T
Dan volg uit (1.12), (2.1) en (2.2) asook (2.5) en (2.6)
van hoofstuk 1 dat
Tw = w'l,
< CllAa(s) (w-w') iy, + [Bw=w")[y)
= C(IA(s)w - A'(s)w' + A'(s)w' - A(s)w'l,
+ |Bw - B'w' + B'w' - Bw'|,)
2
< Cllu-u'll, + [a-a'|0'0||w'll2 + [b=b'| Hw'l,) (2.3)

Nou is
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fa - u'l
< = I [r]e (B M {E=S) R (5 a(s)) - R(A;-A" (s)) gl [ax] (2.4)
en uit (1.12) volg dat
Tl < Clu' I,
< S Jaje®e NS g ar (s)) 1,0, 1, (a0 (2.5)
Verder skryf ons
A'(t)w' - A(t)w = (A'(t) - A(t))w' + A(t) (W' =w)

en dan is
A (t)w' - A(E)wll,

< (AT (E) - A(e))w'll, + TA(E) (W' =w) I,
< C(Ia'-—alorollw'll2 + [alolouw' -wly) (2.6)
Nou volg uit vergelykings (2.3) tot (2.6) dat

a(t)a(s) 'a(s)e” (E8)A(S)  av(tyar(s) T ar(s)e  (ETSIA'(S)
en dus ook dat

R; (t,s) » R;(t,s) in die operatornorm
as Ia-—a'|0’0 +0 en |b-b'|l, > 0.

Vervolgens kyk ons na die konvergensie van

t
R, (t,s) =] R;(t,7)R,{(1,s)dT na
S
t
R} (t,s) = [ R}(t,T)R}(1,s)dT .
s

Die operatore R, (t,s) 1is vir elke vaste s en t begrensde
operatore in L?(Q). Die produkre&l kan dus op dié operatore

van toepassing gemaak word. Dus geld vir elke T met s<T1<t

dat
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R, (t,T)R, (1,s) = R;(t,r)R;(T,s) as a-a' 00 T 0
I

en |b-b'|, + 0.

Uit vergelyking (1.10) volg dat di& konvergensie gedomineer word
deur 'n integreerbare funksie op [s,t] en dus volg uit die
gedomineerde konvergensiestelling dat R, (t,s) -» R;(t,s) in die
operatornorm as ja-—a'[nl1 +0 en |b-b'|, » 0. Deur induk-
sie volg dan dat vir n=3,4,... sal Rn(t,s) - Ra(t,s) as

Ia---a‘|0'1 +0 en [b=-b'| -+ 0.

Vervolgens kyk ons na die konvergensie van

M8

Rn(t,s) na
1 n

M8

Rg(t,s) vir elke s,t € [0,T]
1

n
met s < t. Ons gebruik dieselfde metode as in die bewys van
stelling 2.3 in hoofstuk 2. Ons beskou die twee reekse hierbo
as Lebesgue-integrale met betrekking tot die telmaat van twee
funksies gedefinieer op die natuurlike getalle N met waardes
in die ruimte £ (L2(Q)).
Vir elke n 1is lim'Rn(t,s) = Rg(t,s).

a-+a

b-b'
Uit vergelyking (1.10) volg dat hierdie konvergensie gedomineer
word deur die funksie
1] (t_s)n—l

g:n ~ C[Ia[o 1,|bl
! (n-1)!

wat integreerbaar is oor I met betrekking tot die telmaat. Dan

volg uit die gedomineerde konvergensiestelling dat

0 2]
lim I R (t,s) = T R (t,s)
ara' n=1 n=1
b-b!'
in die operatornorm as [a-a'| , >0 en |b-b'| ~ 0.
r
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Laastens volg uit die produkreé&l, vergelykings (1.8) en (1.11),
en die gedomineerde konvergensiestelling dat

t t '
I e—(t_T)A(T)R(T,S)dT > e~ (t-T)A (T)R'(r,s)d'r
A s

as |a-a'l|, >0 en [b-b'| ~o0. c
’
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HOOFSTUK 4 . EVOLUSIEVERGELYKINGS MET DIFFERENSIAAL- EN
RANDOPERATORE BEIDE RUIMTE- EN TYDAFHANKLIK

1. INLEIDING

In hierdie hoofstuk beskou ons die gebied Q met rand T en die
operatore A(t) en B(t) soos in paragraaf 1 van hoofstuk 1
gedefinieer. Dus definieer ons vir elke t € [0,T] 'n tweede
orde differensiaaloperator A(t) deur

A(t)u = I a_(x,t)3Pu, waar die funksies a
|p|<2 P P

oneindig veel keer differensieerbaar is op Q = 8 x[0,T].
Vir elke t € [0,T] definieer ons 'n eerste orde randoperator
B(t) deur

n
B{(t)u = I

bj(x,t)aju + by (x,t)u, waar die funksies
]

1

bj oneindig veel keer differensieerbaar is op [ x [0,T] = £ .

In hierdie hoofstuk beskou ons die stabiliteit van die probleem

A(t)u(x,t) + atu(x,t) =0 in Q

B(t)u(x,t)

0 op X (1.1)

u(x,0) = u; (x)

met u, enige funksie in L2(Q).

Laat A'(t) en B'(t) operatore soortgelyk aan A(t) en B(t)

met koéffisiénte aé en b' wees. Dan beskou ons die volgende
J

probleem soortgelyk aan (1.1):

A'(t)u'(x,t) + Btu'(x,t) =0 in Q
B'(t)u'(x,t) =0 op = (1.2)
u'(x,0) = u,(x)

met u, dieselfde funksie as in L%(Q).
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Soos tevore beskou ons (1.2) as 'n vaste probleem en (1.1) as
'n veranderlike probleem. Ons neem aan dat die operatore A'(t)
en B'(t) aan aannames 4.1 en 4.2 van hoofstuk 1 met

[a,B] = [—%—60 ,%+9°] voldoen, met 8, € (0,%).

Die resultate in paragraaf 5 van hoofstuk 1 is dus van toepassing.
Ons sal telkens wanneer nodig na dié resultate verwys. Ons merk

egter reeds dat in hierdie hoofstuk die versameling

D(A(t)) = {u € H*(Q) : B({t)u = 0 op T}

ook tydafhanklik is. Hierdie feit het 'n invloed op die konstruk-
sie van die fundamentele oplossings asook die bewyse van die

stabiliteitstellings.

Ons assosieer met (1.1) en (1.2) die volgende beginwaardeprobleme
in L2(Q):

du(t)

A(t)U(t) +T=O , 0< t<T (1.3)
U(0) = u,
en
avur(e) + ZE o o< (1.4)
U'(0) = u,.

Dit is bekend (kyk [9 ] paragraaf 5.3) dat (1.3) die eenduidige
oplossing U(t) = V(t,0)u; het waar V(t,s) die fundamentele

oplossing van (1.3) is wat vir 0 < s < t € T gedefinieer word

deur
- (t-s)A(t) _(t-T)A(t)
vit,s) = e S + [ e R(1,s)dt
s
waar R(t,s) = £ R_(t,s) (1.5)
m=1 m
met R, (t,s) = _(g% - g%)e—(t-s)A(t)
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t
en R (t,s) = £ Ry (t, DR _, (T,s)d1 vir m=2,3,... .

Laat V'(t,s) die fundamentele oplossing van (1.4) soortgelyk
aan (1.5) wees. 1In hierdie hoofstuk beskou ons die stabiliteit

van die operatore V(t,s).

Soos in hoofstuk 3 merk ons op dat daar 'n meetbare funksie
u(-,-) : 9x(0,T) > T bestaan s6 dat U(t) = u(.,t) byna oral
op (0,T) en dat die funksie u dan 'n swak oplossing van
(1.1) is in die sin soos in hoofstuk 3 paragraaf 1 beskryf.
In die res van hierdie paragraaf herlei ons 'n aantal ongelyk-

hede vir terme wat in (1.5) voorkom.

Volgens stelling 5.1 van hoofstuk 1 en die opmerking wat daarop

volg, bestaan daar 'n 6§ > 0 en 'n konstante C > 0 s6 dat

ful, + |A|%HuH1 + At
< cuiat) +nully + |>\|%|B(t)u|_% + |Be)uly) (1.6)

vir alle u € H2(Q), alle X in die hoekgebied S alle

B¢’
t € [0,T] en alle operatore A(t) en B(t) met |a--a'|o , <8
’

en |b —b']1,° < 6.
Ons beskou vervolgens vir elke vaste A € S8 die eienskappe

0
1

van die operatorwaardige funksie t > R{A;-A(t)) = (A(t) +A) ,
t € [0,T].
Neem enige f € L2(2) en laat u(t) = R(A;-A(t))f, t € [0,T].

Dan geld die vergelykings

f in Q

(A(t) +X)u(t)

B(t)u(t)

0 opT
en dan volg uit (1.6) dat

a(e) ly + A (o) 0, + [A] Ra(e) I, < CIET, (1.7)
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In { 9] bladsy 143 word bewys dat die funksie t + R(X;-A(t)) =

1

(A(t) +0) 'n kontinu-differensieerbare funksie van [0,T]

in £(L2(Q)) is, dit wil s& dat

-1

lim ™' [ (A(t +h) = A) - (A(t) +1\)”'] bestaan in die operator-

h-+0
norm. Hierdie limiet word aangedui deur

2

3 -1
B_t(A(t) +2) of TT

R();-A(t)) en is 'n begrensde

line&re operator in L2(Q).
Daar word ook bewys dat die operator 53? (A(t) + )\)_1 soos volg

gedefinieer kan word:

Neem enige f € L2(Q) en laat u(t) = (A(t) +1) 'f.

Dan is ait (A(t) +)\)_1f = w(t) waar w(t) die oplossing is van

die probleem

(A(t) +\)w(t) = -A(t)u(t) in @

B(t)w(t)

-é(t)u(t) op T,

waar die operatore A(t) en f3(t) gedefinieer word deur

A(t)

T [3,a (x,t)]3P
|<2 tp

o]

en é(t)

"
M3

[a,by (x,£)10, + 3,b, (x,t).

j=1

Nou volg uit vergelykings (1.6) en (1.7) asook vergelykings
(2.5), (2.6) en (2.8) van hoofstuk 1 dat

o (e) i, + [A]3w(e) 0, + [A] (e i,
< CcUA(t)ult) N, + |A|’5|£3(t)u(t)|_;5 +1Bloue) |y

< c(lal, fuern, + |x|%|b|llluu(t)ul + b, Hu(®)l,)

1,

< C(|a|°,1HfH° + ]bllllﬂfﬂo) (1.8)

Uit (1.8) volg dat vir enige £ € L?(R) is

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2021



UNIVERSITEIT VAN PRETORIA
UNIVERSITY OF PRETORIA
YUNIBESITHI YA PRETORIA

@ﬁ%

51

9 -1 9 =1
||Tt(A(t)+A) flg + |x|||rt(A(t)+A) £,
< c([al("1 + [bllll)llfllo
en dus kry ons die volgende afskatting vir die operatornorm van
TN SRt

C([a|0’ + [b]lll)

1

AN

(B (£1A) M,

"ait
1+ A

b
) C[Ialo’l,l Il,‘] (1.9)
1+ |Af

Deur differensiasie onder die integraalteken (kyk [9 ] bladsy

131) volg dat

3 9, —(t-s)A(t)
5t T 35

|

1

I
+

R, (t,s)

_ 3 .9, 1 A(t-s) -!
= -5 +s5) T % e (A(t) +2) ax

1 I e)\(t-s) 9 1

T E(A(t)+)‘)— dx

r
en dan volg uit (1.9) op dieselfde manier as by die gelykmatige
begrensdheid van analitiese semigroepe (kyk [ 8 ] hoofstuk 4

paragraaf 6) dat

IR, (t,s)ll, < Ccl{al 1,[b]1 ] (1.10)
’ ’

Nou volg op dieselfde manier as in hoofstuk 3 dat

(t -s)P?
P

(n=-1)!

bl

1.11
Lo Ipl, (1.11)

IR, (e,s)l, < cllal

vir n=2,3,... en

IIR(t,s)ll°<C[[a|°'1,|b| ,1] exp (C[]a|°'1,|b[1'1](t—s)) (1.12)

1

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2021



UNIVERSITEIT VAN PRETORIA
UNIVERSITY OF PRETORIA
YUNIBESITHI YA PRETORIA

52

2. STABILITEIT VAN DIE OPLOSSINGS

In hierdie paragraaf beskou ons die stabiliteit van die opera-

tore V(t,s) wat in vergelyking (1.5) gedefinieer word.

2.1 Stelling
Laat A'(t) en B'(t), t € [0,T] die vaste operatore en

A(t) en B(t), t € [0,T] die veranderlike operatore soos
in paragraaf 1 wees. Laat die operatore A'(t) en B'(t)
aan aannames 4.1 en 4.2 van hoofstuk 1 met [a,R] =
[—%—eo , g-+60], 8, € (O,g-) voldoen. Dan geld vir elke

0<s<t<T dat

lim V(t,s) = V'(t,s) in die L?(Q)-operatornorm as
ara'
bbb

la-—a']ol1 + 0 en |b _b'lx,x + 0.

Bewys: Ons beskou eerstens die konvergensie-eienskappe van die

operatore R, (t,s).

1

Ons neem enige f € L2(Q) en stel u(t) = (A(t) +1) 'f,
ur(t) = (A () 07T, wit) = & (A +0TE en
wit) = 2 AT + 0T E
Ons kry dus die volgende vergelykings:
(A(t) +A)u(t) = f in Q (2.1)
B(t)u(t) =0 op T,
(A" (t) +A)u'(t) = f in Q (2.2)
B'(t)u'(t) =0 op T ,
(A(t) +Mw(t) = -A(t)u(t) in @ (2.3)

B(t)w(t) = -B(t)u(t) op T

en

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2021



UNIVERSITEIT VAN PRETORIA
UNIVERSITY OF PRETORIA
YUNIBESITHI YA PRETORIA

@ﬁ%

53

(A'(t) +A)w' (t) = -A' (t)u'(t) in R (2.4)

B'(t)w'(t) = -B'(t)u'(t) op T

Ons beskou nou eers die verskil u(t) = u'(t).
Uit vergelyking (1.6) volg dat

Tu(t) —u' (), + [A[%Hu(t) —u'(t) Iy + [Aflule) =u'(€) ll,
< CUHALR) +2) (u(e) =ur () By + |A] ¥ B(E) (wlt) =u’ (£))] _y

+|B(t) (u(t)-u'(t))l;5 (2.5)

Dan volg uit (2.1) en (2.2) dat

(A(t) +X)u(t) - (A(t) +A)u'(t)

(A(t) +Mult) = (A'(E) +0)u'(t) + (A'(£) +r)u'(t)

- (A(t) +A)u'(t)

(A" (t) -A(t))u’(t)

en dan volg uit vergelyking (2.5) van hoofstuk 1 dat
I (ACE) +A) (u(t) —u'(£)) ll, < Cla' -a o Ghut(e) i, (2.6)
4

Op dieselfde manier volg uit (2.1) en (2.2) dat
B(t) (u(t) —u'(t)) = (B'(t) -B(t))u'(t)

en dan volg uit vergelykings (2.6) en (2.8) van hoofstuk 1 dat
B0 (o) —ur e |y < el ¥pr -b] | e, (2.7

en

|B(t) (u(t) —u' (£)) [y < Clb'=b] Hu'(t)l, (2.8)

Nou volg uit vergelykings (1.7) en (2.5) tot (2.8) dat
fa(t) —u'(t) i, + Iklgﬂu(t) —u' ()l + [A{ha(t) - u'(t)

< Cc(la* —alo'ollu'(t) I, + |>\|!5[b'—blllollu'(t) I + |b"b'1,a”“'(t)"z’

< C(la'-a|0’0+|b'—b[1,°)llfllo (2.9)
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’

Ons beskou vervolgens die verskil w(t) -w'(t).

Uit vergelyking (1.6) volg dat
Hw(t) =w' (£) Iy + [A] Fw(t) —w' (£) I+ [ A[w(t) =w'(t) 0,
< Cl(A(E) +2) (w(t) —w'(t)) Iy + IA]%|B(t) (w(t) —W'(t))[_%
+ | B(t) (w(t)-w'(t))[%) (2.10)

Nou volg uit vergelykings (2.3) en (2.4) dat

(Alt) +A)w(t) = (A(L) + )W’ ()
= (AGE) +0)wt) = (AT (£) +A)w' (£) + (A" (£) +2)w' (t) = (A(t) +X)w' (t)
= A'(t)u'(t) —A(t)ult) + (A'(£) -A(L))w' (t)
= (A'(E)-A(t))u’ (t) +A(t) (u'(£) —u(t)) + (A’ (£) =A(£))w' (t)
en dan volg uit vergelykings (1.7), (1.8) en (2.9) asook ver-
gelyking (2.5) van hoofstuk 1 dat

I (ACE) +2) (w(t) —w' (£)) Il
< CHa'-a“,ﬂu'&)M+[a“,JU’&)-u&)M

+lat-al, lw'(e)

< CHa'-a[hlﬂﬂb+]a“'1Ha'-a| +[b'—b“lﬁﬂfh

0,0

+ |at -a|0,0(|a|°’1 +lb|1'1)Hflh}

< cHalhlJbiIl]ua'—a|hl+|b'-bh'”ufh (2.11)

1

Op dieselfde manier as hierbo volg uit vergelykings (2.3) en

(2.4) dat

B(t)w(t) - B(t)w'(t)

= (B'(t) =B(t))u'(t) +B(£) (u'(£) —u(t)) + (B' (t) =B (£))w’ (t).

Nou volg uit vergelykings (2.6) en (2.8) van hoofstuk 1 dat
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x| %]B () (w(t) - Ny
< cfllp’ -bll,‘l)\lgllu'(t) I+ [bl, 1l>\[%llu'(t) -u(t) I,

+ b —bll’ol)\l}illw'(t) I3

en
|B(t) (w(t) -w'(t))[%
< Cllb' =b[ Hut(e) i+ (b lut(e) mu(e) i, + b =b] lw' (&) l,}

en dan volg uit vergelykings (1.7), (1.8) en (2.9) dat

|A|%|B(t) (w(t) -w' (t))[_}5 + |B(t) (w(t) =w'(t)) I;5

< C[|a|0,l,|b| ,1]([a'-a[o,l +]b'-b|1’])llfllo (2.12)

1

Uit vergelykings (2.10), (2.11) en (2.12) volg dan dat

lw(t) =w'(t) ||z+l>\l%||W(t)'W'(t) b, + [Alw(t) =w' (£) I,
< C[Ialull,lb[“l](la'-aloll+|b'—b|l,l)llfllo (2.13)
Aangesien w(t) = 5% (A(t) + MDT'E en w'(t) = & A () +N)7E,

kan ons uit (2.13) aflei dat

. 3 -1 9 -1
lim (A(t) +A) = — (A'(t) + )
a+a!’ It ot
b+b!
in die operatornorm as [a' -a] +0 en |b'-b| > 0.

0,1

Ons het gevind dat

3
T

1

R, (t,8) = - [T 3 a(e) 4 1)  an.
T

Deur van vergelyking (1.9) gebruik te maak vind ons op presies
dieselfde manier as in die bewys van stelling 2.4 in hoofstuk 2
dat

lim R, (t,s) = R{(t,s) in die operatornorm as

a-ra'
b-+b*
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Ia'—al‘)'l + 0 en {b'-bll,1 > 0.

Die konvergensie-eienskappe van die res van die terme in verge-

lyking (1.5) volg op presies dieselfde manier as in die bewys

van stelling 2.1 van hoofstuk 3.

Hiermee is die bewys van die stelling voltooi.
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HOOQFSTUK 5 ISOMORFIESTELLINGS EN STABILITEIT VAN
NIE-HOMOGENE EVOLUSIEVERGELYKINGS

1. INLEIDING

In hierdie hoofstuk beskou ons die gebied Q met rand T en
die operatore A(t) en B(t) soos in paragraaf 1 van hoofstuk

1 gedefinieer.

Dus vir elke t € [0,T] definieer ons 'n tweede orde differen-
siaaloperator A(t) deur
A(t)u = ¥ a_(x,t)sPu, waar die funksies a
| I< P P
pl<2
oneindig veel keer differensieerbaar is op Q = & x [0,T].
Vir elke t € [0,T] definieer ons 'n eerste orde randoperator

B(t) deur

B(t)u =

U=]

bj(x,t)aju + b, (x,t)u, waar die funksies
j=1
by oneindig veel keer differensieerbaar is op T x[0,T] = zI.

In hierdie hoofstuk beskou ons die stabiliteit van die probleem

A(t)u(x,t) + Btu(x,t) f(x,t) in Q

B(t)u(x,t) g(x,t) op = (1.1)

u(x,0) u, (x).

Laat A'(t) en B'(t) operatore soortgelyk aan A(t) en B(t)
met ko€ffisiénte aé en bj wees. Dan beskou ons die volgende

probleem soortgelyk aan (1.1).

f'(x,t) in Q

A'(t)u'(x,t) + Btu'(x,t)

B'(t)u'(x,t)

g'({x,t) op I (1.2)

u'(x,0) = ug(x)
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Soos tevore beskou ons (1.2) as 'n vaste probleem en (1.1) as

'n veranderlike probleem.

Ons neem aan dat die operatore A'(t) en B'(t) aan aannames

4.1 en 4.2 van hoofstuk 1 met [a,B] = L—%, %] voldoen.

Ons beskou die stabiliteit van probleem (1.2) onder veranderings
in die koéffisiénte van die operatore A'(t) en B'(t) en die
funksies f', g' en u,. Die funksieruimtes wat vir die oplos-
sings van probleme (1.1) en (1.2) gebruik word, word kortliks

in paragraaf 2 beskryf.

Anders as in vorige hoofstukke, waar ons met die eksplisiete
vorm van die oplossings gewerk het om stabiliteit te bewys, gaan
ons in hierdie hoofstuk van isomorfiestellings en die bekende
oop afbeeldingstelling van die funksionaalanalise gebruik maak
om ongelykhede af te lei, met behulp waarvan ons die stabiliteit

van die oplossings sal bewys.

2. FUNKSIERUIMTES

In hierdie paragraaf beskou ons die Sobolev-funksieruimtes
H''5(Q) en EHY''S(X) waar r en s redle getalle is. Ons
gee slegs die definisies en basiese eienskappe sonder bewys.
Vir volledige besonderhede verwys na [4 ] volume 2 hoofstuk 4,

paragraaf 2.

Ons het reeds in hoofstuk 1 die definisies gegee van Hm(Q),
m=0,1,... en HS(T), s 1reéel. In hierdie paragraaf werk ons
met die ruimte HS(Q), s reéel en 20. As gevolg van die
gladheidsaannames vir die rand T en & kan ons HS(Q) defi-

nieer as die versameling van alle restriksies tot §£ van funk-

\ : s, .n
sies in H” (IR') met norm
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lIuIIS,Q = xanUHs,mp

waar die infimum geneem word oor alle U € S (R")  wat byna

oral gelyk is aan u op Q.

Ons kan al ons definisies van die verskillende Sobolev-ruimtes
uitbrei na funksies (of distribusies) met waardes in 'n Hilbert-
ruimte. Die absolute waardes van die funksiewaardes word dan
oral vervang deur die norm in die betrokke Hilbert-ruimte. Kyk

byvoorbeeld [ 4 ] volume 1, hoofstuk 1, paragraaf 1.

Ons gebruik die notasie HS(O,T;X) vir die Sobolev-ruimte H°

van funksies gedefinieer op 'n oop interval (0,T) met waardes
in 'n Hilbert-ruimte X. Vir enige r > 0 en s > 0 definieer

ons nou

B5 %) = u°(0,T;8Y(Q)) nHS(0,T;HO(Q)).

Dan is Hr's(Q) 'n Hilbert-ruimte met norm gedefinieer deur
T
() tu(-,e)0° at + ful’ \ ) (2.1)
0 Y (Q) ES(0,T;H" (Q)

As gevolg van die gladheidsaannames vir £ en T , kan ons
Hr’s(Q) ook beskou as die versameling van alle restriksies tot
Q wvan funksies in Hr’s(nglx Rt). Laasgenocemde ruimte kan ook
met behulp van Fourier-transformasies gedefinieer word deur
r,s, .n
H ’
(R, x R,)

n

7 s ,
= {v:l+]glH %+ (1+12) 21y € L‘(JRE

xR_)}
T
waar Fv(f,t) die Fourier-transformasie van v in x en t is.

Die norm in Hr,s(mix R_) word gedefinieer deur

t
2 2, % 2% 2
faly o= [ [a+[g]®) 2+ @+1?) 2P Fv(g, )] %agat (2.2)

14
n
R
REX T
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In die geval waar Q = E§ XZRt is die norms gedefinieer deur

(2.1) en (2.2) ekwivalent.

Vir 'n algemene Q = @ x (0,T) (met die nodige gladheidsaannames)

kan ons die norm ook definieer as die kwosiéntnorm

Fall
r,s,Q

"u"r,s,Q = inf "U"r,s (2.3)

waar die infimum geneem word oor alle U € Hr's(n€:x Rt) met
U =u byna oral op Q. 1In die geval waar r = s is 2E 75 (Q)

dieselfde as die gewone Sobolev-ruimte HE(Q).

Ons benodig 'n resultaat oor die interpolasie tussen die Sobolev-

. r,s
ruimtes H '".

Vir die definisie en eienskappe van die inter-
polasieruimtes [X,Y]e waar X en Y Hilbert-ruimtes is en

0 €6 <1 verwys ons na [ 4] volume 1, hoofstuk 1, paragraaf 2.

2.1 Interpolasiestelling

Vir elke r,s met r >0, s >0 en 6 € [0,1] is

(1-8)r,(1-08)s

[(5°7%(Q),L* (@1, = H Q.

(Kyk [ 4] volume 2, hoofstuk 4, proposisie 2.1)

Ons benodig die volgende ongelykheid in Hr’s(K§EXZR

(.

e) .

2.2 gstelling

Laat ¢ enige funksie gedefinieer op E§><I{ met begrensde

t
eerste orde afgeleides wees. Dan geld vir alle

¥,%, .n
u € H?*' (IRXX]Rt) dat
<
Il¢)ull%,% c[‘“x,l”u”g,% (2.4)
waar [¢], | = sup{lsiagcb(x,tﬂ : o] €15320,1;(x,t) €K x R}

Bewys: Dit volg maklik uit vergelyking (2.2) dat die norms
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Huﬂ% . en (Hui@ . +Hu"2 %);i ekwivalent is.
r ’ ’

5,0 0,%

Ons werk dus afsonderlik met die ruimtes H en H .

Uit stelling 2.1 volg dat H%’0 'n interpolasieruimte tussen

1.0 0,0

H ' en H ' is, naamlik [HI’D,Hc

’0]%. Vir enige u € gl’°
is
2
Foull, = [ (1+|g*)|F(eu)(§,1)|* dgdr.
' n
REXRT
Uit die feit dat hierdie norm ekwivalent is aan die norm wat

gedefinieer word deur

( = f o a%eu) (x,t) 1" ax at)¥,
[a]<1 R xR
x 't
volg dat die afbeelding u =+ ¢u kontinu is van #''° na g'’’

en dat

. 1,0
H¢uH1'° < C]¢|1’°Huﬂl'o vir alle u € H .

Op dieselfde manier volg dat die afbeelding u + ¢u ook kontinu
is van H'’°(=L2) na E''’ en dat lNoull < clo| Nul
0,0 0,0 0,90

vir alle u € Ho’o.

Dan volg uit 'n bekende stelling oor interpolasieruimtes (kyk

[4 ] volume 1, hoofstuk 1, stelling 5.1) dat die afbeelding
Hir0 5,0

u * ¢u kontinu is van na H en dat

Houll, , < C maks (|¢|1,a,|¢]0’°)uuﬂ%,o

0

C|¢:|1'Qllull%,° (2.5)

vir alle u € H¥'°,
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Uit stelling 2.1 volg ook dat

b
g’re = [HD’l,H°’°]% en dan volg op dieselfde

wyse as hierbo dat
Feull, o < C“"Io,l"“"o,!; (2.6)

i
vir alle u € H°’%,

Nou volg (2.4) uit (2.5) en (2.6). ]

Ons beskou vervolgens die Sobolev-funksieruimtes 255 ()

met r > 0 en s > 0. Ons definieer
B5S(x) = 1°(0,7:85(r)) nu(0,T;m (1) .
In die geval waar Q 'n halfruimte
R = {x = (x',xn) € R": x> 0} is kan ons
ook die volgende ekwivalente definisie gee.

Ons definieer eers die norm lIUHr s in Hr's(m§TIX Rt) met
4

behulp van die Fourier-transformasie soos in (2.2) en dan is

Tul = infll U waar die infimum
r r,s

/S, ,

geneem word oor alle U in Hr's(mptlx R,) met U = u byna
X t

oral op X = I'x (0,T).

Vir 'n algemene Q = X% (0,T) (met die nodige gladheidsaan-

names) geld die volgende twee belangrike stellings.

2.3 Stelling
Beskou die ruimte HT’5(Q) met r > 0, s > 0. Dan geld

vir elke heelgetal j met 0 < j < r dat die afbeelding

u »> aiu , le]< j, kontinu is vanaf H'’®(Q) in
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H (Q), en vir elke heelgetal k met 0 < k < r dat

r,s

die afbeelding u - Btu kontinu is vanaf H (Q) in

s=k

=g r,s-k

H (Q). (Kyk [ 41 volume 2, hoofstuk 4, proposisie 2.3).

2.4 Spoorstelling

(a) Neem enige u € Hr's(Q) met r > % en s >0 en
laat v die inwaartsgerigte normaaleenheidsvektor op &

wees. Vir elke getal j met 0 < j < r-% kan ons die

J
spoor %;% van u op I definieer. Verder geld dat die
j
afbeelding u -+ gv% kontinu is wvanaf Hr's(Q) na
r-3-%, 2% g
H ().

(b) Neem enige u € Hr’s(Q) met s > %, r 2 0. Vir elke
heelgetal k met 0 <k < s - % kan ons die spoor
Stu(x,O) van u op § definieer. Verder geld dat die

afbeelding u + 3%u(x,0) kontinu is vanaf H*'S(Q) na
s-k-%
—_—T

S @) .

(Kyk [ 4] volume 2, hoofstuk 4, stelling 2.1).

Ons gaan oplossings van probleem (1.1) in die ruimte Hz’l(Q)
beskou. As u € H’’'(Q) dan volg uit stelling 2.3 dat
A(t)ue H '’ (Q) = L2(Q). Verder volg uit 2.3 dat vir enige

i=1,2,...,n is

g%i € Hl’%(Q) en dan volg uit stelling 2.4 (a)
i

¥
dat die spoor van ggi op I aan H%"(Z) behoort.

L
Ons sien dus dat B(t)u € H%"(Z) vir elke u € H*''(Q). Ook
volg uit stelling 2.4(b) dat u(x,0) € H'(Q) vir elke

u€ B ().
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Na aanleiding van hierdie opmerkings herlei ons die volgende

ongelykhede vir die operatore A(t) en B(t).

2.5 Stelling

(a) IIZ/-\('c)uIIo,o < C|a|a Shully (2.7)

Q 0,Q

vir elke u € H*''(Q) en t € [0,T].

(b) IB(t)ull < clbl1 Jral, (2.8)

%,%,2 1,Q

vir elke u € H*''(Q) en t € [0,T].
Bewys: Die geldigheid van (a) volg direk uit die feit dat 'n

ekwivalente norm vir u in HZ’O(Q) gedefinieer kan word

deur

o
f f b Iaxu(x,t)lzdxdt)!’ .
Qo Jal<2
Om (b) te bewys mag ons aanneem dat Q =IR2X Rt en
n-1
I =R, *R .
Dan volg uit stellings 2.2, 2.3 en 2.4 dat
Ju ou
1By 3w Mn,r < CIRL L mc
Ju
< =
CIblll"" axj "J'I%IQ
< C|b11,1"u"2,1,Q o
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3. STABILITEIT VAN DIE OPLOSSINGS

In hierdie paragraaf beskou ons die stabiliteit van oplossings
van vergelyking (1.1) in die ruimte HZ'I(Q). Ons begin met

'n vermelding van die betrokke bestaanstelling.

3.1 Stelling
Laat die operatore A(t) en B(t), t € [0,T] aan aan-

names 4.1 en 4.2 van hoofstuk 1 met [a,B] = [-%, %]
voldoen. Dan het vergelyking (1.1) 'n eenduidige oplossing

u € HE'Y(

Q) wvir elke gegewe f € L2(Q), g € H%'%(Z) en

u, € H' (2). (Kyk [4 ] volume 2, hoofstuk 4, stelling 6.1).
Dit blyk uit die aangehaalde stelling in [ 4 ] dat daar vir
vergelykings van ho&€r orde sekere versoenbaarheidsvoorwaar-
des bestaan waaraan die funksies f, g en uy, moet voldoen
vir die oplossing om te bestaan. (Kyk vergelyking (6.9)

op bladsy 33).

By vergelykings van die tweede orde is hierdie voorwaardes
nie van toepassing nie en ons kry dus die bestaan van
oplossings vir enige keuse van die funksies f, g en u,

in die betrokke ruimtes.

In hierdie paragraaf wil ons die volgende stabiliteitstelling

bewys.

3.2 sgstelling
Laat A'(t) en B'(t), t € [0,T] die vaste operatore en

A(t) en B(t), t € [0,T] die veranderlike operatore soos
in paragraaf 1 wees. Laat die operatore A'(t) en B'(t)
aan aannames 4.1 en 4.2 van hoofstuk 1 met [a,B] = L—%, %]

voldoen.

(a) Dan bestaan daar 'n 6§ > 0 sd dat vergelyking (1.1)

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2021



UNIVERSITEIT VAN PRETORIA
UNIVERSITY OF PRETORIA
YUNIBESITHI YA PRETORIA

66

'n eenduidige oplossing u € Hz’l(Q) het vir elke
5
f € LZ(Q), g € H%"(Z), u, € HI(Q) en vir alle operatore

A(t) en B(t) met [a-a'| <8 en [b-b'| <38
’ r

0

(b) As u' die eenduidige oplossing van (1.2) is, dan
geld dat u - u' in H*’'(Q) as ]a-a'[o o 0,
’
Y
[b-b'f  +0, £+ f' in L?(Q), g+ g' in H%"(Z)
’

en u, + ul in H'(Q).

Die res van hierdie paragraaf word aan die bewys van stelling

3.2 gewy. Ons gee eers aandag aan 3.2(a) wat oor die bestaan

van die oplossings handel. Dit blyk uit die teorie van para-
boliese evolusievergelykings (kyk [4 ] volume 2, hoofstuk 4,
paragrawe 3 tot 6) dat die bestaan van oplossings van vergelyking
(1.1) alleenlik berus op die geldigheid van ongelykheid (4.1)

van hoofstuk 1. 1In stelling 4.4 van hoofstuk 1 word bewys dat
die ongelykheid geldig bly vir alle operatore A(t) en B(t)

met |a -a'lo,o en |b -b'll,o klein genoeg. Hiermee is die

bewys van stelling 3.2(a) dus afgehandel.
Uit stellings 2.3, 2.4, 2.5 en 3.1 volg dat die afbeelding
u -+ {A'"(t)u + 3., B'(t)u, u(x,0)}

'n kontinue een-een-duidige lineére afbeelding van > (q) op

die produkruimte
¥
L2 (Q) xH¥'%(2) xH'(Q) 1is.

Dan volg deur toepassing van die oop afbeeldingstelling (kyk
[1] volume 1, hoofstuk 2, paragraaf 2, stellings 1 en 2) dat
die inverse afbeelding ook kontinu is. Daar bestaan dus 'n

konstante C > 0 sd dat
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"u"z, <C(H(A'(t)+3t)uﬂo +HB‘(t)uH%’;

1,Q Q %,z

+ Ilu(x,O)ﬂl ) (3.1)

Q

vir alle u € Hz’l(Q).

Ons gaan van (3.1) gebruik maak om die stabiliteit van die op-

lossings te bewys. Ons benodig eers die volgende resultaat:

3.3 Lemma
As (3.1) geld vir die operatore A'(t) en B'(t), dan
bestaan daar 'n § > 0 s® dat 'n soortgelyke ongelykheid
geld vir alle operatore A(t) en B(t) met |a -a'|0’u <$§
en |b _b'lx,l < §. Dieselfde waarde vir die konstante C

kan vir al hierdie operatore gekies word.

Bewys: Die bewys verloop presies soos dié van stelling 4.4

in hoofstuk 1.

Ons skryf

(a'(t) +3,)u (@ (e) +3) - (A(E) + 3. )]u + (A(r) +3,)u

(A" (t) -A(t))u + (A(t) +3)u.
Uit vergelyking (2.7) volg dan dat

1@ e +3ul, o

< Klla'-alolollullzl + |l (A(t)+3t)ullol (3.2)

OIQ Q
Ock skryf ons

B'(t)u = B'(t)u - B(t)u + B(t)u

en dan volg uit vergelyking (2.8) dat
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B (E)uly o (3.3)

y,x S Kb -bl i,

+UB(Buly o

1!0 41):

Nou volg die resultaat op dieselfde manier as in stelling 4.4

van hoofstuk 1 uit vergelykings (3.1), (3.2) en (3.3). [m}
Ons is nou gereed om stelling 3.2(b) te bewys.

Laat u en u' die oplossings van vergelykings (1.1) en (1.2)

respektiewelik wees. Dan volg uit lemma 3.3 dat

la=-u'll
2,1,Q

< Clh(Aa(e) +3. ) (u-u') I 0 + I1B(t) (u-u') "’5 ¥ .5

+ llu(x,0) -u'(x,0) "1,9) (3.4)

Nou skryf ons

(A(t) +8t) (u=-u")
= (A(t) +3 )u = (A'(t) +3)u' + (A" (£) +3 )u’ - (A({t) +3,)u’
= (£-£') + (A'(t) -A(t))u’
en

B(t) (u-u')
= B(t)u - B'(t)u' + B'(t)u' - B(t)u’'

(g-g') + (B'(t) =B(t))u'.
Dan volg uit vergelykings (2.7), (2.8) en (3.4) dat

fa=u'l
2

114Q

< C(lIE=-£'1 + |a' -a] la |
0 0,0 2

Q 10,Q
- v | - ' - ]
+hg=g'ly o s+ [b'=b| Mutl, o+lue-upl o).

Hiermee is die resultaat bewys. O
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HOOFSTUK 6 ENKELE VOORBEELDE EN OPMERKINGS

1. VOORBEELDE

Laat Q = IR:’_ = {x',x ) :x' € r X > 0} en
r={(x',0) : x' € R" Y.
Ons beskou die operator A gedefinieer deur
n
Au = - ; £=13j(ajk(x)8ku) + a9 (x)u (1.1)

en die randoperator B gedefinieer deur

n

Bu = § b.(x)3.u + by(x)u (1.2)
3=1 J J

Ons aanvaar dat alle aannames van hoofstuk 1 ook hier geldig

is. 1In hierdie geval word die polinoom A, (x,£¢) gedefinieer

deur

n

A, (x,8) = - a, (X)E.&, , £€ R"
’ 3 o9 55

(1.3)

Uit [4] hoofstuk 2 opmerking 1.2 volg dit dat indien A el-
lipties is, dit voldoende is vir A om eg ellipties te wees,
indien die voorwaardes vir die wortels van die tweedegraadse
polinoom A (x,&+ 1§') geldig is vir slegs een punt van T
en vir een tweetal lineé&r onafhanklike vektore & en §'.
Ons neem dus die twee vektore g = (El,...,En_l,O) en
(0,0,...,0,1). In hierdie geval kry ons die tweedegraadse
polinoom

n-1 n-1 n-1
B, (x,g,1) = —ann12.-(j£l ajngj-kkglankik)r _j,£=1ajk5j€k .
Die operator A is eg ellipties indien die polinoom
A,(x,g,1) presies een wortel met positiewe imagin&re deel en
presies een wortel met negatiewe imaginére deel het. As n > 2

is elke elliptiese operator ook eg ellipties volgens [4] hoof-
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stuk 2, proposisie 1.2. As n = 2 moet virellipties en eg
ellipties getoets word.
1.1 Voorbeeld
Laat Au = -3;u - 3,u. As £ = (£,,§,) dan is
2 2 2
Ay (8) = -&] - g, = -lgl”.
Dit is duidelik dat A ellipties is.
Beskou nou & = (§,,0). Dan is
A, (x,§,1) = 'E% -1
en as A, (x,£,T) =0 volg dat t = =il§,].
A is dus ook eg ellipties. [}
1.2 Opmerking
Enige elliptiese operator met reéle koéffisiénte is eg ellip-
ties.
Ons beskou vervolgens die versoenbaarheidsvoorwaarde. 'n Raak-
lynige vektor aan T 1is altyd van die vorm ¢ =(El,...,£n_l,0)

en 'n normaalvektor op T

Ons neem eenvoudigheidshalwe die vektor

Beskou die polinoom B(x,{,T)

n-1
B(x,E,T1) = _Z b

J

£
1 373

is altyd van die vorm (0,0,...,0,£n).

(0,0,...,1).

gedefinieer deur

+ b T .
n

Die versoenbaarheidsvoorwaarde beteken in hierdie geval dat

indien 1, dié wortel van

deel is, dan is

n-1
B(x,£,Ty) = Z

Jj=1

1.3 Opmerking

A, (x,£,T) met positiewe imaginére

bygs + by, # 0.

Enige eerste orde randoperator met reéle ko&ffisiénte wat
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normaal is op T is versoenbaar met A op T.

Ons beskou vervolgens die voorwaardes 4.1 en 4.2 van hoof-

stuk 1.

1.4 Voorbeeld

2
Laat 2 = R’ en Au = —axu . (Hierdie operator kom voor in

die eendimensionale hittevergelyking atu - axu = 0.
vir 6 € [a,B] beskou ons die operator Ae gedefinieer deur
i6

2 2
Aeu = —Bxu - e ayu.

Om die elliptisiteit van A, te toets beskou ons die polinoom

fg(E,m) = -2 - e*n? , ganem

Dit is duidelik dat Ae(i,n) # 0 as (&,n) # (0,0) vir enige
9.

Om te toets of Ae eg ellipties is beskou ons die polinoom

Ag(T,n) = -t? - elenz.
As 6 =0 en Ag(t,n) =0 dan is T = #i|n| .
As 6 # 0 en Ae(r,n) =0 dan is

2 = eienz

- el(ﬂ+2kﬂ)elen2

en dan is e

(lT) i 3 +7) .
T=e Inl, e Inl .

Aangesien 6 # m volg dat die twee wortels aan die nodige

voorwaardes voldoen. [m]

Vir die algemene operatore A en B in (1.1) en (1.2) word

die operator Ae gegee deur

n
Aju=- T 3.(a
j, k=1 J

ig,2
jkaku) + agu - e ayu .
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. +1
Ons neem aan dat n > 1. Omdat A8 '‘n operator in r"

is met n+1 > 2 1is dit slegs nodig om Ae vir elliptisiteit

te toets. Vir £ € R® en n € IR beskouons die polinoom

’z‘ i8

Ay(E,n) = - a, £.5 - e’'n (1.4)

) 3, k=1 jk>3j’k

1.5 Definisie

Die operator A heet gelykmatig sterk ellipties indien daar
2

'n konstante ¢ > 0 bestaan s6 dat Re(-Ag(8)) > cl&] vir

alle ¢ € R

1.6 Bewering
As A gelykmatig sterk ellipties is dan is AG ellipties vir

enige 6 € [-%—,%] .

Bewys Ons moet aantoon dat Ae(E,m #0 as (&,n) # (0,0).
Die gevalle (£,0) met £ #0 en (0,n) met n # 0 1is

triviaal. Beskou ons die uitdrukking

n
= - - 2
Re Ae(E,n) Re (- Z_ ajkgjik) cos 6n (1.5)
j k=1
volg uit definisie 1.5 en vergelyking (1.3) dat beide terme

regs streng negatief is vir £ # 0, n # 0. (]

As A gelykmatig sterk ellipties is met reéle koéffisiénte
dan is A, ellipties vir enige 8 € [-'% -8, %'*90] want
omdat die ajk's reéel is en die tweede term in (1.4) kompleks
is vir 6 =0 1is Ae(E,n) #0 vir 8 # 0. Vir die geval

8 = 0 gebruik ons weer definisie 1.5 en vergelykings (1.3)

en (1.5). )

Wat die versoenbaarheidsvoorwaarde betref, volg weer soos
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tevore dat enige eerste orde randoperator met reé&le ko&ffi-
siénte wat normaal is op T versoenbaar is met Ae op

IT'xIR .
Y

2. 'N BESPREKING VAN DIE AANNAMES

Ons aanvaar in hoofstukke 2 en 3 dat aannames 4.1 en 4.2 van

hoofstuk 1 geld vir die interval [-%-,%]. Uit hierdie

aannames volg dat die hoekgebied S, =

{x:x #0, —%<arg A< 12'-} bevat is in p(-A(t)) en dat
M

IR -A(E)) I, <
1+ |af

vir alle X € Sy (2.1)
Deur die proses van holomorfe voorsetting, soos in hoofstuk 2
paragraaf 2 beskryf, kan dan bewys word dat 'n hoekgebied

™ T
Sy = Ih:zd #0, -7-¢<argh <3+ ¢}, ¢€(0,5) bestaan
wat ook bevat is in p(-A(t)) en dat ongelykheid (2.1) geld
vir alle X € S¢. Hierdie laaste feit is noodsaaklik vir die

konstruksie van die semigroepe en evolusie-operatore van hoof-

stukke 2 en 3.

In hoofstuk 4 lei die feit dat die randoperatore ook tyd-
afhanklik is tot 'n nuwe konstruksie van die evolusie-opera-
tore. Vir hierdie konstruksie benodig ons die operator

'= g%R(X; -A(t)) waarvan die definisie en kon-

a—i(A(t) + A"
struksie in hoofstuk 4 paragraaf 1 beskryf word. Ons benodig
verder die ongelykheid (1.9) van hoofstuk 4 wat uit vergelyking
(1.6) afgelei word. Vergelyking (1.6) word op sy beurt afge-
lei uit aannames 4.1 en 4.2 van hoofstuk 1 vir [o,B] =

[-1-6 , LY ]. Die rede vir hierdie sterker aanname is
2 or 7 0

dat daar vir die operator g%R(A; -A(t)) skynbaar geen proses
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van analitiese voortsetting bestaan waardeur dit vanaf 'n

hoekgebied S, na 'n hoekgebied Se uitgebrei kan word nie.
0

In hoofstuk 5 waar die algemene nie-homogene probleem met
alle koéffisiénte tydafhanklik behandel word, word egter

weer aanvaar dat aannames 4.1 en 4.2 slegs geld vir [a,B] =
L—%,%]. Die resultate in hierdie hoofstuk is egter nie heel-
temal vergelykbaar met dié van die ander hoofstukke nie, aan-
gesien die konstruksie van die oplossings in hoofstuk 5 ver-
eis dat die begintoestand u, aan H!(Q) moet behoort. Dit
is natuurlik 'n sterker aanname as u, € L?(Q) wat in die
ander hoofstukke vereis word. 1In stelling 3.2, hoofstuk 5
vereis ons dat [a-—a']olo + 0 aangesien daar gebruik gemaak

word van die ongelykheid

<
ha(e)ul, clal,, Mul,

,Q 0,Q °

In stelling 2.1 van hoofstuk 4 word vereis dat |a-—a'|u’1 -0
omdat daar in die konstruksie van die fundamentele oplossing
gebruik gemaak word van die afskattings vir die operator

5% R()A; -A(t)) wat eerste orde tydafgeleides van die ko&f-

fisiénte van A(t) bevat.

3. TOEKOMSTIGE NAVORSING

Ons het in hoofstuk 2 die stabiliteit van klassieke oplossings
beskou. In hoofstukke 3 en 4, waar die koé&ffisi&nte ook tyd-
afhanklik mag wees, het ons slegs swak oplossings beskou. Die
stabiliteit van klassieke oplossings van die probleme in
hoofstukke 3 en 4 is 'n stuk navorsing wat nog uitgevoer moet
word. Ons voorsien aansienlike tegniese probleme in hierdie

verband. Om dit te kan sien beskou ons eers die wyse waarop
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die requlariteit van oplossings in hoofstuk 2 bepaal is.

(Kyk hoofstuk 2 paragraaf 3). Die funksie U gedefinieer
deur U(t) = e-tAu0 behoort aan C ((0,T); L2(Q)) en die
tydafgeleides word maklik gevind deur die integraal vir die
semigroep te differensieer. Uit die feit dat U(t) € D(Ak)
vir enige k=1,2,... volg dan dat die funksie wu(.,-) ge-
definieer deur u(.,t) = U(t) byna oral op (0,T) oneindig
veel ruimte-afgeleides besit. In die stabiliteitsbewyse vir
klassieke oplossings word 'n belangrike rol gespeel deur die
stabiliteit van tydafgeleides van enige orde (kyk stelling
3.1 van hoofstuk 2) en daarna deur die a-priori afskattings
vir elliptiese vergelykings. In die geval van vergelykings
met tydafhanklike koé&ffisiénte is die vorm van die fundamen-
tele oplossings baie ingewikkeld en die uitdrukkings vir tyd-
afgeleides van enige orde van die fundamentele oplossings
word dan uiters ingewikkeld. (Kyk [9] paragraaf 5.7). Daar-

na moet nog na die regulariteit ten opsigte van die ruimte-

veranderlikes gekyk word.
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SAMEVATTING

STEURINGSTEORIE VIR EVOLUSIEVERGELYKINGS
Naam: Willem George Greybe

Promotor: Prof F D Penning

Departement: Wiskunde

Graad: DSc

Beskou 'n vaste T > 0 en skryf Q = Qx (0,T) en X =Tx(0,T),
waar Q 'n begrensde oop versameling in R" is met rand r,

'n oneindig keer differensieerbare (n -~ l1)-dimensionale varidteit
en met @ lokaal aan een kant van T.

Vir elke t € [0,T] definieer ons die tweede orde differensiaal-

operator A(t) deur

A(t)u = z a (x,t)apu , met die
lpl<2 P
koéffisiéntfunksies ap € Cw(a), en die eerste orde randoperator
B(t) deur
n
B(t)u = T

bj(x,t)aju + by (x,t)u, met die

j=1

koéffisiéntfunksies bj € Cm(f).

Ons neem aan dat A(t) en B(t) aan die bekende versoenbaar-

heidsvoorwaardes in die teorie van elliptiese vergelykings voldoen.

In hierdie proefskrif beskou ons die stabiliteitseienskappe van

die probleem

A(t)u(x,t) + atu(x,t) = f(x,t) in Q
B(t)u(x,t) = g(x,t) op I

u(x,0) = u,(x)
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ten opsigte van klein veranderings in die koéffisiénte en die

regterkante.

Die steuringsprobleem kom daarop neer om voorwaardes te vind
waaronder die oplossing van 'n veranderlike probleem soos hierbo
na dié van 'n vaste probleem sal konvergeer indien die koéffisién=-
te en regterkante van die veranderlike probleem na dié& van die
vaste konvergeer. Die funksieruimtes waarin hierdie konvergen-
sies plaasvind word in hoofstuk 1 paragraaf 2 bespreek. Alle
begrippe in verband met elliptiese en paraboliese vergelykings

wat gebruik word, word in paragrawe 3 en 4 van hoofstuk 1 beskryf.

In hoofstukke 2, 3 en 4 gebruik ons die metodes van semigroepe

en evolusie-operatore om die stabiliteit van die probleem vir

die geval waar £ en g = 0 te bestudeer. In hoofstuk 2 beskou
ons die geval waar die operatore A en B slegs ruimte-afhank-

lik is, in hoofstuk 3 is die operator A ook tydafhanklik en in

hoofstuk 4 is die operatore A en B beide ruimte- en tydaf-

hanklik.

In hoofstuk 5 gebruik ons die teorie van paraboliese evolusie-
operatore om die stabiliteit van die algemene nie-homogene para-

boliese probleem te bestudeer.
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SUMMARY

PERTURBATION THEORY FOR EVOLUTION EQUATIONS

Name: Willem George Greybe
Promotor: Prof F D Penning
Department: Mathematics

Degree: DSc

ILet & be an open set in Rn; we assume { to be bounded and
to have an (n-1) dimensional, infinitely differentiable

boundary T such that Q is locally on one side of T.

For each t € [0,T] we define the second order differential

operator A(t) by

A(t) = I  a (x,t)oPu with a_ € c*()
[pl<z P P

and Q = @x (0,T).
We also define the first order boundary operator B(t) by

n
B(t)u = £ bj(x,t)aju + by(x,t)u with

j=1

by € c™(¥) and T =Tx(0,T).

We assume A and B to satisfy the well known compatibility
relations of the theory of elliptic equations.
In this thesis we consider the stability of the problem

A(t)u(x,t) + atu(x,t) = £(x,t) in Q
B(t)u(x,t) = g(x,t) on £

u(x,0) = u,(x).
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under small changes in the coefficients and right hand sides.

We obtain conditions under which the solution of a perturbed
problem converges to the solution of a fixed problem as men-
tioned above, when the coefficients and right hand sides of the
perturbed problem converges to that of the fixed problem. The

function spaces in which the convergence takes place is defined

in paragraph 2 of chapter 1.

In chapters 2, 3 and 4 we use the method of semigroups and
evolution operators to study the stability of the problem in
which f and g = 0. The case where A and B are dependant
only on space variables are studied in chapter 2. In chapter 3
the operator A 1is also time dependant and in chapter 4 the

operators A and B are both space and time dependant.

The study of the non-homogeneous case is done in chapter 5 by

the method of parabolic evolution operators.
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