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SAMEVATTING

Hoofstuk een en twee skets 'n breé agtergrond vir randwaarde- en
variasierekeningprobleme, met verwysing na die ontstaan van sekere
Wiskundige modelle. Dit verwys na werk in verdere hoofstukke en

bevat uittreksels uit die Literatuur.

Daar word soms afgewyk van die Literatuur en sekere beginsels word
uitgebou. SO 'n uitbreiding word op bladsye 3, 4 en 11 gevind.
Sodoende word die verband tussen randwaarde- en variasierekening-
probleme, met verwysing na elliptiese operatore duidelik. Relasies
op die rand in terme van ongelykhede, word in §2.5.1. verklaar

deur die benadering in [43], waar die rand as 'n medium, met sy eie
behoudwette, beskou word. In paragraaf 2.11.3, word die resultaat
van die Stelling op bladsy 38 beperk tot een dimensie. 'n Eendimen-
sionale Wiskundige model vir lineére elastisiteit met wrywing, in
terme van 'n bekende variasie-ongelykheid (einde §2.11.3), word so-

doende verkry.

Die doel van hoofstuk twee is die bekendstelling van die variasie-

ongelykheidprobleem en die bespreking van 'n paar standaard voorbeelde.
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Bestaanstellings vir variasie-ongelykhede, in die konteks van mono-

tone operatore in Banachruimtes, word in hoofstuk drie bewys. 'n
Nuwe begrip, uiteindelik-positief, word ingevoer en 'n benadering
van Browder [10], gebaseer op 'n Lemma van Minty [38], word gevolg
en uitgebrei. Die uiteindelike resultaat (Stelling 3.1.10) 1is ver-
gelykbaar met die bekende resultaat (Stelling 2.10.3) van Browder,

maar die onderskeie bewyse verskil totaal.

In hoofstuk een, §1.3.11.b, word die volgende swak formulering van
probleme gesuggereer. In plaas van die inwendige produk van verge-
lyking 1.2 met funksies ¢ € C:(G) te neem, word inwendige produkte
met L¢ geneem, waar L 'n tweede orde elliptiese operator is.

Dit word nodig om twee Hilbertruimtes V, en v (§3.2) te ontwikkel.
'n Aantal belangrike eienskappe word afgelei. Lemma 3.2.4 en opmer-
kings 3.2.5.a, b toon duidelik waarom hierdie ruimtes, in plaas van

die ruimte H?(G) gebruik word.

Twee voorbeelde word in § 3.3 gegee en die hoofstuk sluit af met twee
regulariteitstellings. In die eerste stelling word die konvergensie
van die differensiaalkwosiént 6hu (3.4.2.c) beskou en in die tweede

word 'n ry {ue} C V, gekonstrueer, wat die oplossing in V0 benader.

In hoofstuk vier word vrye-rand-tipe probleme in 'n abstrakte raam-
werk geplaas. Sekere variasie-ongelykhede word in 'n abstrakte sin
geinterpreteer, sien byvoorbeeld Stelling 4.7.2. Hierdie stelling
word gebruik in die bewys van Stelling 4.7.5, waarin die voorbeelde
van § 3.3.2 interpreteer word. Stelling 4.7.2 is ook van toepassing
op probleme in die ruimtes V0 en V,, sien §4.7.7 en die resultate

op bl. 123.
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In hoofstuk vyf word evolusie-ongelykhede op twee maniere benader.
In die eerste word die bestaan van tydafgeleides in 'n swak sin
verseker. In die tweede word baie sterker resultate verkry. Die
bestaan van die tydafgeleides in 5.6.1 a en b word in 'n sterk
sin verseker, deurdat hierdie voorbeelde ooreenstem met 5.7.14.a

en b, waarin die tweede benadering gevolg is.

'n Regulariteitstelling vir 5.6.1.c word gegee. 'n Ry {ue} cv,

benader die oplossing.

Stelling 5.9 heg 'n interpretasie aan die betrokke evolusie-
ongelykhede, via Stelling 4.7.2. Daar word gesien dat dinamiese

voorwaardes op die rand opgelé moet word.
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DYNAMIC BOUNDARY VALUE PROBLEMS AND EVOLUTION INEQUALITIES
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Jan Diedeleff Gertenbach

Promotor : Prof. N. Sauer
Department: Applied Mathematics

Degree : D.Sc.

SUMMARY

In the first two chapters, a thorough background for boundary value
and variational problems, refering to the origin of certain mathe-

matical models, can be found. Excerpts from the literature are in-
cluded. There are some references to work done in subsequent chap-

ters.

The approach differs from the usual in some cases, in order to extend
some principles. Such an extension can be found on pages 3, 4 and 11.
Thus the connection between boundary value and variational problems
for elliptic operators becomes clear. In paragraph 2.5.1 relations
on the boundary in the form of inequalities are explained by the ap-
proach in [43], where the boundary is considered a medium, with its
own conservation laws. In §2.11.3 the result of the theorem on page
38, is restricted to a one-dimensional problem, giving a one-dimen-
sional mathematical model for linear elasticity with friction, in

terms of a well known variational inequality (at the end of §2.11.3).

The aim of chapter two is to introduce the concept of variational in-
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equalities and to discuss some standard examples.

In chapter 3 the concept of monotone operators in Banach spaces, is

used to obtain existence theorems for variational inequalities. A

new concept, ultimately positive operator, is introduced. An ap-

proach of Browder [10], based on a lemma of Minty [38], is followed
and extended. The final result, Theorem 3.1.10, is comparable to
the known result (Theorem 2.10.3) of Browder, but the proofs differ

totally.

The weak formulation of problems, suggested in chapter 1 (§1.3.11.b),
is used here. Inner products of equation 1.2 with functions L¢,

¢ € C:(G) and L a second order elliptic operator are used, whereas
the usual weak formulation is obtained by using inner products with
functions ¢ € CZ(G). It becomes necessary to introduce two Hilbert
spaces V0 and V. (8§3.2) and some important properties are derived.
Lemma 3.2.4 and § 3.2.5.a, b, show why these spaces, instead of the

usual H?(G), are used.

In §3.3 two examples are given and two regularity theorems (§ 3.4)
conclude the chapter. In the first theorem the convergence of the
differential quotient, §p,u (§3.4.2.c) 1is studied and in the second,
a sequence {ue} CV, is constructed, to approximate the solution in

the space Vo‘
In chapter four free boundary problems are studied in an abstract

sense. Certain variational inequalities are interpreted in an ab-

stract sense, see for example Theorem 4.7.2. This theorem is needed
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in the proof of Theorem 4.7.5, which interprets the examples in
§3.3.2. Theorem 4.7.2 is also applicable to problems in the spaces

Vo and V, (the examples in 4.7.7 and the results on page 123).

In chapter five, two approaches in connection with evolution in-
equalities are followed. In the first, the existence of time
derivitives, 1is assured in a weak sense. In the second, a much
stronger result is obtained, so much so that the existence of time
derivitives in 5.6.1 in a strong sense, can be proved by using
the second approach (5.7.14 ). A regularity theorem for 5.6.1.c
is given. The solution is approximated by a sequence {ue} - Vl.
Theorem 4.7.2 is used in Theorem 5.9 in order to interpret the
evolution inequalities concerned. It is shown that dynamic con-

ditions on the boundary are needed.
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NOTASIE

Die ruimtes CX(G), CX(8) vir 0 <k < =, H"(G), H"(6) het hulle
gewone betekenisse. G is 'n oop versameling in R" met rand S.
Die afsluiting van 'n versameling A word deur A en sy inwendige

met A° aangedui.

In §4.1.3 word met A -B bedoel die komplement van B in A soos in

[18], maar meestal word bedoel A+ B={a*b:a€Aenbé€B}.

Die begrip "paring" tussen twee ruimtes staan sentraal en word dik-
wels met <-,-> aangedui. Distribusies [47] word altyd so aange-

dui.

Indien X 'n Banachruimte is, met duaal X* dan word die gebruiklike
paring aangedui met (w,x), waar w € X* en x € X. In definisie
4.4.7, word dit egter (in ooreenstemming met die benadering in die

hoofstuk) met <f,v> aangedui.

Die paring van L?(G) met homself word met (-,-) en die paring tussen

L2(S) met homself word met [ -,-] aangedui.

Die sin: < V, ((*,*))> 1is 'n Hilbertruimte, beteken dat ((-,-) 'n
inwendige produk in V is, wat aanleiding gee tot 'n volledige metriek,

via die norm -1, waar IvIl = ((v,v)%. so dui
((-,-))[n die inwendige produk in Hm(G) aan en H'Hm die gebruiklike norm.

H-Hi dui die norm in H*(S) aan.
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Sommasiekonvensie word deurgaans gebruik.

Byvoorbeeld

a _ a
aaD = E|a|<maa0 .
Hierbo is o = (a1’ cees an) 'n multi-indeks met lengte

_ N
la| = z a .

Afgeleides word hoofsaaklik met Dk of D* aangedui; soms met Che

Die Laplace-operator A, die gradiént V en divergensie div is die

gebruiklike. So ook die Kronecker delta sij’

Generiese konstantes ¢, M ... kom soms voor,.

In hoofstuk een dui a die komplekse toegevoegde van a € C aan.

Die begrip antilineer is soos in [22, Th. 14.1, p 41] maar kom selde

voor. Meestal word met reéle ruimtes gewerk.
Die simbool 2! verwys na die klas van alle deelversamelings van H.

Paragrawe word deur i-j-k aangedui waar i die hoofstuknommer is.

Vergelykings word met (i-j) aangedui, met i die hoofstuknommer.
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HOOFSTUK 1

RANDWAARDEPROBLEME EN DIE VARIASIEREKENING

Die doel van hierdie hoofstuk is om die agtergrond van
verdere werk te skets. 'n Volledige bespreking kan in

[ 35, Hfs 2], [16]1, [42] gevind word.

1.1. Dirichlet se beginsel [42, p 305 ff] en [16, p 1-38].

Sedert Gauss die grondstelling van die algebra bewys het,
het Wiskundiges in toenemende mate die belang van bestaan-
stellings ingesien. Die bestaan van oplossings vir
ekstreme probleme in die Variasierekening, het sedert die
begin van die vorige eeu baie aandag geniet. Riemann se
geometriese funksie teorie, soos in sy doktorale proefskrif
(1851) wuiteengesit, asook sy werk in verband met Abelse
funksies (1857), toon watter moontlikhede hierdie benade-

ring inhou.

Veronderstel S is 'n oppervlak met of sonder rande, wat
met 'n geleidende materiaal oordek is. 'n Stasionere elek-
triese stroom word daarop aangebring. Die potensiaal van

so 'n stroom, is die oplossing van 'n sekere randwaarde-

probleem. Hierdie randwaardeprobleem is gekoppel aan die

volgende variasieprobleem:

Vind die vloed wat die minimum hittevrystelling verteen-

woordig.

Indien hierdie variasieprobleem oplosbaar is, volg die

bestaanstellings van die Riemann funksieteorie.
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Laat D(v) = ffG(v;+v;) dxdy . (1.1)

Die volgende minimeringsprobleem moet opgelos word:

Vind uit 'n sekere klas K van funksies, 'n u sodanig dat
D(u) = min {D(v): VvE€K}.

C.F. Gauss en W. Thompson het opgemerk dat die randwaarde-

probleem vir die harmoniese differensiaalvergelyking,
Au = u__ + u__ in G C R?,
YY
gereduseer kan word tot die probleem D(v) = min., met v 'n

funksie wat die randwaardes bevredig. Riemann het dit

Dirichlet se beginsel genoem en met groot sukses gebruik.

Weierstrass het egter in 1869 daarop gewys, dat daar nie nood-
wendig 'n toelaatbare funksie u bestaan, wat D minimeer nie.

Eers in 1900 is hierdie probleem deur Hilbert opgelos.

Plateau se probleem is 'n ander bekende minimeringsprobleem.

Die kleinste oppervlak, wat 'n gegewe kromme onderspan, moet

gevind word.

1.2. Beginsels van die Variasierekening. [42,Hfs I, II, X],

[201, [241, [41], [48].

Die fundamentele probleem in die Variasierekening is:

Vind 'n toelaatbare funksie v(x), X € R met
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v(iX) = A en v(Y) =B
wat die integraal
Y
I = & F(x,v(x),v'(x)) dx

minimeer. (Die notasie is effens gewysig ten opsigte van

dié in [42]).

'n Nodige voorwaarde vir die bestaan van 'n kromme v(x) wat
I minimeer, 1is dat dit Euler se vergelyking, van 1744,

moet bevredig:

d F, (x,v(x),v'(x))/dx = F, (x,v(x),v'(x)),

waar F3(x,y,z) = 3F(x,y,2)/9%z

[l

en F, (x,y,2) dF (x,y,2z)/3y.

Varijasierekeningprobleem 1in R" [25, p 2711, [24].

n .
Laat G € R° 'n gegewe oop versameling wees en a==(al,a2,...

an) 'n multi-indeks. Laat A 'n ordening van al die multi-

indekse o met lengte |a| = Zai < m wees. 'n Funksie
m+1

F : R »> R word gegee. Wat nou volg, stuur af op verge-

lyking (1.2).[25] of [24] is nie noodwendig van toepassing nie.

Die probleem wat opgelos moet word is:

Vind 'n toelaatbare funksie y = y(x) sodanig dat

H
|

= IGF({ya}aEA’ t) dx = min.,

met y. = Day(x) en t = y(x).
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Stel I(s) = J};F({(Y-+sw)a} y + sw)dx.

o €A’

Indien w € C:(G) en Fa = BF/aya kontinu is vir o € A,

dan is
1 = - |a| o =
I'(0) wa(( 1) N Fa+Ft) dx 0

'n nodige voorwaarde vir die bestaan van 'n funksie y wat

I minimeer. Hierbo is F, = 0F/9t en die argumente van F.

en Ft is

({ya}QEA, y) .

Voorbeeld (Sommasiekonvensie word gebruik).

Laat F({ya}aEA’ t) = aasyayB - 2 ft,
aaB = aBa en f = f(x).
Dan is Fa = 2aa8 y8 en Ft = -2f.

Aangesien w € Cz(G) willekeurig, volg
(_1)[0L| Da(aas(X) DBy(x)) = f(x) in G. (1.2)

Indien y 'n toelaatbare funksie is, moet dit verder sekere

randwaardes bevredig.

1.3. Randwaardeprobleme [35, Hfs 2]

1.3.1. Elliptiese operatore

Laat A(x,D)u = E|a|<2‘ a, D u; 2 =2m. (1.3)
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a
%) al=g 2 E (1.4)

Dan word Ao(x,£)=

die karakteristieke deel van A genoem.

Afspraak. 1In ooreenstemming met verdere hoofstukke, word die
simbole § en T, soos gebruik in [35] vervang met G en

S onderskeidelik.

1.3.2. Definisies. [35, Hfs 2]

a. Die operator A is ellipties in G as vir elke x€G

geld dat A_(x,€) # 0 vir alle gerR”, £ #0.

b. A is sterk ellipties in G as vir elke x€ G geld dat

'n komplekse vy(x) en 'n a(x) > 0 bestaan sodanig dat

Re (Y(x)A_(x,£)) = a(x)[£]?™ vir alle £ € R".

c. Soortgelyke definisies word gemaak met G in die plek

van G.

d. 'n Sterk elliptiese operator heet gelykmatig sterk

ellipties in G indien y(x) =y en o(x) = o onafhanklik

van X € G.

Veronderstel G C R" is oop en begrens. Gestel die rand S

van G 1is wvan klas Coo en G 1is lokaal aan een kant van S.
Laat Au = Z (—1)“"| p%(a . DPu) (1.5)
laf,[8] <m aB
met a ., €C _(G).
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In ooreenstemming met (1.4) word

A (x,6) = T, -nlela oo

IIB|=m
Aanvaar nou die bestaan van 'n C > 0 sodanig dat

ReA_(x,€) > C|g|?™ vir alle ¢ € R", X €

QI

A is dan 'n gelykmatig sterk elliptiese operator. Dit is

duidelik dat vergelyking (1.2) geskryf kan word in die vorm

A(x,D)y = £ in G.

1.3.3. Definisie [35, p 113]

h .
. = X . < < -
Laat  Bju In|< j bjh(x)D u; 0 <j<v-1

randoperatore wees.

{Bj};;z is 'n normale sisteem op S C S as
a. = b. (x)E” # 0 vir alle x € S en vir alle
|h|=mj Jh 1

£ # 0 en normaal op S by X.

b. m. F#¥m, vir Jj #F i.
J 1

1.3.4. Definisie [35, p 113]

Die sisteem {Bj}?;é is versoenbaar met die operator A op
S1 as vir elke x € S, en alle § € rR" ongelyk aan nul en
raaklynig aan S by x, en vir elke &' € R" ongelyk aan

nul en normaal op S by x, die polinome in die komplekse
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veranderlike T:

h .
E|h|=mjbjh(X)(€+Tg') ’ J=0’-.-, m-1,

lineér onafhanklik modulo die polinoom

+ .
HT=1(T"Ti(X,E,E'))VlS, waar

TI(X,&,E') die wortels van die polinoom Ao(x,€-+rg') met

positiewe imaginére deel is.

1.3.5. Die volgende vereistes word gestel

a. Die operator A is gelykmatig sterk ellipties in G

en het koéffisiénte in Cw(é).

b. Daar is m operatore Bj.
c. Die koéffisiéntevan B, is in c”(s).

d. Die sisteem {Bj}?;; is normaal op S.

e. Die sisteem {Bj}?;; is versoenbaar met A op S.

f. Die orde mj van Bj is < 2m-1.

Indien aan hierdie ses vereistes voldoen word, word die

probleem

f in G

Au
(1.6)

N
J

N
=
I
—

B.u = . op S 0
3 93 P oy

'n reguliere elliptiese probleem genoem.
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1.3.6. Definisie [35, p 114]

}\)-1

=0 is 'n Dirichlet sisteem van orde v op

Die sisteem {Bj
S1 € S as dit normaal op S5, is en as die orde mj presies die
waardes 0,1, ..., v-1, aanneem, wanneer Jj die waardes

0,1, ..., v-1 deurloop.

1.3.7. Variasieformulering en Green se formule. [35, pp-120,

204].
Laat af(u,v) = E|a| |B|<nnjé aaB(x)DatxDB\Idx. (1.7)
As {Fj}?;; 'n Dirichlet sisteem van orde m met koéffisiénte

. o . ' . m-1
in C (S) 4is, dan kan 'n sisteem {<I>j}j=o wat normaal op S
is, met koéffisiénte ook in Cw(S), met: orde van Fj + orde
van ¢j = 2m -1 gekry word, sodanig dat
- m-1 = . © =

= -— € b

a(u,v) jé Au v dx Ej=oj§ lelfs\lds vir alle u, v Co(G)
(1.8)

Neem die Bj's met orde mj < m en noem hulle BO, ...y B R

0 Sp<m-1. Vorm 'n Dirichlet sisteem.{Bo,“.,BP_l,

van die orde m op S.

Laat V = {v € H®(G): Bo‘v=0, . ey Bp_1v=0} (1.9)
Uit Green se formule word operatore ¢j verkry sodanig dat

- m-1 — .
a(u,v) = fGAuvdx - Ej=p fs <I>j u BSvdS , Vvir v € v, (1.10)

Indien u 'n oplossing is van

a(u,v) = J, fvdx vir alle v €V, (1.11)
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dan volg

Au = f in G en En.]:l f.®. u B'vds= 0
j=p S J J

vir alle v € V. (1.12)

Hieruit volg ®ju =0, j=pse..,m-1. [35 p205] en

die volgende stelling.

1.3.8. Stelling

Veronderstel Bé, ey Bé-l kan so gekies word dat
®j = Bj, j=psre.., m-1
dan is die probleem
Au = f in G
. (1.13)
Bju =0, 0<j<m-1 op S
formeel ekwivalent aan die variasieprobleem
u€ V:a(u,v) = (f,v) vir alle v € V (1.14)

waar (f,v) = fG fvax en V gegee word deur (1.9).

1.3.9. Stelling

Laat H 'n (komplekse) Hilbertruimte wees en

a:HXH—=>C 'n bilineére vorm op H.

Veronderstel a is Hermities (a(u,v) = a(v,u)) en nie

negatief (a(u,u) = 0). Gestel (f, ) is begrens en

antilineér op H. Dan is u 'n oplossing van

u € H:a(u,v) = (f,v) vir alle v € H

as en slegs as
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Q(u) inf {Q(v) : v € H},

a(v,v) -2 Re(f,v).

waar Q(v)

Bewys

Laat eerstens u € H 'n oplossing wees van

a(u,v) = (f,v) vir alle v € H.
Q(u+v) =a(u,u) +a(u,v) +a(v,u) +a(v,v) -2 Re(f,u)- 2 Re(f,v)
= Q(u) + (f,v) + (£,v) + a(v,v) - 2 Re(f,v)
= Q(u) + a(v,v)

= Q(u).

Laat tweedens Q(u) = inf{Q(v) : v € H}.

Q(u) <Q(u+av) =Q(u) +aa(u,v)+aalv,u) +|a]|2a(v,v)-2Re a(f,v).

a=t€R lewer t2a(v,v)+2tRea(u,v)- 2tRe(f,v) = 0.

Deur met t te deel en t na nul te laat neig volg aangesien

v willekeurig geneem is

Re a(u,v) =Re (f,v), VvV € H.

a=it lewer t?a(v,v)+2tIm a(u,v)-2tIm(f,v) = 0.

Dus is Imaf(u,v) = Im(f,v), v € H en die stelling is bewys.

1.3.10 Opmerkings

(a) Beskou weer die variasierekeningprobleem in R" (paragraaf

1.2), soos in die voorbeeld toegelig. Veronderstel die klas
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van toelaatbare funksies word bepaal deur die randwaardes

B,y=0 vir 0<j<m-1 op S.

Indien B = 37/9v3, waar 3/9v die afgeleide in die

rigting van die uitwaartse normaal op S aandui, dan is
dit volgens Lemmas 13.2 en 13.3 [22,p39] sinvol om die klas

van toelaatbare funksies te neem as HZ(G).

Deur die funksie F met

aaB Y, yB -2ft,

waar Yo = p? y(x) en t = y(x),

in die integraal I te vervang, word gevind dat

I =al(y,y)-2I(£f,y),

waar a(u,v) gegee word deur (1.7) en

(f£,v) = fG f vax.

Stelling 1.3.9. toon aan dat die variasierekeningprobleem
ekwivalent is aan die probleem:

vind y € HZ(G) sodanig dat a(y,v) = (f,v) vir alle

v € H2(G). Stelling 1.3.8. lewer weer die vergelyking

Ay = £ soos in 1.2 afgelei.
b. Die orde van die operator A is ewe (£ =2m) aangesien in

[35, p109] (byvoorbeeld) bewys word dat vir n>2 elke el-

liptiese operator van ewe orde is.
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c. Laat g € H"(G) en f € L2(G). Gestel
B:HxXxH=C met H=H(G).

Die probleem

u-gEEHZ(G) : B(v,u) = (v,f) vir alle v € C:(G)

word die veralgemeende Dirichletprobleem gencem [1, p 98].

d. Laat u, f € Liok(G) en A(x,D) soos in vergelyking (1.3)

met a, € ClaI(G) vir |a] > 0.

u word 'n swak oplossing in G vir Au = f genoem as
(f,v) = (u, A* v) vir alle v € C:(G),

waar A*v= Ela]<2,(—l)|al Da(gav)- [1, p 52]

e. Indien af(u,v) = &;Vu-Vvdx, f € L?(G) en H = Hé(G) in
Stelling 1.3.9, dan is u die oplossing van die klassieke

Dirichletprobleem:

-Au = f 1in G

u=0 op S.

f. 1In [51, p8ff] is Q(v) foﬂ(p(v')2 + gqv? - 2fv)dx.

Enige funksie v wat die limiet is van 'n ry {vn}CIHz(G),
wat die randwaardes bevredig (byvoorbeeld v, = g op S vir
elke n) is toelaatbaar, mits met limiet bedoel word konver-

gensie in die sin
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[T pv' -v)? +qv-v )2 >0 as n - e,

Gevolglik word slegs vereis dat v € H! (G). In die numeriese
analise is dit van groot belang, aangesien daar met funksies
gewerk kan word wat stuksgewys kontinue afgeleides het.
Sulke funksies kan maklik gekonstrueer word en vergemaklik
die berekeninge. Stuksgewys lineédre funksies, byvoorbeeld

die "hoedfunksie", word dikwels gebruik.

g. In die variasieformulering word twee tipes randwaardes

onderskei:

Bj uau=0, j=20,...,p~1, met mj < m, genoem stabiele
randwaardes

en Bj u=20, j=ps,...,m=1 met mj 2 m, genoem natuurlike
randwaardes.

Stelling 1.3.8. toon aan dat die eerste tipe uit die voor-
waarde u € V volg en die tweede uit die vorm van Green se

formule wat gebruik word.

1.3.11. Voorbeelde

a. In [35, p 208] word aangetoon dat verskillende vorms
a(u,v) en dus verskillende Greenformules, met dieselfde
operator gekoppel kan word. Laat A die Laplace-operator

in twee dimensies voorstel.
Au = D?u +D§u (1.15)
1

of ook
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— N2 2 -
Au—Dlu+D2u+Dl(cD2u) Dz(chu)
+D2cD1u-D1 c D,u, (1.16)
waar c € C'(G) reé&lwaardig is.

Die twee Green-formules is:

fGVu- Vv dx = - fGAquer f.T uvads (1.17)
S 1

en f.[Vu-Vv +cD,ubD,v=-cD,udyv

+ {D,cD,u -D, cDyu} v ] dx
= - fGAuvdx- fS[Tlu + cT, ulvds, (1.18)

waar T, en T, respektiewelik die uitwendige normaal af-
geleide op S (39/3v) en die raaklynige afgeleide aan S (3/930)

voorstel.

Twee Neumann tipe probleme word verkry:

- Au =f in G, T,u =0 op S (1.19)

en - Au = f in G, T,u +c T,u =0 op S. (1.20)

b. Beskou die probleem

Au = A2u +u=f in G
(1.21)
Bu=u=0 en Blu = Tl(Au) = 0 op S

waar T, weer soos in 1.3.11.a die normaal afgeleide voor-
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stel.

In [35, p 206] word aangetoon dat hierdie probleem nie in
die variasieformulering pas nie, hoewel dit 'n reguliere

elliptiese probleem in die sin van 1.3.5. is.

Hierdie probleem kan egter in die vorm

fGAuK\—rdx=fo Avdx vir alle v € V (1.22)

geskryf word. Die ruimte V hang af van die keuse van die

operator A.

Sulke ruimtes word in Hoofstukke 3 en 5 gebruik. Bestaan-

en regulariteitstellings vir sekere tipes probleme word bewys.
Daar sal gesien word dat die keuse van A aanleiding gee tot
verskillende tipes randwaardes. Die probleme wat bestudeer
word, word in hoér orde Sobolevruimtes geformuleer as wat

in die gewone swak formulering gedoen word. Sekere regulari-
teitresultate volg dan sonder dat van die Sobolevruimtes

H °(G) en H °(S) gebruik gemaak word.

Die voorbeeld [ 35, p 214] word aangehaal. Laat H = Hé(G) en

|v]?2 = = | Divlé die norm van H wees. [-|_  is die L?(G)
norm.

Laat V = {v € H:D;Av € L?(G), 1 <i <n}

en hvi? = ElDivlé + |DiAv|é

die norm van V wees. Indien
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a(u,v) = fG[V(Au)'V(A\-r) + Vu-Vv] dx

dan is Rea(u,u) = [lull? sodat die variasieprobleem,

vergelyking 1.14, 'n eenduidige oplossing het [35, p 201].

Daar bestaan dus 'n u € V sodanig dat

fG[V(Au)-V(AG) +Vu-vvldx = J VE- Vvdx vir alle v € V.

Green se formule impliseer

fGV(Au)-V(A\_f)dx = fG(u— f) Avdx vir alle v € V.

Aangesien H!(G) € {Av:v € V} volg

- A%u=u-f in G en

Tl(Au)=0 op S, u=0 op S.

1.3.12. Opmerkings

a. Indien A = A in vergelyking 1.22 gekies word, dan

pas probleem 1.21 in die variasieformulering.

b. 1Indien afgeleides in hierdie bespreking nie in die
klassieke sin bestaan nie, 1is dit in die sin van Schwartz
distribusies [44, Hfs 6] en [47]. Randwaardes is in die
sin van die spoorstellings [35, p 41] indien S regulier

genoeg is, andersins in die variasiesin.
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HOOFSTUK 2

VARIASTE-ONGELYKHEDE

2.1. Inleiding

In hoofstuk 1 is sekere differensiaalvergelykings, rand-
waardeprobleme, minimeringsprobleme en variasieprobleme
bespreek. Hierdie probleme het verband met sekere Wiskun-
dige modelle. Die volgende vrae word as riglyn in hierdie

hoofstuk gebruik.

a. Hoe ontstaan differensiaalvergelykings, of die beherende

vergelykings, gekoppel aan 'n gegewe probleem?

b. Is daar 'n sistematiese manier om hierdie vergelykings

te verkry?

c. Indien 'n Wiskundige model opgestel moet word, word daar
benewens beherende vergelykings ook ander beperkings opgelé?
Watter beperkings lei tot goed gestelde probleme, met ander

woorde, probleme wat eenduidig bepaalde oplossings het?

d. In hoofstuk 1 het randwaardes beperkinge op die oplossings
gelé. 1Is daar ook ander maniere om goed gestelde probleme te

verkry?

Die doel van hierdie hoofstuk is om op hierdie vrae in te gaan,

asook om sekere aspekte van variasie-ongelykhede te bestudeer.
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2.2. Behoudwette [43]

Laat G 'n gebied in R" wees en Q C G 'n willekeurige ge-
bied met gladde rand I'. Die uitwaartse normaalvektor op T

is n(x).

Die volgende funksies word benodig.

u(x,t): 'n Reélwaardige funksie, wat die digtheid van die
hoeveelheid wat behoue moet bly, gee.

¢(x,t)€5Rn: die vloedvektor.

b(x,t) €R: die tempo waarteen kontinue bronne in Q die

hoeveelheid vrystel.

B(x,t) € R: die tempo waarteen kontinue randbronne die hoe-

veelheid vrystel.

Bi(xi,t)GIR: die tempo waarteen puntbronne in @ die hoeveel-
heid vrystel.

Ri(xi,t)GER: die tempo waarteen puntbronne (wat toevallig, as
gevolg van die keuse van I, randbronne is) die

hoeveelheid vrystel in Q.

Soos in [43] word die term behoudwet gebruik, ook as balans-

wet bedoel word.

Veronderstel die tempo waarteen u in { verander is gelyk aan
die vlioed ¢ oor die rand T + (-) die tempo waarteen bronne
(putte) die hoeveelheid in Q vrystel (absorbeer). Q C G

willekeurig.
Die behoudwet volg as [ 43, p4]

d/dt fou(x,t)dx = -/, ¢+ nds + [;bdx+ [ Bds

+ E}: Bi+ E% Ri vir alle Q C G (2.1)
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of in differensiaalvorm
ou/3t +dive = b+div T, (2.2)
waar B = T*n=T, n en div¢-= Di ¢i (2.3)

Deur middel van die sogenaamde samestellingsvergelykings, word

differensiaalvergelykings, wat die beherende vergelykings is,

verkry.

'n Aantal voorbeelde word nou gegee.

2.2.1. Die meganika van vloeistowwe in poreuse media [19, p12].

Massabehoudwet: ¢3p/3t +div(pv) = g, (2.4)
waar ¢ = poreusiteit van medium en v = snelheidsveld.

Darcy se wet: v = -Kgradu, (2.5)
waar K = deurlaatbaarheid van medium en

u druk.

Twee gevalle word onderskei.

a. Vloeistof. (effens samedrukbaar)

Die verband tussen digtheid p en druk u word gegee deur
p=rp, (1 +cla-u)),

waar ¢ = samedrukbaarheidskoéffisiént,

c <1.

Daar word aanvaar pv = pyv en u bevredig
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cpou/ot - div(Kgradu) = g/pO (2.6)

b. Ideale gas in isotermiese beweging

Wet van Mariotte: u = Cp, C is konstant.

Massabehoudwet: $pop/ot - div(C p Kgrad p) =g,

of pou/at —div(Kugradu) =Cg (2.7)

2.2.2. Eendimensionale golfvergelyking [43, p 32]

Laat 'n punt x 1in die onuitgerekte konfigurasie van 'n veer,
se posisie op tydstip ¢t, soos gemeet vanaf die staties uit-

gerekte konfigurasie, met u(x,t) aangedui word.

Vertikale beweging word bestudeer.

Samestellingsvergelykings:

pdu/at verteenwoordig momentumdigtheid;
momentumvloed is 0;

pg (gewig per eenheidlengte) is 'n kontinue momentumbron;

A(dX/dx + 9u/3x), met X(x) die posisie van x 1in die
statiese konfigurasie, is 'n kontakbron vir momentum (spankrag

volgens Hooke se wet).

Die behoudwet:

d(pdu/ot) /ot = pg+ [ A(dX/dx + 3u/9dx)]/9x
Die statiese situasie lewer pg + AX" = 0 en gevolglik is

92u/3t? - % 32u/9x2 = 0. (2.8)
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2.3. Hittevergelyking [43, p 33]

Veronderstel hitte word in Q C Rn, n=2 of 3 gelei.

cpu is hittedigtheid waar c = spesifieke warmte,

p digtheid,

u temperatuur van materiaal.

- Kgradu is die hittevloed soos in (2.5); K = warmtegeleidings-

koéffisiént.

Geen bronne kom voor nie.

Die behoudwet:

of

2.

d(cpu) /3t + div(-Kgradu) =0 (2.9)
ou/3t - kAu = 0; k = K/cp, (2.10)
A = Laplace operator.

3. Stasionére probleme

Die probleme wat in hoofstuk 1 bespreek is, 1is tydonafhanklik.

Die beherende differensiaalvergelykings van hoofstuk 1, kan

verkry word uit 'n behoudwet, deur die ewewigsituasie of

stasionére probleem te beskou. S6 reduseer vergelykings (2.10)

en (2.9), byvoorbeeld, onderskeidelik tot die volgende:

die harmoniese vergelyking Au = 0 van paragraaf 1.2 en die

vergelyking - div(Kgradu) =0. Indien die medium nie nood-

we

ndig isotropies en homogeen is nie, 1is K 'n matriks (Kij)

en indien

> 2 . c n
Kijgigj clgl vir alle £€R (2.11)

volg die elliptiese differensiaalvergelyking
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A(x,D)u = - Di(Kij(x)Dju) =0, (2.12)

waar A ooreenstem met die operator van vergelyking 1.5

met m=1.

Dit is ook bekend dat die oplossing van die hitteprobleem
byvoorbeeld, in 'n sekere sin konvergeer na die oplossing
van 'n stasionére probleem. Hierbo is dit 'n elliptiese

probleem.

Die statiese situasie pg + AX" =0 1is ook benodig om die

golfvergelyking in die vorm 2.8 te skryf.

Hierdie bespreking dien as motivering vir die bestudering wvan
elliptiese probleme. Die tydafhanklike probleme word in hoof-

stuk 5 bespreek; slegs paraboliese probleme word daar be-

studeer.

2.4. Randmodelle [43]

In hoofstuk 1 het Dirichletrandwaardes en Neumannrandwaardes
die klas van toelaatbare funksies bepaal. In hoofstuk 5 word
gekoppelde randprobleme, waarin tyd- en ruimtelike afgeleides
'n rol speel, bestudeer. Kombinasies van hierdie drie
moontlikhede word ook gekry. In [43] word aangetoon dat die
oorsprong van randwaardes gevind kan word deur die rand self
as 'n medium, met sy eie behoudwette te beskou. Tussen die
randgebied en die gebied G wat bestudeer word,vind daar kop-

peling plaas. 'n Resultaat van hierdie beskouing word nou

benodig.
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Meerdimensionale randmodel [43, pp8,9]

'n Hoeveelheid u, bevredig 'n behoudwet in 'n gebied G, .
Die randgebied G2 is van dieselfde dimensie as G,. Die

twee behoudwette vir G1 en G2

Bui/at + div¢ﬁV= bi-Fdiv T, i=1,2 (2.13)

tesame met die koppelvoorwaarde

¢1-n-¢2-n-Tl-n-krz-n-le4—R2 =0 (2.14)

lewer die volledige Wiskundige model.

Die klassieke Neumann-tipe en Dirichlet-tipe randwaardes word

in [43, p15ff] gegee.

2.5. Variasie-ongelykhede

Indien die rand S van G 'n halfdeurlaatbare membraan is, wat
slegs 'n vloed in G in toelaat en alle uitvloei keer, word
'n nuwe benadering ten opsigte van randwaardes nodig. Dieselfde
geld ten opsigte van "vrye-rand-probleme", aangesien klassieke
randwaardes nie op 'n vooraf bekende deel van die rand, opgelé
kan word nie. "Plateau se probleem", paragraaf 1.1, kan ook
tot 'n nuwe probleem lei. Veronderstel 'n konvekse obstruksie
word onder 'n membraan geplaas. 'n Geslote kromme word gegee.
'n Nuwe minimeringsprobleem kan nou geformuleer word: vinddie
kleinste oppervlakte wat die gegewe kromme onderspan en ter-
selfdertyd bo die konvekse obstruksie 1l&. Die minimerings-
probleme of variasieprobleme wat tot dusver bespreek is, kan
nou aan gegewe "konvekse" beperkinge onderwerp word. Die

studieveld van Variasie-ongelykhede word nou betree.
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In hierdie hoofstuk word slegs 'n paar aspekte van Variasie-
ongelykhede aangeraak. 'n Paar voorbeelde word gegee. Die
doel hiervan is soos in die eerste hoofstuk,om die agtergrond
te skets, waarteen verdere werk gedoen word. In hoofstukke 3 en4
word 'n formulering van Lions [33], asook die benadering van
Sauer [45] ten opsigte van randwaardes, gebruik om 'n nuwe
benadering ten opsigte van Variasie-ongelykhede te ondersoek.
Die idee van Lions soos geskets in 1.3.11.b hoofstuk 1 help
met die hantering van randwaardes. In hoofstuk 5 word hierdie
benadering ten opsigte van "evolusieprobleme" gevolg. Die doel
van hierdie en verdere hoofstukke, 1is geensins om 'n verteen-

woordige behandeling van Variasie-ongelykhede, of Evolusie-

ongelykhede te gee nie.

2.5.1. Halfdeurlaatbare wande [19, p 14ff].

'n Gebied G € R®(n < 3) met rand S en uitwendige normaal n
bevat 'n poreuse medium. Die druk van 'n viskeuse vloeistof

wat vergelyking (2.6) bevredig, word aangedui met u. Aanvaar

c¢ = K=p = 1.

a. Wand met eindige dikte [19, p16]

'n Funksie h word gegee. Die randvoorwaardes het die vorm

(i) h(x) < u(x,t) impliseer 3u/dn = 0 (2.15)
.1
(ii) h(x) =2 u(x,t) impliseer -3u/on = k(u-h),

k is die geleidingsvermoé van die wand.

Die druk van binne op S, kan groot wees, maar indien dit 'n
gegewe hoeveelheid oorskry, word invloei van buite af gekeer.

Indien die druk kleiner as 'n gegewe waarde is, word vloeistof
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van buite af binnegelaat, met 'n tempo eweredig aan die

verskil tussen die druk en die gegewe hoeveelheid.

Die koppelvoorwaarde [43, p 15] by Neumanntipe randwaardes

word gegee deur

(¢, -7,)'n = - R, oOp S. (2.16)
Veronderstel (¢, -7, )°n = - 3u/dn/k wuit (2.5) en
- R1 = [0 as h < u
(2.17)
u-h as h' 2 u

Die randvoorwaardes (2.15) volg nou.

(b) Wand met weglaatbare dikte [19, p15]

'n Funksie h word gegee. 'n Halfdeurlaatbare membraan op
S laat vloei in G in toe, maar verhinder alle uitvloei.
'n Druk h(x), x € S, word van buite op G aangebring. Die

randvoorwaardes is

(i) h(x) < u(x,t) impliseer 3du/dn = 0
(2.18)

(ii) h(x) =2 u(x,t) impliseer -3u/3n < 0

Hierdie randvoorwaardes verskil van dié in geval (a) in die
volgende sin. Wanneer die druk van binne op S by 'n punt
kleiner as 'n gegewe waarde is, word vloeistof binnegelaat.
Die vloed, -Kgradu, maak 'n hoek tussen 90 en 180 grade met
die uitwaartse normaal n(x). Aangesien die wand dun is, is
dit redelik om te aanvaar dat u =2 h oral op S. Andersins sou

vloceistof die gebied G binnevloei en onmiddellik die druk-

verskil ophef.
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Indien R, =0 vir h <u
(2.19)

en R1 Z 0 vir h =2 u

en (¢1'-T1)'n = - Kd3u/9n,
dan volg die randvoorwaardes (2.18) uit die koppelvoorwaarde

(2.16).

Stasionére probleem

Die beherende vergelyking (2.6) reduseer tot

- Au = £ in G. (2.20)

Tesame hiermee word die randwaardes (2.18) asook die beper-

king
u=hop S (2.21)
opgelé.

Laat v gedefinieer wees op G en voldoen aan (2.21). Dan is

fs (v-u) 9u/9n ds = fS (v-h) 9u/9n ds +fs(h—u)8u/3nds> 0 op grond van (2.18).

Indien omgekeerd

u 2 h en fs(v—u)au/BndS 2 0 vir alle v met v =2 h, (2.22)
volg deur v=u+w met w =2 0 op S te kies, dat

du/dn = 0 op S.
Die keuses v=h en v=2u-h 2 h op S lewer
Js (u-h)du/dnds = 0.

(2.22) impliseer gevolglik
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du/dn =2 0, w =2 h, (u-h)3u/%n = 0 op S, (2.23)

wat duidelik ekwivalent is aan (2.18) tesame met (2.21).

Deur gebruik te maak van die beherende vergelyking (2.20)

volg

Joflv-u)dx = Jo - bdu(v-u)dx

&;Vu'V(V-u)dx-g% du/dn (v - u)ds. (2.24)

Die probleem van stasionére vloei van 'n effens samedrukbare
vloeistof in 'n poreuse medium wat deur 'n halfdeurlaatbare
membraan van weglaatbare dikte bedek word, kan nou soos volg

geformuleer word:

Vind u met u =2 h op S sodanig dat
(2.25)

&;Vu-V(v—u)dx = &;f(v-u)dx vir alle v met v 2 h op S.

Probleem (2.25) word 'n Variasie-ongelykheid genoem. Op grond
van die ekwivalensie van (2.23) met (2.22) volg dat probleem

(2.25) "formeel" ekwivalent aan die oorspronklike probleem is.

2.6. Abstrakte Formulering van Variasie-ongelykhede

2.6.1. Definisie

Laat 'n differensiaaloperator A in die vorm (1.5) van hoof-
stuk 1 gegee wees. Die bybehorende bilineere vorm word gegee
deur (1.7). Die bybehorende kwadratiese vorm word met a aan-

gedui, waar

a(u) a(u,u).
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2.6.2. Definisie

Laat a(-,-) 'n bilineére vorm wees, gedefinieer op 'n
Hilbertruimte V met norm aangedui met |l-ll. a heet koér-

sief as daar 'n positiewe c bestaan sodanig dat

a(v) = cllvll? vir alle v € V.

a heet kontinu as daar 'n M bestaan sodanig dat

la(u,v)|] < Mlull llvl vir alle u,v € V.

2.6.3. Definisie

'n Versameling K 1is konveks as t K +(1-t)K € K vir elke

tmet 0 <t <1.

Laat V = H'(G) en E C G 'n geslote deelversameling.
Met v 2 h op E word bedoel dat 'n ry {vn} c v nc™G)

bestaan met die eienskappe

v 2h op E en v v in V. [32].
In die 1lig van hierdie definisie is die versameling
K={v€V:v>=>=hopE} (2.26)

'n konvekse geslote deelversameling van v=H"(G).

2.6.4. Definisie

Laat V soos in definisie 2.6.3 wees.

Die spooroperator [ 35, p 39] aangedui met TO het die eienskap
(Tou)(X) = u(x) vir x € S,

indien u € C (G).
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Laat aij € Cw(é). Dan word die konormale afgeleide T,.
geassosieer met die operator - Di(aiiju), gedefinieer

deur

(T1 u) (x) = a, . (x)D.,u(x)n, (x) wvir x € 8
ij 3j i

en u € c“(é).

Indien m =2 1 word die uitbreiding van TO op V weer aangedui
met To‘ Indien m = 2 word die uitbreiding van T1 weer aan-

gedui met T,.

Laat E=S in definisie 2.6.3. Aangesien TO 'n kontinue af-
beelding van H®(G) in HO(S) [35, p39] is, word (2.26) ge-

skryf in die vorm
K={veV: T v=>h op S} met v=H"(G). (2.27)

Laat m=1 en a(-,-) die bilineere vorm wat by Laplace se
operator A hoort. (Definisie 2.6.1). Laat K gegee word

deur (2.27). Laat

(f,v) = &;f\IdX vir v € V., (2.28)
Die variasie-ongelykheid (2.25) kan nou geskryf word as:
vind u € K sodanig dat

a(u,v-u) = (f,v-u) vir alle v € K. (2.29)

2.6.5. Abstrakte variasie-ongelykheid [37], [49].

Laat V 'n reéle Hilbertruimte wees met inwendige produk en
norm aangedui deur (°,°*) en |-l onderskeidelik. V* is die

duaal van V en die paring van V* met V word aangedui
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deur (f,v), vir £ € V¥ en v € V. Laat a 'n kontinue bi-

lineére vorm op V wees en K 'n konvekse geslote deelver-

sameling van V. Laat f € v*,

Probleem (2.29)is 'n abstrakte variasie-ongelykheid en word as

definisie aanvaar.

Die "klassieke" stellings in [ 37] en [49] verseker dat probleem

(2.29) 'n eenduidige oplossing het, wat kontinu van f afhang,

indien a koéersief en kontinu is.

2.7. Stelling [37], [49] Veronderstel af(u,u) = 0.

Indien af(u,v) = a(v,u), heet a simmetries. In di€ geval is

(2.29) ekwivalent aan:

vind u € K: Q(u) = inf{Q(v) : v € K}, (2.30)

waar Q(v) = a(v) - 2(f,v)

soos in (1.3.9)

Bewzs

u bevredig Q(u) < Q(v) vir alle v € K as en slegs as

Q(u) < Q(tv + (1 -t)u) vir alle vE€ Ken 0 <t <1

as en slegs as a(u) -2(f,u) <a(u) +2tla(u,v-u) - (f,v-u)]
+t?2a(v-u) -2 (f,u), VEK, 0<t<1

as en slegs as a(u,v-u) =2 (f,v-u) vir alle v € K.

2.8. Opmerkings

a. Hierdie stelling motiveer die keuse van die onderwerp in
die eerste paragraaf van hoofstuk 1. Dirichlet se beginsel kan

bewys word [ 16, p 23ff] en [42, p 315ff] indien aanvaar word dat
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minstens een toelaatbare funksie u 1is sodanig dat D(u) < =,
sien vergelyking 1.1. Sodoende is dit moontlik om 'n nie-leé
konvekse versameling K te definieer, sodanig dat Dirichlet
se beginsel met die oplos van 'n variasie-ongelykheid ooreen-

stem.

b. Indien K=V dan reduseer (2.29) na die gewone variasie-

probleem a(u,v) = (f,v) vir alle v € V.

2.9. Vrye-rand-probleme

2.9.1. Voorbeeld [30], [2] en [ 3]

J ¢
D

DN
TAUT 7777 T

Die stasionére, rotasievrye vloei of deursypeling van 'n
onsamedrukbare vloeistof, deur 'n isotropiese, poreuse medium
word beskou. Uit Darcy se wet (2.5) volg Laplace se verge-
lyking Au = 0 1in G, soos in paragraaf 2.3 verduidelik. As
deel van die oplossing tot die probleem, moet 'n funksie ¢
gevind word, wat die vrye-rand se posisie gee. Die skets toon
'n dwarsdeursnit van die medium, wat 'n konstante deursnee

het. Die vloeistof beweeg van links, met 'n diepte van y1 na

regs, waar die diepte y, is. AE is ondeurdringbaar.

Randwaardes |3 Appendix A]. Sien skets hierbo.
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Die druk op AB word gegee deur

p (y) =cly -yl
en op DE deur

Indien u = p/c + y dan is

|

o
I

y1 op AB en u = y2 op DE.

u(x,o(x)) ¢(x) op BCD, want die druk is nul op BCD.

ou/dn = 0 op BC en AE.

Die snelheidsveld word gegee deur

v = - Kgradu = - -ggrad (p + cy)
en K/c = k/(vp),
met Vv = viskositeit van die vloeistof,

deurdringbaarheid van die medium,

en digtheid van die medium.

2.9.2. Variasie-ongelykheid [ 30]

Die poreuse medium beslaan 'n reghoek D met rand S. Na 'n sekere
transformasie word die probleem die variasie-ongelykheid (2.29)

met
K = {v € H' (D) : T Vv =gopSenv=>0 in D}.

Die gebied G waarin die oplossing w van die variasie-

ongelykheid gedefinieer is, word gegee deur

G = {x,y) € D: w(x,y) > 0}

en die vrye rand word gegee deur
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d(x) = m {t:w(x,t) =0, 0 < x < a}

1nt€ (y?. ’yl)
'n Verdere bespreking van hierdie probleem volg in hoofstukke 3

en 4. Verder is u =y - 3aw/dy in G.

2.9.3. Opmerkings

a. Bogenoemde probleem word numeries met behulp van eindige-

element metodes in [ 30] opgelos.

b. 'n Soortgelyke variasie-ongelykheid word in [ 15] bestudeer.

'n

Numeriese resultate word gegee. Die drukverspreiding in
dun lagie van 'n smeermiddel, tussen twee ewewydige silinders,
moet gevind word. Daar word aangetoon dat die vrye-rand-

probleem, 'n meer realistiese benadering tot die probleem

as die gewone randwaardeprobleem is.

c. Lions [33] wys op die volgende probleem wat nog nie op-
gelos is nie: Het die tegnieke van variasie-ongelykhede nut

by die oplossing van "alle" vrye-rand-probleme?

2.10. Verdere aspekte en formulering van die variasie-

ongelykheid probleem.

Die teorieé van variasierekening, variasie-ongelykhede en
monotone operatore in Banachruimtes het sedert 1964 baie
aandag geniet [6], [7], [9], [10], [11], [12], [38]. Verdere
verwysings kan in [ 9 ] gevind word. In hoofstuk 3 word
aandag hieraan gegee. Op hierdie stadium word 'n aantal
definisies gegee, wat verderaan benodig word. Twee bestaan-
stellings in die Banachruimtekonteks word aangehaal. 1In die
volgende deel van hierdie hoofstuk, word toepassings van die

nuwe formulering wat nou volg, in die Hilbertruimtekonteks
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gegee.

2.10.1. Definisies

Laat X 'n refleksiewe Banachruimte met duaal X* wees en

paring (y,x) vir y € X* en x € X. -l dui die norm van X

'n Funksie £ : X - R is konveks as

f(tu+ (1-t)v) <tf(u) + (1-t)f(v)

vir alle u, v€ X en 0 <t <1].

'n Konvekse funksie f : X = R is onder halfkontinu as

-+ u impliseer liminf f(un) = f(u).

Die klas van alle konvekse funksies op X met waardes in

(mo, +o], wat nie identies + « is nie en wat onder half-

kontinu is, word aangedui met FO(X) [ 39].

Die effektiewe gebied van f € FO(X) word aangedui met

D(f) en D(f) = {x € X: f(x) < «}.

'n Operator T : D(T) € X - X* heet monotoon as

(Tu-Tv, u-v) =2 0 vir alle u, v € D(T). [10].

'n Operator A : X - X* is pseudo-monotoon [ 34, p 179] as

(i) A begrens is. (A beeld begrensde versamelings af op

(ii) uj——iu en lim sup (Auj, uy - u)

begrensde versamelings).

A
o

impliseer
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linlinf(Auj, uj - v) 2 (Au, u-v) vir

alle v € X. (Swak konvergensie word aangedui met —)

g. Indien gelykheid in definisie (e) geld slegs as u=v,

dan heet T streng monotoon.

h. 'n Operator T :D(T) C X » X* is hemikontinu as D(T) konveks
is en T 'n kontinue afbeelding is van elke lynsegment in D (T)

na die swak topologie van X* [12].

2.10.2. Opmerking. 1In definisie 2.10.1.b maak dit nie saak
of‘un swak of sterk konvergeer nie, want £ 1is konveks.

(Die swak en sterk afsluiting van die versameling

epi f = {(x,t):x € X:f(x) < t}, sien [40], is gelyk.)

2.10.3. Stelling [12]

Laat T 'n monotone hemikontinue operator gedefinieer op 'n

refleksiewe Banachruimte X wees, met waardes in X*. Laat

f e FO(X) en f(0) = 0. Veronderstel dat daar vir 'n gegewe

w € X* 'n R >0 bestaan, sodanig dat

(Tu - w,u) + f(u) > 0 vir alle u met llull =R. (2.31)

Dan bestaan daar 'n u € B, = {u: llull < R} sodanig dat

(Tu-w, v-u) + £f(v) -~ £f(u) 2 0 vir alle v. (2.32)

Indien T streng monotoon is, dan is die oplossing van

(2.32) eenduidig. As

[ (Tu,u) + £(u)]/llull » «» as llull » « (2.33)
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dan bestaan daar 'n oplossing vir (2.32) vir elke w € X*,

2.10.4. Stelling. [34, p251]

Veronderstel A : X - X* is pseudo-monotoon en ¢ € FO(X).

Gestel 'n v, € D(¢) bestaan sodanig dat

[ (Au,u-v ) +¢(u)]/llull >« as Jlull > «.  Dan bestaan daar

vir elke x* € X* 'n u € X sodanig dat

(Au - x*, v - u) + ¢(v) - ¢(u) =20 vir alle wv.

2.10.5. 1In [37] Stelling 2.2. word 'n soortgelyke stelling

in die Hilbertruimtekonteks gegee.

2.11. Enkele verdere toepassings uit die literatuur.

2.11.1. ©Laat £ (u) &;q(u(x»ds

tk(t-h)? as t < h.
0 andersins.

met qg(t)

'n Variasie-ongelykheid van tipe (2.32), word in [19, p 30]

vir die probleem wat in paragraaf 2.5.1.a bespreek is, gegee.

2.11.2. Lineere Elastisiteit met Wrywing [19, p 135 £f]

Samestellingsvergelykings

O35 = @ jkn Exn (W (2.34)

gee 'n lineere verband aan, tussen die spanningstensor, Oij

en die gelineariseerde vervormingstensor, eijhn==%hﬁ j+uji)
’ 14
met u die verplasingsvektor. In hierdie afdelings is

f,j = af/axj vir enige differensieerbare f.
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Behoudwet [19,p3]l: o .+ £, =;3dvi/dt (2.35)

ij.3 1

Green se formule [19, p 107]

Laat (Au)i = - Blaijkh ekh(u)]/axj, (2.36)
en
(£,9) = J £, g, dx vir £,9 €[L?(G)]°, (2.37)
[v,wlg = Jgvwds vir v,w € L2(S), met s, C s. (2.38)
1 1
en a(u,v) = Qsaijkh_ekh (u)eij(v)dx. (2.39)
Laat .= 0,. n, n,.,
N ij i 3
Op = {oiT}, (2.40)
O,m = Gij nj - Oy n,-
Laat vy T vi ni en vT = Vv-nvy (2.41)
Dit is bekend dat
oij nj v, = oT\7-+oN Ve = OT Vo + oN Vg (2.42)

en Green se formule volg as

(Au,v) = a(v,u)-g% [oT v, + Oy vN]dS (2.43)

Coulomb se wet. Stasionére geval

'n Elastiese liggaam beslaan 'n gebied G met rand S. 'n

Deel SF van S 1is onderhewig aan wrywing. Klassieke voor-

waardes word op die komplement SU= S--SF van SF gegee.
Die model wat bestudeer word is:
a. o, .+ £, =0 in G (vanaf (2.35)) (2.44)
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b. u, = U, op Sy (2.45)
c. oy = FN op SF (2.46)
d. lo,| <g impliseer u, = 0 op S, (2.47)

e. |o,.| = g impliseer daar bestaan 'n A = 0

o

sodanig dat u, = - AOT op Sg. (2.48)

Definieer bogenoemde as probleem a. b. c. d. e.

Definieer j(u) = Jg g(x)[vT(x)ldS. (2.49)
F

Stelling [19, p 139]

Laat V = [H'(G)]®. Die probleem a.b.c.d.e. is formeel

ekwivalent aan die variasie-ongelykheid

: c . -
vind u V sodanig dat u U op Sy en

a(u,v-u) + j(v) -j(u) = (f,V-u)+[FN, Ve T uN]s
F

. c . - .
vir alle v V sodanig dat v U op SU

(2.50)
Bewys [19, p 139]
: . _ - >
(d) en (e) impliseer o (v, - u;) + g(lle IuT|) 0 op S_.

(a) en (2.43) impliseer

-[UN,VN—uN]S - fs o(v-u)ds

a(u,v—u)-loT,v -u_]
F F U

T T S

= (f£,v=-u).
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Aangesien o _ = F_ op SF en v=u=U op SU volg

a(u,v-u) - (f,v-u) —[FN,V -u_]

Gevolglik is a(u,v-u) + j(v) -J(u) -[F,v

(flv_u) = f

N N

= [OT'VT _uT]S

N NSF F

N-uN]S

F

s, [oT(VT-uT)-+g|vT|-gluT|]dS > 0.

Laat omgekeerd v = u * w met w € [C:((_.-‘,)]3 en u die oplos-

sing van die variasie-ongelykheid wees.

Dan volg eerstens Au = f in G en tweedens

fSF

L
Deur vir willekeurige w € H?(S) 'nm v te kies met Vo =1u

en

Nou is

Die keuse v =y

J

S

[o (v, -uy) +g(]v,]

lupl) + (o -Fy) (v -u)las

Z 0 vir alle v €V met v=U op SU

T

Vg=W volg dat 0N=FN op SF.

SF[oT(vT -ug) o+ g(lle - [uT|)]dS = 0.

N11+lp ; V.. = nYy lewer

Jlopv glvllas - J, [o u,+ glu,]las >0,

F

aangesien

vl < ¥l en o ¥, = o ¥.

Nou word ¢y hierbo met * Ay, A =2 0 vervangen eerstens word

die geval X » o en tweedens die geval A » 0 beskou.
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Die resultaat is (i) [fy o vds| </, gly|ds,
F F

en (ii) .% [0T11
F

ot 9 IuTl]dS < 0.

Nou volg |0T| < g byna oral op So [19, p141]

en dus is o u_+ glu | = 0 byna oral op S_.

Hieruit volg (d) en (e).

2.11.3. Opmerking

Veronderstel SF is 'n platvlak met uitwendige normaalvektor
n(x) = (0, -1, 0). Veronderstel die deformasie vind slegs in
die x, rigting plaas. Laat u = (ul, 0, 0) 'n oplossing van

(2.50) wees. Uit (2.44) en (2.34) volg

— = 1 2 .
Bj(aijlh ah ul) fi in G. (2.51)

Elkeen van hierdie drie vergelykings is van die vorm (1.6)

met m=1.

Die randwaardes (2.46) ... (2.48) reduseer tot:

022 = 01311 nj = ON = FN op SF'

|0T| < g impliseer u, = (u,, 0, 0) = u =10 op S_.

IOTI = g impliseer daar bestaan 'n X =0
sodanig dat (u,, 0, 0) = u, = - AoT op SF.

O = = 04, = 0,, N, impliseer
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41,
Op = ~ (012’ 0, 032)'
Nou volg u, =Xio  eno,, =0 op S, as [oTl = g.
Stel a1j1h = bjh en kies v = (Vl, 0, 0) in (2.50).
u, is dan 'n oplossing van
&sbjh 8, u, aj(v1 - u,)dx + g,%E‘[|V1| - ]ullldS

> _ .
fG fl(v1 ul)dx vir alle v,

= (= 1
met v, U1 op S, en v, H" (G).

Hierdie tipe probleem word in [23][ p 39ff] numeries opgelos.

2.11.4. Starre Viskeuse - Plastiese Bingham vloeistowwe

[19, Hfs. VI].

Aanvaar die vloeistof is onsaamdrukbaar;
divv = 0. (2.52)

Indien die digtheid p op 'n sekere tydstip onafhanklik wvan
die ruimtelike veranderlikes is, dan volg uit die massa-
behoudwet, dp/dt = 0 dat p 'n konstante, sé&, 1 geneem

kan word.

Vir 'n Bingham vloeistof geld

= 2.
Oij Dij 2g DII + 4 DII, (2.53)
waar D =1 D D en D = l(v + v )
II 2 ij Tij ij 24,7 j, i (2.54)
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Differensiasie van (2.53) met betrekking tot Dij lewer

2 Oij = - 2p<Sij +2g Dij/\/FI_I + 4uDij, (2.55)
waar o,. = - 3p en Dii = divv=0. Die faktor 2 in (2.55)
is 'n gevolg van die simmetrie van Oij en Dij'

Stel Orp = %-ofj O?j' ogj = oij +p Gij.
Dan is o = %[g+2u \/—D—I-;lzDij Dij/DII
=lg+2u vD_ 1° (2.56)
Nou volg uit (2.55) en (2.56)
D, = opy VB / lg +2u D]
=oiDj[\/_0_I—I_ - gl/(2uv/o_ )
=y li-g9/Vo 1ab.. (2.57)

Die samestellingsvergelykings vir 'n Bingham vloeistof volg

as:
0;2 < g impliseer D =0
II ij
(2.58)
oS . : _ 1 - ) D
ol > g impliseer Dij = 7 [1 g/GII]Oij.

)

11 = g. Gevolglik geld (2.57)

Opmerking Volgens (2.56) is o

slegs in dié geval.
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2.11.5. Laminére vloei in 'n pyp [19, p 282]

Die generators van die pyp is ewewydig aan die x, as. Met
laminére vloei word bedoel dat die snelhede ewewydig aan die
generators van die silinder is. Die stasionere laminére vloei
van 'n Bingham vloeistof, in 'n silindriese pyp word bestudeer.

'n Drukverlies langs die pyp word veronderstel.

Laat G C R? die dwarsdeursnee van die pyp voorstel. Die vloei
tussen X, = 0 en X, = L word bestudeer. Die druk by x, =0

en x, = L word gegee: p(0) =0 en p(L) = -cL.

Aanvaar v = 0 op S x [0,L]; S is die rand van G. Die snel-

heidsveld word gegee deur (0,0,v) en v 1is onafhanklik van X, .

Die spanningstensor het die vorm

po D—q
P 0 013
D
0 P O23
D
013 023 P

Aangesien dvi/dt =0 = fi’ volg uit (2.35)

D D

3, p=0, 3, =0, 9 p=031'1+032'2.

Die linkerkant van die derde vergelyking hierbo is 'n funksie
van slegs x,, terwyl die regterkant onafhanklik van x, is.

Gevolglik is

D D _
p(x,) =-cx, en o, | + 0., , + c=0. (2.59)

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2022.



UNIVERSITEIT VAN PRETORIA
UNIVERSITY OF PRETORIA
YUNIBESITHI YA PRETORIA

<

44,
en o] =g D /D12 + 2u D i=1,2
i 3i/ 1T 3i
(2.60)
— 2 2
as D_. #+ 0, DII = D, + Dy,
2.11.6. Variasie-ongelykheid [19, p 317]

Veronderstel die snelheidsveld

u=u(x) € R is 'n (klassieke)

oplossing van (2.59),

(2.60). Dan is u 'n oplossing van

pa(u,v-u) +gj(v) -gj(u) =2 (c,v-u) vir alle

waar a(u,v)
j (v)
en (£,v)

Bewys

Deur (2.59) met v-u

uit te voer, volg

_fG

Aangesien D 3 =

ufG gradu -grad(v-u)dx + g

D _
oai(v—u)i + (c,v-u)

1
7 9

v € Hé(G) (2.61)

= fG grad u * grad v dx,

Jo |grad v|dx

fG f v dx.

te vermenigvuldig en parsiéle integrasie

0.

u volg uit (2.60)

fG gradu - grad (v - u) dx

[grad u |

= (c,v-u).

aangesien |gradu -
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2.11.7. Opmerkings

a. In [23I,pp 23-24] word aangetoon dat indien u 'n oplos-
sing is van (2.61), dan bestaan daar 'n m={m , m,, ... mn}

sodanig dat

|lm| <1 byna oral in G,
m-gradu = |gradu| byna oral in G (2.62)
-Au -gdivm = f in G

u=0 op S

b. Deur (2.62) met (2.2) te vergelyk word gesien dat -Au
die divergensie van 'n vloed en m kontinue kontakbronne

[43, p 4] verteenwoordig.

c. As u 'n oplossing is van (2.62) dan is dit ook 'n op-

lossing van (2.61).

d. [19, p280] Indien g=0 in (2.58) word (2.58) die same~

stellingsvergelykings vir 'n klassieke, viskeuse, onsaamdruk-

bare vloeistof (Newtonse vloeistof). Uit (2.58) kan gesien

word dat 'n Bingham vloeistof soos 'n starre liggaam beweeg,
3

indien 'n sekere funksie - o - van die spanningtensor

kleiner as 'n gegewe waarde is.
e. Verdere toepassings en inligting kan in [19] verkry word.
f. 1Indien K 'n konvekse geslote deelversameling van 'n

Banachruimte X is en f(v) =0 as v € K
+» andersins

dan is £ € T (X) en (2.32) word u € K: (Tu~-w,v-u) =0

vir alle v € K.
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HOOFSTUK 3

BESTAANSTELLINGS EN REGULARITEITSRESULTATE

VIR VARTASIE-ONGELYKHEDE

Opsomming en doel van hierdie hoofstuk

Stelling 3.1.10 lewer 'n resultaat, soortgelyk aan dié van
Stelling 2.10.3. Daar is egter 'n paar klein verskille, ten
opsigte wvan die‘voorwaardes wat vereis word. Daarenteen ver-
skil die bewyse van die twee stellings wesenlik van mekaar.

In [10] word 'nm Lemma van Minty [ 38] gebruik om 'n sekere
bestaanstelling vir Variasie-ongelykhede te bewys. Sover die
literatuur nagegaan is, is daar nie voortgebou op die benade-
ring in [10] nie. 1In paragraaf 3.1 word die stelling in [ 10]
veralgemeen, deur 'n verslapping van die begrip koérsief, naam-
lik uiteindelik-positief, sien definisie 3.1.3, in te voer en

die Lemma van Minty te gebruik.

In paragraaf 3.2 word 'n nuwe raamwerk geskep waarin probleme
geformuleer word. Daar sal ook gesien word dat daar operatore
bestaan wat uiteindelik-positief is, maar nie koérsief nie.
Die bestaanstellings in §3.1 kan in die raamwerk van §3.2 ge-

bruik word.
In paragraaf 3.3 word twee voorbeelde kortliks genoem en twee
regulariteitstellings word in §3.4 bewys, alvorens die twee

voorbeelde interpreteer kan word.

Die doel van hierdie hoofstuk is nie om 'n volledige bespreking
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van bestaan- en regulariteitstellings te gee nie. Paragraaf
3.1 en 3.4 toon watter tipe wiskundige argumente benodig word
en §3.2 vergemaklik die benadering tot regulariteit in die sin
dat die Sobolevruimtes H = met s > 0 nie gebruik hoef te word
nie en dat sekere afgeleides moet bestaan, op grond van die

formulering van die probleem.

3.1. Variasierekening en die teorie van monotone (nielineére)

operatore in Banachruimtes.

3.1.1. Voorbeelde van monotone operatore

Die lineére operator A gegee deur ( Au,v) = a(u,v), waar a (+,*)
'n kontinue bilineére vorm op H is, is duidelik monotoon indien
a(u) > 0 op H. Dit is hemikontinu aangesien dit lineé&r is en
begrens. Volgens [34, Prop 2.5, p179] is dit pseudo-monotoon.
In [ 13] word "kwasi-lineé@r elliptiese" operatore van die vorm
DB(aas(x,u, ... Dmu)Dau) (3.1)
in die raamwerk van monotone operatore bestudeer.
In [ 40, p 553] word die operator
_ o m

A\.l - Zlalng Aa(X,u, o o o g D U) (3-2)

in dieselfde raamwerk bestudeer. 1In verwysings [7] en [25]

van bogenoemde artikel [40], word die eienskappe van hierdie

operatore ondersoek.
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Die operator

= - p-2
Au ai(laiu| 9, u) (3.3)
word weer in [34, p 156] gebruik.

3.1.2. Afspraak

In hierdie hoofstuk dui X 'n (reéle) refleksiewe Banachruimte,
met duaal X* aan. Die paring tussen X* en X word aangedui

deur

(w,x) vir w € X* en x € X.

Verdere notasie en definisies is soos in 2.10.1.

3.1.3. Definisies

a. 'n Operator A: D(A) C X » X* heet uiteindelik-positief as
vir elke ry {xn} C D(A) met Han -+ o daar 'n n  bestaan

sodanig dat

i =
(Axn, xn) > 0 vir alle n ng-

b. Laat G C X x X*¥ 'n versameling wees. G heet monotoon as

vir {u,w} en {ul,wl} € G

(w - Wo,ou - ul) = 0.

G is maksimaal monotoon as dit monotoon is en as G C H met

H monotoon, dan is H = G.

Opmerkings. Dit is duidelik dat koérsiewe operatore uiteinde-

lik positief is.
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Monotoniteit en maksimaal-monotoniteit is gedefinieer in [10].

3.1.4. Lemma [10]

Laat K 'n konvekse geslote deelversameling van X wees en

0 € K. (K° is die inwendige van K.) As A hemikontinu en

monotoon is en K C D(A), dan is

G= {{u,w} € X x X*:u€K, w=A2Au+ z en

(z,u-v) 20 vir alle v € K}

maksimaal montoon in X x X*.

Bewys. Die bewys word volledigheidshalwe uit [10] aangehaal.
G is monotoon want {u,w} en {ul,wl}GEG impliseer
(w—wl,u—u1)= (Au-Aul, u—u1)+ (z,u—u1)+ (zl,ul—u) =0,

waar z en z, is soos bepaal deur die definisie van G.

Laat {uo,wo} € X x X* en

(wo-w, uo-u) =2 0 vir alle {u,w} € G. (3.4)
As u, ¢ K dan is u, =svy met Vs € 9K = die rand van K en
s > 1, aangesien K = K° volgens stelling 2 in die bylaag.
Laat z, 0, z, € X* wees soos in stelling 3 van die bylaag.
Dan is (z_,v -vVv) = 0 vir alle v € K. 0 € K° impliseer

(zo,vo) > 0., Vir t > 0 is {VO,AVO-+tzO} € G en volgens (3.4)

is

< - - - = - - -
0 < (wO Avo tzo,uo vo) (s 1)(wO Avo tzo,vo).
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Aangesien s - 1 > 0 volg
< -
t(zo,vo) < (Wo AVO,VO)'
wat 'n teenstrydigheid lewer wanneer t - o,

Die aanname u, & K lewer 'n teenstrydigheid, gevolglik moet

u_ € K.
0

Indien u € K dan is {u,Au} € G en volgens (3.4) is
- - = - - >
(Au Wosu uo) (wo Au,uo u) 0. (3.5)

Aangesien u,_ = tv-i-(l-t)uo € Kas 0 <t <1 en v € K, volg

t
uit (3.5) na deling met t

(Au -wo,v-uo) =0, t>0, Vv EK.

t

Deur t na nul te laat neig, volg op grond van die hemikon=:.

tinuiteit van A dat

(Auo-wo, v-uo) =2 0, v € K. (3.6)

Deur zZ=wW, - Auo te stel in 3.6, volg (z,uO - v) 2 0 vir alle
v € K. Dit is nou duidelik dat {uo,wo} € G en die Lemma is

bewys.

3.1.5. Lemma

Laat H 'n (reéle) Hilbertruimte wees, met inwendige produk

((-,+)). Vir f € H*, laat J:H* » H voldoen aan (f,v) =

(v,Jf)) Xif v € H (sien definisie 4.4.7, hoofstuk 4). Laat
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A en K wees soos in Lemma 3.1.4.

Die versameling

M= {{u,w} €EH xH:u€ K, w=Tu+ z en

(z,u~-v)) =2 0 vir alle v € K}

met T=JA, is maksimaal monotoon.

Bewys.

T is monotoon aangesien A monotoon en J lineér is. Om te
bewys dat M maksimaal is, veronderstel {uo,wo} € HXx H voldoen

aan

((wo—w,uo-u)) 2 0 vir alle {u,w} € M. (3.7)

Daar bestaan 'n w; € H* sodanig dat W, Jw;. Laat {u,w*}€G

(Lemma 3.1.4.) en stel
w=Jw* .

Aangesien J lineér is, volg {u,w} € M en uit (3.7) is

(w; -w¥,u - u) = «wo - w,u_ - u)) =0.

0 (0]

Gevolglik is {uo,w;} € G en {uo,wo} € M, waarmee die Lemma

bewys is.

3.1.6. Lemma

Laat H, A en K so00s in Lemma 3.1.5. wees.

As A uiteindelik positief is, dan bestaan daar 'n w sodanig

dat

w € K: (Aw,v-w) = 0 vir alle v € K.
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Bewys.
Die basiese idee kom uit [10], maar is aangepas vir die

situasie van uiteindelik-positiewe operatore.

Die versamelings nM = {{u,nw}:{v,w} €M} is maksimaal mono-

toon volgens Lemma 3.1.5. Volgens [38, Th3, p 343] bestaan

daar
€ M sodani at
{un,wn} g d
u +nw_ =0 en
n n
= - = i €
W Tun + z met ((zn,un v)) 0 vir alle v K.

Aangesien 0 € K volg «zn,un» = 0 en gevolglik is

0> - ((u su N /n= (w_,u ) = (Tu ,u))+ (z ,u)) = (Tu_,u ).

(3.8)
Aangesien A uiteindelik-positief is, moet die ry {un} begrens

wees, andersins lewer (3.8) 'n teenstrydigheid.

Gevolglik llw Il = llu ll/n < N/n > 0 en 'n sekere deelry van

{u }, weer aangedui met {un}, konvergeer swak na u:u-—>u€K.

Vir elke v € K is {v,Tv} € M en dus is
«Tv-—wn,v-un» = 0.

Deur n = « toe te pas op die laaste ongelykheid volg

(Tv-0,v=-u)) 2 0 vir elke v € K.

Aangesien A hemikontinu is volg

(Au,v-u) =2 0 vir alle v € K,
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net soos in (3.6) by Lemma 3.1.4.

3.1.7. Lemma

Lemma 3.1.6. is waar indien H = X, 'n (reéle) Refleksiewe

Banachruimte is.

Bewys. Die argument waarin oorgegaan word van Hilbertruimtes

na refleksiewe Banachruimtes is ontleen aan [10,12].

Vir elke eindigdimensionale deelruimte F C X laat

K, =KneF,

F - X, die inbedding afbeelding,

.
s

j ¥ Xx* - F* die duaal van Jpe

(]
]

. % . *
en F jF(A/KF). KF - F¥*.

H
I

I3 3 k3 . - 3 - oo e =
T, is uiteindelik-positief want Han > @, met x_ Ky D(TF)

impliseer

(TF(xn),xn) = (Axn,xn) >0 vir

alle n groot genoeg.

Dit is maklik om te sien dat TF hemikontinu en monotoon is.

Aangesien 'n Hilbertruimtestruktuur vir elke F hierbo bestaan,

bestaan daar volgens Lemma 3.1.6. 'n up € KF sodanig dat
- < i
(TF Up s Ug v) 0 wvir alle v € KF' (3.9)

Aangesien 0 € KF volg (AuF,uF) = (TuF,uF) < 0 uit (3.9) en

die ry {uF} is begrens.
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Laat \V/ =U_. {u.}. (3.10)

Soos in [12] word gesien dat die versamelings VF die eindige
1

deursnee eienskap het. Aangesien die ry {uF} begrens is, be-
¢
staan daar 'n R > 0 sodanig dat elke Vp in die swak kompakte

1

bal B, = {u € X : llull <R} 1&. (Sien byvoorbeeld [ 18, Th 7,

R
p 425]).

Volgens [ 18, Lemma 6, p 17] is N Wp # { }, waar W, die swak

afsluiting van VF aandui.

nu€ Kmet u € NW_,. (K is geslote

Gevolglik bestaan daar F

en konveks en gevolglik swak geslote, sodat u € K. [44, Th

3.12, p 64.])

Laat v € K en F sb6 groot dat v € q. Laat up € Ve -
1

Dan is uit die monotoniteit van A en uit 3.9
(Av,v-—uF) = (AuF,v-uF) = 0. (3.11)

Deur in aanmerking te neem dat un € VF vir elke F D F_ en
1
1

aangesien u € ﬂWF volg uit (3.11) dat

(Av,v=-u) =2 0.
Soos in vergelyking (3.6) volg
(Au,v=-u) =20

aangesien A hemikontinu is. Omdat v € K willekeurig is, is

die Lemma nou bewys.

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2022.



UNIVERSITEIT VAN PRETORIA
UNIVERSITY OF PRETORIA
YUNIBESITHI YA PRETORIA

[O o I

éﬁ
<

3.1.8. Lemma

Laat 0 € K, K 'n konvekse en geslote deelversameling

in X. Laat A hemikontinu en monotoon wees. Veronderstel

daar bestaan 'n oop W, C X met

c C W
K WO WO C D(A).

Gestel A 1is uiteindelik-positief. Dan bestaan daar 'n

u€ K: (Au, v-u) =20 vir alle v € K.

Bewys.

As V oop is in X, dan is K+V=Uk€K[k+V] oop. As V
boonop konveks is, dan is K+ V oop en konveks.

Laat vir elke oop konvekse W C X met K C W C Wor Uy 'n op-

lossing wees van

u € W: (Auw,v-uw) =2 0 vir alle v € W,

soos deur Lemma (3.1.7) gegee.

Aangesien 0 € W is (Auw,uw) < 0 en {uw} is begrens, aange-

sien A uiteindelik positief is.

Laat KW = UKCWCWI

1 {uw} vir

{KW } het die eindige deursnee eienskap en
1

KW C By vir geskikte R > 0 en Br

1
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soos in Lemma 3.1.7.

Laat U die snyding van die swak afsluitings van elke K wees.,

Wl

Soos in Lemma 3.1.7. volg dat daar 'n u € U bestaan. As
u € K dan bestaan daar 'n W, met u & ﬁl, W, oop, konveks en
KCw, [44, Th 1.10, p 9]. 1In dié geval is u nie in die

swak afsluiting van KW nie. Dit is strydig met u € U en ge-
1

volglik is u € K.

Laat

S ={x € X: (Av,v-x) =2 0 vir alle v € K}.

S is geslote en konveks en KW C S. Hieruit volg dat u€UC S
1

en

(Av,v-u) = 0 vir alle v € K.
Soos voorheen (toe 3.6 verkry is) volg dat

(Au,v-u) 2 0 vir alle v € K.

3.1.9. Stelling.

Laat K 'n konvekse geslote deelversameling in X wees met

X € K. Gestel A is hemikontinu en monotoon en daar bestaan

'n oop konvekse W_C X met K C W_ C v'vo C D(A). Laat w € X*

en (Au-w,u-x) >0 as llull - ». Dan bestaan daar 'n u

sodanig dat

u € K: (Au,v-u) =2 (w,v-u) vir alle v € K.

Bewys.

Stel KX = K- X en Ao(u-x) = Au-w vir u € K.

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2022.



UNIVERSITEIT VAN PRETORIA
UNIVERSITY OF PRETORIA
YUNIBESITHI YA PRETORIA

S/.

éﬁ
<

AO is duidelik hemikontinu en monotoon.
= - ODW - ) - >
D(Ao) D(A) X WO X WO X K-

Aangesien 0 € K en vir enige ry {un} met HunH >

(Ao(un-x), un-x) = (Aun-w, un-x) >0

vir alle n groot genoeg,

volg uit Lemma 3.1.8. dat daar 'n u € K bestaan met
(Ao(u-x), v-x-(u-x)) =20 vir alle v € K.

Dus is (Au-w, v=-u) =2 0 vir alle v € K.

3.1.10. Stelling

Laat J € FO(X) en w € X*, A is 'n hemikontinue, monotone

operator en daar bestaan 'n oop konvekse W C X met

D(J) C WC WC D(A). Gestel daar bestaan 'n x € D(J) sodanig

dat

(Au-w,u-x) + J(u) - J(x) >0 as llull »> =.

Dan bestaan daar 'n

UeE D(J) : (Au-w,v—-u) + J(v) - J(u) =20 vir alle v.

Bewys. Die argumente van [ 34, p 252] word gevolg.

Laat V= X x R en V¥ = X* x R en <{w,s},{u,t}> = (w,u) +st
'n paring tussen V en V* wees met {u,t} € V en {w,s} € V*.

Die versameling

K = {{u,t} :J(u) < t}
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is konveks en geslote aangesien J konveks en onderhalf-

kontinu is.

Laat A(v) = {Av,0} vir v = {v,s},
£ = {w,-1} en x = {x,7(x)}.
A is hemikontinu en monotoon en £ € V*.

XEKCDM) x RCWXxRCHWXRCD() xR =D().

Laat u = {u,t}.
< A(u) - E, a-x>= (Au - w,u - x) + t - J(x)
2 (Au - w,u - x)+ J(u) - J(x)
> 0 as lull » =, (3.12)
|{u,t}| = llull + |t| definieer 'n norm in V.
Volgens (3.12) impliseer |E| -+ o dat
<A() - f,u-x>> 0.

Al die voorwaardes van Stelling 3.1.9. word bevredig en dus

bestaan daar

{u,t} € K: (Au - w,v - u) +s - t =0 vir alle
{v,s} € K.
Dus volg aangesien {v,J(v)} € K as v € D(J)

(Au - w,v = u) + J(v) - t =0 vir alle v. (3.13)

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2022.



UNIVERSITEIT VAN PRETORIA
UNIVERSITY OF PRETORIA
YUNIBESITHI YA PRETORIA

27 .

@%&

Deur v = u in (3.13) te neem word gesien dat t < J(u).

Omdat {u,t} € K volg t = J(u) en (3.13) impliseer

(Au = w,v -~ u) + J(v) = J(u) 20 vir alle v.

Aangesien J Z + ©» volg u € D(J).

3.2. Hilbertruimtes geassosieer met tweede-orde elliptiese

operatore.

- - (3.14)
Laat Lu Di(aiiju) + aou

'n elliptiese operator met koérsiewe kontinue bybehorende bi-

lineére vorm

a(u,v) = fG (aiiju Div +aouv)dx (3.15)

wees.
Laat ((u, v, = (Lu,Lv) + ((u,v)) (3.16)
en vl = @,om*, (3.17)

waar (+,*) en ((,7) onderskeidelik die gebruiklike L?(G) en
H! (G) inwendige produkte aandui.

[£,9] = ﬂsfgds as f,g € L?(S).
Veronderstel G voldoen aan die voorwaardes wat na 1.3.2d

volg.

3.2.1. Stelling
Laat V = {v € H' (G) : Lv € L?(G)}. (3.18)

Tensy anders gespesifiseer is al die koéffisiénte van L in
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Hr+1(G), waar r > n/2 'n heelgetal is.

a. Die ruimte < V,(«’,’)ma>, aangedui met Vs is 'n

Hilbertruimte.

b. As al die koéffisiénte van L in Cm(a) is, dan is Cm(é)

dig in V_. As al die kogffisiénte van L in H'''(G) is,

. 2/~ . .
dan is C“(G) dig in Vo.

c. Die konormale afgeleide T gedefinieer deur

1,

T u=a,.D.un, vir u € c“(é), (3.19)
1 ij 73 i ==

waar n = {ni} die eenheids uitwaartse normaal op S is,

kan uitgebrei word tot V en die uitbreiding, wat weer met

T, aangedui word, voldoen aan:

T :V -~ L?(Ss) is surjektief,

T, is 'n kontinue afbeelding van Vo, na die swak topo-

logie van L2(S).

d. Die probleem

I
Hh
-
o]
@

u€V: Lu in
(3.20)

I
Q
3

wn

T u
1

vir f € L?(G) en g € L?(S), is uniek oplosbaar.

e. Vir elke u € V is

(Lu,w) = a(u,w) - [T111,Tovd as w € H' (G). (3.21)
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Bewys.

a. As {vn} 'n Cauchyry in VO is, dan bestaan daar 'n
g € L2(G) en 'nu € H!'(G),

sodanig dat
Lv, > g in L?(G)
en

v. - v in H!(G).
n

In distribusiesin [ 44, Hfs 6], [47] volg vir w € C:(G)
<ILvn,w > =< Vo L*w > » < v,L*w >

= <Lv,w>.

Ook 1is

<Lvn,w > = fGLvnwdx - fG gwdx

=< g,w > .
Gevolglik is Lv = g € L?(G) en

v, - vlll, ~ o,
waarmee punt a bewys is.

b. Veronderstel eerstens aij en a_ € c”(é).

Laat u € V gegee wees.

Volgens [35, Th 9.3, p 41] bestaan daar 'n ry {un}CZCw(a)

met die eienskap

u, > u in H'(G), (3.22)
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asook 'n ry {fn} c ¢”(G) met die eienskap

f > f=Lu in L2 (G). (3.23)
Laat Iw =f -Lu in G
n n n
} (3.24)
T W, = 0 op S.

Dit is welbekend dat probleem (3.24) 'n eenduidige oplossing
het, aangesien a(-,°*) koérsief op Hé(G) is. (Sien byvoor-
beeld [22, Th 14.1, p 41], en [22, Th 17.2, p 67] waar-

volgens w_ € Hé(G) N H?(G).)

Aangesien die koéffisiénte van L in Cm(é) is en fn € Cm(a)

volg uit [ 35, Prop. 5.3 p 162] dat
v € C (G).

Gevolglik voldoen v_ = w_ + u aan
n n n

Il
Hh
-
=
(9]

v € C (G) : Lvn n

(3.25)

T
o'n o'n

I
M
c

3
g

Nou word aangetoon dat Vi - u in V.

- 2 £ 3 - = - - -
cIIvn unll1 < a(vn un) a(vn,vn un) a(un,vn un)
= (Lvn,vn-un)— a(un,vn-un) uit (3.25)

< g Ny + unNI)an -l

D - u < f +lu_ll <M (sé& want
us cIIvn n”1 < | n'% Il n s (sé&)
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u > uin H! (G) en £ > £ in L2 (G).

Aangesien u, - u in Hl(G) is die ry {vn} begrens
< - + < ! -
(Cllvnll1 < cIIvn unll1 cllunll1 M) en 'n deelry, weer aan

gedui met {Vn} is swak konvergent:

v —>X (swak) in H! (G) . (3.26)
Uit [35, Th 16.1, p 99] volg

v_ - x in L?(G).

n
Aangesien TOVn - Toun = 0 wvolgens (3.25), volg
a(vn -u,v, - un) = (Lvn - Lu,\Gl— un)
= (fn - f, vy o~ un)
- 0, want fn - f in L2 (G)
en v . -u > x-u in L%2(G).
(3.27)
Nou volg 0 = lim a(vn -u, v~ un)

= linlinfa(vn)-flim{a(vn,-un)—a(u,vn-un)}
> a(x) + a(x, —u) —a(u,x -u)

= a(x-u) = 0.

Gevolglik is x = u en
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v.—u (swak) in H! (G)

(3.28)
v. = u in L?(G).
n
Verder volg
a(vn - u) = a(vn - u,v, - un)+a(vn - uu - u)
- 0 volgens (3.27), (3.28) en (3.22).
Aangesien a(-,+) koérsief op H!(G) is volg
v_. - u in H!(G).
n
Die ry {vn} is so gekies dat
— — . 2
Lvn = fn + f = Lu in L°(G).
Hiermee is bewys dat |||vn - u]HO - 0. (3.29)

c”(G) is dus dig in V_ as die koéffisiénte van L glad is.

Tweedens word aanvaar dat die koéffisiénte van L almal in

Hr+1(G) is, waar r > n/2 'n heelgetal is.

Aangesien f_ - Lu € H® (G) (sien 3.24) volg uit [22, Th

17.2, p 67] dat

w € H2+r(

n G).

Aangesien 2+r > n/2 + 2 volg uit Sobolev se Lemma (sien

byvoorbeeld [35, Cor. 9.1, p 46]) dat w_ € C2(G).

Gevolglik is v = w_+ u € C2(G) en die bewys dat
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65.
v. > uin V
n o)
is woordeliks identies aan die eerste deel van b.

c. Aangesien aij en a_ € Hr+1(G) volg (weereens uit Sobolev

se Lemma [ 35, Cor 9.1, p 46])
L=
aij ena_ €C (G) . (3.30)

Laat u € V en {Vn} C C2(G) 'n ry wees met die eienskap

v. 2> uin V_,
n o

in ooreenstemming met deel (b) van hierdie Stelling. Dit

is duidelik dat

(Lvn,w) + [T1Vn'Tow] = a(vn,w) - a(u,w)
vir elke w € Cm(a).

Hieruit volg dat

[Tlvn,Tow] - a(u,w) - (Lu,w).
{T v } is dus 'n swak Cauchyry in L2 (S)
en is gevolglik swak konvergent, met swak limiet g€ L%(S).
Gevolglik is [g,Tow] = a(u,w) - (Lu,w) (3.31)
vir elke w € Cw(é).

Aangesien c”(G) dig is in H!(G),
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T, : H! (G) -~ H%(S) kontinu is

[35, Th. 8.3, p 39] en [v||5 < ||v[|f‘2 geld (3.31)

vir alle w € H!(G).

Deur T111 = g te definieer volg

(Lu,w) = a(u,w) = [T u,T_w] vir w € H!(G),

waarmee punt (d) van die Stelling bewys is.

Indien w € Cw(é) dan volg uit (3.21) dat

(T, Tl | < mEfjull + [Tull ) vl
<vZ ulllulll, llwll -

As u, -+ u in V, dan sal Tlun——lTlu (swak) in L2?(S) en die

gevraagde kontinuiteit is aangetoon.

Om te bewys dat T, surjektief is, word die volgende bilineére

vorm op V benodig: B(u,v) = (Lu,Lv) + a(u,v).

B is kontinu en koérsief op VO (definisie 2.6.2) en met be-
hulp van [ 35, Th. 8.3, p 39] kan gesien word dat die af-

beelding

v > (f,Lv + v) + [g,Tov],

vir £ € L?(G) en g € L?2(S), kontinu is op V-

Volgens [ 22, Th. 14.1, p 41] het die probleem
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u€v: B(u,v) =1[g, Tov]4-(f,Lv-Pv) vir alle v € V

'n eenduidige oplossing. Met behulp van (3.21) word gesien

dat

(Lu,Lv + v) + [T u,T vl = (f,Lv + v) + [g,T_V]

vir elke v € Vo’ (3.32)

Laat y € L?(G). Aangesien die probleem

v € Hé(G) : (v,w) + a(v,w) = (y,w) vir alle w € Hé(G)

'n oplossing v € Hé(G){\ H2(G) het met die eienskap

v+ Lv=y in G [22, Th. 17.2, p 67]

volg
Lu = £ wvanaf (3.32). (3.33)

Laat h € Cw(S). Volgens [ 35, Th. 8.3, p 39] bestaan daar

'n v € H?(G) C V sodanig dat

Uit (3.32) en (3.33) volg nou

[Tlu - g,h] = 0 vir elke h € c”(s).

Aangesien C (S) dig is in L2(S) volgens vergelyking (7.17)

op bladsy 35 van [ 35] volg

Tlu =g op S.

Die bewys is voltooi.
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3.2.2. Stelling.

Laat («u,v»% («u,V»)o + [T1u'T1V] (3.34)

en [lulll, = (a,un? (3.35)

a. Die ruimte < V,(«-,-»% >, aangedui met Vo is 'n

Hilbertruimte.

b. As die a;jy en a, in c”(G) is, dan is c”(G)
. . . . r+1 .
dig in V1‘ As die aij en a, in H (G) 1is en

r > n/2 1is 'n heelgetal, dan is

C?2(G) dig in V .

Bewys

a. As {v_} 'n Cauchyry in V is, dan is dit 'n Cauchyry
in V_ . Volgens 3.2.l.a bestaan daar 'n v € H! (G) met
Lv € L2(G), sodanig dat

Lv, > Lv in L2 (G)

en v, > v in H! (G).

Verder is {Tlvn} 'n Cauchyry in L?(S) en het dus 'n

limiet h € L2(8).

[h,TOw] = lim [Tlvn,Tow]
= lim {a(vn,w) - (Lvn,w)}
= a(v,w) - (Lv,w) vir w € H!(G).

Gevolglik is Tlv h = 1lim Tlvn en
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b. Laat v € V. Volgens 3.2.1.b bestaan daar
kK,= .
{un} C C(G) sodanig dat

u_ - v in H!(G)

n
en Lu - Lv in L2(G),
. . . 0 - r+1
waar k=o of 2 vir onderskeidelik C (G) en H (G)

koeffisiénte wvan L.

Volgens 3.2.1.c volg Tlun—A T v (swak) in L2(S).

Aangesien die bilineére vorm
B(u,v) = (Lu,Lv) + a(u,v) + [Tlu,Tlv] (3.36)

kontinu en koérsief op V, is en
B(u ,w) = Blv,w)
volg uit [22, Th. 14.1, p 41] dat

u - v (swak) 1in V .
n 1

Volgens [44, Th. 3.13, p 65] bestaan daar eindige kon-

vekse kombinasies

met die eienskap v, > Vv inV,.

Aangesien elke Vo 'n eindige kombinasie wvan die u, is,

volg Vi € Ck(é) en die bewys is voltooi.
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3.2.3. Lemma

Die inbedding H%(S) ~ L?(S) is kompak.

Bewys.

Veronderstel hn S H%(S) en hnf;io (swak) in H%(S).

Kies u € H? (G) sodanig dat

n n (3.37)
Tlun = hn op S,
waar A = Laplace operator en T, = normaal afgeleide op S.

Kies v_ € H! (G) sodanig dat

Tv_ =h_ en ||vn||1 < c¢||h [35, Th. 8.3, p 39]

I
on n n'ty f

< M, want {hn} is swak konvergent.

0 = (Lun,V) = ((un,V))1 - [Tlun,Tov}
= (uy,v)) = [h),T V] (3.38)
Y

Aangesien hn——AO (swak) in H*(S) volg

un——lO (swak) in H!(G) uit (3.38).

Volgens [35, Th. 16.1, p 99] volg u = 0 in L2(G).

(Aun,Av) + ((un,v))1 = (un,Av) + [hn,Tov]”volgens(3.37)en(3.38)

Gevolglik u — 0 (swak) in H2 (G)

en u ~ 0 in H! (G), weereens volgens [35, Th. 16.1,
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p 99].

Uit (3.38) volg nou
Sy2 - = < -
{In 103 [h ,T v ] ((un,vn))1 Mllunll1 0
Dus h -0 in L2(s).

3.2.4, Lemma

Veronderstel die voorwaardes in 3.2.1.b geld en

G C Rn met n =2 2. Daar bestaan nie 'n konstante ¢ > 0

sodanig dat

HLuH% + Hu|ﬁ > c|h1“§ vir alle u € H?(G),

nie.

Bewys.

Laat In € H%(S) en veronderstel

gn-—A 0 in H%(S), maar gn-+> 0.

%

(So 'n ry bestaan want H*(S) is oneindigdimensionaal as

n=2.)

Daar bestaan 'n deelry, weer aangedui met {gn} sodanig dat
llgnlli > § vir een of ander & > 0.

sodanig

(Andersins bestaan daar vir elke deelry van {gn}, I
k

dat ||gmkHi <1/k en dan volg g~ 0 in H%(S).)

Laat h = 1 g._. .

n s “n
g I3
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Aangesien l/Hgnﬂi < §!'volg h — 0 in H%(S) en dus

h =0 in L?(S), op grond van Lemma 3.2.3.

Volgens [ 44, Th. 1.28, p 21] bestaan daar positiewe getalle

Yn sodanig dat Y, > ® en

P, = Y.h_ = 0 in L2(S).

n n"'n

Gevolglik Hpnﬂz =y, > (3.39)
S

maar HanO - 0. (3.40)

Daar bestaan Vo € V sodanig dat

Lv. = 0 in G
T1Vn= P, ©op S,
volgens 3.2.1.d.
0 = (Lvn,vn) = a(vn,vn) - [Tlvn’ToVn] impliseer
cllv 112 < lip 181 I en dus
n, no nl

S
< . .
cllvnll1 ||pn||0 >0 volgens (3.40)

Volgens 3.2.2.b bestaan daar u € C2(G) sodanig dat

My = volll, <3 (3.41)
Aangesien Lv_ =0 en v >0 in H! (G) volg

Lu, > 0 in L% (G) (3.42)

en u > 0 in H! (G) (3.43)
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Volgens [35, Th. 5.4, p 165] bestaan daar 'n M > 0

sodanig dat

S<
HTlunN% < Mlhﬁﬂk (3.44)
Aangesien
1 _ S 1 S S 1
- = T v - =K - - =
Yn o "% o S ”Tlvn Tlun"% + HTlunH% =

S
< HTlunH; volgens (3.41),

volg met behulp van (3.39) dat
|T S 5
I 1un”%

en dus via (3.44) volg

“unﬂz* =, (3.45)

Aangesien u_ € C2(G) C H?(G) is die bewys voltooi op

grond van (3.42), (3.43) en (3.45).
Let op dat T ull® < lITu -T v II® +IT v I®
1 N o 1 n 1 ho 1 n o
< lu, = v lll® + e i3
- 0 uit (3.41) en (3.40).

3.2.5. Opmerkings

a. Die bekende Schauder-Schechter tipe ongelykhede

2 < 2 2 2
llullz c liizull? + II'I'quI_,,/Z_mj + lluIII], (3.46)

(sien byvoorbeeld [35, Th. 5.1, p 149])
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met mj =3J wvir j = 0 of 1, was tot dusver van weinig

nut in hierdie werk. Die probleem is dat die terme

NTjuﬂi/z_m nie deur die Greenformules gegee word nie.
]

Stellings 3.2.1 en 3.2.2 lewer die raamwerk waarin pro-

bleme voortaan bestudeer word.

Uit Lemma 3.2.4 is dit duidelik dat daar 'n ry {un}CZHz(G)

bestaan, met die eienskap
S
_)
llunll2 o , hoewel {HLunHO}, {Hunﬂl} en {HTlunHo}
begrens is. Die operator
A: X = H?2(G) - x*

met (Au,v) = (Lu,Lv) + a(u,v) vir v € X voldoen dus
nie aan die voorwaardes vir Stelling 3.1.9 en 3.1.10 nie.
Hierdie operator is dus uiteindelik-positief maar nie

koérsief nie.

Die topologie van V1 is streng sterker as dié van Vo'

Bewys.

Laat {g,} C L2(S) 'n ry wees met

S _ . 2
"gk"o = 1 en veronderstel g,— 0 in L*(S).

('n Argument soortgelyk aan dié in die begin van Lemma

3.2.4 verseker die bestaan van sO 'n ry.)

Volgens (3.20) bestaan daar u € V sodanig dat
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Lun =0 in G

Tu =g

195 op S.

n

. . 2 < -
Gevolglik is cllunll1 < a(un) (Lun,un) + [Tlun’Toun]

[ gn ’ Toun]
S

<

<t u S

<
< dHunHI.

{Hunﬂl} is dus begrens en 'n deelry u —u in H!(G).
Aangesien g — 0 in L2(s) volg vir elke

w € H' (G) dat a(u,w) = lim a(u_,w) = 1lim [T u_,T _w]
n 1 n O
= 0.

Gevolglik is u = 0.

Net soos in Lemma 3.2.4 volg nou dat

u-—>0 in V (nie in V nie!)
n (o] 1

en 'n ry positiewe getalle {Yn} bestaan sodanig dat

-+ o0 = —A0 in V_.
Yn en v, Yn%n o)

1S =y - o is dit nou maklik
n o n

{llv Ill,} is dus
begrens. Aangesien "TIV
om te sien dat die topologie van V  sterker as dié van

V_ is.
o)

d. Laat  |u|? = NLul} + {HTluHi}z vir u € V.

Daar bestaan c1 sodanig dat

|u|1 < |||u|||1 < cllul1 vir elke u € V.

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2022.



&
&

“ UNIVERSITEIT VAN PRETORIA
A 4

UNIVERSITY OF PRETORIA
YUNIBESITHI YA PRETORIA

Bewys.
c*Hu"f < a(u) = (Lu,u) + [Tlu,Tou]
< S S
< flzul_full + 0T al® T ul
(0] (o] 1 (o] o O
< cc*{liLull_ + IT ul® Hull .
o 1 o 1
Dus lul < c{llzul  + T ulS} .
1 o 1 o}

Gevolglik hﬂf < ||hﬂ“f < (1+ 289 {lnull? + {HTluﬂi}z]
= cf|ulf.

e. Aangesien Lu € L?(G) en u € H!'(G) vir u € V volg,

vir aij € Hr+1(G) met r > n/2, dat

a(u,9) = (Lu,$¢) vir alle ¢ € C:(G).

Die gevolg van Lemma 15.5 van [22] impliseer dan dat

€ H? .
u Hlok(G), met ander woorde
u € H2(G') vir elke gebied G} c G! cC G.

f. Die beperkings op die gebied G en sy rand S kan moontlik

verslap word, maar min aandag is daaraan gegee.

3.2.6. Afspraak.
In hoofstukke 3, 4 en 5 sal ongelykhede op die rand S van

G altyd in 'n regulariteitsin wees, naamlik in die sin van

definisie 2.6.3, met die verstandhouding dat V 'n wille-
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keurige Hilbertruimte is. (Nie noodwendig H"(G) nie.)

3.3. Twee voorbeelde.

Laat X =H = H(G). (3.47)

r € L(s) met 0 <r <r(x) < r <eops (3.48)
en 0 < c. = r:l < r(x)-! < rgl = M_ < e op S, (3.49)
(Au,v) = a(u,v) + [rTOu,TOv] vir u,v € X. (3.50)

Vir r=0, geld dieselfde definisie vir A as hierbo.

Laat X (1) = { 0 as u € K (3.51)
+

© as u & K

soos in 2.11.7f.

3.3.1. Voorbeeld 1.

die Kronecker delta (3.52)

Laat aij(x) Gij’

1]
o

en ao(x) (3.53)

in (3.15). A word deur (3.50) gegee en r=0 (anders as

in 3.48).

Indien K die versameling in 2.9.2 is met D=G en J=XK
dan bevestig Stelling 3.1.10 die bestaan van 'n oplossing

vir die probleem wat in §2.9 geskets is.
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3.3.2. Voorbeeld 2.

Laat K gegee word deur (2.27) met m=1 en
J = Xgr Xg Soos in (3.51). (3.54)

A word gegee deur 3.50, met a koérsief op X soos in 3.15.

Weereens is die bestaanstelling 3.1.10 ter sprake.

3.4. Twee Regulariteitstellings

Ten einde voorbeeld 2 te interpreteer, word twee regulari-
teitstellings bewys. Daar is reeds baie werk ten opsigte
van die regulariteit van variasie-ongelykhede en evolusie-
ongelykhede gepubliseer [4], [5], [14], [21], [32}, [34,

pp 256-263, pp 286-294] en [50].

In [19, p XV ], wat in 1972 in Frans verskyn het, word eg-
ter daarop gewys dat die bestaande regulariteitsresultate,

onvoldoende is vir die werk wat behandel word.

In hierdie paragraaf, word twee regulariteitstellings bewys.
Die eerste (Stelling 3.4.4) is gebaseer op die metode in
[34, p257]. In Stelling 3.4.8, word die oplossing van 'n
variasie-ongelykheid benader deur die oplossings van pro-

bleme in die vorm (1.22). Die ruimte V1 word gebruik.

Laat f € L2(G) en g € L%2(S). H'(G) = H.
Definieer F € g* deur
<F,v> = (f,v) + [g,T_v] vir v € H. (3.55)
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3.4.1 Lemma
Laat G = Ri = {x € rR": x_> 0}. (3.56)
Dan is- $=R2={x€Rn: x = 0}. (3.57)

Laat F gegee word deur (3.55).

Laat H'HX die gebruiklike norm van X==L2(O,W;H'1(Rn_1))

aandui. Dan bestaan daar 'n c¢ > 0 sodanig dat

|<F,v > < (Iflly + cllglli}i)llvlll vir v € H. (3.58)

Bewys.

Laat x = (x',xn) vir x € G. Indien die afbeelding
. ' v '
v ( ,xn) *,gn_lf(x ,xn)v(x ,xn)dx

1 n-1

aangedui word met f(-,x ) € H * (R ) volg
| (£,0)] < 17| fRn_1 £(-,x )v(-,x )ax'|dx_
< FTNECLxON L vex ) . dx
0 n H 1(Rn 1) n Hl(Rn 1) n
< el v (3.59)

waar H‘HX die norm is soos gespesifiseer.

\

Laat x = (x',0) € S en v € C!(G).
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[Lg,T v]l| = IJ;n_lg(x',O)v(x'(O)dx'|
< lg(-,0l It v(-,0)l
H—%(Rn—l) o ! H%(Rn-l)
S
< cllgll_% IIvll1 (3.60)

Indien v € H dan bestaan daar 'n ry {vn} c c”(G) met

die eienskap v,V in H.

Op grond van die kontinuiteit van T0 soos in 2.6.4 aange-
haal volg dat T v, »> T v in L2(S). Gevolglik geld (3.60)

vir elke v € H.

Aangesien

|<F,v > < [(£,v)]| + |[g,T V]],

volg die resultaat uit (3.59) en (3.60).

3.4.2. Definisies en resultate wat benodig word.

a. Indien f € Ll(Rn), dan word die Fouriertransformasie

f van f gedefinieer deur

-it-x

f(t) =/ _e

f(x)dm_(x),t€R",
R

-n/2

waar dmn(x) = (2m) dx die genormaliseerde Lebesgue-

maat op R" voorstel [ 44, Hfs 7].

b. (Dkf)‘(t) = itkf(t) volgens [44, p 168, p 176].
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c. Laat e = (0, ..., 1, ..., 0) die eenheidsvektor in R

. . de . . .
wees met 1 in die k posisie en 0 in die ander.

As vh(x) = v(x-hek), vir 1 <k <n -1, dan volg met

behulp van die transformasie,

X - hek = (x',xn) - hek = (y',xn), dat

-it'.x" -it'h —-it'.y"
J v, (x',x )e - dm (x')==el kg viy',x )e - dm_ . (y')
Rn—l h “n n-1 Rn—l “n n-1 '

waar x',t' € rRE7L,

As 8, v(x) = h7l[v (x) - v(x)]

_y -itgh
en eh(t') = h " (e -1) dan is

' -it'.x' _— ' . -it'-x' '
Jgn_léhV(x X )e dm _, (x') =e (t )ﬁ{rq.V(x X )e am _, (x").

3.4.3., Lemma

Laat die voorwaardes in Lemma 3.4.1. gegee wees. Laat

Vhpr € en éh wees so00s in 3.4.2

K = {v € H' (G): TOV = 0}.

a. As v € K dan is € K.

as dan 1s Vp

b. Vir elke f € L?(G) volg & f > - D f in x, waar X

gegee is in Lemma 3.4.1. Gevolglik is die ry {6, f} be-

grens in X.
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c. Die ry {th} is begrens in H-%(S) as g € H*(S) en

(Shg" —Dkg B H_%(S).

Bewys.

a. vh(x) = v(x—hek) =20 as V€K en 1<k<n-1.

Dus is € K.

Vh

b. Met die notasie en resultate van 3.4.2 in gedagte volg

o ) -it'-x"' . . -
fo"fRn—l Gy f + 3.F) (x',x )e dm(x') (1+|t']?) Ilzdxn

=TS (e () +AED £, x e an(e) (14 £ TR 2 ax
R

(o] | 'lz -it.e - 1 L}
<r ll(——t’i—z—)%l KR Eeex e S amxt ) 2ax
1+ |t'] R
</ |e_it'keh- 1S f(x' ye it X am(x')ll2ax. waar 0< 6. <h
o g1 X X n o h

-+ 0 met behulp van Lebesgue se gedomineerde konvergensie
stelling [18, p 124] en die feit dat f € L2(G) en
IIfm) = HfHo.

Hierbo is dm(x') = dmn_l(x') en |l-ll dui die norm van

LZ(Rn—l) aan.

Die resultaat in (b) is dus bewys as in aanmerking geneem

word dat die norm van X gegee word deur

lall2 = 7 llu(e) N2 . dt  en
X o] H_l(Rn 1)
_1 -~ 2
NEN 2 = [ 1+ |t %] 7 £ty |2at .
H—l (Rn—l) Rn—l
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c. Laat g (x"') = g(x',0) vir x' € R"™" en definieer

-

g, S00s in 3.4.2 met n-1 in die plek van n. Laat [-|l

die norm van L2 (R""!) aandui.

Laat p(y) = (1+ly|2)_% en q(y) = (l+|Y|2)% .

Dan is | 6hg+DkglIH“’(S) = 11 (8,9, +* Dr9,) (¥)p(WI

I (ep (¥) + 1y, ) (¥)p(V)I

- “iy, 8y
< Hr(h)|y|p(y)go(y)u, waar r(h) = |e - 1]
en 0 < eh <1.
< llr(h)qly)g, ()l
. Y _n-1
-+ 0 aangesien g € H*(R ).
3.4.4. Stelling
Laat a deur 3.15, met a;5 S00s in 3.52 en a_ =1, gegee
word. Laat
al(u,v) = a(u,v) + [Tou,Tov] vir u,vE€H.
H=H'(G en K= {u€H: TV > 0 op S}.
Laat G,S en F wees soos in Lemma 3.4.1.
Dan is die oplossing van
u € K: al(u,v—u) =2 <F,v-u> vir alle v € K (3.61)
in H?(G).
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Bewys.

Dieselfde patroon as in [ 34, p 257] word gevolg. Met behulp

van die transformasie in 3.4.2c volg

al(u’u)==a1(uh'uh)’(f'V)==(fh'vh) en [g,v]==[gh,vh] (3.62)

Aangesien u, € K volgens 3.4.3a volg

al(u,uh-—u) = <F, uh-u3> en gevolglik

a (u_p,u) - a (uu) > <F h,u>-<F,u>
1 - 1 -
waar F_, = {f_ ,9_}.

Nou volg

al(uh,u—uh) = <Fh,u-—uh>, (3.63)

deur (3.62), met -h in die plek van h, te gebruik.

Deur v = u, in (3.61) te kies en (3.61), (3.63) bymekaar te

tel, volg
a . - u,u-u = F. - F,u-u
1( h ! h) < h ! 11>

en
- 2 L 3 - < - -
lhay ulI1 al(uh u) |<F,, - F,u uyp >|

< (g, - £lly + cligy - gl )l -l
volgens Lemma 3.4.1.
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Deur met IIuh--ull1 te deel en Lemma 3.4.3b en ¢ te gebruik,

volg dat {§,u} begrens is in H! (G).

Veronderstel dhu-—kg € H'(G) (swak konvergensie). Dan volg

dhu - g in L?(G) aangesien die inbedding

H°(G) » B°"%(G), € > 0,

volgens [ 35, Th. 16.1, p 99] kompak is.

Aangesien u € H!(G) volg §pu > -Du in L2(G).

Gevolglik is - Du = g € H! (G) vir 1 <k <n-1. (3.64)

Die keuse v = u t w, met w € C:(G) in (3.61) lewer

- Au+ u=f in G, met A die Laplace-operator.
Gevolglik is D2 u = - ET_lD;u +u-f € L2(C). (3.65)
Uit (3.64), (3.65) en die feit dat u€ H'(G), volg

u € H2(G).

3.4.5. Definisies

a. Laat G wees soos in 3.2.

b. K= {v € H' (G): rT_v > h op St.
c. H = H'(G).

d. F is soos in (3.55).

e. a (u,v) = a(u,v) + [rTou,Tov] vir u,v € H, waar a is
1
soos in (8.15. a is dus koérsief op H.

£, 2en’?(s).
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3.4.6. Lemma

Laat V1 die Hilbertruimte van §3.2 wees.

Laat f € L?(G) en g € L2(S).

Definieer <F1,V> = (£,Lv) + [g9,T, V], (3.66)

waar L deur 3.14 gegee word,

Be(u,v) = ¢(Lu,Lv) + a(u,v) + E[Tlu’T1V] (3.67)

waar a kontinu en koérsief op H is soos in 3.15.

Veronderstel a.,. = a.., vir elke i en Jj.
ij ji ——— -

(i) Die probleem Be(u,v) = <F1,v> vir alle v€ V (3.68)

het 'n eenduidig bepaalde oplossing u€€V.

(ii) 3.68 kanin hveralgemeende vorm van 1.22 geskryf word.

Bewys.

(i) Be is kontinu en koérsief op V1'
Aangesien <F1,-> € V’l" het (3.68) 'n oplossing u_€V.

Die eenduidigheid volg uit die koérsiwiteit van B_.

(ii) Met behulp van (3.21) kan B€ geskryf word in die vorm

Be(u,v) = (u + €Lu,Lv) + [Tou+ ETlu’T1V‘]
= <Au,Qv>, waar
Au = {u+ eLu,TOu+eT1u} €Y,
Qv = {LV’T1V} € Z, met
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Y =2 = L%(G) x L2(s).

Indien F = {f,9} € Y, dan volg

<Au,Qv> = <F,Qv> uit (3.68). (3.69)

3.4.7. Lemma

Laat

K= {u€H: rTou =>h op s}, (3.70)

H=0(G) en =eun(es).

Veronderstel r bevredig 3.48, 3.49 en F 1is soos in (3.55).

Laat u die oplossing wees van

u € K: al(u,v—u) = <F,v-u> vir alle VvE€K. (3.71)

1

a,  is soos in Definisie 3.4.5. en a is soos in Lemma 3.4.6.

(i) Daar bestaan 'nm w € H?(G) sodanig dat

Lw = £ in G en rTow = h op S. (3.72)

(ii) Daar bestaan u. € V N K sodanig dat

u + elw (3.73)

u + eLu
€ €

+ . .
Toue eTlu€ Tou + ele (3.74)

(iii) w2 w 1in G.

Bewys

(1)

Volgens [ 35, Th. 8.3, p 39] bestaan daar 'n 9o € H?(G)
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sodanig dat

Togo = h/r op S.

Daar bestaan 'n w* € H] (G) sodanig dat
a(w*,v = (f,v) - alg,,v) vir alle v € Hé(G).

Volgens [ 22, Th. 17.2, p67] is w* € H?(G).

Aangesien g_ € H?(G), volg vir w = w* + g, dat

w € H?>(G): a(w,v) = (f,v) vir alle v € H.

Daar bestaan dus 'n w sodanig dat

w € H®(G): Lw = f in G en rTw = h op s, (3.75)

aangesien Tow = Togo = h/r op S.

(ii) Daar word nou aangetoon dat u 2 w in G.

Die idee van die bewys is in [34, Th. 8.10, p 264] gekry.

Laat v = sup{u,w} en v* = inf{u,w}. (3.76)
G

G

Op S geld rT v = h want rT w = h < rT_u op S.

rTov* =h op s aangesien h = rT w < rT_u op S.

Gevolglik is v,v¥ € K en To(v* -w) = 0. (3.77)
Indien p = u - w dan is

v - w = sup{p,0} = p+ (3.78)
G
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en v —u = -inf{p,0} = p (3.79)
. .
Verder is v+ v =u+w. (3.80)

Uit (3.78) en (3.79) volg

al(v - w,v - u) = al(p+,p—) =0 (3.81)
a (u,v. - u) + a (w,v* - w)

> <F,v-u> + (f,v¥-w) + [h,Tov* -Tow]

uit (3.71) en (3.72)

= <F,v-u> + (f,u-v) + [h,Tou—Tov]

= [g-h,Tov-Tou] aangesien F deur 3.55 gegee is
=0, want T_(v-u) = To(w—v*) = 0 uit (3.80) en (3.77).
Hieruit volg a1 (u,v-u) + a1 (w,u~-v)

= al(u,v—u) + al(w,v*—w) uit (3.80)

\%

0.
3.81 impliseer al(u—w,v—u) =0 = a1 (v-w,v-u).

Hieruit volg 0 < a (v-u,v-u) <0 en dus

u = v = sup{u,w}.

G

Hiermee is (iii), u 2w 1in G, bewys.
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Laat f = u+ elw € L?(G) (3.82)
en g =T+ eTwE€ L2 (S) (3.83)

in Lemma 3.4.6.

Indien u_ die oplossing van (3.67) met (3.82), (3.83) is,
dan volg met behulp van (3.20) en Lemma 3.4.6(ii) dat

Au_ =F = {f,g} en dus is u_ 'n oplossing van (3,73), (3.74).

Nou moet aangetoon word dat u. € K.

Met behulp van (3.21) volg

0 = (uE - u,v) + e(Lu8 - Lw,v)
= (ue - u,v) + ea(u€ - w,v) - e[Tlue-le,Tov]
= (u€ - u,v) + ea(u€ - w,v) + [Toue-TOu,Tov],
volgens (3.74).
Kies v = z_ = sEp{w-uE,O}; dan is
G
0 = (uE-u,ze) + ea(ue-w,ze) + [Toue-Tou,TOZE]. (3.84)

(ue-u,ze) < 0, want w > u_ impliseer u.-u <w-us<2O0 in G.
- = - <
a(u€ w,ze) a(ze,ze) < 0.

Met behulp van hierdie twee resultate volg

[Toue-Tou,TOZE] = 0 (3.85)
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uit (3.84). Op S is rTou 2 h = rTOw > rTou€ as TozE > 0.

Gevolglik is T u > T u. as T z, >0 en uit (3.85) volg

(Tou€ - Tou)Toze = 0 op S.

= i i = =
Toz 0 impliseer rTOuE = rTOw h.

-
o]

o]

Il

Tou impliseer rTou€>h, want u € K.

Gevolglik is u € K.

3.4.8. Stelling

Onder die voorwaardes vervat in Lemma 3.4.7 volg dat die

oplossing u van (3,71) voldoen aan

Lu € L?(G) en T u€ L2(s).

Bewys

Die koérsiwiteit van a impliseer dat
a(uE,ue-u) > a(u,us-u) (3.86)

Aangesien u. € K (Lemma 3.4.7) volg met (3.86) in gedagte

dat

- - > - -
a(ue,ue u) + [rTou,TOu€ Tou] (f,ue u) + [g,Tou€ Tou].
Met behulp van (3.21), (3.73) en (3.74) volg

i - - -—
SL(Lue,Lw LuE)+ [Tlue,le «Tluel + [rTou,le T1u€]}

> e{(f,Lw-—Lue) + [g,le-TluE]}.
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Aangesien Lw = f volg, deur met € te deel en terme te

groepeer, dat
- - £ 2 Sy2 - -
{lzu_ - £17 + {HTluCHO} } + [T u 9,T w-Tu]

+ [T u,T w] =2 0.
1 € 1

Hieruit volg

_ 2 SZ< S
Il Za_ fHO + {HTluEHO} cl[1 + HTlug%]- (3.87)
Uit (3.87) volg eerstens dat
[ .
{"Tlue"o} begrens is : (3.88)

en tweedens dat

{HLuE-fHO} begrens is. (3.89)

Deur (3.73) te gebruik, volg

|lu8 - ullo = ¢l Lu_ - LwIIO ell Lue - fllo
< Me (sé).

Dus u_ > u in L?(G). (3.90)

Deur (3.74) te gebruik, volg

S S
T -7 = €ellT u -T wl
Il oUe Oullo Il L Ye L

N

Ne (se).

Gevolglik, T u, > Tou in L2(S) (3.91)
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Aangesien u_ - u in L2(G) volg dat

Lu€ - Lu in distribusie sin.

Aangesien {"Lue”o} volgens (3.89) begrens is, volg dat 'n
¢ € L2(G) bestaan, sodanig dat Lu_—¢. (Swak konvergensie
in L?(G) word met — aangedui.) Net soos in Stelling 3.2.1la

volg dat

Lu_— Lu € L2(G). (3.92)

Gestel Tlue_A qd in L2 (S) (swak konvergensie).

(Lue,v) a(ue,v) - [TluE,Tov] uit (3.21)

(uE,Lv) +'[Tou€,T1v]
_[T1u€'TOV] vir v € Cc?(G).
Deur € na nul te laat neig, volg
(Lu,v) = (u,Lv) + [Tou,Tlv] - [q,Tov]
met behulp van (3.90), (3.91), (3.92).
Hieruit volg

(Lu,v) = af(u,v) - [q,TOV] .

Uit 3.21 volg T u=gq € L2(S). (3.93)

Die resultaat van die stelling volg uit (3.92), (3.93).

Opmerkings.

Stelling 3.4.8 is geinspireer deur die werk gedoen in [ 34,
p 289, 290]. Die resultaat van 3.4.8 is duidelik meer alge-

meen as die van 3.4.4. Beter resultate as 3.4.4 is beskikbaar
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in die Literatuur, maar kan baie ingewikkeld word. Die
benadering in 3.4.8 is relatief eenvoudig, maar dit het
beperkinge. Eerstens is slegs konvekse versamelings K, soos
in 3.4.5b, in aanmerking geneem. Tweedens moes 'n ry {ue}

(Lemma 3.4.7) gekonstueer word.

Aangesien u. in K moet wees, is daar nie 'n algemene metode
om so 'n ry te konstueer, vir willekeurige konvekse versame-
lings K nie. Derdens moes 'n maksimumbeginsel (u 2w in

Lemma 3.4.7) bewys word, 'n taak wat nie altyd eenvoudig hoef

te wees nie.
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HOOFSTUK 4

VARTASTE-ONGELYKHEDE IN GEQRDENDE HILBERTRUIMTES

4.1. Inleiding en doel van die hoofstuk

In [33] word 'n "vreemde" definisie vir variasie-

ongelykhede gegee. 'n Operator A, wat 'n parsiéle dif-
ferensiaaloperator, lineér of nie-lineér, 'n integraal-
operator, 'n matriks, ensovoorts ... kan wees, 1is gegee.

'n (Funksie of vektor) u moet gevind word sodanig dat

Au - f=20, u=-4¢=20, (Au- f)(u-y) = 0. (4.1)

f en ¥y is gegee, die simbool " =" Dbeteken positiewe
funksies, vektore met positiewe komponente, ensovoorts ...

en die skalaarproduk is die produk in R of in R".

Indien A = 3/3n, £f=0 en Y=h in (4.1) dan kan (2.23) in
hierdie vorm geskryf word. In hierdie geval is (4.1) egter
nie ekwivalent aan die variasie-ongelykheid (2.25) nie, aan-
gesien die beherende vergelyking (2.20) nie in ag geneem is

nie.

Die variasie-ongelykheid waarvan 2.9.2. melding maak, kan
in die vorm (4.1) geskryf word. Soos reeds in 2.9.2. genoem,

is (2.29) in hierdie geval 'n voorbeeld van 'n vrye-rand-

probleem. 1Indien u > ¢ (wat die simbool " >" ookal mag
beteken) impliseer dat Au = £ in (4.1) dan lei die definisie
(4.1) ook na 'n vrye-rand-probleem. Die vrye-rand sal die
"gedeelte" tussen die gebied waar u = y (die kontak versame-

ling) en die gebied waar u > y wees.
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Die doel van hierdie hoofstuk is om die definisie (4.1) in
'n abstrakte raamwerk te plaas en dit sodoende meer presies
te maak. Die resultaat van hierdie benadering is dat vir
elke variasie-ongelykheid van die vorm (2.29) daar 'n oor-
eenstemmende probleem (4.1) is en omgekeerd, mits die voor-
waarde u 2 y in (4.1), vervang word met u € K (Stelling

4.6.5). In die 1lig van 2.9.3c is hierdie resultaat belangrik.

'n Ander aspek van die benadering in hierdie hoofstuk, wat
in hoofstuk 5 gebruik word, is van groot belang. 1In [45],
byvoorbeeld, word met operatore gewerk wat funksies op pare
van funksies afbeeld, waarvan een komponent die beperking
van 'n funksie tot die rand van 'n gebied is. Om die
randintegrale wat uit die variasieformulering (Stelling
1.3.8) ontstaan, sinvol te maak, word variasie-ongelykhede
bestudeer wat verband hou met die gedagte wat uit (1.22)
voortspruit. Hierdie formulering vloei op 'n natuurlike wyse

voort uit die werk in hierdie hoofstuk.

4.1.1, Voorbeeld

Laat a(u,v) = &EgraduAgrad\rdx, (4.2)
(£,v) =fovdx, (4.3)
en [g,h] = nghdS. (4.4)

Laat To die spooroperator en T1 die normaalafgeleide op
S, die rand van G wees, in ooreenstemming met definisie

2.6.4. (4.5)

K={veH1(G):Tov=gops, v =2 h in G}. (4.6)
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Indien h=0 en G=D hierbo, dan is (2.29) met (4.2), (4.3) en

(4.6) die variasie-ongelykheid wat in paragraaf (2.9) ontstaan.

Die volgende resultaat is bekend, maar die bewys word hier aan-

gegee omdat dit belangrik is vir die werk van hierdie Hoofstuk.

4.1.2. Stelling [37], [34,p 244]

Laat P, die probleem (2.29) met (4.2), (4.3) en (4.6) voor-

stel. Laat P, die probleem:

vind u sodanig dat

u-h>0, -Au-f>0 inG

(-Au-£f, u-h) =0 (4.7)

Tou=g<_>_ES,

voorstel. Dan is P1 en P2 formeel ekwivalent

indien Toh = g op S.

Bewys

Indien u 'n oplossing is van P, volg met behulp van parsiéle

integrasie dat P, ekwivalent is aan

u=nh in G,Tou = gop S: (-Au-£f,v-u) +[Tlu,Tov—Tou]

2 0 vir alle v € K. (4.8)
Deur v=u+w € Kmet w =0 in G, w=0 op S te kies volg

-Au-f =20 1in G. (4.9)

Indien Toh=g op S dan volg uit die keuses v=h € K en

v = 2u—-h € K dat

(- Au-f, u-h) = 0. (4.10)
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Indien omgekeerd u 'n oplossing is van P, dan volg vir

alle v € K dat u 'n oplossing is van

u€ K: (-Au-f, v=-u) = (-Au-£f, v-h) + (-Au-£f, h-u)

> 0. (4.11)

Aangesien Tov==g==TOu op S, volg na parsiéle integrasie dat

u 'n oplossing is van P .

4.1.3. Opmerking
Laat G, = {x € G:u(x) > h(x)} en G,= G - G,.

Uit (4.7) volg (indien Toh = g) dat

- Au = £f in G, en u=h in Gz.

G, is die kontakversameling [33] en die skeiding tussen G, en

G, verteenwoordig die vrye-rand. In [32] Stelling 4.1 word
bewys dat G1 oop en samehangend is, indien

h € c?2(G), h<0op Seng=20 op S.

4.2. 'n Ander formulering van probleem 4.7

Laat Au = {- Au, Tlu}, Qu = {u, Tou},

(4.12)
F = {f,0} en H = {h,g}
Laat X = H'(G), Y =[H'(G)]* «x H'%(S)
L (4.13)
en Z = HY(G) x H?(S).
Laat < {u,g}, {v,h}> = (u,v) +[g,h] (4.14)

'n paring tussen die ruimtes Y en Z wees, met (-,°)
gedefinieer deur (4.3) en [ -,+] gedefinieer deur (4.4) as

g en h funksies is.
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Indien 2 gedefinieer word deur {u,gl=2{v,h} as u2v en g=h

dan kan (4.8) geskryf word in die vorm

Qu =2 H:<Au-F, Qv-Qu> =2 0 vir alle v met Qv = H. (4.15)

Die voorwaarde Tou = g 1in (4.6) kan weggelaat word, en =

kan dienooreenkomstig aangepas word.

4.3. Abstrakte formulering in Banachruimtes.

Hoewel die werk in hierdie hoofstuk in die Hilbertruimtekonteks

gedoen is, word 'n formulering in drie Banachruimtes gegee.
Hierdie formulering is gebaseer op §4.2.

Laat X, Y en Z Banachruimtes wees. Veronderstel Y en Z is gepaar
met <y,z> vir y € Y en z € Z die (geassosieerde) bilineére

funksionaal [ 29, p137].

Laat A:D(A) C X > Y
(4.16)

en Q:D(Q) C X ~» 2

gegewe operatore wees en K 'n konvekse deelversameling van X.

Die volgende tipe probleem word ondersoek: Vir gegewe FE€Y,

vind u € D(A) N D(Q) N K sodanig dat <Au-F,Qv-Qu> =20

vir alle v € K ND(Q). (4.17)

4.4. Orderelasies in Hilbertruimtes

Laat H 'n reéle Hilbertruimte wees met inwendige produk

((-,+)) en norm |l-ll. Veronderstel (-,°) is 'n positiewe sim-
metriese bilineére vorm op H en skryf (u,u) = |u|?. Sien [ 29,
p 53, 54]) vir 'n definisie van inwendige produk en positief

simmetriese bilineé&re vorm.
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4.4.1. Definisie [29, p16]

'n Deelversameling L C H word 'n keél genoem as L nie-

leeg is, L + LCL en tLCL as t =2 0.

Voorbeeld

Laat L_ = {y € H: (x,y) =2 |yl/V2 } vir
Xx € H met |x|=1.
Aangesien 2 > 1 volg dat x € L_, (4.18)
vir x met |x| = 1. L_ is dus nie-leeg.
Die subadditiwiteit en absoluut homogeniteit [29, p15] van 'nnorm,

tesame met die lineariteit van die funksie vy~ (x,y),

verseker dat Lx 'n keél is.

4.4.2. Definisie

LX soos gedefinieer hierbo, word die reghoekige keél met top-

punt x genoem.

4.4.3. Definisie (Ordening) [29, p16]

'n Keéel L word gegee. Die ordening, aangedui met >L’

geassosieer met L, word gedefinieer deur

\Y

X 0 as en slegs as x € L

L
X >L y as en slegs as x-y€L.

4,4.4., Lemma

Laat x € H, |x| = 1. Vir elke u, v € L _geld (u,v) = 0.
Bewys ('n Skets in twee dimensies kan vir toeligting gebruik
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Laat u, v € Lx. Indien u of v = 0,is die stelling waar.

Gestel nou u en v ongelyk aan 0 en laat

a=u/|lul, b=v/lv

(a,b/vV2)=(a,b/V2 - x) + (a,x)

> (a,b/vV2 - x) + 1/V/2 . (4.19)
| (a,b/v2 -x)|? < |b/V2 - x|?, want |a| =1
= % - 2//2 (b,x) + 1, want |x| =1 = |b]|
< % - 2/(YZ)? want b €L
=41
5 -

Uit (4.19) volg nou (a,b/v2 ) = - 1/V/2 + 1//2 = 0.
Gevolglik is

(u,v) = V2 |u| |v](a,b/V2 ) = 0.

4.4.5. Stelling

Laat H 'n reéle Hilbertruimte wees. Daar bestaan 'n

orderelasie, =2, 1in H sodanig dat

(i) x>0 en y =0 impliseer (x,y) = 0,

(ii) (x,y) =0 vir alle y = 0 impliseer x = 0,
(iii) x =20 en t >0, t € R impliseer tx =2 0,

(iv) x =2y as en slegs as x +a=>y + a, a € H.

Bewys

Laat a € H, |a] =1, L =1L_ en > die geassosieerde ordening.
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(i) Die eerste resultaat is in Lemma 4.4.4 bewys.
(ii) As x = 0 in (ii) is daar niks om te bewys nie.
Sonder verlies aan algemeenheid, aanvaar |x| = 1.

Gestel x ¢ L, met ander woorde (a,x) < 1/v2 . (4.20)

Laat v = [a + {(a,x)a-x}/{l-(x,a)2}5]//5
Dan is

|v]? = [1+{(a,x)%2-2(a,x)2+1}/{1~- (a,x)?}]/2.

1.
Verder is (v,a) = 1/Y2 en gevolglik v = 0.

Maar

(v,x) = [(a,x) + {(a,x)2 - 1}/{1 - (a,x)2}?1/V/Z
= [(a,x) - {1- (a,x)2}%1/vV2,
en 0 < (a,x) <1/V2

<[i/v2 - 1/vV21//2 aangesien

N|

1- (a,x)? >1—-§-=
impliseer {1-—(a,x)2}5 > 1/V/2
= 0.

Hierdie resultaat is strydig met die voorwaarde
(x,y) 2 0 vir alle y = 0. Gevolglik is (4.20) vals en

x =2 0.

(iii) x 2 0 impliseer x € L, impliseer tx € L, impliseer

tx =20 as t = 0.

(iv) x 2y as en slegs as x - y € L,
as en slegs as x + b -(y+b) €L,

as en slegs as x + b 2y + b.
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4.4.6. Definisie

Laat >1 en 22 orderelasies in H wees.

a. 'n Orderelasie = in H is versoenbaar met die Hilbert-

ruimtestruktuur as

(x,y) 2 0 vir alle y =2 0 impliseer x = 0.

b. Die paar (=, 2;) heet toelaatbaar indien

(i) x > 0 en y >, 0 impliseer (x,y) >0,

(ii) (x,y) = 0 vir alle y =, 0 impliseer x = 0.

Opmerking. As |a| = 1, dan is die paar = =)
a a

toelaatbaar.

4.4.7. Definisie

Laat f € H*. Die Frechet-Riesz Stelling [46, p 15] lewer 'n

funksionaal J : H* -~ H met die eienskappe

<f,v> (v,Jf) vir v € H,

g £l hal.

*

Die paring tussen H* en H word aangedui met <f,v> vir

f € H¥* en v € H.

4.5. Stelling

Laat H 'n reéle Hilbertruimte wees, met ((-,-)), (:,*), -1,

.| soos in 4.4. Laat a(-,-) 'n bilineére funksionaal op
H wees en f,h€H twee gegewe elemente., 'n Toelaatbare

paar (sien 4.4.6b) (&, =) word gegee.
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Laat
K={VGH:V>2h}, (4.21)
Veronderstel daar bestaan 'n afbeelding
A:H »> H sodanig dat a(u,v) = (Au,v)
(4.22)
vir alle u,v € H.
Dan is
u 'n oplossing van
u € K:a(u,v-u) =2 (f,v-u) wvir alle v € K (4.23)
as en slegs as
u 'n leossing is van
u>2 h, Au-f = 0, (Au-f,u-h) = 0. (4.24)
Bewys.

Deur v=u+w met w = 0 in (4.23) te kies en op te let

2

dat v-h=(u-h) +w 22 0 (uit die eienskap L+L C L van 'n

keél), dan impliseer (4.23), (4.22) dat
u€ K: (Au-f,w) =2 0 vir alle w 2} 0. (4.25)

Aangesien die paar (=, 22) toelaatbaar is, volg

Au - f 230 uit (4.25).

Indien v = 2u-h dan is v = u +(u-h) 22 u, met behulp van
Stelling 4.4.5(iv) en die feit dat u - h =2, 0. Aangesien
v-h = (v-u) + (u-h) = 0 (uit die eienskap L + L C L van

'n keél) volg uit (4.23), (4.22)
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(Au - £, u-h) =2 0. (4.26)

\%
o

Die keuse v = h in (4.23) lewer (Au - f,h - u)

wat tesame met (4.26) impliseer dat
(Au - f,u - h) = 0.

Aangesien u € K is dit nou duidelik dat (4.23) impliseer

(4.24).

Veronderstel u is 'n oplossing van (4.24) en v 2;11. Dan
is
a(u,v-u) - (f,v=-u) = (Au-£f,v-u)
= (Au-f,v=-h)+ (Au-f,h-u)
= (Au-f,v-nh)
= 0, aangesien

die paar (23,23) toelaatbaar is en v-h 22 0.

4.6.1. Definisie

Laat u € H en K 'n konvekse versameling in H wees. Laat

Ku = {w:w=¢t(v-u); t =20 en v € K}.

4.6.2. Definisie

Laat Ku soos in definisie 4.6.1 wees en

Lu = {w€ H:(w,v)) 2 0 vir alle v € Ku}.

4.6.3. Lemma

a. As K nie leeq is nie, dan is Ku 'n keél.

b. L, is 'n keél, indien K nie leeg is nie.
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en =2, onderskeidelik die orderelasies wees wat

cC. Laat Y

Y

met Lu en Ku geassosieer word.

Dan is (2, , 2,) 'n toelaatbare paar.

Bewys.
a. As K nie-leeg is, dan is Ku nie-leeq.

As w € Ku’ dan is tw € Ku vir t 2 0. As v,w€K, t >0,

s >0 en r =t/(t+s) dan is

0<r <1 en wr=rv+(1—r)w€K.

As p = t(v-u) en g=s(w-u) twee elemente van Ku is,

dan volg

ptg t(v-u) + s(w-u)

(t+s)[r(v-u)+ (1-1r)(w=-u)]

(t+s)[wr—u] € Ku.

b. As K nie-leeg is, dan is Ku nie-leeg. Gevolglik is
0 € Lu en Lu is nie-leeg. Sonder moeite word gesien dat

L +L CL entL CL_ as t =20. L_ is dus 'n keél.
u u u u u u

c(i) Veronderstel x >1 0. Dan is x € Lu en

(x,y)) =2 0 vir alle y € K,-

Dus ((x,y)) = 0 vir alley = 0.

(ii) Gestel ((x,y)) =2 0 vir alle y >2 0. Dan is x € Lu'

want y € K, as en slegs as y = 0. Dus volg x 2 0.
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4.6.4. Stelling.

Laat H, ((+,+)), ll*ll wees soos in §4.4, J soos in 4.4.7, h€H

en f € H¥*. Laat a(-,*) 'n kontinue bilineére funksionaal

op H wees en A die begrensde lineére operator in § 3.1.1.

Laat 2 'n orderelasie in H wees. Die toelaatbare paar

(>l’ 2,) is soos in Lemma 4.6.3.

K = {v € H: v 2 h}. (4.27)
Dan is
u 'n oplossing van
u € K: a(u,v-u) =2 (f,v-u) vir alle v € K (4.28)
as en slegs as
u 'n oplossing is wvan
u=h, JAu-Jf = 0, <Au-f,u-h> =0 (4.29)
Bewys
As u € K dan is u-h = (2u-h) -u € K,-

(4.30)

As u—hGKudanis u € K,

want dan is u=h+t(w-u), t=20enw=h
Z h + th -tu

en gevolglik is (t+1)u = (t+1)h en (4.30) volg.

As u 'n oplossing is van (4.28), dan volg via (4.30)
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u =, h: (JAu-Jf,w)) =0 vir alle w € Ku i (4.31)
en omgekeerd.

Aangesien (21, 2;) toelaatbaar is, h-u € Ku en u-h € Ku
(volgens 4.30), volg (4.29) uit (4.31). Met behulp van
(4.30) en dieselfde argument as in die einde van stelling

4.5, word gesien dat (4.29) impliseer 4.28.

4.6.5. Stelling

Laat H, ((*,*)», lI-Il, a(-,-), £, A en J soos in stelling

4.6.4 wees. Laat K 'n konvekse deelversameling van H

wees en (2;, 23) soos in Lemma 4.6.3.

Dan is
u 'n oplossing van
u€ K:a(u,v-u) = <f,v-u> vir alle v€E€ K (4.32)
as en slegs as
daar 'n h € H bestaan sodanig dat

u€ K : JAu - Jf >10, <Au-f,u-h> =0 (4.33)

en v 23 h vir elke v € K. (4.34)
Bewys.

(4.32) is ekwivalent aan
u€ K:a(u,w) =2 <f,w> vir alle w € K. (4.35)

wat weer ekwivalent is aan
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u € K: ((JAu - Jf,w)) 2 0 vir alle w € Ku.

Aangesien die paar (%, %) toelaatbaar is, volg nou

—

JAu - Jf 23 0.

Laat h u dan is v %{h vir elke v € K,aangesien vir sulke

v,v-h = v-u € Kﬁ' Aangesien h = u, volg (4.33) uit (4.32).

Veronderstel omgekeerd dat 'n h € H bestaan, sodanig dat u
aan (4.33) voldoen en (4.34) waar is. Dan is, net soos in

die bewys van Stelling 4.5,

((JAu - Jf,v-u)) = ({(JAu-Jf,v-h)) + (JAu-Jf,h - u))

2 0 vir elke v € K,

en (4.32) volg.

4.6.6. Opmerkings

a. Die oorspronklike formulering vir variasie-ongelykhede in
[ 49] is in die vorm (4.35), met Ku soos in definisie

(4.6.1).

b. Indien die oplossing/oplossings van (4.32) in die inwen-
dige van K 1&, dan volg Ku = H, aangesien dan u+V C K,
vir 'n geskikte oop versameling V, met 0 € V. 1In hierdie

geval is L = {0} en (4.33) impliseer

Au = f, of af(u,v) = <f,v> vir alle v € H,

in die variasiekonteks.
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c. As die oplossing/oplossings u van (4.32) nie in die in-
wendige van K 1l€é nie, dan is u € 3K, die rand van K en

L, bevat 'n nie-nul element. [Stelling 3 in die Bylaag.]

d. Die formulering wat in vergelyking (4.24) gegee is, is 'n
meer presiese formulering as (4.1). Dit is belangrik om
daarop te let dat die resultaat afhanklik is van die ge-
gewe orderelasies. Hoe meer toelaatbare pare (van orde-
relasies) bekend is, hoe meer variasie-ongelykhede van

die vorm (4.23) met (4.21) k&n geformuleer word.

e. Hoewel die resultaat van Stelling 4.6.4 soortgelyk aan
dié van Stelling 4.5 is, is.daar 'n paar belangrike ver-
skille. 1In 4.6.4 word die orderelasie 2 deur 'n gegewe
konvekse versameling bepaal. Die orderelasie 23 kan dan
"gekonstrueer" word. In 4.5 is laasgenoemde orderelasie
gegee, met die beperking dat die betrokke paar toelaat-

baar is in die sin van 4.4.6 b. Hierdie voorwaarde hang

af van die gegewe positief, simmetriese bilineére funksio-

naal, (-,-), wat nie noodwendig tot 'n Hilbertruimte aan-
leiding gee nie. (Met ander woorde, die ruimte <H, (-,:)>
hoef nie volledig te wees nie.) In 4.6.4 is (-,°+) egter

die inwendige produk van die gegewe Hilbertruimte en gee

aanleiding tot 'n volledige metriek.

f. Die voorwaarde u € K kom steeds voor in (4.33). Indien
dit nie sO was nie, dan sou elke konvekse versameling, in
'n sekere sin, ekwivalent wees aan 'n versameling K van
die vorm 4.21. Laat w =, 0, w # 0 en K die versameling
in 4.21 wees. Aangesien v, = nw + h =2 h is v, € K en K
is dus onbegrens. Nie elke konvekse versameling is onbe-

grens nie.
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g. Indien (4.32) 'n eenduidig bepaalde oplossing het dan
kan probleme van die vorm 4.33 eenduidig bepaalde op-
lossings hé (Stelling 4.6.5). Verdere studie van pro-
bleme van die vorm (4.33) is op hierdie stadium nog nie
gedoen nie. Dit is ook nog nie duidelik of die formu-
lering wat deur (4.33) gesuggereer word, tot nuwe
probleme van belang lei nie. 1In die lig van 2.9.3 c mag

hierdie studie moontlik van belang wees.

h. Die bewyse van Stelling 4.5, 4.6.4 en 4.6.5 toon dat die
twee betrokke orderelasies nie noodwendig dieselfde is
nie. Die eienskappe van die bekende driedimensionele
ruimte het tot 4.4.6 a gelei, wat op sy beurt tot
4.4.6 b(ii) veralgemeen is. In die lig hiervan, is
orderelasies geassosieer met reghoekige keéls, bestudeer.
Die betekenis van (4.23) of (4.24), vir die geval waar
die betrokke orderelasies deur reghoekige keéls gegenereer
word, is nog nie duidelik nie. Spesifieke voorbeelde be-
hoort bestudeer te word. Hierdie werk beklemtoon egter
die groot verskeidenheid probleme wat deur (4.23) gedek

word.

Die hoofresultate van die volgende paragraaf is vervat in
Stelling 4.7.5 en die voorbeelde in 4.7.7, 4.7.8 c, wat die

belang van Hoofstukke 3 en 4 toon.

4.7. Orderelasies en variasie-ongelykhede in die "drie-

ruimte-konteks"

Laat X, Y, 2 en <+¢,*> soos in §4.3 wees.
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4.7.1. Definisie

Veronderstel daar bestaan 'n orderelasie >i in Y en 'n orde-

relasie 23 in Z. Die paar (23,22) heet toelaatbaar in die

Y-Z konteks (kortweg gesé: heet toelaatbaar) indien

a. y= 0 en z = 0 viry €Y, =z € Z impliseer

<y,z> =2 0.

b. <y,z> 2> 0 vir alle z =2 0 impliseer y = 0.

4,.7.2. Stelling

Laat (21,2;) 'n toelaatbare paar in die Y- 2 konteks

wees. A en Q is soos in (4.16) met Q lineér. Veronderstel

€ Z en Qwh = . F € Y is gegee en

K={veDQ:Qv=> i},

Veronderstel minstens een van die volgende drie voorwaardes

word bevredig.

a. Q:D(Q) € X ~» L, is surjektief, waar L, die keél geasso-

sieer met die orderelasie 23 is.

b. Vir elke =z € L bestaan daar 'n ry {vn}, th23 0, met
Vir e’xe ) met

die eienskap

<y,Qvn > > <y,z>,

waar y € Y gegee is.
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c. Daar bestaan versamelings W1 C X, W, € X met die volgen-

de eienskappe:

QW) ¢ L, enQ(W,) €L,

<y,Qw > =0 vir alle w €W en

~<y,Qw2:> = 0 vir alle w, €W,

imEliseer

=
Y & 0.

Dan is

u 'n oplossing van

u€ KND(A): <Au - F,Qv = Qu > = 0 vir alle v € KN D(Q)

(4.36)
as en slegs as
u 'n oplossing is wvan
Qu= ¥, Au-F > 0 en <Au - F,¥ - Qu> = 0. (4.37)

1 =

Bewys.

Laat u 'n oplossing van (4.36) wees.

Neem z 2; 0 willekeurig. 1In geval (a) bestaan daar 'n w

sodanig dat Qw =z en in geval (b) bestaan daar 'n ry {vn},

Qv 22 0 met die eienskap
0 < <Au - F,Q(u+v ) -Qu> = <Au - F,Qvn> - <Au-F,z>,

aangesien u + v € K.

In geval (a) is u + w € K en weereens volg <Au-F,z> =>0.
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Aangesien die paar (>1,>2) toelaatbaar is, volg Au - F 230.

In geval (¢) is u + w, € Ken u + w, €K indien w €W en

w, € W,. Gevolglik is

0 < <Au - F,Q(u+wi) - Qu>= <Au - F,Qwi>

vir i =1 en 2.

Weereens volg Au - F = 0.

Aangesien v = 2u - Y € Ken v = Wi € K volg
02 <Au - F,¥ - Qu>=20 uit (4.36).

Veronderstel (omgekeerd) u is 'n oplossing van (4.37).

Dan is

<Au - F,Qv - Qu> = <Au - F,Qv - ¥> + <Au - F,¥ - Qu>

=2 0 vir alle v € K N D(Q).

Ook is u € D(A) indien (4.37) geld.

Die bewys is voltooi.

4.7.3. Definisie

Laat H = L?(G) x L?(S) en definieer die keéls L, en L,

in H deur:

L = {v={v,q} €H qg =0 op S},

(]

L ={E={u,p}€H:<G,\7>> 0

vir alle v € L,}.
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Hierbo word H met homself gepaar, deur middel van die ge-

bruiklike inwendige produk, hier aangedui met <-.,->,

4.7.4. Lemma

Laat >1 en 2, onderskeidelik die orderelasies wees wat met

L1 en L2 in definisie 4.7.3 geassosieer word

Dan is

a. die paar (23,2;) toelaatbaar in H en

b. u = {u,p} > 0 as en slegs as

u =0 byna oral in G en p = 0 byna oral op S.

Bewys
a. Dit is maklik om te sien dat Ll en L2 keéls is. Die be-

wys dat die paar (= ,22) toelaatbaar is, is woordeliks

1

identies aan die bewys van Lemma 4.6.3, indien die sim-

bole L en K, daarin, onderskeidelik vervang word met L,

en L2.
b. Indien u = {u,p} %0, dan volg
(u,v) + [p,g] = <:G,V:> = 0 vir alle

v = {v,q) €L,.

Aangesien {v,0} € L vir elke v € L?(G) volg direk u=0

byna oral in G.

~

Die keuse v = {0,g} met g =20 op S lewer

[plq] =0

en gevolglik p = 0 byna oral op S.
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4.7.5. Stelling (Interpretasie van die variasie-

ongelykhede in voorbeeld 2 paragraaf 3.3.2)

Laat u 'n oplossing wees van (3.61), in die konteks van

Stelling 3.4.4 (geval 1), of 'n oplossing van (3.71), in

die konteks van Lemma 3.4.7 en Stelling 3.4.8. (geval 2).

Dan is u 'n oplossing van

rT u = h,Nu = g, (Nu"g)(rTou-h) 0 op S; Lu = £ in G.

o
(4.38)

en omgekeerd, met die verstandhouding dat

r =1, h = 0, Nu = Tou + Tlu, Tlu = niDiu, Lu = -Au + u
(4.39)

in geval 1 en

h 3
r bevredig 3.48 - 3.49, ¥ € H2(S), Nu = rTou + T u,
T u-= aijnjDiu' Lu = -Di(aiiju)+-aou (4.40)

in geval 2. In geval 1 word G en S in Lemma 3.4.1 gedefi-

nieer. 1In geval 2 is G en S weer soos in §3.2.

Bewys
Laat

Au

{Lu,Nu}

en Qu

{u,TOu},

waar L en N hulle betekenisse het soos gevra. Op grond van
die twee regulariteitstellings (3.4.4 en 3.4.8) kan die be-

trokke variasie-ongelykhede in die vorm

u€ KND@A): <Au - F,Qv - Qu> =2 0 vir alle v € K geskryf
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- _}l 2 — 2
word. Laat ¥ = {wh,r} met Wy € H*(G) en Towh = h/r € H? (S).

So 'n Wy bestaan op grond van [ 35, Th. 8.3, p 39].

Laat X = H!(G), Y = Z = H met H soos in Definisie 4.7.3.

Laat (2;,22) die toelaatbare paar van Lemma 4.7.4 wees.

Die versamelings K van Stelling 3.4.4 en Lemma 3.4.7,

stem ooreen met die versameling K van Stelling 4.7.2.

Aangesien Qwh = ¥ moet nog net voorwaarde (a) of (b) of (c)

geld om Stelling 4.7.2 toe te pas.

Laat W, = CZ(G) en

W

, {w € H! (G): T W > 0 op S byna orall.

Dan QWi C L2 vir i= 1, 2.

Laat y = {u,p} € Y en veronderstel die twee ongelykhede in

4.7.2.(c) 1is gegee.

Aangesien C:(G) dig in L?(G) is,volg u=0 uit die eerste
ongelykheid. Uit die tweede ongelykheid volg p 2 0 byna

oral op S, aangesien

T, H! (G) - H%(S) surjektief is en C (S)

dig is in L?(S), sien [35, p 39, p 35].
Uit Lemma 4.7.4.(b) volg nou y 23 0.

Al die voorwaardes vir Stelling 4.7.2 word bevredig en deur

Lemma 4.7.4 met Stelling 4.7.2 te kombineer volg
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Tou 2 h/r, Nu 2 g op S; Lu = f in G en [Nu-g,Tou-rh/r] = 0.

Hieruit volg (Nu-g)(rTou-h) = 0 op S en die stelling is

bewys.

4.7.6. Opmerkings.

a. Dit is moontlik om voorwaarde (b) in plaas van voorwaarde
(c) aan te toon in die vorige stelling, ten einde Stel-

ling 4.7.2 te gebruik.

Indien z = {v,q} =, 0 dan bestaan daar qa, € Cc”(S) met

g, >0 op Sengq ~qin L2(S) (sien afspraak 3.2.6).

Veronderstel Town = q, met W € H'(G), [35, p 39].

G C G C .. C
Veronderstel Gk C Gk C Gk+1 Gk+l .- G,

Gn is 'n oop versameling en UGn = G.

oo
€ < i
Laat p_ C,(G) met |pn(x)| 1 in G
_ . c — . .
en pn(x) 1 vir x Gn’ pn(x) 0 vir x ¢ Gn+1

n'— —-—
Stel Wl = PV + (1 pk) W Dan volg

n - = >
Towk Town q, = 0 op S en

gevolglik QWE 2; 0.

Uit Lebesgue se gedomineerde konvergensie stelling [ 18,

III 3,7, p 124] volg
wﬁ > v in L2(G) as k - oo,
Stel vn = wi , waar kn -+ o0 en

n

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2022.



UNIVERSITEIT VAN PRETORIA
UNIVERSITY OF PRETORIA
YUNIBESITHI YA PRETORIA

éﬁ
<

HwE

- V"o < .
n

S

Dan volg Qvn 22 0 en

IIQVn - {v,q}HH <§HQvn B {v,qn}llH

+ II{v,qn}'-{v,q}IlH

< n _ _ S
llwkn vilg + lla, - all]
1 S
< Stllg, qu > 0.
RAangesien |<y,z>| < Iyl Nzl en Qv z in H, volg

voorwaarde (b).

b. Die probleme in stelling 4.7.5 word in die vorm 4.17 ge-

skryf. 1In die geval is

A: H2(G) = D(A) C X = H}(G) » Y =H = L?(G) x L2(S)

Au = {Lu,Nu}, Nu rTu + T, u.
Q: H!'(G) = D(Q) C X > 2 =Y.

Qu = {ulTOU}

K is 'n konvekse geslote versameling in X. Dit is be-

langrik om daarop te let dat die voorwaarde

u € D(A) ND(Q) = D(A) in (4.17),

in hierdie voorbeeld 'n regulariteitsvoorwaarde is.

4.7.7. Voorbeelde

Die doel van hierdie voorbeelde is om die werk in hoof-

stuk 3, § 3.2 met die resultate van hierdie hoofstuk te
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kombineer en sodoende sekere variasie-ongelykhede te.

interpreteer. Die bestaanstellings wat benodig word

is die in § 3.1.

Laat
R(u,w) = (Lu,Lw) + a(u,w) + [pﬂ%)u,Tow]
+ [quulle]I (4.41)
waar p=0, q=0; p,q¢€ Lw(S) en

L, a onderskeidelik deur (3.14), (3.15) gegee word.

Laat Ki konvekse geslote deelversamelings van Vi wees

(sien § 3.2).

Laat (Au,w) = R(u,w). Stelling 3.1.9 kan toegepas word,
met X = V_ as g =0 enp 2 0 op S en X = V, asp = 0 en

qg=>a>0 op S.
Indien Ji € Fo(Vi) dan kan Stelling 3.1.10 gebruik word.

Laat Y = 2 = L?(G) x L?(S) met <.,.> die inwendige

produk.

Voorbeelde in die raamwerk van 8§ 4.3.

Au = {Lu,rT u + sTOu},1:> 0, % 2 0 en % e L.°(s).
1

_ 1
Qw—{Lw+w,rTOw}.

Dan is <Au,Qw> (Lu,Lw) + a(u,w) + [—i-TOu, Tow]

Rln
0
o
Q
1
>

R(u,w) met p =
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{Lu,rT u}, r #*#0 op S.
1

{Lw +w,

Rl

Tow-FSle},

0 <o<rsopsSenrs€L(S).

(Lu,Lw) + a(u,w) + [rsTlu,le]

R(u,w) met p=0, g=rs.

{Lu,rTlu}, r=>6>0 opS, r€ Lm(S).

{Lw,le}

<Au,Qw> = (Lu,Lw) + [rTlu,le].

In hierdie geval is X = V1 . Die koérsiwiteit van die

bilineere vorm

{u,w} » <Au,Qw>

volg uit Opmerking 3.2.5.(d).

.8.

Opmerkings ten opsigte van 4.7.7.

In voorbeeld (a) is X = VO. In die 1lig van opmerking

3.2.5.c is dit duidelik dat A nie 'n begrensde opera-

tor is nie, selfs al was r,s € Lw(S). A kan dus nie

aanleiding gee tot 'n pseudomonotone operator (2.10.1l.e)

nie.

Die variasie-ongelykhede wat in §4.7.7 gesuggereer word,

kan almal in die vorm (4.17) geskryf word. Geen regula-

riteitsresultate word benodig nie. In al drie gevalle

is

D(A) = D(Q) = V.
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122.
c. Laat R(u,w) = (Lu,Lw) + a(u,w) + [sTlu,rle]
1
= (Lu + u,Lw) + [;Tou +sT1 u,rT1 w] (4.42)
indien a(u,w) = a(w,u).

Indien 0 <o < rs op S en rs € L™ (S) soos in 4.7.7.b,

dan het die probleem

u € V1: R(u,w) = (f,Lw) + [g,rle]
(4.43)

vir alle w € V1

'n eenduidige oplossing. Indien % € Lw(S) dan het

die probleme van die vorm

ILw = ¢ in G, ¢ € L2%(G)

T w=1Vy/ropS, ¥ EL*(S)

volgens Stelling 3.2.1.(d) unieke oplossings.

Uit (4.42) en (4.43) volg nou

(Lu + u,¢) + [3 T_u + sT u, ¥l = (£,0) + [g,V]

vir elke ¢ € L2(G) en ¢ € L2?(S).

Gevolglik is u 'n oplossing van

u€ Vv.: Lut+u=f in G

(4.44)
- T,u+sT u =g op S.

Op grond van (4.44) en (3.20) is dit duidelik dat die

operatore
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Q:D(Q) € X > 2

in voorbeelde 4.7.7.a, b en c surjektief is.

Indien die toelaatbare paar (23,22) van Lemma 4.7.4
weer gebruik word, dan volg uit Stelling 4.7.2 dat
die drie voorbeelde in 4.7.7 met die volgende ooreen-

stem:

a. T_u = h, rT u + sT u = g, (rTlu + sTou-g)(Tou-h)

=0 op S en

Lu f in G.

1
b. = Tou +sT u = h, rT,u =g, (rTlu-g)(; Tou-+sT1u-h)

=0 op S en

Lu = £ in G.

c.Tﬁ1>h, rTﬁ1>gy (rTyu-g)(T,u-h) =0 op S

en Lu = £ in G.
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HOOFSTUK 5

EVOLUSTE-ONGELYKHEDE MET DINAMIESE VOORWAARDES QP

DIE RAND

5.1. Inleiding

Die volgende voorbeeld word in [ 34, p 284] gevind:

: p-2 p-2 _ . -
—Di(|Diw| D,w) + |w | w=01in G x I, I = (o,T),
w=0 op S x I,

-2
w/3t + D wl|P D,wn, > f op S x I,
w(dw/dt + |Diwlp_2 D,wn; —f) =0 op S x I,

w(x,0) = 0, x € S.
'n Tweede voorbeeld [ 34, p 282]:
p-2 p-2 _ .
du/3t - D, (|9, ul d,u) + |u] u=fin G x I,
i i i
u=0 op S x I,

-2
|Diw|p D,wn, =0 op S x I,

i
ulp,w|P" 2 D,wn, =0 op S x I,
i i i
u(x,o0) = u(x,T), x € G.

In die eerste voorbeeld verskyn tydafgeleides, 3w/3t in

relasies op die rand S x I. In voorbeeld twee verskyn
sulke terme (9u/9t) in 'n vergelyking gedefinieer in die

gebied G x I.
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In hierdie hoofstuk word evolusie-ongelykhede in die raam-
werk van hoofstuk 3 bestudeer. Tydafgeleides, 23u/dt, ge-
definieer in die gebied G x I kom voor, tesame met tyd-
afgeleides van kombinasies van die oplossing en die konor-
male afgeleide van die oplossing (a(rTou-fsTlu)/at) op
die rand S x I. Die evolusie-ongelykhede kan met behulp

van die resultate van hoofstuk 4 geinterpreteer word.

Vir p # 2 1in die twee voorbeelde hierbo is die betrokke
operatore nie-lineer. 1In hierdie hoofstuk sal die operatore
altyd lineer wees, behalwe A in Stelling 5.4. Simmetrie,
al dan nie, van die bilineere vorm a(-.,-) (sien 3.15), speel
geen rol in toepassings van Stelling 5.4 nie. In § 5.7 is

simmetrie van a(*,°) egter 'n voorvereiste.

'n "Relatief" kunsmatige benadering word in [ 34, 9.55, p 283]
gevolg, ten opsigte van die eerste voorbeeld hierbo. Die
operator A, byvoorbeeld, werk in op elemente van WI/p'”%SL
via elemente van Wl’p(G). In hierdie hoofstuk word 'n meer
direkte benadering gevolg, maar slegs ten opsigte van

lineere operatore, 1in teenstelling met die werk in (byvoor-

beeld) [ 34].

Soos met variasie-ongelykhede die geval was, is daar ook
baie werk met betrekking tot evolusie-ongelykhede in die

Literatuur beskikbaar.

Die verwysings wat gegee word [4], [8], [19]1, [21], [23],
[28], [31], [33] en [34] is nie verteenwoordigend van die

nuutste of volledigste werk in hierdie verband nie, maar
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aangesien daar steeds publikasies oor evolusie-ongelykhede
verskyn, is dit nie moeilik om verdere verwysings te kry
nie. Die Literatuur wat in hierdie hoofstuk van belang is,

is [41, [17]1, [26] en [34].

5.2. Afspraak en 'n voorskou

Let op dat afspraak 3.2.6 ook op hierdie hoofstuk van toe-
passing is. Die operator L sal altyd deur (3.14) en die
bilineere vorm a(+,*) deur (3.15) gedefinieer word. 5ie
simbole V, VO en V, staan vir die versameling V en Hilbert-

ruimtes Vo’ V. soos in paragraaf 3.2.

1

Stelling 5.4 is die eerste bestaanstelling vir evolusie-
ongelykhede wat bewys word. In § 5.6 word voorbeelde ge-
gee. In § 5.7 word 'n ander benadering gevolg en voorbeelde
word gegee. Die eerste benadering, § 5.3 ... 5.6, benodig
'n regulariteitstelling (ten opsigte vén die tydafgeleides)

wat in § 5.8 gegee word.

5.3. Abstrakte raamwerk

Die ruimtes X, Y en Z en die operator A en Q sal soos in

§ 4.3 wees. Verder word vereis dat:
(i) X, ¥ en Z is Banachruimtes en X is refleksief.

(ii) Die ruimtes Y en Z is gepaar (sien § 4.3), met

<y,z> vir y € Y en =z € Z die (geassosieerde)

bilineere funksionaal.

(iii) | <y,z>| < "Y”Y IIzllZ, vir alle y € Y en z € Z.
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Hell, en [l is respektiewelik die norms van Y en

Y Z
Z.

(iv) A: D(A) € X = Y; B: D(B) C X > Y en
Q: X > 2.

B en Q is lineer.

(v) K is 'n gegewe geslote konvekse deelversameling van

X en F € Z.

(vi) -E is die infinitesimale generator van 'n B-evolusie
{s(t) : t > 0} sien [45]; die teorie van B-evolusies
word egter nie in hierdie werk gebruik nie. Wat wel

van belang is, is die volgende:

S(t) : R(B) C Y » D(B) en is lineer,

-E,u = h~™![BS(h)Bu - Bul] vir u € D(B),

u € D(E) as 1lim Ehu bestaan (in Y) en dan is
h->0
Eu = lim Ehu.

(vii) Daar bestaan 'n oop konvekse versameling

W, C X en KCWOCWOCD(A)nD(B).
(viii) <Bu - BS(h)Bu,Qu> = 0 vir alle h met |h| < 8.
(ix) howll, < CquH en |-l dui die norm in X aan.
(x) Die operator R :D(A) C X » X* word as volg gedefi-

nieer:
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u € D(A) : (Ru,w) = <Au,Qw> vir alle w € X.

(xi) Die operator R is monotoon, hemikontinu en begrens

(definisies 2.10.1).

(xii) Daar bestaan 'n u, € K N D(E) sodanig dat
(Ru,u-uo)/HuH > © ag |lull » oo,

(xiii) As v € K, dan bestaan daar 'n ry {vn} C K N D(E)

sodanig dat

v. > v 1in X en
lim sup<EVj,ij - Qv> < O.

(xiii)* inf {<Ev - F, Qv - Qu> + (x,v-u)} <0
v €KND (E)

indien x € X*.

5.4, Stelling

Indien D(A) = X en die voorwaardes 5.3(i) tot (xii), asook

een van (xiii) en (xiii)* gegee is, dan het die probleem

u€ K: < Ev+Au-F, Qv - Qu> =2 0 vir alle v €KnN D(E)

'n eenduidige oplossing.

Bewys

Dieselfde argument as in [ 34, Th. 9.2, p 271] word gebruik.
Die operator E verskil egter wesenlik van die operator A

in [ 34] , aangesien
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E:D(E) C X=Y en A: D(A) C X - X*.

Vir enige u € D(B) is <Eu,Qu> >0 as |[h| <. (5.1)
Definieer B :D(B) C X - X* deur
v € D(B) :(Bhv,w) = <<Ehv + Av, Qw> vir alle w € X.

Laat (y*,w) = <F,Qw> vir alle w € X,
met y* € X* op grond van 5.3(iii) en (ix).

(Bpu - y*,u - u)) = <E (u-u), Qu - u))>

- - %
+ <EhuO,Q(u u,) > + (Ru-y

' u-uo)

>-c[1 + lull] + (Ru,u -~ u)), as |[h| <8,

op grond van (5.1) en 5.3(iii) en (ix).

Op grond van 5.3(xii) volg nou (vir |h] < §)

(Bhu - y¥*, u - uo)/HuH > o ag |lull - ee.

Laat voortaan lh| < 6.

Bh is duidelik monotoon en hemikontinu. Volgens Stelling

3.1.9 bestaan daar 'n uy € X met

u, € K: (Bhuh - y*, v - uy) > 0 vir alle

h

v € K. (5.2)

Die keuse v = ug in (5.2) lewer
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- << * - -
(th,uh uo) < |y ”x* IIuh uoll + <Ehuh,Q(uO uh)>

<cl[1 + Huh”] + <:Eh(uh - uo),Q(uo - uh)>>

< c¥*[1 + HuhH], op grond van

(5.1) en 5.3(iii), (ix).

Gevolglik is {HuhH} en {”Ruhﬂx*} begrens, aangesien R 'n
begrensde operator is en 5.3(xii) gegee is. Daar bestaan

dus 'n deelry {uj} met die eienskappe

uj———xtl (swak) in X, u € K (5.3)

en Ruj-——kx (swak) in X*. (5.4)

Aangesien R begrens, hemikontinu en monotoon is, is dit

Pseudo-monotoon [ 34, p 179].

Aangesien

i) <E.v - F, - u.)> > <E.u. - F, - u.) >
(1) Ejv Q(v uj) JuJ Q(v uj)

volgens (5.1)

= (Bjuj - Y*:V - uJ)

-(Auj,Q(v - uj»

> (Ruj,uj - v) uit (5.2) en

§ 5.3(x),
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ii < A< &
(ii) IIQujIIZ cqllujll <M (se), en
(iii) |<Ejv,Quj> - <Ev,Qu> |

= |<Ejv - Ev,Quj> + <Ev,Q(uj - u) > |

< MllEjv - Evll + |<Ev,Q(uj -u)>|->o0

volg

lim sup(Ruj,uj)< <Ev - F,Q(v - u)> + (x,v)
vir v € K N D(E), (5.5)

uit (i), (iii) met inagname van (5.3), (5.4).

Uit (5.5) volg nou

lim sup(Ruj,uj -u) < <Ev - F,Q(v - u)> + (x,v - u)

indien v € D(E) N K. (5.6)
Beide aanname 5.3 xiii en aanname 5.3 xiii* impliseer

lim sup (Ruj,uj - u) <0 via (5.6).

Aangesien R pseudo-monotoon is, volg
liminf (Ruj,uj - v) 2(Ru,u - v) vir alle

v € K N D(E). (5.7)

uit (5.5) volg
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<Ev-F,Q(v-u)> = liminf(Ruj,uj-v)
Z (Ru,u-v) uit (5.7)

= <Au,Qu-Qv> vir v € K N D(E).

5.5. Opmerkings

a. Indien die voorwaarde R hemikontinu, monotoon en be-
grens in Stelling 5.4 vervang word met R pseudomono-
toon, dan bly die uitspraak van die stelling steeds
waar. In plaas van Stelling 3.1.9 lewer Stelling

2.10.4 die ry {uh} in vergelyking (5.2).

b. Aangesien die operator Q lineer is, en R monotoon
(sien 5.3 xi) sal A moontlik ook lineer moet wees,

afhangende van die ingewikkeldheid van die operator Q.

5.6. Voorbeelde

5.6.1. Afspraak. In hierdie paragraaf word die L?(S) norm

met || aangedui. Dus |g]| = llglloS vir g € L?(S).

(+,*) en[-,-] 1is soos in paragraaf 4.2 en ook in 4.1.1,

hoofstuk 4.

X, = Lz(o,T;Vi) vir i=0 en 1, (5.8)
Y, = L%(0,T; L?(G) x L*(s)), (5.9)
K, = {u € V,rrT,u 2 h op S} en h < 0 op S. (5.10)
5.6.1.a. X=X enY=Y = 7.
1 o

'n Paring tussen Y en Z word uit 4.14 verkry deur die

regterkant van 4.14 oor (o,T) te integreer, mits {u,gl,

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2022.



UNIVERSITEIT VAN PRETORIA
UNIVERSITY OF PRETORIA
YUNIBESITHI YA PRETORIA

éﬁ
<

{v,h} € Y.
Bu = {u,rTou + ST1U}'
ow = {Lw, 1 T w},
r "1
Au = {Lu,quu}.
r(x) >0, s(x) 20 enqg(x)/r(x) =28 >0 op S. (6§ <1.)

r, s, 9, 1/r, s/r, q/r € L"(8).

S(h)Bu(t) = {u(t - h) as t -h >0

0 andersins.
D(E) = {v € X: v(o) = 0, (Bv)' € Y}.
<BS (h)Bu,Qu> =f:{ (u(t-h) ,Lu(t))H Tou (t-h),T,u ()] +[—:-Tlu (t-h) ,Tlu(t)]}dt
= ﬁf{(Lu(t),u(t—h))+[13u(tLT u(t-m)1+H{ ST u(t),T.u(t -h)]ldt
[e) r 1

<£{53'{a(u(t))+l/ ;-Tlu(t)|2}dt}5{5f{a(u(t-h))+|/ %-Tlu(t—h)|2}dt}5

< <Bu,Qu> -

Dus <Bu - BS(h)Bu,Qu> = 0.
<auw,0u> = [TULa()I? + /3T u(e)l 2lat
> 67 (ILu(o)I*+ 1T, u(t)l *}at
> cllull? volgens § 3.2.5.c.

Laat K = {u:u(t) € K1 vir alle t € (o,T)}.

Kies u, = 0 € KN D(E).
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q.
(Ru,u)/llullx + ©  as IIuIIX -+ oo | en 5.3 xii word bevredig.
Laat
s-t
l ,t €
= 1 €
ue(t) - &) e u(s)ds en u K.
s-t
Aangesien 0 € K en e-t/E + % &; e & as = 1,

volg dat ue(t) € K, vir elke t.

Volgens [4, p 68] sal u. > u in X en

du

€ _
ug + E’E;:— =u op I,
ue(o) = 0.

Aangesien TO en T, kontinue afbeeldings van X in Y is volg

uit [18, III 6.20, p 153] dat

s-t
_ 1 .t €
Tiue(t) = = 4) e Tiu(s)ds.
Gevolglik is T.u_ + € 4 T.u_ = T,u op I
i“e dt "i"e i !
Tqu(O) = 0.
Nou volg eEu_ = ¢ 4 Bu_ = B(u-u_)
€ dt € €

<Eu.,0u. - ou> = < - u.),0(u. - u)>
en EuJ,QuJ Qu B{(u uJ) Q(uJ u) > /e

< 0.

Die voorwaardes vir Stelling 5.4 word bevredig en as u€ D(E),
soos in 5.7.14 aangetoon sal word, dan volg vir

F = {f,g} € Y dat
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é%(rTou + sTlu)+ quu =g op S x I,

rT u Zh op S x I,

d
(HE(rTou + sT,u) + quu-g)(rTlu - h) =0o0p S x I,

byna oral,

u(o) = 0 in G.
5.6.1.b. X = Xl, Y = Yo = 7.
Bu = {u,rTOu},

1 _ 1
{Lw+w,sTOw+-f le}, Nw = sT w+Z T w,

£

- 1
Au = {Lu,q(sTou + rTlu)}.

r(x) >0, s(x) 20, 2g(x)s(x)/r(x) =1, —%§§l- =686 >0 op S.
ro(x)

r, q, s, 1l/r € Lm(S).

S(h), D(E) is soos in voorbeeld a.

<BS(h)Bu, Qu> = [’ {(u(t-h),Lu(t) + [T u(t-h),T u(t)]

+ (u(t-h),u(t)) +[rsT_u(t-h),T u(t)]} dt
= th{a(u(t) su(t-h)+ (u(t) ,u(t-h)+ [T u(t),rsT u(t-h)]}dt
< UTE@EN+lu(e) I + [/Fs T_u(t) |2 }ae)¥,

UT{a(a(e=h) + llu(t-h) 12 + |/Fs T_u(t-h)|? }at}*

< <Bu,Qu> en 5.3 viii word bevredig.
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<Au,Qu> = [ {ILu(t) 2 + (Lu(t) ,u(th+] /g sT u(t)|?+ |/—§T1u(t>|2
+ [29s/r T u(t),T_u(t)] }dt

= [TUILa ()12 +a(a(en+ [/asT u(®)2+ |72 T ouce) |2 Jat

> sllullz, as 0 < § < 1.

Laat K = {vev : sT Vv + % T v = h op S}, h <O

=
It

en {u € X:u(t) € Kr s vir alle t € (o,T)}.

14

Met behulp van soortgelyke argumente as in voorbeeld (a)
kan gesien word dat die voorwaardes vir Stelling 5.4 be-
vredig word. Indien u € D(E) dan volg vir F soos in voor-

beeld (a) dat u 'n oplossing is van
— +Lu=f inGx I, I= (o,T),

é%(rTou)-+qNu =2 g op S x I,

Nu=2>h op S x I,

(rTOu) + gNu - g) (Nu - h) 0 op S x I,

d
(3t

u (o) 0 in G.

5.6.1.c X = L2(0,T;H*(G)), Z=L2(0,T;H'(G) x L%(S)),Y=2%.

<Bu,{21,22}> = foT{(u,zl) + [rT u,z ] ldat

vir z = {zl,zz} € 7.
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D(B) = Xen r(x) 20 op S.

I
I

T
<<Au,{zl,z2} > ﬁ)a(u,zl)dt vir z {zl,zz} € 7.

D (A) X.

Qw = {w,TOw} en D(Q) X.

D(E), S(h), F word gedefinieer soos in 5.6.1.a.
<BS(h)Bu,Qu> = th{ (u(t=h) ,u(e)+[rT u(t-h),T u(t)]}dt

<{th{ ||u(t—h)l|§+ | vx T_u(t-h) Iz}dt}% {f:{llu(t)llc2)+| /fTou(t) |2dt}%

< <Bu,Qu>.
<aw,0u> = [Ta(u,u)dt > cllull? .

K = {u:u(t) € K, vir t € (o,T)}.

Op dieselfde manier as in 5.6.a kan aangetoon word dat
<Euj,Quj - Qu> < 0 en uy - u in X.

Stelling 5.4 kan toegepas word en met behulp van 'n regqula-
riteitstelling wat later volg, word gesien dat die oplos-

sing u van die probleem in Stelling 5.4 voldoen aan:

du/dt + Lu = £ in G x I,
d(rTou)/dt + T u 2 g op S xTI,

rT_u =Zh op S x I,

[d(rTou)/dt + T,u - g]hqbu - h]l =0 op S x I,

Il

en u(o) 0.
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Opmerkings.

In voorbeeld (a) en (b) word vereis dat g € Lw(S).
Sodoende word verseker dat Au € Y as u € X. In Stel-
ling 5.4 word egter slegs vereis dat die operator R
begrens is. Hiervoor is dit voldoende om te vereis
dat g/r € Lm(S), in voorbeeld a en gs,s,q/r € Lm(S),

in voorbeeld (b).

In voorbeeld (a) en (b) word vereis dat r,s € Lw(S).
Gevolglik is Bu € Y as u € X. Wat egter van belang
is, is dat D(E) nie leeg moet wees nie. Swakker voor-
waardes mag moontlik wees, maar daarop is nie ingegaan

nie.

Om die voorwaardes op g, r en s (hierbo) te verslap,
kan geweegde Hilbertruimtes V moontlik ingevoer word.
In voorbeeld (a) kan moontlik vereis word dat

Yq T,u € L2(S). 'n Nadeel van sO 'n benadering kan
wees dat vir "elke" tipe evolusie-ongelykheid, (wat be-
studeer word) 'n ander geweegde Hilbertruimte gesoek

moet word.

Die koérsiwiteit van R in voorbeeld (b) word kunsmatig
verseker, deur te vereis dat 2g(x)s(x)/r(x) = 1. Alter-
natiewelik kan 'n ander Hilbertruimte, waarin 'n term
HsTou + l/rTluﬂf in die norm voorkom, gesoek word.

Dit word egter nie in hierdie werk behandel nie.

Aan die einde van hierdie hoofstuk volg 'n regqulariteit-
stelling en 'n stelling wat die interpretasie van die

voorbeelde a, b en ¢ motiveer.
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5.7. Evolusie-ongelykhede in twee Banachruimtes geasso-

sieer met 'n dissipatiewe (meerwaardige) operator.

5.7.1. Abstrakte raamwerk

(i) X, Y en Z is Banachruimtes.

(ii) Y en 2 is gepaar met <y,z> vir y € Y en z € Z

die (geassosieerde) bilineere funksionaal.

(iii) <H,(*,*), |-]> 1is 'n Hilbertruimte.
(iv) Die volgende vier lineére operatore is gegee:

A D(A) ¢ X > Y

B : D(B) C XX

D(B) € X > H

(o3}

D(Q) C X = Z.

O

(v) <Au,Qu> = 0 vir alle u €D(A) N D(Q).

Daar bestaan 'n koérsiewe, simmetriese, kontinue

bilineere vorm op H, aangedui met a ., sodanig dat

<Bu,Qw> = a, (Bou,Bow) vir alle
u,w € D(Q) N D(B).
(vi) J € PO(X) soos in 2.10.1.c gedefinieer en F €Y,

(vii) B'c')'l(H) ND(A) N D(Q) =D en D, = D(J) N D # { }.

5.7.2. Definisie.

H

M :DJ > 2 word gedefinieer deur

b € Mu vir u € DJ as

b € H en
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<Au - Fo,Qv - Qu> + a1(b’BoV - Bou)

+ J(v) = J(u) =2 0 vir alle v € DJ.

5.7.3. Definisie [17, p 383]

'n Versameling A C H X H is dissipatief as

(y -y, x = x) <0 vir {x;,y;} €4, i=1, 2.

1
'n Operator P:H- 2 is dissipatief as sy grafiek,

{{x,y} : y € Px}, dissipatief is.

5.7.4. Lemma.

Aangesien al(-,-) simmetries, koérsief en kontinu is,

kan dit as inwendige produk op H gebruik word. 1Indien

(u,v) geskryf word, volg dat <H,(-,+), |-|>

al(u,v)

steeds ' Hilbertruimte is.

Onder die voorwaardes in § 5.1.1 volg dat

-1 . C 5 oH
MBO .BO(DJ) H 2

dissipatief is.

Bewys.

Laat’ b, € MB~! a. met
i 0 i

a; = Bju,, u;, €D, i=1], 2. (5.11)
Uit definisie 5.1.2 volg

<Au1 - FO,Q(u2 - u1)>> + al(bl,BO(u2 - u1»

+ J(uz) - J(ul) = 0. (5.12a)
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en
<<Au2 - FO,Q(u1 - u2)>> + al(bz,Bo(u1 - u,))
+ J(ul) - J(uz) = 0. (5.12b)

Deur (5.12a) en (5.12b) bymekaar te tel, volag (met behulp

van (5.11))
- - - - >
<A(u, u ), Qlu u2)3> + al(b2 b, a a) 0.

Dus

a (b, -b,,a -a)=<-<a(u -u), Qu -u) > <O0.
2 2 1 2 1 2

1

5.7.5. Definisie. [26, p 141]

'n Operator P 1is akretief as vir elke X > 0 en u,v € D(P)

|x -=y| = |u-v|] as x € (1 + AP)u,y € (1+AP)v.

5.7.6. Lemma

. -1 . .
In die raamwerk van Lemma 5.7.4 volg dat MBo akretief is.

Bewys.
(Hierdie bewys is vervat in die bewys van Lemma 2.1 in
[171.)

Laat b. € (1 - AMB_ ')a., i=1,2, » > 0.
1 0 1

Dan volg (ai - bi)/A € MB;1 a; . vir i=1,2 en Lemma

5.7.4 1impliseer dan

(a1 - b1 -(a -b),a -a)/xs<o.
2 2 1 2
Dus la, - a,|> < (b, - b,, a, - a,)
< |b1 - b,|la, - a,]|
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en b, - b | =2 ]a_ -a|.
1 2

1 2

5.7.7. Definisie. [26, p 143]

-1

-1, .
-MBo is m-akretief as DA = R(1 - AMB0 ) = H, vir elke

A >0 en - MB;1 akretief is.

5.7.8. Lemma. [17]1, [26], [31]

>
1]
o

il

H vir X = AO > 0 dan is DA = H vir alle

Bewys. Sien [17, Th. 2.1, p 385].

5.7.9. Lemma. [26].

-MB0 is m—akretief as-‘en slegs as —MB;1 byna demigeslote

en lokaal m-akretief is.

Bewys. Sien [26, 7.4, p 150]

In hierdie geval kan Stelling [ 7.1] wvan [ 26] gebruik word.

5.7.10. Lemma

Veronderstel —MB;1 is akretief. Dan is —MB;1 m—-akretief

as en slegs as die probleem

u € D:< (A + B)u - Fo' Qv - Qu> + J(v) - J(u)

= al(y,Bov - Bou) vir alle v € D, (5.13)

'n oplossing het vir elke y € H.

Bewys.

(i) Veronderstel (5.13) het 'n oplossing u vir elke y € H.

Die keuse v € DJ (wat nie-leeg is) in 5.13 impliseer
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dat u € DJ. Uit 5.13 volg,via 5.7.1(v), dat

Bou - y € Mu. Aangesien u € D, bestaan daar 'n b € H

sodanig dat Bou =Db enu-= Bglb.

-1
Dus y € (1 - MB_ )b en D = R(1 - MB7') = H.

1

Op grond van Lemma 5.7.8 volg dat -MB; m-akretief is.

(ii) Veronderstel —MB;1 is m-akretief en y € H.

' € e b=
Daar bestaan 'n b BO(DJ), se b Bou met u € DJ,

sodanig dat y € (1 - MBgl)b.

Dus Bou -y € Mu en

<Au - F_,Qv - Qu> + al(Bou - Y/BV - Bou)
+ J(v) = J(u) 2 0 vir alle v € DJ.

Hierdie ongelykheid geld ook vir alle v € D. Deur

5.7.1 (v) in aanmerking te neem, volg (5.13)

5.7.11. Opmerking.

Indien A 'n nie-lineére operator is en

<Au - Av,Qu - Qv> = 0 vir alle u,v € D

dan bly Lemmas 5.7.4, 5.7.6 en 5.7.10 steeds waar.

5.7.12. Lemma.

Veronderstel die voorwaardes gestel in 5.7.1 word bevredig,

asook die volgende:

a. D is 'n refleksiewe Banachruimte met norm |l -ll, ekwiva-

lent aan die norm van X. Gevolglik is J € FO(D).
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b. Die afbeeldings w - <y,Qw>

en w - al(y,Bow) vir gegewe y € H,

is kontinu op D.

c. D(A) = D. A mag nie-lineer wees, maar in dié geval

moet die voorwaarde in 8§ 5.7.11 gegee wees, sowel as

die volgende:

Die operator R :D - D* gedefinieer deur

u € D: (Ru,w) = <Au,Qw> vir alle w € D,

is hemikontinu.

a. [ <(@A+B)u,Q(u~-x)> + J(w]/llull - =

as llull =~ ., x € D(J) is gegee.

e. D(J) CWCWCD en W is oop en konveks in D.

Onder hierdie voorwaardes is die operator -MB m-—

akretief.
Bewys.
Definieer 'n operator A, : D » D* deur
u € D: (Alu,w) = <Au+ Bu,Qw>.

Al is hemikontinu aangesien R: D - D* (sien voorwaarde c)

hemikontinu is en B 'n lineére operator is.

Uit voorwaarde 5.7.11, die koérsiwiteit van a, en die

verband
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<Bu,Qw> = al(Bou,Bow) (sien 5.7.1.(v)),

volg dat A1 monotoon is.

Laat y* € D* gedefinieer word deur

(y*,w) = a, (y,B_w) + <F0,Qw>, w € D,
vir 'n gegewe y € H.

(Alu-y*,u-x)-+J(u) - J(x) =

lall ([ (A u,u=-x) + J()]/llal - ly*l)- ¢ »> = as llull > oo,
op grond van 5.7.12 d.

Die voorwaardes vir Stelling 3.1.10 word bevredig en 'n

u bestaan, sodanig dat

. _ - = - -
u €D, <Au +Bu,Qv - Qu> +J(v) - J(u) a (y,B_v Bou)+<Fo,Qv Qu>

vir alle v € D.

Lemma 5.7.10 lewer die resultaat.

5.7.13. Stelling.

Veronderstel —MB;1 is m-akretief.

Laat u, € DJ 'n oplossing wees van

u, € D :<<Auo*-on-Fo,Qv-Quo>> + J(v) - J(uo)

=2 0 vir alle v € D. (5.14)

Laat b(t) = Bog(t) met g(t) € D en veronderstel vir elke

eindige interval I C [0,%) bestaan daar 'n hI € H sodanig
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dat

b(t) = fthI(r)dr en h_ is sterk integreerbaar.
Laat F(t) = FO + Bg(t). (5.15)
Y 1is 'n re€le konstante. |[-| ~ dui die norm in H aan.

Dan bestaan daar 'm u sodanig dat

(i) u : [0,°) = D,

(1)  Byul _, = v, = Byu,
(111) &, (FFBu(t),Bov-B u(t) + < (A+YB)u(t)-F (t) ,Qv-Qu(t) >

+ J(v) - J(u(t)) 2 0 vir alle v € D.

(iv) é% Bou(t) is kontinu in t, behalwe vir 'n

aftelbare aantal t € [0,°).

d -yt
(v) IagB&MtHHSQeY |B, (x, = Yu, + g(o) |
+ st e-Y(t-r)lil B g(r)|. dr
dt og H

o

byna oral op [0,%).

Bewys.

Laat A(t)x = —MBglx + yx - b(t), 0 <t < oo,
D(A(t)) = BO(DJ)'

Volgens Lemma 5.7.9 kan Stelling 7.1 van [26] gebruik word

en daarvolgens bestaan 'n oplossing van

a'(t) € -A(t)a(t) en a(t) € D(A(Y)), (5.16)

a(o) =y, = Byu, € B,(D ) = D(-MB_'). (5.17)
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Stel Bou(t) = a(t) met u(t) € DJ.

Aan (i) en (ii) word voldoen.

Uit dd—t(Bou) (£) = a'(t) E—[-MBgla(t) + ya(t) - b(t)]

volg

a‘%(BOu) (t) + yBu(t) - B_g(t) € Mu(t).

Deur (5.15) en §5.7.1(v) in aanmerking te neem, volg dat

u(t) 'n oplossing van die evolusie-ongelykheid (iii) is.

Aangesien H 'n Hilbertruimte is, is dit gelykmatig konveks.
Netso is H* gelykmatig konveks. (Sien oefening 32 op bladsy
327 van [44].) Gevolglik geld punt (iv) deur toepassing
van [ 26, Th. 7.5, p 150].

. -1
Aangesien Bo(xo — Yu, + g(o)) € —(—MBO Yo + YYo = b (0))

= -A(0)y,

-A(o)a(o)

volgens (5.14) en (5.17), volg met behulp van vergelyking

(6.16) in [ 26, Lemma 6.6, p 148] dat

d -Yt t —y(t-r) d
IEE Boult)| <e Y |B, (x, — yu, + g(o))|+foe'Y I'IEEBOghjldr

byna oral op [0,%).

5.7.14. Voorbeelde

Afspraak. Die bilineere vorm a(-,+*) word gegee deur 3.15 en
sal altyd simmetries wees. Die L2(S) norm word geskryf soos

in paragraaf 5.6.1.
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5.7.14.a . Bu = {u, rTou + sT, u}, B u = {u, T,ul,
ow = {Lw, l/rle},
Au = {Lu, quu},

g(x) =20, r(x) >0, s(x)/r(x) =28 >0 op S.
r, s, 9, 1/r, s/r, q/r € Lw(S).

D=V, Y=2=L?(G) xL?(S).

Laat H = H!(G) x L2?(S), X

[
<

D(aA) = D(B) = D(Q)

Die eerste vier voorwaardes van 5.7.1 word bevredig.

Laat a ({u ,u,}, {w, ,w,}) = alu ,w) +[s/ru,,w,l.

Dan volg

<Bu,Qw> = (u,Lw) + [Tou,le] + [s/rTlu,le]

I

a(u,w) + [s/rTlu,le]

i €
al(BOu,BOw) vir u, w Vl.

Aangesien s/r en 1l/r € Lm(S) volg voorwaardes (b) wvan Lemma

5.7.12.

Laat K = K, (soos in (5.10), behalwe dat h < 0 nie vereis

word nie) en

J = Xg (sien 3.51).

<(A+B)u,Qu> >ummg+cmmf+smﬂq2

> clflulll,

impliseer voorwaarde (d) in Lemma 5.7.12, terwyl (e) volg
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(0233-

met W = V.

Volgens Lemma 5.7.12 is --MBZ;1 m-akretief en Stelling

5.7.13 kan nou gebruik word.

Dit is belangrik om daarop te let dat

% Tou = To g—z ’ aangesien
-1
d%(tt) = lim h™ (u(t+h) - u(t)) en

H' (G)
Toul <clull , [35,p39].
Gevolglik is al((BOu)', Bow) =
a(u',w) +[s/r(T1u)',T1w] =
(u',Lw) +[r(TOu) '+ s(Tlu) ',l/rTIW] =

< (Bu)',Qw>.

Aangesien die operatore B, Q en A in 5.6.1 a, met dié in
5.7.14 a ooreenstem, kan 'n soortgelyke interpretasie as.
in 5.6.1 a, geheg word aan 5.7.13 iii. In hierdie geval
word die bestaan van die tydafgeleide (é% Bu) verseker deur
5.7.14 en is boonop kontinu en in L?(o,T;H!(G) x L2(S)) ,

mits die afbeelding
t -y(t-r), d
t - fo e [a-E Bog(r) |Hdr

kwadraties integreerbaar is in (o,T).
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(Sien 5.7.13 (iv) en (v) en let op dat

T u'| < cllu'll , (Bu)' = {u',rTju'} + s(B,u)".
Aangesien vir Yy > 0,q(x)/r(x) =8, > 0
CIIHu(t)Hl: < <Au(t) +yBu(t),Qu(t) >
< < (Bu(t)' -F(t),Qv-Qu(t) >
+ <Au(t) + yBu(t),Quv>
< ctfuEn g + [Fey [+ (lla [l )+ clflate) Il ,

volg dat u € L?(o,T;V,), mits F € L?(o,T;H), met T < °°,

(Die ongelykheid 2ab < sa2+~%b2 is hierbo van toepassing.)

Indien y=0, F in 5.7.14.a en F in 5.6.1.a ooreenstem en
h <0 in 5.7.14.a, dan is die oplossings gelewer deur
Stellings 5.4 en 5.7.13 identies, op grond van die eendui-

digheid van oplossings van § 5.4. (Let op dat Eu = (Bu)'

en
<Ev,Qv - Qu> = < (Bu)',Qv-Qu>.)
5.7.14.b. Bu = {u,rTou}, Bju = {u,Tou}
Qw = {LW,STOW-Fl/rle}, Nw = sT w+ 1/rT w,
Au = {Lu,q(sTOu-kl/rTlu)}.

r(x) > 0, rs =26 >0, qg(x) =20 op S.

r, q, s, 1/r € Lw(S).
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Y = 2 = L?2(G) x L2(S).

.Laat H=H!(G) xL2?(S), X =D = v,

D(B) = D(Q) = D(A) = V en die eerste vier voorwaardes van

5.7.1 word bevrediqg.

Laat al({ul,uz}, {wl,wz}) = a(ul,wl) + [rsu, ,w].

<Bu,Qw> = (u,Lw) + [Tou,le] + [rsTou,TOw]

a(u,w) + [rsTOu,TOw]

. e .
al(Bou,Bow) vir u,w Vo

Aangesien s, 1/r en rs € Lw(S) word daar voldoen aan

5.7.12.(b).

Laat K = K , met K soos in 5.6.1.b en J = yx..
r,s r,s K

14 14
<(a+B)u,Qu> > lLul? +clul >c|lullf,

impliseer 5.7.12.d, terwyl 5.7.12.e volg met W = V.

Soos in 5.7.14.a kan Stelling 5.7.13 toegepas word.

Weereens 1is (Tou)' = Tou' en gevolglik

a,((Bju)',Bw) = a(u',w) + [rs(Tju)',T w]

(u',Lw) + [rTou',sTow+-1/rT1w]

< (Bu)',Qw~>.

Soos in 5.7.14.a kan die kontinuiteit van d(Bu)/dt aange-

toon word. Ook is
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(Bu)' € L%(o,T ; H}(G) x L2?(S)), mits y = 0.
u € L?(o,T i V,) mits F en g aan die voorwaardes

in 5.7.14.a voldoen.

Net soos 5.7.14.a met 5.6.1.a ooreenstem, sO stem 5.7.14.b
ooreen met 5.6.1.b. Onderworpe aan die voorwaardes in
5.7.14.b, volg dus dat die oplossing van die probleem in
5.6.1.b, voldoen aan u € D(E). Alternatiewelik moet daar

met behulp van 'n regulariteitstelling bewys word dat

u € D(E).

5.7.14.c. Bu = {u,rTou}, B,u = u
Qw = {LWI l/rTIW}r
Au = {Lu,quu} ’ Nu = T u.

ri(x) > 0, q(x)/r(x) =26 =0 op S.

q, r, 1/r € L7(S).

H = H!(G), X =D = vV, as § >0
en X =D=V as 6 = 0.

O

Y = 2 = L2(G) x L2?2(S).

<Bu, Qw > (u,Lw) +[Tou,T1w]

= a(u,w)

= al(BOu,Bow) vir u,w € D.
Aangesien 1/r € L”(S) word die voorwaardes in 5.7.12(b)
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bevredig.

Laat K = K. of K as 8§ >0 en K =K as 6 =0,
J = Xg*
<(A+B)u,Qu> > IlLuIlé + cllulll2 +6|T1u|2

>{cmu|||j as 6 >0

clllull} as & =o.
Soos in die vorige twee voorbeelde kan Stelling 5.7.13
toegepas word. Soos voorheen is

 J— '
(Tou) T u en

a(u',w)

al((BOu)',Bow)

= (u',Lw) + [rTOu',l/rle]

< (Bu)',Qw>.

Die kontinuiteit van é%1h1 kan soos voorheen aangetoon word

en vir y 2 0 volg

(Bu)' € L?(o,T ; H' (G) x L?(8))

u€L2(o,T;Vi) (i=0 vir §=0 en i=1

vir &8 > 0)

mits F en g voldoen aan 5.7.14.a.

5.8. 'n Regulariteitstelling vir probleem 5.6.1.c.

5.8.1. Lemma.

Laat X, Y, 2, K, B,Q en A wees soos in 5.6.1.c, met
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3
% € H2(S) in die definisie van K.

— 2
H=1L%(G) x L*(s) en {f_,g } € H.

Laat

f = fo-F¢(t), g =9, * rTo¢(t), waar

{¢',T o'} € L?(o,T ; H) en r voldoen aan 3.48 en 3.49.

Laat

<F(t),z> = (f,zl) + [g,zZ] vir =z ={zl,zz} € Z.

Laat w € H?2(G) : Lw = f in G en rTOw = h op S, (5.18)

in ooreenstemming met (3.72).

Veronderstel u is 'n oplossing van

u€ K: <Gv + Au - F,Qv - Qu> =0

vir alle v € K N D(E). (5.19)

Dan volg:

(1) u € D(E) en {u', (T u)'} € L?(o,T; H).

(ii) Daar bestaan ue € V N K sodanig dat

u€+-e(ué + Lue) = u+elw in GXxI (5.20)

1 —
rTou€+-€(r(Tou€) -+T1u€) = rTOu~+ele op Sx1I, (5.21)
u_(0) = 0 in G. (5.22)

(iii) u(t) = w in G vir elke t € (o,T) byna oral.
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Bewys.

Laat lg| = Ilglli vir g € L%(S).

(i) Die eerste punt word bewys, deur aan te toon dat u
ooreenstem met die oplossing van 'n evolusie-
ongelykheid, wat met behulp van Stelling 5.7.13 verkry

word.

Laat X, = H'(G), Z. = H'(G) x L2?(S) en Y = zf.

1

H is soos gegee.

<1B1u,zl> = (u,zl)-+[rTou,22] vir z = {zl,zz} € 2,

en D(Bx) = X, .

<A1u,z> a(u,z,) vir z = {zl,zz} € Z en D(A1) =X, .

Bou = {u,T_u} = Qu en D(B)) = D(Q,) =X, .

<B1u,Q1w> = (u,w) + [rTOu,Tow]
= al(Bou,Bow) met
al({ul,uz}, {vl,vz}) = (ul,vl) + [ruz,vzl.
Aangesien

h~! <B,u(t+h) - Blu(t),Q1v> =h_1al(Bou(t+h) - Bu(t),B v)
volg <(B u)',Q,v> = a, ((Bju)',Bv), (5.23)

mits (Bou) ' € H.

Verder is < (A, + Bl)u,Q1u> > 0||u||12 .
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Stelling 5.7.13 lewer (via Lemma 5.7.12 met D=X1) 'n
oplossing u vir die probleem
rTou(t) 2 h op S, u(o) = 0 in G en Tou(o) =0 op S:

<(B1u(t))' + Alu(t) -F(t), le-Qlu(t)> = 0 vir alle

v met rT_ v 2 h op S. (5.24)

Uit Stelling 5.7.13 (v) volg boonop dat (B u)' € L2 (o,T ; H)

(5.25)
Uit (5.24) volg via (5.23) dat
c||u(t)||f < <A1u(t)rQIU(t)>
< ax((Bou) 'y BO(V— u(t)))+ <F(t) /Q, (u(t) -v) >
+ <A1u(t),Q1v>
< M(l (Bou) 'IIH + IIF(t)IIH)( 1+ |Iu(t)||1)+M||u(t)Il1
< ce(l+llu(t)l )? +M%/4ce (Il (B_u) "l + IF(£)l,)°
+ M2/4ce + cellu(t)llf
< 3cellu ()1 +a(1+ 1 (Byw Il + IF(£)I2).
Deur € = 1/6 te kies, kan gesien word dat
u € L%(o,T; H}(G)) vir T < o, (5.26)
Vir enige v € D(E), w(t) = v(t) - u(t) volg
T . ' ]
Joe(T w(e)', T wit)] + (w'(t),w(t)}dt
= 2P ST w (O + lw(e)2)at
= 0, aangesien v(o) - u(o) = 0 en To(v(o) - u(o)) = 0.
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Deur (5.23) in (5.24) te vervang, die evolusie-
ongelykheid oor die interval (o,T) te integreer en die
laaste ongelykheid hierbo te gebruik, word gevind dat
die oplossing van (5.24) ook 'n oplossing van (5.19) is.
Uit die eenduidigheid van die oplossing van (5.19),
(Stelling 5.4) volg die gelykheid van die oplossings van
(5.19) en (5.24). Op grond van (5.25) en (5.26) volg

punt (i) van die Lemma.

(ii) Laat € > 0 gegee wees.

Bu = e{u,rTou}, B,u = u
Qv = {Lv,l/rTlv},
Au = {u + eLu,rTou+-eT1u}.
Laat Fo = {u-feLw,rTOu4-eT1w}, met w soos in (5.18).

Laat H = H'(G), X =D =V,, Y en 2 soos in 5.7.14.a.
Indien al(u,v) = ea(u,v) dan volg
<Bu,Qv> = e(u,Lv) + €| Tou,Tlv]
= al(Bou,Bov).
<(A+B)u,Qu> > (u,Lu) +[T u,T u] +ellLul®>+¢]| L ul?
ul = 14 lo) 4 1 o /r 1

>clllullll  via (3.21).

Stelling 5.7.13 verseker die bestaan van u. sodanig dat

ue(o) = Bow = W en

< (Bue)' +AuE—FO,Qv> = 0 vir alle v € v . (5.27)
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Hieruit volg
uei-e(ué + Lue) = u + elw in Gx I, (5.28)
rTou€4-e(r(Tou€)'-+T1ue)= rTou-kele op Sx1I, (5.29)
en ue(O) = w in G. (5.30)
Verder volg u_ € L®(0,T;V,) (5.31)
{ul, (Tju ) '} €L (0, T;H' (G) xL2(s), T <=,  (5.32)

uit 5.7.13(v).

Laat

q(t) = sup{u(t),w} en g*(t) = inf{u(t),w}.
G G

Op S geld rTOq(t) = h, want rT w = h < rTOu(t).

rTOq*(t) = h op S aangesien h = rT w < rT_u(t).
Gevolglik is g, g* € K en To(q*-w) = 0. (5.33)
Indien p(t) = u(t) - w dan is
q(t) -w = sup{p(t),0} = p" (t) | (5.34)
G
en
g(t) - u(t) = - inf{p(t),0} = p~(t). (5.35)
G
Verder is q(t) + g*(t) = u(t) + w. (5.36)

Uit (5.34), (5.35) volg
+ - + -
(q'-w',g-u) =((p)',)p)=0=a(p ,p )=alg-w,g-u). (5.37)

Aangesien To(q*-w) = 0 (sien 5.33) volg
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a(w,g*-w) - (£,g*-w) =0 (5.38)
Die keuse v=qg in (5.19) lei tot
ﬂf{(q'-f,q-u)*—a(u,q-—u)}dt = 0, aangesien (5.39)

To(q-u) = To(w-q*) = 0, uit (5.36), (5.33).

Deur (5.38) oor die interval (o,T) te integreer, (5.36) daar-
in te vervang en die resultaat by die ongelykheid (5.39) by

te tel, volg
.G{M'-whq—u)+ahrwwq—uﬂdt>0, (5.40)

aangesien w' = 0.

Uit (5.40), (5.37) volg
L:{a(w - gq,9 - u) + a(u -w,g-u)}rdt =2 0 en gevolglik

0 > -foT a(q - u)dt = o.

Hieruit volg g(t) u(t) vir t € (o,T) en dus

u(t) 2 wop G vir t € (o,T) byna oral,

waarmee punt (iii) bewys is.

Laastens moet nog bewys word dat die u, in (5.27) in K le.

Uit (5.28) volg
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0 (u8 u,v) + e(u€ + Lu€ Lw,v)

(ue - u,v) + e(ué,v) + ea(ue - w,v) - &:[T1 (u€ -w) ,Tov] .

Met behulp van (5.29) volg

0 = (ue -u,v) + e{(ué,v) +a(u€ -w,V) +[r(Tou€) ! ,Tov] }
+[rTOuE - rTou,Tov] (5.41)
Kies v =z_= sgp{w-ue, 0}.
- <
(ue u,ze) 0 (5.42)

want z. > 0 impliseer u=w > u -

T ' T [
fo (u€,z€)dt i) (ue w ,ze)dt

o]

= -1l d - 2
=720 FE 2_(eyso (W T ug) Tdxar
= -1 - 2
= 2fZ€> 0[ (w uE(T)] dx, want
ue(o) = w.
Dus
T, , <
fo (ue,ze)dt < 0. (5.43)
a(ue—w,ze) < 0 (5.44)
want z_ > 0 impliseer z_=w - u_.
€ £ €
Op 'n soortgelyke wyse as in (5.43) volg
T . <
fo[r(TouE) 'Toze]dt 0. (5.45)
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Deur (5.41) oor (o,T) te integreer en (5.42)....(5.45) te

gebruik volg:

fOT[ rTou_(t) - rT_u(t),T_z_(t)ldt > o,

=
As Toze(t) > 0 dan volg Tou(t) Tow > Toue(t)'

Gevolglik is
[rTOue(t) - rTOu(t),Toze(t)] = 0. (5.46)

Hieruit volg

> = =
rToue(t) /-rTow h op S as TozE 0

= >
en rTouE(t) rTou(t) h op S as Toze(t) > 0.

Dus u € K.

5.8.2. Stelling

Onder die voorwaardes vervat in Lemma 5.8.1 volg dat die

oplossing u van 5.19 voldoen aan

u € Lz(o,T;Vl).

Bewys.
Notasie: Vir die doeleindes van hierdie bewys, word die

volgende vereenvoudigde notasie gebruik:

[ £,9]

| £]

T
fo fsf(x,t)g(x,t)ds dt,

[£,£7,
(u,v) = &?jé u(x,t)vix,t)dxdt,

en lul_ = (u,u)?.
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Uit (5.19) volg
<Gu€ + AuE - F,Que -Qu> = 0, aangesien
<AUE,QL%-QU> = <AurQu€_QU> en

u, € K N D(E).

Aangesien u € V kan (3.21) gebruik word en dus volg

| . -— v -—
[(rTOuE) g,T Tou] + (u€ f,u u)

OuE €

>
—-— — =
+(Lu€,uE u) + [Tlu , T u8 T u] 0.

Deur (5.20), (5.21) en (5.18) in bostaande te vervang

volg
- ' - ' —_
e[r(Toue) -l-Tlu8 g,{r(TouE) -l-Tlu8 le}/r]
- ] - ] - =
e(u€ + Lu€ f,uE + Lue f) 0.
— 1
Deur Tu€ = r(TouE) + T1ue
en
q="Tw te stel volg
[] - 2 - - <
llu€+Lu€ £+ [ Tu, g,{Tu€ ql/r] < 0. (5.47)

Met behulp van 3.49 volg

%Tuelz < M(1 + |r—%Tu€|), (5.48)

c_|Tu |2 < |
r' e

uit 5.47.

Uit (5.48) volg dat {|r—%Tu€|} asook {|Tu_|} begrens is in

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2022.



UNIVERSITEIT VAN PRETORIA
UNIVERSITY OF PRETORIA
YUNIBESITHI YA PRETORIA

(@

L2 (o, T;L2(S)).
Daar bestaan dus 'n konstante M > 0, sodanig dat

[Tu | <M, |r *ru_| <M,lu’+Lu_-£l_ <M, (5.49)

indien (5.47) in ag geneem word.

Uit (3.48), (5.21), (5.49) volg

rolTouE - Toul < |rTOu8 - rT_u|
< e|[rTu, - qf
< €M+ |g|)> 0 as € = 0.
Dus |Tou, - Toul >0 as e = 0. (5.50)

Uit (5.21), (5.49) volg

_ = ' - <
llue ullO eIIu€+Lu€ fIIo < eM~-> 0 (5.51)

Op grond van (5.49) bestaan daar 'n deelry {uj} sodanig

dat

ul + Luj — ¢ (swak) in L2 (o,T;L?(G))

en Tuj —2 ¢ (swak) in L?(o,T;L2(S)),

waar ¢ € L?(0,T;L%2(G)) en ¥ € L2(0o,T;L?(S)).
Vir enige v € c!(o,T;C%(G) ,

met v(o) = v(T) = 0, volg
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(¢o,v) = lim(uj + Luj,v)

lim{-(uj,v')i-(uj,Lv)i-[Touj,Tlv]-[Tluj,Tov]}

-(u,v')+-(u,Lv)-f[Tou,Tlv]-lim[ Tluj’ToV]

T .
(u',v) + ﬂ)a(u,v)dt - lun[Tluj,Tov]

uit Lemma 5.8.1 (i) (5.52)

Vir enige v € C!(o0,T;L%2(S)), met v(o) = v(T) = 0, volg
[r(TOu)',V] = —[rTOu,v']

= - lim[rTouj,v']

Lim[ ¥ (Tyuy)', v]
uit Lemma 5.8.1(i).

Gevolglik T us = Tuy - r(Tous)' — ¥ = r(Tou)'. (5.53)

Uit (5.52) (5.53) volg

(¢,v) = (u',v) + [Ta(u,v)dt+[x(T 0" - ¥,T_v]. (5.54)

Hieruit volg

IG(¢(t) - u'(t))vdx a(u(t),v), vir elke v € C:(G).

¢$(t) - u'(t) byna oral in G. (5.55)

Gevolglik is Lu(t)
Uit (5.54) volg nou

(Lu(t),v) = a(u,v) +fs (r(Tou(t))' - Y (£)T vds

en dus r(TOu(t»' - y(t) = Tlu(t). (5.56)
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Uit (5.55) (5.56) volg
Lu € L?(0,T;L?(G)) en T u € L?(o,T;L?(S)).

Op grond van 3.2.5.4 volg die resultaat van die stelling

hieruit.

5.9. Stelling. (Interpretasie Van sekere evolusie-
ongelykhede).

Laat X, Y en Z Banachruimtes, soos uiteengesit in § 4.3,

wees. Veronderstel 5.3(iii) is gegee. A en Q is soos in

vergelyking 4.16, met Q lineér. B is soos in 5.3 (iv).

Laat F € L?(o,T;Y), ¥ € 2 en Qw, = ¥. Laat (3, 3) 'n

toelaatbare paar in die Y- 2 konteks wees.

K= {v € D(Q) : Qv 22 i} (5.57)

en Ky = {ve€L*0,T;X): v(t) € Kvir t € (o,T)}. (5.58)

Veronderstel minstens een van die voorwaardes a, b of c

van Stelling 4.7.2 word bevredig.

(i) Dan is

u 'n oplossing van

u € K, ND(A): f:< (Bu)'(t)+Au (t)-F (t),0v (t)-0u (t)>dt =0

vir alle v € KT (5.59)

as en slegs as

u 'n oplossing is van

u€L*(0,T;X), (Bu)'+Au€L?(o,T;Y) en Qu € L2 (0,T;2),

Qu(t) =%, (Bu)'(t) + Au(t) - F(t) = 0, (5.60)

< (Bu)' (t)+Au(t) - F(t) ,X-Qu(t) > = 0 vir t€ (o,T),
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(ii) Laat X = Vir i=0 of 1 (sien §3.2)en
Y =2 = L%(G) x L?(8).

Laat L en M tweede orde elliptiese operatore wees en

£, m en b randoperatore.

Veronderstel
Au = {Lu,fu} € Y vir u € X
Ow = {Mw,mw} € Z vir w € X
Bu = {u,bu} € Y vir u € X.

Laat F(t) = {f(t),g(t)} en veronderstel mwh==h.

2

Laat (22, = ) wees soos in § 4.7.4.

As u 'n oplossing is van die probleem hierbo, onder

punt (i), dan volg vir elke t € (o,T)

u' (t) +Lu(t) = £(t) in G
(bu) ' (t) +fu(t) = g(t) op S
(5.61)
ma(t) =2 h op S
[ (bu)'(t) +2u(t) —g(t)l[mu(t)-h] = 0 op S
Bewys.

Laat s € (o,T) en (s-¢g,s+¢) C (o0,T).

Laat ¢y € C:(O,T) met 0 < YP(t) <1 en

P(t) = (0 as |[t-s| > ¢
1 as |t-s| < e/2.
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Dan is vir elke v € K
w(t) = ¥(t)v + (1 -y (t))u(t) € K.

Verder is w € KT.

w(t) - u(t) = vt) (v-ult)=2ep_(t) (v-ult),

Y (t)/2e.

waar we(t)

Uit (5.59) volg dan

S+e
J

s Ve (B)<(Bu)' (£)+Au(t) - F(t),Qv-Qu(t)>dt = 0

vir alle v € K,

Deur 'n ry {we }, met e, > 0 te kies en [18, IIT 12.7]
n
te gebruik, volg

<(Bu)'(s)+Au(s) - F(s),Qv-Qu(s) > =2 0 vir alle v € K. (5.62)

Die oorspronklike evolusie-ongelykheid, (5.59), kan weer uit
(5.62) verkry word, deur laasgenoemde oor die interval (o,T)
te integreer. (Hierdie integrasie is toelaatbaar, op grond

van 5.3(iii), 5.60 en die feit dat F € L?(o0,T;Y).)

Vergelyking (5.62) tesame met die voorwaardes

u € K, u € L?2(0,T;X), (Bu)' +Au€L?(0,T;Y) en Qu € L?(0,T;Z)

is dus ekwivalent aan (5.59).

Stelling 4.7.2 kan vervolgens op die probleem in die vorm

(5.62), met u € K N D(A), toegepas word, mits die operator A
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in Stelling 4.7.2, vervang word met die operator geas-

sosieer met die afbeelding

u(s) = (Bu)'(s) + Au(s).

Die tweede deel van Stelling 5.9 volg uit Lemma 4.7.4.

5.10. Opmerkings.

a. Die "regte" keuse van die operator Q, in § 5.6, verseker
dat die ruimtelike afgeleides van die oplossing van die
probleem, in s 'n ruimte is, dat 'n regulariteitstelling
ten opsigte daarvan onnodig is. Die tydafgeleides in
Stelling 5.4 bestaan in 'n swak sin en 'n regulariteit-
stelling is nodig. In voorbeeld 5.6.1c is die operator
Q sO gekies dat 'n regulariteitstelling, Lemma 5.8.1 en
Stelling 5.8.2, ten opsigte van ruimtelike- sowel as tyd-
afgeleides nodig is. Hierdie stelling (Stelling 5.8.2)
se bewys volg dieselfde patroon as Stelling 3.4.8, in
hoofstuk 3, waar die probleem stasionér is. Die bewys
van Stelling 5.8.2, is nie eenvoudig nie en die benadering
is tot dusver beperk tot konvekse versamelings, soos gegee

in (5.58).

b. In die lig van die vorige opmerking, is dit duidelik dat
die werk in § 5.7 sterk resultate lewer. In hierdie be-
nadering speel die ruimte H 'n kardinale rol. Aangesien
hierdie ruimte gewoonlik verband het met die ruimte H'®(G)
en die spooroperator TO kontinu is op laasgenoemde, volg
dat (Tou)'==Tou'. Boonop is daar sekere kontinuiteits-

eienskappe van die tydafgeleides, soos gesien kan word uit
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Stelling 5.7.13 (iv) en (v). Die operator Q kan weer-
eens so gekies word dat die ruimtelike afgeleides in
'n geskikte ruimte is. Regulariteitstellings is dus

onnodig wanneer die benadering in § 5.7 gevolg word.

Indien die vrae omtrent regulariteit beantwoord is, kan
Stelling 5.9 gebruik word, ten einde 'n interpretasie
aan die betrokke evolusie-ongelykhede te heg. 'n Para-
boliese parsiéle differensiaalvergelyking, wat verband
het met 'n behoud-of balanswet, §2.2, is die beherende

vergelyking en sekere relasies op die rand word vekry.
Op die rand moet Oof mu(t) =h 6f 'n dinamiese voorwaarde

(bu)' (t) + fu(t) = g(t) op S

geld, sien (5.61). Hier is dus sprake van 'n vrye rand,

wat moontlik met tyd verander.

Ander tipe konvekse versamelings K of funksionale
J € PO(X), sal ander tipes interpretasies tot gevolg he,
maar daarop is nie ingegaan nie. Die bestaanstellings

dek wel hierdie gevalle.

In hoofstuk 1 word melding gemaak van 'n reguliere ellip-
tiese probleem (vergelyking 1.6, § 1.3.5). In hoofstuk 4,
Stelling 4.7.5, sien vergelyking (4.38), word die volgende

probleem opgelos

of rT u = h of Nu = g op S.
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Hier is dus 'n uitbreiding van die probleem in § 1.3.5.

Soos Stelling 1.3.8 'n interpretasie heg aan 'n variasie-
probleem, so heg Stelling 4.7.5 'n interpretasie aan 'n

variasie-ongelykheid.

Soos hoofstukke 3 en 4 voorwaardes op die rand S onder-
soek, ten einde goed gestelde stasionéere probleme te
verkry, so word ook in hoofstuk 5 gedoen, ten opsigte

van evolusieprobleme.

Die voorwaardes vervat in Definisies 1.3.3 en 1.3.4 het
geen rol gespeel nie. Die voorwaarde 1.3.3.a vir T, volg
op 'n natuurlike wyse, aangesien die operatore L waar-

mee gewerk word, ellipties is.

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2022.



UNIVERSITEIT VAN PRETORIA
UNIVERSITY OF PRETORIA
YUNIBESITHI YA PRETORIA

171.

éﬁ
<

BYLAAG

Die doel van die bylaag is om sekere aspekte van konvekse
versamelings, wat in die "verbygaan" in die literatuur ge-

noem word, te bewys.

1. Lemma.

Laat K 'n konvekse versameling wees met 0 € kK®. Dan be-

staan daar 'n § > 0 sodanig dat

L, = {(1-t)v+tw:w € BG(O)’ 0 <t<1} c Ko, vir enige

v € K. BS(O) = {w:llwl < &},

Bewys.

v

BG(O) c x° vir ¢ 0 en klein genoeg.

Lv is konveks want as o + B =1, a en B = 0, dan volg

vir enige A, y met 0 < A <1 en 0 <y <1

o(l = A)v+iw) + B ({1 —p)v+uw')
= (1-r)[a+B~- (aA+Bu)lv/(1l~-r) ¥ r[aiw+ Buw'] /x

(1-r)v+rw*, waar r = aX + Bu en 0 <r < 1.

lw*l = loAw + Buw'll /r

< (A + Bu)S/r = 6§ mits w, w' € BG(O)'

Gevolglik is LV konveks.

Vervolgens word bewys dat L, oop is.
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(1l-AN)v+iw, 0 <2< 1 en wE€ B6(0)°

§ - liwll.

rllv-ul/llv-wll, waar r

s >0 en r =6 - llwl > 0.

Bs(o) + u dan bestaan daar u, € Bs(o) sodanig dat

u_ = u_ + u
(o) s

(L=-A)v + A(w + us/A),
"w-Fus/AH < lIwll +s/A
= |lwll + s/lu-vll/llv-wll)

= llwll + r = 6.

Gevolglik is u, € L . Aangesien Bs(o) + u 'n omgewing van

u is,

v
wat bevat is in Lv' is LV 'n oop versameling. Die

resultaat volg aangesien Lv C K.

2. Stelling.

0 .. .0

Vir enige konvekse versameling K met 0 € K~ is K =K.

Bewys.

Laat x

€ K. Volgens Lemma 1 bestaan daar 'n § en LX

sodanig dat Lx c x°.

(1 - M)x +Aw € KO vir 0 < A < 1 impliseer

x € KO°.

Dus K ¢ kK° C K en die resultaat volg.
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3. Stelling

As v, € 9K = die rand van K, K is konveks en geslote met

0 € X°, dan bestaan daar 'n z, = x* € X* sodanig dat
x* #0 en (x*, v - v) >0 vir alle v € K.
Bewys.

v, ¢ K° impliseer daar bestaan x* # 0 sodanig dat

(x*,vO - v) 20 vir alle v € K®,

volgens die Hahn-Banach Stelling [ 44, Th. 3.4a, p 58].

Vir v € K is Ve = (1-t) v € x° volgens Lemma 1

en vt - v as t = 0.

0 < (x*,v -vt) > (x*,v_ - V) as

O (o}

t - 0.

Die resultaat volg.
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