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(ii) 
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Graad: D.Sc. 

SAMEVATTING 

Hoofstuk een en twee skets 'n bree agtergrond vir randwaarde- en 

variasierekeningprobleme, met verwysing na die ontstaan van sekere 

Wiskundige modelle. Dit verwys na werk in verdere hoofstukke en 

bevat uittreksels uit die Literatuur. 

Daar word soms afgewyk van die Literatuur en sekere beginsels word 

uitgebou. S6 'n uitbreiding word op bladsye 3, 4 en 11 gevind. 

Sodoende word die verband tussen randwaarde- en variasierekening

probleme, met verwysing na elliptiese operatore duidelik. Relasies 

op die rand in terme van ongelykhede, word in § 2.5.1. verklaar 

deur die benadering in [43], waar die rand as 'n medium, met sy eie 

behoudwette, beskou word. In paragraaf 2.11.3, word die resultaat 

van die Stelling op bladsy 38 beperk tot een dimensie. 'n Eendimen

sionale Wiskundige model vir lineere elastisiteit met wrywing, in 

terme van 'n bekende variasie-ongelykheid (einde § 2.11.3), word so

doende verkry. 

Die doel van hoofstuk twee is die bekendstelling van die variasie

ongelykheidprobleem en die bespreking van 'n paar standaard voorbeelde. 
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(iii) 

Bestaanstellings vir variasie-ongelykhede, in die konteks van mono

tone operatore in Banachruimtes, word in hoofstuk drie bewys. 'n 

Nuwe begrip, uiteindelik-positief, word ingevoer en 'n benadering 

van Browder [10], gebaseer op 'n Lemma van Minty [38], word gevolg 

en uitgebrei. Die uiteindelike resultaat (Stelling 3.1.10) is ver

gelykbaar met die bekende resultaat (Stelling 2.10.3) van Browder, 

maar die onderskeie bewyse verskil totaal. 

In hoofstuk een, § 1.3.11.b, word die volgende swak formulering van 

probleme gesuggereer. In plaas van die inwendige produk van_ verge

lyking 1.2 met funksies ¢ e C
00

(G) te neem, word inwendige produkte 
0 

met L¢ geneem, waar L 'n tweede orde elliptiese operator is. 

Dit word nodig om twee Hilbertruimtes V
0 

en V
1 

(§ 3.2) te ontwikkel. 

'n Aantal belangrike eienskappe word afgelei. Lemma 3.2.4 en opmer

kings 3.2.5.a, b toon duidelik waarom hierdie ruimtes, in plaas van 

die ruimte H2 (G) gebruik word. 

Twee voorbeelde word in § 3.3 gegee en die hoofstuk sluit af met twee 

regulariteitstellings. In die eerste stelling word die konvergensie 

van die differensiaalkwosient ohu (3.4.2.c) beskou en in die tweede 

word 'n ry {u£} c V
1 

gekonstrueer, wat die oplossing in V
0 

benader. 

In hoofstuk vier word vrye-rand-tipe probleme in 'n abstrakte raam

werk geplaas. Sekere variasie-ongelykhede word in 'n abstrakte sin 

geinterpreteer, sien byvoorbeeld Stelling 4.7.2. Hierdie stelling 

word gebruik in die bewys van Stelling 4.7.5, waarin die voorbeelde 

van § 3.3.2 interpreteer word. Stelling 4.7.2 is ook van toepassing 

op probleme in die ruimtes V
0 

en V1 , sien § 4.7.7 en die resultate 

op bl. 123. 
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(iv) 

In hoofstuk vyf word evolusie-ongelykhede op twee maniere benader. 

In die eerste word die bestaan van tydafgeleides in 'n swak sin 

verseker. In die tweede word baie sterker resultate verkry. Die 

bestaan van die tydafgeleides in 5.6.1 a en b word in 'n sterk 

sin verseker, deurdat hierdie voorbeelde ooreenstem met 5.7.14.a 

en b, waarin die tweede benadering gevolg is. 

'n Regulariteitstelling vir 5.6.1.c word gegee. 'n Ry {u£} c V1 

benader die oplossing. 

Stelling 5.9 heg 'n interpretasie aan die betrokke evolusie

ongelykhede, via Stelling 4.7.2. Daar word gesien dat dinamiese 

voorwaardes op die rand opgele moet word. 
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(v) 

DYNAMIC BOUNDARY VALUE PROBLEMS AND EVOLUTION INEQUALITIES 

Promoter 

Department: 

Degree 

by 

Jan Diedeleff Gertenbach 

Prof. N. Sauer 

Applied Mathematics 

D.Sc. 

SUMMARY 

In the first two chapters, a thorough background for boundary value 

and variational problems, refering to the origin of certain mathe

matical models, can be found. Excerpts from the literature are in

cluded. There are some references to work done in subsequent chap

ters. 

The approach differs from the usual in some cases, in order to extend 

some principles. Such an extension can be found on pages 3, 4 and 11. 

Thus the connection between boundary value and variational problems 

for elliptic operators becomes clear. In paragraph 2.5.1 relations 

on the boundary in the form of inequalities are explained by the ap

proach in [43], where the boundary is considered a medium, with its 

own conservation laws. In § 2.11.3 the result of the theorem on page 

38, is restricted to a one-dimensional problem, giving a one-dimen

sional mathematical model for linear elasticity with friction, in 

terms of a well known variational inequality (at the end of § 2.11.3). 

The aim of chapter two is to introduce the concept of variational in-
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(vi) 

equalities and to discuss some standard examples. 

In chapter 3 the concept of monotone operators in Banach spaces, is 

used to obtain existence theorems for variational inequalities. A 

new concept, ultimately positive operator, is introduced. An ap

proach of Browder [ 10] , based on a 1 emma of Minty [38] , is fo 11 owed 

and extended. The final result, Theorem 3.1.10, is comparable to 

the known result {Theorem 2.10.3) of Browder, but the proofs differ 

totally. 

The weak formulation of problems, suggested in chapter 1 (§ 1.3.11.b), 

is used here. Inner products of equation 1.2 with functions L¢, 

¢ E C
00

(G) and L a second order elliptic operator are used, whereas 
0 

the usual weak formulation is obtained by using inner products with 
00 

functions¢ EC (G). It becomes necessary to introduce two Hilbert 
0 

spaces V
0 

and V 
1 

( § 3. 2) and some important properties are derived. 

Lemma 3.2.4 and § 3.2.5.a, b, show why these spaces, instead of the 

usual H2 (G), are used. 

In § 3.3 two examples are given and two regularity theorems (§ 3.4) 

conclude the chapter. In the first theorem the convergence of the 

differential quotient, ohu (§ 3.4.2.c) is studied and in the second, 

a sequence {u£} c V1 is constructed, to approximate the solution in 

the space V
0

• 

In chapter four free boundary problems are studied in an abstract 

sense. Certain variational inequalities are interpreted in an ab

stract sense, see for example Theorem 4.7.2. This theorem is needed 
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(vii) 

in the proof of Theorem 4.7.5, which interprets the examples in 

§ 3.3.2. Theorem 4.7.2 is also applicable to problems in the spaces 

V
0 

and V
1 

(the examples in 4.7.7 and the results on page 123). 

In chapter five, two approaches in connection with evolution in

equalities are followed. In the first, the existence of time 

derivitives, is assured in a weak sense. In the second, a much 

stronger result is obtained, so much so that the existence of time 

derivitives in 5.6.1 in a strong sense, can be proved by using 

the second approach (5.7.14 ). A regularity theorem for 5.6.1.c 

is given. The solution is approximated by a sequence {u } c V. 
£ 1 

Theorem 4.7.2 is used in Theorem 5.9 in order to interpret the 

evolution inequalities concerned. It is shown that dynamic con

ditions on the boundary are needed. 
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(viii) 

NOTASIE 

Die ruimtes ck(G), Ck(G) vir O ~ k ~ 00 , H~(G), Hm(G) het hulle 

gewone betekenisse. G is 1 n oop versameling in Rn met rand S. 

Die afsluiting van 1 n versameling A word deur A en sy inwendige 

met A0 aangedui. 

In § 4.1.3 word met A-B bedoel die komplement van Bin A soos in 

[18], maar meestal word bedoel A ± B = {a ± b : a E A en b E B}. 

Die begrip 11 paring 11 tussen twee ruimtes staan sentraal en word dik

we ls met < ·, · > aangedui. Di stri busies [ 47] word a ltyd so aange

dui. 

Indien X 1 n Banachruimte is, met duaal X* dan word die gebruiklike 

paring aangedui met (w,x), waar w EX* en x EX. In definisie 

4.4.7, word dit egter (in ooreenstemming met die benadering in die 

hoofs tuk) met < f, v > aangedui. 

Die paring van L2 (G) met homself word met(·,·) en die paring tussen 

L 2 
( S) met homse l f word met [ • , •] aangedui. 

Die sin: < V, ((·,·))> is 'n Hilbertruimte, beteken dat ((·,·)) 'n 

inwendige produk in Vis, wat aanleiding gee tot 'n volledige metriek, 

via die norm II· II, waar llvll = ((v,v))l. So dui 

( ( • , • ) ) m di e i nwe n di g e prod u k i n Hm ( G) a an en II • II m di e g e b ru i kl i k e no rm . 

II · II s du i di e no rm i n Ha ( S ) a an . 
a 
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(ix) 

Sommasiekonvensie word deurgaans gebruik. 

Byvoorbeeld 

Hierbo is a= (a
1

, ••• , an) 1 n multi-indeks met lengte 

Afgeleides word hoofsaaklik met Dk of Da aangedui; soms met ak. 

Die Laplace-operator~, die gradient Ven divergensie div is die 

gebruiklike. So ook die Kronecker delta oij" 

Generiese konstantes c, M ... kom soms voor. 

-In hoofstuk een dui a die komplekse toegevoegde van a EC aan. 

Die begrip antilineer is soos in [ 22, Th. 14.1, p 41] maar kom selde 

voor. Meestal word met reele ruimtes gewerk. 

Die simbool 2H verwys na die klas van alle deelversamelings van H. 

Paragrawe word deur i•j•k aangedui waar i die hoofstuknommer is. 

Vergelykings word met (i•j) aangedui, met i die hoofstuknommer. 
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HOOFSTUK 1 

RANDWAARDEPROBLEME EN DIE VARIASIEREKENING 

Die doel van hierdie hoofstuk is om die agtergrond van 

verdere werk te skets. 'n Volledige bespreking kan in 

[ 35, Hfs 2] , [ 16] , [ 42] gevind word. 

1.1. Dirichlet se beginsel [42, p 305 ff] en [ 16, p 1-38]. 

Sedert Gauss die grondstelling van die algebra bewys het, 

het Wiskundiges in toenemende mate die belang van bestaan

stellings ingesien. Die bestaan van oplossings vir 

ekstreme probleme in die Variasierekening, het sedert die 

begin van die vorige eeu baie aandag geniet. Riemann se 

geometriese funksie teorie, soos in sy doktorale proefskrif 

(1851) uiteengesit, asook sy werk in verband met Abelse 

funksies (1857), toon watter moontlikhede hierdie benade

ring inhou. 

Veronderstel S is 'n oppervlak met of sender rande, wat 

met 'n geleidende materiaal oordek is. 'n Stasionere elek

triese stroom word daarop aangebring. Die potensiaal van 

so 'n stroom, is die oplossing van 'n sekere randwaarde

probleem. Hierdie randwaardeprobleem is gekoppel aan die 

volgende variasieprobleem: 

Vind die vloed wat die minimum hittevrystelling verteen

woordig. 

Indien hierdie variasieprobleem oplosbaar is, volg die 

bestaanstellings van die Riemann funksieteorie. 
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2. 

Laat ( 1. 1) 

Die volgende minimeringsprobleem meet opgelos word: 

Vind uit 'n sekere klas K van funksies, 'n u sodanig dat 

D ( u) = min { D ( V) : V E K} • 

C.F. Gauss en W. Thompson het opgemerk dat die randwaarde

probleem vir die harmoniese differensiaalvergelyking, 

~u = U + U in G C R2
, xx yy 

gereduseer kan word tot die probleem D(v) = min., met v 'n 

funksie wat die randwaardes bevredig. Riemann het dit 

Dirichlet se beginsel genoem en met groot sukses gebruik. 

Weierstrass het egter in 1869 daarop gewys, dat daar nie nood

wendig 'n toelaatbare funksie u bestaan, wat D ~inimeer nie. 

Eers in 1900 is hierdie probleem deur Hilbert opgelos. 

Plateau se probleem is 'n ander bekende minimeringsprobleem. 

Die kleinste oppervlak, wat 'n gegewe kromme onderspan, meet 

gevind word. 

1.2. Beginsels van die Variasierekening. [42, Hfs I, II, X], 

[ 20 ] , [ 2 4 ] , [ 4 1] , [ 4 8] • 

Die fundamentele probleem in die Variasierekening is: 

Vind 'n toelaatbare funksie v(x), x ER met 
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wat die integraal 

3. 

v(X) = A en v(Y} = B 

I = f y F ( X , V ( X) , V ' ( X) ) dx 
X 

minimeer. (Die notasie is effens gewysig ten opsigte van 

die in [42] ) • 

'n Nodige voorwaarde vir die bestaan van 'n kromme v(x) wat 

I minimeer, is dat dit Euler se vergelyking, van 1744, 

moet bevredig: 

d F
3 

(x,v(x} ,v' (x))/dx = F2 (x,v(x) ,v' (x}), 

waar 

en 

F (x,y,z) = oF(x,y,z)/oz 
3 

F2 (x,y,z) = oF(x,y,z)/oy. 

Variasierekeningprobleem in Rn [25, p 271], [24]. 

n Laat G c R 'n gegewe oop versameling wees en a= (a
1

, a
2

, ••• 

a,) 'n multi-indeks. Laat A 'n ordening van al die multin 

indekse a, met lengte wees. 'n Funksie 

F : Rm+i ➔ R word gegee. Wat nou volg, stuur af op verge

lyking ( 1. 2) • [ 25] of [24] is nie noodwendig van toepassing nie. 

Die probleem wat opgelos moet word is: 

Vind 'n toelaatbare funksie y = y(x) sodanig dat 

met 

I = f G F ( {ya, } a E A , t) dx = min .. , 

Ya,= Day(x) en t = y(x). 
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4 . 

00 

Indien w EC (G) en F = 3F/ay kontinu is vir a EA, o a a 

dan is 

I ' ( o ) = JG w ( ( - 1 ) I a I a~ Fa + Ft) dx = o 

'n nodige voorwaarde vir die bestaan van 'n funksie y wat 

I rninirneer. Hierbo is Ft= 3F/3t en die argurnente van F 
a 

Voorbeeld (Sornrnasiekonvensie word gebruik). 

Laa t F ( {ya} a E A, t) = a a S ya y S - 2 f t , 

a = aBa en f = f (x) . aB 

Dan is F = 2a YB en Ft = -2 f. a aB 

00 

Aangesien w E C (G) willekeurig, volg 
0 

( 1. 2) 

Indien y 'n toelaatbare funksie is, rnoetdit verder sekere 

randwaardes bevredig. 

1.3. Randwaardeprobleme [35, Hfs 2] 

1.3.1. Elliptiese operatore 

Laat t = 2 rn. ( 1. 3) 
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5. 

( 1. 4) 

die karakteristieke deel van A genoem. 

Afspraak. In ooreensternrning met verdere hoofstukke,word die 

sirnbole n en r, soos gebruik in [35] vervang met G en 

S onderskeidelik. 

1.3.2. Definisies. [35, Hfs 2] 

a. Die operator A is ellipties in G as vir elke x E G 

geld dat A (x,c;) -=I=- 0 vir alle c; E Rn, c; -=I=- 0. 
0 

b. A is sterk ellipties in G as vir elke x E G geld dat 

'n komplekse y(x) en 'n a(x) > 0 bestaan sodanig dat 

Re ( y ( x ) A ( x , c; ) ) ~ a ( x ) I c; I 2 m vi r a 11 e c; E Rn • 
0 

c. Soortgelyke definisies word gemaak met G in die plek 

van G. 

d. 'n Sterk elliptiese operator heet gelykmatig sterk 

ellipties in G indien y(x) = y en a(x) = a onafhanklik 

van x E G. 

Veronderstel G C Rn . b is oop en egrens. Gestel die rand S 
00 

van G is van klas C en G is lokaal aan een kant van S. 

( 1. 5) 

00 -met a 
13 

EC (G). 
a o 
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In ooreenstemrning met (1.4) word 

Aanvaar nou die bestaan van 'n C > O sodanig dat 

Re A ( x , ~ ) ~ C I ~ I 2 m 
0 

-
X E G. 

A is dan 'n gelykmatig sterk elliptiese operator. Dit is 

duidelik dat vergelyking (1.2) geskryf kan word in die vorm 

A(x,D)y =fin G. 

1.3.3. Definisie [35, p 113] 

Laat B.u = :r
1 1

.-
J h ::::::::m. 

J 

randoperatore wees. 

h 
bjh (x)D u; 

is 'n normale sisteem op s
1

c s as 

a. vir alle x ES 
1 

~ * 0 en normaal op S by x. 

b. m. * m. vir j * i. 
J l. 

1.3.4. Definisie [35, p 113] 

en vir alle 

Die sisteem {B.}~-i is versoenbaar met die operator A op 
J J=O 

S
1 

as vir elke x E S
1 

en alle ~ E Rn ongelyk aan nul en 

raaklynig aan S by x, en vir elke ~• E Rn ongelyk aan 

nul en normaal op S by x, die polinome in die kornplekse 
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veranderlike T: 

j=O, ... , m-1, 

lineer onafhanklik modulo die polinoom 

waar 

T: (x, ~, ~') die wortels van die polinoom A (x, ~ + T~') met 
1 0 

positiewe imaginere deel is. 

1.3.5. Die volgende vereistes word gestel 

a. Die operator A is gelykmatig sterk ellipties in G 

00 -
en het koeffisiente in C (G). 

b. Daar is m operatore 

c. Die koef f isiente van 

B .• 
J 

B. is in 
J 

00 
C (S) • 

d. Die sisteem {B.}~-i is normaal op S. 
J J=O 

e. Die sisteem {B.}~-i is versoenbaar met A op S. 
J J=O 

f. Die orde m. van B. is~ 2m-l. 
J J 

Indien aan hierdie ses vereistes voldoen word, word die 

probleem 

Au= fin G 

B.u = g. op S, 
J J 

0 ~ j ~ m - l 

'n reguliere elliptiese probleem genoem. 

( 1. 6) 
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1.3.6'. Definisie [ 35, p 114] 

Dl·e s1·steem {B.}".- 1 
· ' D' · hl t · t d is n 1r1c e sis eem van ore v op 

J J=O 

S C S 
1 

as dit normaal op S1 is en as die orde m. presies die 
J 

waardes 0,1, ... , v-1, aanneem, wanneer j die waardes 

0,1, ... , v-1 deurloop. 

1.3.7. Variasieformulering en Green se formule. [35, pp.120, 

204] . 

Laat a(u,v) = ~lal, IBl<m JG a 08 (x)D
0

un
8

vax. ( 1. 7) 

As {F.}~-i 'n Dirichlet sisteem van orde m met koeffisiente 
J J=O 

in 
00 

C (S) is, dan kan 'n sisteem 
00 

is, met koeffisiente ook in C (S), met: 

van cf>. = 2 m - 1 gekry word, sodanig dat 
J 

wat normaal op 

orde van F. + orde 
J 

-
a(u,v) = JG Auvdx L~- 1 J <I> • u F. v d S vi r a 11 e u , v E C 

00 

( G ). 
J =o S J J o 

( 1. 8) 

Neem die B.'s met orde m. < m en noem hulle B, ... , B , 
J J O p-1 

s 

0 ~ p ~ m- 1. Vorm 'n Dirichlet sisteem {B , ... ,B 
1

, B1
, ••• ,B 1 

1
} 

o p- p m-

van die orde m op S. 

Laat V = {v E Hm(G): B v=0, ... , B v=0} 
0 p-1 

( 1. 9) 

Uit Green se formule word operatore cl). 
J 

verkry sodanig dat 

a ( u, v) = JG A u v dx ~m - 1 J B 1• V dS ' E ~ <I> u , vir v V. 
j =p s j J 

(1.10) 

Indien u 'n oplossing is van 

a ( u , v) = JG f v dx vir alle v EV, (1.11) 
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dan volg 

Au = f in G en ~1?- 1 JS ¢). u B .' v d S = 0 
J=p J 

vir alle v EV. 

Hieruit volg ¢. u = O, j = p, ••• ,m-1. [35, p205] en 
J 

die volgende stelling. 

1.3.8. Stelling 

Veronderstel B' p' ... , B' 
m-1 

kan so gekies word dat 

¢ . B . , j = p, ... , m-1 
J J 

dan is die probleem 

Au = f in G 

B.u=O, O~j~m-1 ~ S 
J 

formeel ekwivalent aan die variasieprobleem 

u E V: a(u,v) = (f,v) vir alle v E V 

waar ( f, v) = JG f v dx en V gegee word deur ( 1 . 9) . 

1.3.9. Stelling 

Laat H 'n (komplekse) Hilbertruimte wees en 

a : H x H ➔ C 'n bilineere vorm op H. 

Veronderstel a is Hermities (a(u,v) = a(v,u)) en nie 

negatief (a(u,u) ~ 0). Gestel (f, ·) is begrens en 

antilineer op H. Dan is u 'n oplossing van 

u E H: a(u,v) = (f,v) vir alle v E H 

as en slegs as 

(1.12) 

(1.13) 

(1.14) 
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Q(u) = inf {Q(v) V E H}, 

waar Q ( v) = a ( v , v) - 2 Re ( f , v) . 

Bewys 

Laat eerstens u EH 'n oplossing wees van 

a(u,v) = (f,v) vir alle v EH. 

Q ( u + v) = a ( u , u) + a ( u , v) + a ( v , u) + a ( v , v) - 2 Re ( f , u) - 2 Re ( f , v) 

= Q(u) + (f,v) + (f,v) + a(v,v) - 2 Re(f,v) 

= Q(u} + a(v,v} 

~ Q (u}. 

Laat tweedens Q(u) = inf{Q(v): v EH}. 

Q ( u) ~ Q ( u + a V) = Q ( u) + a a ( u , V) + a a ( V , u) + I a I 2 a ( V , V} - 2 Re a ( f , V) • 

a = t E R lewer t 2 a ( v, v) + 2 t Re a ( u, v} - 2 t Re ( f, v) ~ 0 . 

Deur met t te deel en t na nul te laat neig volg aangesien 

v willekeurig geneem is 

Re a ( u , V} = Re ( f , V} , V E H . 

a= it lewer t 2 a (v, v) + 2 t Im a (u, v) - 2 t Im ( f, v} ~ 0. 

Dus is Im a (u,v) = Im(f ,v), v E H en die stelling is bewys. 

1.3.10 Opmerkings 

(a} Beskou weer die variasierekeningprobleem in Rn (paragraaf 

1.2}, soos in die voorbeeld toegelig. Veronderstel die klas 
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van toelaatbare funksies word bepaal deur die randwaardes 

Indien 

B . y = 0 vir O < j < m - 1 op S. 
J 

B. = aj/avj, waar a/av die afgeleide in die 
J 

rigting van die uitwaartse normaal op S aandui, dan is 

dit vol9ens Lemmas 13.2 en 13.3 [22,p39] sinvol om die klas 

van toelaatbare funksies te neem as Hm(G). 
0 

Deur die funksie F met 

aaS ya y B - 2 ft , 

waar a Ya= D y(x) en t = y(x), 

in die integraal I te vervang, word gevind dat 

I = a(y,y)- 2 (f ,y), 

waar a(u,v) gegee word deur (1.7) en 

( f , v) = I G f v dx • 

Stelling 1.3.9. toon aan dat die variasierekeningprobleem 

ekwivalent is aan die probleem: 

vind y E Hm(G) sodanig dat a(y,v) = (f,v) vir alle 
0 

v E Hm(G). Stelling 1.3.8. lewer weer die vergelyking 
0 

Ay = f SOOS in 1.2 afgelei. 

b. Die orde van die operator A is ewe ( i = 2 m) aangesien in 

[35, pl09] (byvoorbeeld) be~ys word dat vir n > 2 elke el-

liptiese operator van ewe orde is. 
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c. Laat g E Hm(G) en f E L 2 (G). Gestel 

B H x H ➔ C met H = Hm(G). 

Die probleem 

m u- gE H (G) : B(v,u) = (v,f) 
0 

vir alle 

word die veralgemeende Dirichletprobleem genoem [l, p 98). 

d. Laat u, f E L1ok(G) en A(x,D) SOOS in vergelyking (1.3) 

met a E clal (G) vir lal > 0. 
a 

u word 'n swak oplossing in G vir Au= f genoem as 

(f,v) = (u, A* v) vir alle 

waar 

e. Indien a(u,v) = JGVu•Vvdx, 

00 

v EC (G), 
0 

[ 1, p 52) 

f E L 2 (G) en H = H 1 ( G) in 
0 

Stelling 1.3.9, dan is u die oplossing van die klassieke 

Dirichletprobleem: 

~ u = f in G 

u = 0 op S. 

f. In [ 51, p Bff] is Q (v) = J n (p (v') 2 + q v 2 
- 2 fv) dx. 

0 

Enige funksie v wat die limiet is van 'n ry {v } c H2 (G), 
n 

wat die randwaardes bevredig (byvoorbeeld vn = g op S vir 

elke n) is toelaatbaar, mits met limiet bedoel word konver

gensie in die sin 
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J 7T p (v' - v' ) 2 + q (v - v ) 2 ➔ 0 as n ➔ 00 

o n n 

Gevolglik word slegs vereis dat v E H1 (G}. In die numeriese 

analise is dit van groot belang, aangesien daar met funksies 

gewerk kan word wat stuksgewys kontinue afgeleides het. 

Sulke funksies kan maklik gekonstrueer word en vergemaklik 

die berekeninge. Stuksgewys lineere funksies, byvoorbeeld 

die "hoedfunksie", word dikwels gebruik. 

g. In die variasieformulering word twee tipes randwaardes 

onderskei: 

B. u = O, j = O,~ .. ,p-1, met 
J 

m. < m, genoem stabiele 
J 

randwaardes 

en B. u = 0, j = p, ... ,m - 1 met m. ~ m, genoem natuurlike 
J J 

randwaardes. 

Stelling 1.3.8. toon aan dat die eerste tipe uit die voor

waarde u EV volg en die tweede uit die vorm van Green se 

formule wat gebruik word. 

1.3.11. Voorbeelde 

a. In [35, p 208] word aangetoon dat verskillende vorms 

a(u,v) en dus verskillende Greenformules, met dieselfde 

operator gekoppel kan word. Laat ~ die Laplace-operator 

in twee dimensies voorstel. 

~u = D2 u + D2 u (1.15) 
1 2 

of ook 
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(1.16) 

waar CE C1 (G) reelwaardig is. 

Die twee Green-formules is: 

f Vu . V V dx = - JG I:,. u V dx + J T u Vas 
G S l 

(1.17) 

+ { D 2 c D 
1 

U - D 
1 

c D 2 u } V ] dx 

(1.18) 

waar T 1 en T2 respektiewelik die uitwendige normaal af

geleide ops (a/av) en die raaklynige afgeleide aan s (a/acr) 

voorstel. 

Twee Neumann tipe probleme word verkry: 

- I:,. u = f in G, T 1 u = 0 op S (1.19) 

en - I:,. u = f in G, Tl u + C T2 u = 0 op s. (1.20) 

b. Beskou die probleem 

Au = I:,. 2 u + u = f in G 
(1.21) 

waar T
1 

weer soos in 1.3.11.a die normaal afgeleide voor-
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stel. 

In [35, p 206] word aangetoon dat hierdie probleem nie in 

die variasieformulering pas nie, hoewel dit 'n reguliere 

elliptiese probleem in die sin van 1.3.5. is. 

Hierdie probleem kan egter in die vorm 

JG Au Av dx = JG f Av dx vir alle v E V (1.22) 

geskryf word. Die ruimte V hang af van die keuse van die 

operator A. 

Sulke ruimtes word in Hoofstukke 3 en 5 gebruik. Bestaan-

en regulariteitstellings vir sekere tipes probleme word bewys. 

Daar sal gesien word dat die keuse van A aanleiding gee tot 

verskillende tipes randwaardes. Die probleme wat bestudeer 

word, word in hoer orde Sobolevruimtes geformuleer as wat 

in die gewone swak formulering gedoen word. Sekere regulari

teitresultate volg dan sander dat van die Sobolevruimtes 

H- 5 (G} en H- 5 (S) gebruik gemaak word. 

Die voorbeeld [ 35, p 214] word aangehaal. 

lvl 2 =LI Divl 2 die norm van H wees. 
0 

norm. 

Laat H = H1 (G) en 
0 

I ·I is die L 2 (G) 
0 

1 ~ i ~ n} 

die norm van V wees. Indien 
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a (u,v) = JG [ V (trn) · V (6v) + Vu· Vv] dx 

dan is Re a (u, u) = llu II 2 sodat die variasieprobleem, 

vergelyking 1.14, 'n eenduidige oplossing het [35, p 201]. 

Daar bestaan dus 'n u EV sodanig dat 

Green se formule impliseer 

J V f · Vv dx 
G 

vir alle 

JG V ( 6u) · V (6v) dx = JG (U - f} 6 v dx vir alle v E V. 

Aangesien H1 (G) c {6v: v E V} volg 

T ( 6 u) = 0 op S , u = 0 op S . 
l 

1.3.12. Opmerkings 

V E V. 

a. Indien A= 6 in vergelyking 1.22 gekies word, dan 

pas probleem 1.21 in die variasieformulering. 

b. Indien afgeleides in hierdie bespreking nie in die 

klassieke sin bestaan nie, is dit in die sin van Schwartz 

distribusies [44, Hfs 6] en [47]. Randwaardes is in die 

sin van die spoorstellings [35, p 41] indien S regulier 

genoeg is, andersins in die variasiesin. 
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HOOFSTUK 2 

VARIASIE-ONGELYKHEDE 

2.1. Inleiding 

In hoofstuk 1 is sekere differensiaalvergelykings, rand

waardeprobleme, minimeringsprobleme en variasieprobleme 

bespreek. Hierdie probleme het verband met sekere Wiskun

dige modelle. Die volgende vrae word as riglyn in hierdie 

hoofstuk gebruik. 

a. Hoe ontstaan differensiaalvergelykings, of die beherende 

vergelykings, gekoppel aan 'n gegewe probleem? 

b. Is daar 'n sistematiese manier om hierdie vergelykings 

te verkry? 

c. Indien 'n Wiskundige model opgestel moet word, word daar 

benewens beherende vergelykings ook ander beperkings opgele? 

Watter beperkings lei tot goed gestelde probleme, met ander 

woorde, probleme wat eenduidig bepaalde oplossings het? 

d. In hoofstuk 1 het randwaardes beperkinge op die oplossings 

gele. Is daar ook ander maniere om goed gestelde probleme te 

verkry? 

Die doel van hierdie hoofstuk is om op hierdie vrae in te gaan, 

asook om sekere aspekte van variasie-ongelykhede te bestudeer. 

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2022.

 
 
 



18. 

2.2. Behoudwette [43] 

Laat G 'n gebied in Rn wees en n c G 'n willekeurige ge

bied met gladde rand r. Die uitwaartse normaalvektor op r 

is n(x). 

Die volgende funksies word benodig. 

u(x,t): 'n Re~lwaardige funksier wat die digtheid van die 

hoeveelheid wat behoue moet bly, gee. 

¢ (x, t) E Rn: die vloedvektor. 

b(x,t) ER: die tempo waarteen kontinue bronne in n die 

hoeveelheid vrystel. 

S(x,t) ER: die tempo waarteen kontinue randbronne die hoe

veelheid vrystel. 

B. (x. ,t) ER: die tempo waarteen puntbronne in n die hoeveel-
1 1 

heid vrystel. 

R. (x. ,t) ER: die tempo waarteen puntbronne (wat toevallig, as 
1 1 

gevolg van die keuse van r, randbronne is) die 

hoeveelheid vrystel in n. 

Soos in [43] word die term behoudwet gebruik, ook as balans-

wet bedoel word. 

Veronderstel die tempo waarteen u inn verander is gelyk aan 

die vloed ¢ oor die rand r + (-) die tempo waarteen bronne 

(putte) die hoeveelheid in n vrystel (absorbeer) . n c G 

willekeurig. 

Die behoudwet volg as [43,p4] 

d/dt fnu(x,t)dx =-fr¢· nds + fnbdx+ Ir Sds 

+ Lk B. + Li R vir alle n C G 
l l. l i 

( 2. 1) 
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of in differensiaalvorm 

au/at+ div¢= b + div 'T, 

waar s = T•n=T n. 
i l. 

en div ¢ = Di ¢ i 

(2.2) 

( 2. 3) 

Deur middel van die sogenaamde samestellingsvergelykings, word 

differensiaalvergelykings, wat die beherende vergelykings is, 

verkry. 

'n Aantal voorbeelde word nou gegee. 

2.2.1. Die meganika van vloeistowwe in poreuse media [ 19, p 12]. 

Massabehoudwet: cpap/at+div(pv) = g, 

waar <P = poreusiteit van medium en v = snelheidsveld. 

Darcy se wet: v = - K grad u , 

waar K = deurlaatbaarheid van medium en 

u = druk. 

Twee gevalle word onderskei. 

a. Vloeistof. (effens samedrukbaar) 

(2.4) 

(2.5) 

Die verband tussen digtheid p en druk u word gegee deur 

waar c = samedrukbaarheidskoeffisient, 

C ~ 1. 

Daar word aanvaar pv ~ p v en u bevredig 
0 
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ccpau/at-div(Kgradu) = g/p
0 

(2.6) 

b. Ideale gas in isotermiese beweging 

Wet van Mariette: u = C p, C is konstant. 

Massabehoudwet: cpap/at - div(C p K grad p) = g, 

of cpau/at - div(K ~ grad u) = Cg (2.7) 

2.2.2. Eendimensionale golfvergelyking [ 43, p 32] 

Laat 'n punt x in die onuitgerekte konfigurasie van 'n veer, 

se posisie op tydstip t, soos gemeet vanaf die staties uit-

gerekte konfigurasie, met u(x,t) aangedui word. 

Vertikale beweging word bestudeer. 

Samestellingsvergelykings: 

pau/at verteenwoordig momentumdigtheid; 

momentumvloed is O; 

pg (gewig per eenheidlengte) is 'n kontinue momentumbron; 

A (dX/dx + au/ax), met X (x) die posisie van x in die 

statiese konfigurasie, is 'n kontakbron vir momentum (spankrag 

volgens Hooke se wet). 

Die behoudwet: 

a (pau/at) /at = pg+ a[ A (dX/dx +au/ax)] /ax 

Die statiese situasie lewer pg+ ).X" = 0 en gevolglik is 
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2.2.3. Hittevergelyking [43, p33] 

Veronderstel hi tte word in n c Rn, n = 2 of 3 gelei. 

cpu is hittedigtheid waar c = spesifieke warmte, 

p = digtheid, 

u = temperatuur van materiaal. 

- K grad u is die hi ttevloed soos in ( 2. 5 ); K = warmtegeleidings

koeffisient. 

Geen bronne kom voor nie. 

Die behoudwet: 

a(cpu)/at + div(-Kgradu) = o ( 2. 9) 

of au/ at - k /::,. u = 0; k = K/cp, (2.10) 

/::,.=Laplace operator. 

2.3. Stasionere probleme 

Die probleme wat in hoofstuk 1 bespreek is, is tydonafhanklik. 

Die beherende differensiaalvergelykings van hoofstuk 1, kan 

verkry word uit 'n behoudwet, deur die ewewigsituasie of 

stasionere probleem te beskou. S6 reduseer vergelykings (2.10) 

en (2.9), byvoorbeeld, onderskeidelik tot die volgende: 

die harmoniese vergelyking /::,.u = 0 van paragraaf 1.2 en die 

vergelyking - d,i v (K grad u) = 0. Indien die medium nie nood-

wendig isotropies en homogeen is nie, 

en indien 

is K ' n ma tr i ks ( K . . ) 
1] 

K .. Cs.~ clsl 2 

1] 1 J 
vir n alle s ER 

volg die elliptiese differensiaalvergelyking 

(2.11) 
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A(x,D)u = - D. (K .. {x)D.u) = 0, 
1 1] J 

waar A ooreenstem met die operator van vergelyking 1.5 

met m = 1. 

(2.12) 

Dit is ook bekend dat die oplossing van die hitteprobleem 

byvoorbeeld,in 'n sekere sin konvergeer na die oplossing 

van 'n stasionere probleem. Hierbo is dit 'n elliptiese 

probleem. 

Die statiese si tuasie pg + AX" = 0 is ook benodig om die 

golfvergelyking in die vorm 2.8 te skryf. 

Hierdie bespreking dien as motivering vir die bestudering van 

elliptiese probleme. Die tydafhanklike probleme word in hoof

stuk 5 bespreek; slegs paraboliese probleme word daar be-

studeer. 

2. 4. Randmodelle [43] 

In hoofstuk 1 het Dirichletrandwaardes en Neumannrandwaardes 

die klas van toelaatbare funksies bepaal. In hoofstuk 5 word 

gekoppelde randprobleme, waarin tyd- en ruimtelike afgeleides 

'n rol speel, bestudeer. Kombinasies van hierdie drie 

moontlikhede word ook gekry. In [43] word aangetoon dat die 

oorsprong van randwaardes gevind kan word deur die rand self 

as 'n medium, met sy eie behoudwette te beskou. Tussen die 

randgebied en die gebied G wat bestudeer word,vind daar kop-

peling plaas. 

benodig. 

'n Resultaat van hierdie beskouing word nou 
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Me e rd i me n s i o n a l e r a n d mo d e l [ 4 3 , pp 8 , 9 ] 

'n Hoeveelheid u
1 

bevredig 'n behoudwet in 'n gebied G
1

• 

Die randgebied G
2 

is van dieselfde dimensie as G
1

• Die 

twee behoudwette vir G
1 

en G
2 

au./at + div <P. = b. + div T., i = 1,2 
i i i i 

tesame met die koppelvoorwaarde 

q> l • n - q> 2 • n - T 
1 

• n + T 2 • n + Rl + R2 = 0 

lewer die volledige Wiskundige model. 

(2.13) 

(2.14) 

Die klassieke Neumann-tipe en Dirichlet-tipe randwaardes word 

in [ 43, p 15ff] gegee. 

2.5. Variasie-ongelykhede 

Indien die rand S van G 'n halfdeurlaatbare membraan is, wat 

slegs 'n vloed in G in toelaat en alle uitvloei keer, word 

'n nuwe benadering ten opsigte van randwaardes nodig. Dieselfde 

geld ten opsigte van "vrye-rand-probleme", aangesien klassieke 

randwaardes nie op 'n vooraf bekende deel van die rand, opgele 

kan word nie. "Plateau se probleem", paragraaf 1.1, kan ook 

tot 'n nuwe probleem lei. Veronderstel 'n konvekse obstruksie 

word onder 'n membraan geplaas. 'n Geslote kromme word gegee. 

'n Nuwe minimeringsprobleem kan nou geformuleer word: vinddie 

kleinste oppervlakte wat die gegewe kromme onderspan enter

selfdertyd bo die konvekse obstruksie le. Die minimerings

probleme of variasieprobleme wat tot dusver bespreek is, kan 

nou aan gegewe "konvekse" beperkinge onderwerp word. Die 

studieveld van Variasie-ongelykhede word nou betree. 
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In hierdie hoofstuk word slegs 'n paar aspekte van Variasie

ongelykhede aangeraak. 'n Paar voorbeelde word gegee. Die 

doel hiervan is soos in die eerste hoofstuk,om die agtergrond 

te skets, waarteen verdere werk gedoen word. In hoofstukke 3 en 4 

word 'n formulering van Lions [33], asook die benadering van 

Sauer [45] ten opsigte van randwaardes, gebruik om 'n nuwe 

benadering ten opsigte van Varia~ie-ongelykhede te ondersoek. 

Die idee van Lions soos geskets in 1.3.11.b hoofstuk 1 help 

met die hantering van randwaardes. In hoofstuk 5 word hierdie 

benadering ten opsigte van "evolusieprobleme" gevolg. Die doel 

van hierdie en verdere hoofstukke, is geensins om 'n verteen

woordige behandeling van Variasie-ongelykhede, of Evolusie

ongelykhede te gee nie. 

2.5.1. Halfdeurlaatbare wande [ 19, p 14ff]. 

'n Gebied G c Rn(n ~ 3) met rand S en uitwendige normaal n 

bevat 'n poreuse medium. Die druk van 'n viskeuse vloeistof 

wat vergelyking (2.6) bevredig, word aangedui met u. Aanvaar 

cA- -K-p -1 't' - - 0-. 

a. Wand met eindige dikte [ 19, p 16] 

'n Funksie h word gegee. Die randvoorwaardes het die vorm 

(i) h(x) < u(x,t) impliseer au/an= O 
(2.15) 

(ii) h(x) ~ u(x,t) impliseer -au/an= k(u-h), 

k is die geleidingsvermoe van die wand. 

Die druk van binne op S, kan groot wees, maar indien dit 'n 

gegewe hoeveelheid oorskry, word invloei van buite af gekeer. 

Indien die druk kleiner as 'n gegewe waarde is, word vloeistof 
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van buite af binnegelaat, met 'n tempo eweredig aan die 

verskil tussen die druk en die gegewe hoeveelheid. 

Die koppelvoorwaarde [43, p 15] by Neumanntipe randwaardes 

word gegee deur 

( ¢ 1 - T 
1 

) • n = - R 1 op S . (2.16) 

Veronderstel ( ¢ 1 - T ) • n = 
1 

- au/an/k uit ( 2. 5) en 

- R = {° as h < u 
1 

u-h as h-~ u 
(2.17) 

Die randvoorwaardes (2.15) volg nou. 

(b) Wand met weglaatbare dikte [ 19, p 15] 

'n Funksie h word gegee. 'n Halfdeurlaatbare membraan op 

S laat vloei in G in toe, maar verhinder alle uitvloei. 

'n Druk h(x), x ES, word van buite op G aangebring. Die 

randvoorwaardes is 

(i) h(x) < u(x,t) impliseer au/an= 0 

(ii) h(x) ~ u(x,t) impliseer -au/an~ 0 
(2.18) 

Hierdie randvoorwaardes verskil van die in geval (a) in die 

volgende sin. Wanneer die druk van binne op S by 'n punt 

kleiner as 'n gegewe waarde is, word vloeistof binnegelaat. 

Die vloed, -K grad u, maak 'n hoek tussen 90 en 180 grade met 

die uitwaartse normaal n(x). Aangesien die wand dun is, is 

dit redelik om te aanvaar dat u ~ h oral op S. Andersins sou 

vloeistof die gebied G binnevloei en onmiddellik die druk

verskil ophef. 
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Indien R1 = 0 vir h < u 
(2.19) 

en R ~ 0 vir h ~ u 
1 

en ( q> 1 - T 
1 

) • n = - K ou/ on, 

dan volg die randvoorwaardes (2.18) uit die koppelvoorwaarde 

(2.16). 

Stasionere probleem 

Die beherende vergelyking (2.6) reduseer tot 

- lrn = f in G. (2.20) 

Tesame hiermee word die randwaardes (2.18) asook die beper

king 

u ~hop S (2.21) 

opgele. 

Laat v gedefinieer wees op G en voldoen aan (2.21). Dan is 

f (v-u) au/on as = f (v-h) ou/3n as + f (h-u) 3u/3n as ~ 0 OP grond van ( 2. 18) . s s s -

Indien omgekeerd 

u ~hen J (v-u)3u/3nas ~ 0 vir alle v met v ~ h, 
s 

volg deur v = u + w met w ~ 0 op S te kies, dat 

au/an~ 0 ops. 

Die keuses v = h en v = 2u - h ~ h op S lewer 

JS (u-h)ou/ondS = 0. 

(2.22) impliseer gevolglik 

(2.22) 
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au/an~ 0, u ~ h, (u-h)au/an = 0 op S, (2.23) 

wat duidelik ekwivalent is aan (2.18) tesame met (2.21). 

Deur gebruik te maak van die beherende vergelyking (2.20) 

volg 

JG f (v - u) dx = JG - ~u (v - u) dx. 

= JG Vu . V ( V - u) dx - J s au/ an ( V - u ) d s . (2.24) 

Die probleem van stasionere vloei van 'n effens samedrukbare 

vloeistof in 'n poreuse medium wat deur 'n halfdeurlaatbare 

mernbraan van weglaatbare dikte bedek word, kan nou soos volg 

geformuleer word: 

Vind u met u ~hop S sodanig dat 
(2.25) 

JGVu·V(v-u)dx ~JGf(v-u)dx vir alle v met v ~hops. 

Probleem (2.25) word 'n Variasie-ongelykheid genoem. Op grond 

van die ekwivalensie van (2.23) met (2.22) volg dat probleem 

(2.25) "formeel" ekwivalent aan die oorspronklike probleem is. 

2.6. Abstrakte Formulering van Variasie-ongelykhede 

2.6.1. Definisie 

Laat 'n differensiaaloperator A in die vorm (1.5) van hoof

stuk 1 gegee wees. Die bybehorende bilineere vorm word gegee 

deur (1.7). Die bybehorende kwadratiese vorm word met a aan

gedui, waar 

a(u) = a(u,u). 
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2.6.2. Definisie 

Laat a(•,·) 'n bilineere vorm wees, gedefinieer op 'n 

Hilbertruimte V met norm aangedui met II •II. a heet koer

sief as daar 'n positiewe c bestaan sodanig dat 

a(v) ~ cllvll 2 vir alle VE V. 

a heet kontinu as daar 'n M bestaan sodanig dat 

la(u,v)I ~Mllull llvll vir alle u,v EV. 

2.6.3. Definisie 

'n Versameling K is konveks as t K + ( 1-t) K c K vir elke 

t met O < t < 1. 

m Laat V = H (G) en E c G 'n geslote deelversameling. 

Met v ~ h op E word bedoel dat 'n ry 

bestaan met die eienskappe 

{v} c V n Cm(G) 
n 

v ~ h op E en v ➔ v in V. [32]. 
n n 

In die lig van hierdie definisie is die versameling 

K = {v EV v ~hop E} 

'n konvekse geslote deelversameling van V = Hm (G). 

2.6.4. Definisie 

Laat V soos in definisie 2.6.3 wees. 

(2.26) 

Die spooroperator [ 35, p 39] aangedui met T
0 

het die eienskap 

00 -

indien u EC (G). 

(T u) (x) = u(x) vir x E s, 
0 
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00 -

Laat a .. EC (G). Dan word die konormale afgeleide T
1

, 
l. J 

geassosieer met die operator - D. (a .. D.u), gedefinieer 
l. l.J J 

deur 

a .. (x)D .u(x)n. (x) 
l.J J l. 

vir XE S 

00 -en u E C (G). 

Indien m ~ 1 word die uitbreiding van T op V weer aangedui 
0 

met T
0

• Indien m ~ 2 word die uitbreiding van T
1 

weer aan-

gedui met T 1 • 

Laat E=S in definisie 2.6.3. Aangesien T 'n kontinue af
o 

beelding van Hm(G) in H0 (S) [35, p 39] is, word (2.26) ge-

skryf in die vorm 

K = {v EV: T v ~ h op S} met V = Hm (G) . 
0 

(2.27) 

Laat m = 1 en a ( •, •) die bilineere vorm wat by Laplace se 

operator ~ hoort. (Definisie 2.6.1). Laat K gegee word 

deur (2.27). Laat 

( f 'V) = f G f V dx Vi r V E V. (2.28) 

Die variasie-ongelykheid (2.25) kan nou geskryf word as: 

vind u EK sodanig dat 

a(u,v-u) ~ (f,v-u) vir alle v EK. (2.29) 

2.6.5. Abstrakte variasie-ongelykheid [37], [49]. 

Laat V 'n reele Hilbertruimte wees met inwendige produk en 

norm aangedui deur (( · , ·)) en II· II onderskeidelik. v* is die 

duaal van V en die paring van v* met V word aangedui 
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deur (f,v), vir f Ev* en v EV. Laat a 'n kontinue bi

lineere vorm op V wees en K 'n konvekse geslote deelver

sameling van V. Laat f Ev*. 

Probleem (2.29)is 'n abstrakte variasie-ongelykheid en word as 

definisie aanvaar. 

Die "klassieke" stellings in [ 37] en [49] verseker dat probleem 

(2.29) 'n eenduidige oplossing het, wat kontinu van f afhang, 

indien a koersief en kontinu is. 

2 . 7 . S t e 1 1 i n g [ 3 7 ] , [ 4 9 ] Veron de rs te 1 a ( u , u) ~ 0 . 

Indien a(u,v) = a(v,u~ heet a simmetries. In die geval is 

(2.29) ekwivalent aan: 

vind u EK: Q(u) = inf{Q(v) 

waar Q {v) = a {v) - 2 ( f, v) 

SOOS in ( 1 . 3. 9) 

Bewys 

V E K}, 

u bevredig Q(u) ~ Q{v) vir alle v EK as en slegs as 

Q (u) ~ Q (tv + ( 1 - t) u) vir alle v E K en O ~ t ~ 1 

(2.30) 

as en slegs as a(u) - 2 (f,u) ~ a(u) +2t[ a(u,v- u) - (f ,v- u)] 

+t 2 i(v-u) -2 (f,u), vEK, O~t~l 

as en slegs as a (u,v - u) ~ (f ,v - u) vir alle v E K. 

2.8. Opmerkings 

a. Hierdie stelling motiveer die keuse van die onderwerp in 

die eerste paragraaf van hoofstuk 1. Dirichlet se beginsel kan 

bewys word [ 16, p 23ff] en [ 42, p 315ff] indien aanvaar word dat 

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2022.

 
 
 



31. 

minstens een toelaatbare funksie u is sodanig dat D{u) < 00 , 

sien vergelyking 1.1. Sodoende is dit moontlik om 'n nie-lee 

konvekse versameling K te definieer, sodanig dat Dirichlet 

se beginsel met die oplos van 'n variasie-ongelykheid ooreen

stem. 

b. Indien K = V dan reduseer ( 2 •· 29) na die gewone variasie

probleem a(u,v) = (f,v) vir alle v EV. 

2.9. Vrye-rand-probleme 

2.9.1. Voorbeel d [ 30], [ 2] en [ 3] 

Die stasionere, rotasievrye vloei of deursypeling van 'n 

onsamedrukbare vloeistof, deur 'n isotropiese, poreuse medium 

word beskou. Uit Darcy se wet (2.5) volg Laplace se verge

lyking ~u = 0 in G, soos in paragraaf 2.3 verduidelik. As 

deel van die oplossing tot die probleem, moet 'n funksie ¢ 

gevind word, wat die vrye-rand se posisie gee. Die skets toon 

'n dwarsdeursnit van die medium, wat 'n konstante deursnee 

het. Die vloeistof beweeg van links, met 'n diepte van y na 
1 

regs, waar die diepte y
2 

is. AE is ondeurdringbaar. 

Randwaardes [3 Appendix A]. Sien skets hierbo. 
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Die druk op AB word gegee deur 

pl (y) = c[y 
1 

- y] 

en op DE deur 

P2 (y) = c[y2 - y] . 

Indien u = p/c + y dan is 

U = yl op AB en U = y2 op DE. 

u(x,¢(x)) = ¢(x) op BCD, want die druk is nul op BCD. 

au/an= 0 op BC en AE. 

Die snelheidsveld word gegee deur 

v = - K grad u K = - - gr ad ( p + cy) 
C 

en K/c = k/(vp), 

met v = viskositeit van die vloeistof, 

k = deurdrin9baarheid van die medium, 

en p = digtheid van die medium. 

2.9.2. Variasie-ongelykheid [ 30] 

Die poreuse medium beslaan 'n reghoek D met rand S. Na 'n sekere 

transformasie word die probleem die variasie-ongelykheid (2.29) 

met 

K = {v E H1 (D): T v = g op Sen v ~ 0 in D}. 
0 

Die gebied G waarin die oplossing w van die variasie

ongelykheid gedefinieer is, word gegee deur 

G = {x,y) ED: w(x,y) > O} 

en die vrye rand word gegee deur 
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¢(x) = mintE ( ) {t:w(x,t) = 0, 0 ~ x ~ a}. 
y 2 ,yl 

'n Verdere bespreking van hierdie probleem volg in hoofstukke 3 

en 4. Verder is u = y - aw/ay in G. 

2.9.3. Opmerkings 

a. Bogenoemde probleem word num~ries met behulp van eindige

element metodes in [ 30] opgelos. 

b. 'n Soortgelyke variasie-ongelykheid word in [ 15] bestudeer. 

Numeriese resultate word gegee. Die drukverspreiding in 'n 

dun lagie van 'n smeermiddel, tussen twee ewewydige silinders, 

moet gevind word. Daar word aangetoon dat die vrye-rand-

probleem, 'n meer realistiese benadering tot die probleem 

as die gewone randwaardeprobleem is. 

c. Lions [ 33] wys op die volgende probleem wat nog nie op

gelos is nie: Het die tegnieke van variasie-ongelykhede nut 

by die oplossing van "alle" vrye-rand-probleme? 

2.10. Verdere aspekte en formulering van die variasie-

ongelykheid probleem. 

Die teoriee van variasierekening, variasie-ongelykhede en 

monotone operatore in Banachruimtes het sedert 1964 baie 

aandag geniet [ 6], [ 7], [ 9], [ 10], [ 11], [ 12], [ 38]. Verdere 

verwysings kan in [ 9] gevind word. In hoofstuk 3 word 

aandag hieraan gegee. Op hierdie stadium word 'n aantal 

definisies gegee, wat verderaan benodig word. Twee bestaan

stellings in die Banachruimtekonteks word aangehaal. In die 

volgende deel van hierdie hoofstuk, word toepassings van die 

nuwe formulering wat nou volg, in die Hilbertruimtekonteks 
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gegee. 

2.10.1. Definisies 

Laat X 'n refleksiewe Banachruimte met duaal x* wees en 

paring (y,x) vir y Ex* en x EX. 11·11 dui die norm van X 

aan. 

a. 'n Funksie f X ➔ R is konveks as 

f(tu+ (1-t)v) <tf(u) + (1-t)f(v) 

vir alle u, v EX en O < t < 1. 

b. 'n Konvekse funksie f : X ➔ R is onde~ halfkontinu as 

un ➔ u impliseer liminf f(u) ~ f(u). 
n 

c. Die klas van alle konvekse funksies op X met waardes in 

(- 00 , + 00 ] , wat nie identies + 00 is nie en wat onder half

kontinu is, word aangedui met f
0

(X) [39]. 

d. Die effektiewe gebied van f E f
0

(X) word aangedui met 

D(f) en D(f) = {x EX: f(x) < 00 }. 

e. 'n Operator T : D (T) c X ➔ x* heet monotoon as 

(Tu - Tv, u - v) ~ 0 vir alle u, v E D (T) • [ 10] • 

f. 'n Operator A : X ➔ x* is pseudo-monotoon [ 34, p 179] as 

(i) A begrens is. (A beeld begrensde versamelings af op 

begrensde versamelings). 

(ii) u. --'u en limsup (Au., u. - u) < 0 
J - J J 

impliseer 
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lim inf (Au., u. - v) ~ (Au, u - v) vir 
J J 

alle VEX. (Swak konvergensie word aangedui met _J) 

s_. Indien gelykheid in definisie (e) geld slegs as u = v, 

dan heet T streng monotoon. 

h. 'n Operator T : D (T) c X ➔ x* is hemikontinu as D(T) konveks 

is en T 'n kontinue afbeelding is van elke lynsegrnent in D(T) 

na die swak topologie van x* [ 12]. 

2.10.2. 0pmerking. In definisie 2.10.1.b maak dit nie saak 

of u swak of sterk konvergeer nie, want f is konveks. 
n 

(Die swak en sterk afsluiting van die versameling 

epi f = { (x,t) :x E X:f (x) ~ t}, sien [ 40], is gelyk.) 

2.10.3. Stelling (12] 

Laat T 'n monotone hemikontinue operator gedefinieer op 'n 

refleksiewe Banachruimte X wees, met waardes in x*. Laat 

f E r
0

(X) en f(0) = 0. Veronderstel dat daar vir 'n gegewe 

w Ex* 'n R > 0 bestaan, sodanig dat 

(Tu - w,u) + f (u) > 0 vir alle u met llull = R. (2.31) 

Dan bestaan daar 'n u E BR = {u: !lull ~ R} sodanig dat 

(Tu - w, v - u) + f (v) - f (u) ~ 0 vir alle v. (2.32) 

Indien T streng rnonotoon is, dan is die oplossing van 

(2.32) eenduidig. As 

[(Tu,u)+f(u)]/llull ➔ co as !lull ➔ co (2.33) 
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dan bestaan daar 'n oplossing vir (2.32) vir elke w Ex*. 

2.10.4. Stelling. [34, p251] 

Veronderstel A : X ➔ x* is pseudo-monotoon en ¢ E f {X) • 
0 

Gestel 'n v
0 

ED{¢) bestaan sodanig dat 

[ (Au,u - v
0

) + ¢ {u)]_/llull ➔ 00 as llull ➔ 00 

vir elke x* Ex* 'n u EX sodanig dat 

Dan bestaan daar 

(Au - x*, v - u) + ¢(v) - ¢(u) ~ 0 vir alle v. 

2.10.5. In [ 37] Stelling 2.2. word 'n soortgelyke stelling 

in die Hilbertruimtekonteks gegee. 

2. 11. Enkele verdere toepassings uit die literatuur. 

2.11.1. Laat f{u) = J
8 

q (u (x)}dS 

met q {t) = e: (t - h)2 as t ~ h. 

andersins. 

'n Variasie-ongelykheid van tipe (2.32), word in [19,p30] 

vir die probleem wat in paragraaf 2.5.1.a bespreek is, gege€. 

2.11.2. Lineere Elastisiteit met Wrywing [ 19, p 135 ff] 

Samestellingsvergelykings 

(2.34) 

gee 'n lineere verband aan, tussen die spanningstensor, a .. 
l. J 

en die gelineariseerde vervormingstensor, £ .. {u) = ½(u .. +u .. ) 
l.J l.,J J,l. 

met u die verplasingsvektor. In hierdie afdelings is 

f,. = af/ax. vir enige differensieerbare f. 
-- J J 
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Behoudwet [ 19, p 3] : a. . . + f. = p dv. /dt 
1),J 1 1 

Green se formule [ 19, p 10 7] 

en 

(f,g) = JG f. g. dx vir f I g E [ L 2 
( G)] 3 

• 
1 1 

[ V , W] S = f S V W dS Vi r V , W E L 2 
( S ) , met S l C S . 

l l 

en 

Laat 

Laat 

Dit is bekend dat 

a . . n. n., 
1) 1 J 

= a .. n. 
1) J 

v- nv 
N 

en Green se formule volg as 

Coulomb se wet. Stasionere geval 

(2.35) 

(2.36) 

(2.37) 

(2.38) 

(2.39) 

(2.40) 

(2.41) 

(2.42) 

(2.43) 

'n Elastiese liggaam beslaan 'n gebied G met rand S. 'n 

Deel SF van S is onderhewig aan wrywing. Klassieke voor

waardes word op die komplement S
0 
= S - SF van SF gegee. 

Die model wat bestudeer word is: 

a. a. . . + f
1
. = 0 in G 

1 J , J 
(vanaf (2.35)) (2.44) 
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b. u. = U. op Su 
l. l. 

(2.45) 

C • (2.46) 

d. impliseer u 
T 

0 op (2.47) 

e. loTI = g impliseer daar bestaan 'n A~ O 

(2.48) 

Definieer bogenoemde as probleem a. b. c. d. e. 

Definieer j(u) = Js g(x) Iv (x)I as. 
F T 

(2.49) 

Stelling [ 19, p 139] 

Laat V = [H 1 (G)] 3 • Die probleem a.b.c.d.e. is formeel 

ekwivalent aan die variasie-ongelykheid 

vind u EV sodanig dat u = U ~ s
0 

en 

a ( U I V - U) + j ( V) - j ( U) ~ ( f , V - U) + [ F N , V N - UN] S 
F 

vir alle v EV sodanig dat v = U ~ Su. 

Bewys [ 19 , p 13 9] 

(a) en (2.43) impliseer 

a ( U I V - U) - [ 0 T , VT - UT] S 
F 

= (f,v-u). 

-[o v-u] 
N' N N SF 

- ls o(v-u)dS 
u 

(2.50) 
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Aangesien oN = F N op SF en v = u = U op Su volg 

a ( u , V - u) - ( f , V - u) - [ F N , V N - UN] s = [ cr T , VT - UT] s . 
F F 

Gevolglik is a(u,v - u) + j (v) - j (u) - [ FN,vN - uN] s 
F 

- (f,v-u) = J
8 

[ oT(vT- uT) + glvTI - gluTIJas ~ O. 
F 

Laat omgekeerd v = u ± w met w E [C
00

(G)] 3 en 
0 

sing van die variasie-ongelykheid wees. 

Dan volg eerstens Au = f in G en tweedens 

~ O vir alle v E V met v = U op Su. 

u die oplos-

~ 
Deur vir willekeurige w E H 2 (S) 'n V te kies met v = u 

T T 

en v = w volg dat o = F op SF. 
N N N 

u ) + g < I v I - I u I ) 1 as ~ o • T T T 

Die keuse V = lp n + lp i lµN = Illµ 
N T 

lewer 

aangesien 

Nou word lJJ hierbo met ± A lJJ, A ~ O vervang en eerstens word 

die geval A+ 00 en tweedens die geval A+ 0 beskou. 
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Die resultaat is (i) Ifs oT lJJ asl ~ Js gllJJlds, 
F F 

en (ii) Js [ oT uT + g I uT I] as ~ o. 
F 

Nou volg loTI ~ g byna oral op SF (19, p 141] 

en dus is oT uT + g I uT I = 0 byna oral op SF. 

Hieruit volg (d) en (e). 

2.11.3. Opmerking 

Veronderstel SF is 'n platvlak met uitwendige normaalvektor 

n (x) = ( 0 I -1, 0) . Veronderstel die deformasie vind slegs in 

die Xl rigting plaas. Laat u = (Ul , 0 I 0) 'n oplossing van 

(2.50) wees. Uit (2.44) en (2.34) volg 

(2.51) 

Elkeen van hierdie drie vergelykings is van die vorm (1.6) 

met m = 1. 

Die randwaardes (2.46) ... (2.48) reduseer tot: 

0 = 0 .. n. n. = ON = FN op SF. 
22 1] 1 J 

loTI = g impliseer daar bestaan 'n A~ 0 

- o i2 
impliseer 
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Stel bjh en kies v = (v1 , 0, 0) in (2.50). 

u
1 

is dan 'n oplossing van 

f G b ). h 3 h u 1 3 . ( v 1 - u l ) dx + g f S [ I v 1 I - I u 1 I ] d S 
J F 

~ J f ( v - u ) dx vi r alle v 
1 G 1 1 1 

Hierdie tipe probleem word in [23:ffi p 39ff] numeries opgelos. 

2 • 11 • 4 • S t a r r e V i s k e u s e - P 1 a s t i e s e B i n g h am v 1 o e i s t ow w e 

[ 19, Hfs. VI]. 

Aanvaar die vloeistof is onsaamdrukbaar; 

div v = 0. (2.52) 

Indien die digtheid p op 'n sekere tydstip onafhanklik van 

die ruimtelike veranderlikes is, dan volg uit die massa

behoudwet, dp/dt = 0 dat p 'n konstante, se, 1 geneem 

kan word. 

Vir 'n Bingham vloeistof geld 

a. . D. . = 2g ~ + 4 µ DI I, 
1) 1) II 

waar en D .. 
1) 

1 = -
2

(v .. + V .. ) 
1,) J,1 

(2.53) 

(2.54) 
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Differensiasie van (2.53) met betrekking tot D .. lewer 
1. J 

2 a .. = - 2po .. +2g D .. /~ + 4µD .. , 
1.J 1.J 1.J II 1.J 

(2.55) 

waar a. . = - 3 p en D. . = div v = 0 . 
1.1. 1.1. 

Die faktor 2 in (2.55) 

is 'n gevolg van die simmetrie van a. . en D ... 
1.J 1.J 

Stel aII 
D 

a . . 
l. J 

a .. +po ... 
l.J l.J 

[g+2µ~]2 

Nou volg uit (2.55) en (2.56) 

D = a . .. 
1. J 

(2.56) 

(2.57) 

Die samestellingsvergelykings vir 'n Bingham vloeistof volg 

as: 

a~ < g impliseer D .. = 0 
II 1. J 

(2.58) 

a~I ~ impliseer D .. 1 ~ D g = 2µ [ 1 - g/aII] aij 
1. J 

Opmerking Volgens (2.56) is a~ ~ g. 
II 

Gevolglik geld (2.57) 

slegs in die geval. 
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2.11.5. Lami nere vl oei in 'n pyp [ 19, p 282] 

Die generators van die pyp is ewewydig aan die x 3 as. Met 

laminere vloei word bedoel dat die snelhede ewewydig aan die 

generators van die silinder is. Die stasionere laminere vloei 

van 'n Bingham vloeistof, in 'n silindriese pyp word bestudeer. 

'n Drukverlies langs die pyp word veronderstel. 

Laat G c R2 die dwarsdeursnee van die pyp voorstel. Die vloei 

tussen x = 0 en x = L word bestudeer. Die druk by x 3 = 0 
3 3 

en x
3 

= L word gegee: p(O) = 0 en p(L) = -cL. 

Aanvaar v = 0 op S x [O,L] Sis die rand van G. Die snel-

heidsveld word gegee deur (0,0,v) en v is onafhanklik van x
3

• 

Die spanningstensor het die vorm 

0 D 
-p 0 

1 3 

0 -p D 
0

23 

D D o 0
23 

-p 
1 3 

Aangesien d v. /dt = 0 = f. , 
1 1 

volg uit (2.35) 

D a p-o 
3 3 l , 1 

Die linkerkant van die derde vergelyking hierbo is 'n funksie 

van slegs x
3

, terwyl die regterkant onafhanklik van x 3 is. 

Gevolglik is 

D = - c x 3 en o 
3 1 

, 1 

D 
+ 032 2 + C = 0. (2.59) 
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en aD = g D /D~ + 2 µ D 
3i 3i II 3i 

i = 1, 2 

(2.60) 

as DII =I= 0, D = D2 + D2 
II 31 32 

2.11.6. Variasie-ongelykheid [ 19, p 317] 

Veronderstel die snelheidsveld u = u (x) E R is 'n (klassieke) 

oplossing van (2.59), (2.60). Dan is u 'n oplossing van 

µa(u,v-u) + gj(v) - gj(u) ~ (c,v-u) vir alle 

VE H 1 (G) 
0 

(2.61) 

waar a(u,v) = JG grad u · grad v dx, 

j (v) = JG I grad v I dx 

en ( f, v) = JG f V dx. 

Bewys 

Deur ( 2. 59) met v - u te vermenigvuldig en parsiele integrasie 

uit te voer, volg 

D - JG a 3 i ( V - U) i + ( C, V - U) = 0. 

Aangesien 1 = 
2 

<\ u volg uit (2.60) 

J J grad u · grad(v - u) 
µ G grad u • grad (v - u) dx + g G I grad u I dx 

= (c,v-u). 

aangesien lgradu · grad vi ~ lgradul I grad vi volg (2.61). 
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2.11.7. Opmerkings 

a. In [23I,pp 23-24] word aangetoon dat indien u 'n oplos-

sing is van (2.61), 

sodanig dat 

dan bestaan daar 'n m = {m
1

, 

1ml ~ 1 byna oral in G, 

m· grad u = I grad u I byna oral in G 

- I::; u - g div m = f in G 

u = 0 op S 

m } 
n 

(2.62) 

b. Deur ( 2. 6 2) met ( 2. 2) te vergelyk word gesien dat - I::; u 

die divergensie van 'n vloed en m kontinue kontakbronne 

[ 4 3, p 4] verteenwoordig. 

c. As u 'n oplossing is van (2.62) dan is dit ook 'n op

lossing van (2.61). 

d. [ 19, p 280] Indien g = 0 in (2. 58) word (2. 58} die same

stellingsvergelykings vir 'n klassieke, viskeuse, onsaamdruk

bare vloeistof (Newtonse vloeistof). Uit (2.58) kan gesien 

word dat 'n Bingham vloeistof soos 'n starre liggaam beweeg, 

indien 'n sekere funksie ~ 
-

0 rr 

kleiner as 'n gegewe waarde is. 

van die spanningtensor 

e. Verdere toepassings en inligting kan in [19] verkry word. 

f. Indien K 'n konvekse geslote deelversameling van 'n 

Banachruimte X is en f(v) = { 0 
+oo 

as VE K 

anders ins 

dan is f E r 
O 

(X) en ( 2. 32) word u E K: (Tu - w, v - u) ~ O 

vir alle VE K. 
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HOOFSTUK 3 

BESTAANSTELLINGS EN REGULARITEITSRESULTATE 

VIR VARIASIE-ONGELYKHEDE 

Opsomming en doel van hierdie hoofstuk 

Stelling 3.1.10 lewer 'n resultaat, soortgelyk aan die van 

Stelling 2.10.3. Daar is egter 'n paar klein verskille, ten 

opsigte van die voorwaardes wat vereis word. Daarenteen ver

skil die bewyse van die twee stellings wesenlik van mekaar. 

In [ 10] word 'n Lemma van Minty [ 38] gebruik om 'n sekere 

bestaanstelling vir Variasie-ongelykhede te bewys. Sover die 

literatuur nagegaan is, is daar nie voortgebou op die benade

ring in [ 10] nie. In paragraaf 3.1 word die stelling in [ 10] 

veralgemeen, deur 'n verslapping van die begrip koersief, naam

lik uiteindelik-positief, sien definisie 3.1.3, in te voer en 

die Lemma van Minty te gebruik. 

In paragraaf 3.2 word 'n nuwe raamwerk geskep waarin probleme 

geformuleer word. Daar sal ook gesien word dat daar operatore 

bestaan wat uiteindelik-positief is, maar nie koersief nie. 

Die bestaanstellings in §3.1 kan in die raamwerk van §3.2 ge

bruik word. 

In paragraaf 3.3 word twee voorbeelde kortliks genoem en twee 

regulariteitstellings word in §3.4 bewys, alvorens die twee 

voorbeelde interpreteer kan word. 

Die doel van hierdie hoofstuk is nie om 'n volledige bespreking 
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van bestaan- en regulariteitstellings te gee nie. Paragraaf 

3.1 en 3.4 toon watter tipe wiskundige argumente benodig word 

en §3.2 vergemaklik die benadering tot regulariteit in die sin 

dat die Sobolevruimtes -s H mets> 0 nie gebruik hoef te word 

nie en dat sekere afgeleides meet bestaan, op grand van die 

formulering van die probleem. 

3.1. Variasierekening en die teorie van monotone (nieline~re) 

operatore in Banachruimtes. 

3.1.1. Voorbeelde van monotone operatore 

Die lineere operator A gegee deur ( Au,v ) = a (u,v), waar a ( ·, ·) 

'n kontinue bilineere vorm op His, is duidelik monotoon indien 

~(u) ~ 0 op H. Dit is hemikontinu aangesien dit lineer is en 

begrens. Volgens [ 34, Prop 2.5, p 179] is dit pseudo-monotoon. 

In [ 13] word "kwasi-lineer elliptiese" operatore van die vorm 

Au f3 m a = Lia.I, I Sl~m D (acx.S (x,u, ... D u)D u) ( 3. 1) 

in die raamwerk van monotone operatore bestudeer. 

In [40, p 553] word die operator 

Au 
a m = LI 

1
.- DA (x,u, ... ,Du) a a::::::: m a 

( 3. 2) 

in dieselfde raamwerk bestudeer. In verwysings [7] en [25] 

van bogenoemde artikel [40], word die eienskappe van hierdie 

operatore ondersoek. 
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Die operator 

(3.3) 

word weer in [ 34, p 156] gebruik. 

3.1.2. Afspraak 

In hierdie hoofstuk dui X 'n (reele) refleksiewe Banachruimte, 

met duaal x* aan. Die paring tussen x* en X word aangedui 

deur 

(w,x) vir w Ex* en x EX. 

Verdere notasie en definisies is soos in 2.10.1. 

3.1.3. Definisies 

a. 'n Operator A: D(A) c X ➔ x* heet uiteindelik-positief as 

vir elke ry {x} c D(A) met llx II ➔ 00 daar 'n n bestaan n n o 

sodanig dat 

(Ax, x) > 0 vir alle n ~ n
0

• n n 

b. Laat G c Xx x* 'n versameling wees. G heet monotoon as 

vir {u,w} en {u ,w} E G 
1 1 

(w - w , 
1 

u - u ) ~ o. 
1 

G is maksimaal monotoon as dit monotoon is en as G c H met 

H monotoon, dan is H = G. 

Opmerkings. Dit is duidelik dat koersiewe operatore uiteinde-

lik positief is. 
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Monotoniteit en maksimaal-monotoniteit is gedefiniee~ in [10). 

3.1.4. Lemma [ 10) 

Laat K 'n konvekse geslote deelversameling van X wees en 

0 E Ko. (Ko is die inwendige van K.) As A hemikontinu en 

monotoon is en K C D (A), dan is 

G = { {u,w} E X X X* : U E K, w = ·Au + z en 

(z,u-v) ~ 0 vir alle VE K} 

maksimaal montoon in Xx x*. 

Bewys. Die bewys word volledigheidshalwe uit [10) aangehaal. 

G is monotoon want {u,w} en {u ,w } E G impliseer 
l l 

(w - w u - u ) 
l I l 

waar z en z
1 

is soos bepaal deur die definisie van G. 

Laat {u ,w} EX xx* en 
0 0 

(w -w u - u) ~ 0 vir alle {u,w} E G. 
0 I 0 (3.4) 

As u
0 

<; K dan is u
0 

= s v 
O 

met v 
O 

E aK = die rand van K en 

s > 1, aangesien K = K0 volgens stelling 2 in die bylaag. 

Laat z * O, z Ex* wees soos in stelling 3 van die bylaag. 
0 0 

Dan is (z ,v - v) ~ 0 vir alle v E K. 0 E K
0 impliseer 

0 0 

( z , v ) > 0. Vir t > 0 is { v ,Av + t z } E G en volgens ( 3. 4) 
0 0 0 0 0 

is 

( S - l) (w -AV - t Z , V ) • 
0 0 0 0 
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Aangesien s - 1 > 0 volg 

t ( Z , V ) ~ (W -AV , V ) , 
0 0 0 0 0 

wat 'n teenstrydigheid lewer wanneer t ➔ oo 

Die aanname u
0 

~ K lewer 'n teenstrydigheid, gevolglik moet 

u E K. 
0 

Indien u EK dan is {u,Au} E Gen volgens (3.4) is 

(Au - w ,u 
0 

- u ) 
0 

= (w - Au u - u) ~ 0. 
0 1 0 

(3.5) 

Aangesien ut = tv+ (1- t)u
0 

EK as O ~ t ~ 1 en v EK, volg 

uit (3.5) na deling met t 

(Aut - W , V - U ) ~ 0 , t > 0 , V E K. 
0 0 

Deur t na nul te laat neig, volg op grond van die hemikon;;.;._~·

tinuitei t van A dat 

(Au - W , V - u ) ~ 0 , V E K • 
0 0 0 

(3.6) 

Deur z=w - Au te stel in 3.6, volg (z,u - v) ~ 0 vir alle 
0 0 0 

V E K. 

bewys. 

Dit is nou duidelik dat {u ,w} E Gen die Lemma is 
0 0 

3.1.5. Lemma 

Laat H 'n (reele) Hilbertruimte wees, met inwendige produk 

((•,•)). Vir f EH*, laat J:H* ➔ H voldoen aan (f,v) = 

((v,Jf)) vir v EH (sien definisie 4.4.7, hoofstuk 4). Laat 
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A en K wees soos in Lemma 3.1.4. 

Die versameling 

M = { {u,w} E H X H : u E K, w = Tu+ z en 

((z,u-v)) ~ 0 vir alle v EK} 

met T = J A, is maksimaal monotoon. 

Bewys. 

Tis monotoon aangesien A monotoon en J lineer is. Om te 

bewys dat M maksimaal is, veronderstel {u ,w } E H x H voldoen 
0 0 

aan 

((w
0 

- w,u
0 

- u)) ~ 0 vir alle {u,w} E M. (3.7) 

Daar bestaan 'n w* EH* sodanig dat w = Jw*. Laat {u,w*}EG 
0 0 0 

(Lemma 3.1.4.) en stel 

w = Jw* • 

Aangesien J lineer is, volg {u,w} EM en uit (3.7) is 

Gevolglik 

bewys is. 

(w* - w* u - u) = ((w - w, u - u)) ~ 0. 
0 ' 0 0 O 

is {u ,w*} E Gen {u ,w} EM, waarmee die Lemma 
0 0 0 0 

3.1.6. Lemma 

Laa t H, A en K soos in Lemma 3. 1 . 5. wees. 

As A ui teindelik posi tief is, dan bestaan daar 'n w sodanig 

dat 

w EK: (Aw,v-w) ~ 0 vir alle v EK. 
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Bewys. 

Die basiese idee kom uit [ 10], maar is aangepas vir die 

situasie van uiteindelik-positiewe operatore. 

Die versamelings nM = { {u,nw}: {v,w} EM} is maksimaal mono

toon volgens Lemma 3.1.5. Volgens [ 38, Th3, p 343] bestaan 

daar 

{u ,w} EM sodanig dat 
n n 

u + nw = 0 en n n 

w = T u + z met (( z , u - v)) ~ 0 vi r a 11 e v E K • n n n n n 

Aangesien OE K volg (( z , u )) ~ 0 en gevolglik is 
n n 

0 ~ - (( u , u )) / n = ( ( w , u ) ) = ((Tu , u )) + ( ( z , u )) ~ ( (T u , u ) ) . n n n n n n n n n n 

(3.8) 

Aangesien A uiteindelik-positief is, meet die ry {u } begrens n 

wees, andersins lewer (3.8) 'n teenstrydigheid. 

Gevolglik llwnll = llunll/n ~ N/n ➔ 0 en 'n sekere deelry van 

{ u } , weer aangedui met { u } , konvergeer swak na u : u ~u E K. n n n 

Vir elke v EK is {v,Tv} EM en dus is 

Deur n ➔ 00 toe te pas op die laaste ongelykheid volg 

((Tv-0,v-u)) ~ 0 vir elke v EK. 

Aangesien A hemikontinu is volg 

(Au,v - u) ~ 0 vir alle v E K, 
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net soos in (3.6} by Lemma 3.1.4. 

3.1.7. Lemma 

Lemma 3. 1. 6. is waar indien H = X, 'n (reele} Refleksiewe 

Banachruimte is. 

Bewys. Die argument waarin oorgegaan word van Hilbertruimtes 

na refleksiewe Banachruimtes is ontleen aan [ 10,12]. 

Vir elke eindigdimensionale deelruimte F c X laat 

KF = K n F, 

jF F ➔ X, die inbedding afbeelding, 

. * 
Jp x* ➔ F* die duaal van jF, 

en TF = j;(A/KF}: KF ➔ F*. 

TF is ui teindelik-posi tief want II xnll ➔ 00 , met xn E KF = D (TF} 

impliseer 

(TF(x },x} = (Ax ,x} > 0 vir n n n n 

alle n groot genoeg. 

Dit is maklik om te sien dat TF hemikontinu en monotoon is. 

Aangesien 'n Hilbertruimtestruktuur vir elke F hierbo bestaan, 

bestaan daar volgens Lemma 3.1.6. 'n uF E KF sodanig dat 

vir alle VE KF. ( 3. 9} 

Aangesien OE KF volg (AuF,uF} = (TuF,uF} < 0 uit (3.9} en 

die ry {uF} is begrens. 
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Laat (3.10) 

Soos in [ 12] word gesien dat die versamelings VF die eindige 
1 

deursnee eienskap het. Aangesien die ry {uF} begrens is, be-

' staan daar 'n R > 0 sodanig dat elke VF in die swak kompakte 
1 

bal BR = {u E X : llu II ~ R} le. (Sien byvoorbeeld [ 18, Th 7, 

p 425] ) . 

Volgens [ 18, Lemma 6, p 17] is n WF * { }, waar WF die swak 

afsluiting van VF aandui. 

Gevolglik bestaan daar 'nu EK met u E nwF. (K is geslote 

en konveks en gevolglik swak geslote, sodat u EK. [ 44, Th 

3.12, p 64.]) 

Laat v EK en F
1 

s6 groot dat v E ~

Dan is uit die monotoniteit van A en uit 3.9 

(3.11) 

Deur in aanmerking te neem dat uF EV vir elke F ~ F en 
Fl 1 

aangesien u E nwF volg uit (3.11) dat 

(Av, v - u) ~ 0. 

Soos in vergelyking (3.6) volg 

(Au,v - u) ~ 0 

aangesien A hemikont1· nu 1· s. Omdat v E K w1· llekeur1· g 1· s 1· s , 

die Lemma nou bewys. 
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3.1.8. Lemma 

Laat OE K, K 'n konvekse en geslote deelversameling 

in X. Laat A hemikontinu en monotoon wees. Veronderstel 

daar bestaan 'n oop W
0 

c X met 

Gestel A is ui teindelik-posi tief. Dan bestaan daar 'n 

u EK: (Au, v-u} ~ 0 vir alle v EK. 

Bewys. 

As V oop is in X, dan is K + V = Uk E K[ k + V] oop • As V 

boonop konveks is, dan is K + V oop en konveks. 

Laat vir elke oop konvekse W c X met Kc W c W
0

, uw 'n op

lossing wees van 

- -u E W : (Au , v - u } ~ 0 vir alle v E W, w w w 

soos deur Lemma (3.1.7} gegee. 

Aangesien OE Wis (Au ,u} ~ 0 en {uw} is begrens, aangew w 

sien A ui teindelik posi tief is. 

Laat Kw 
1 

vir 

KCWCW. 
1 0 

{KW} het die eindige deursnee eienskap en 
1 

Kw c BR vir geskikte R > 0 en BR 
1 
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SOOS in Lemma 3.1.7. 

Laat U die snyding van die swak afslui tings van elke KW wees. 
1 

Soos in Lemma 3.1.7. volg dat daar 'nu EU bestaan. As 

u ~ K dan bestaan daar 'n W
1 

met u ~ W
1

, W
1 

oop, konveks en 

K c W 
1 

, [ 4 4, Th 1. 10, p 9] • In die geval is u nie in die 

swak afsluiting van KW nie. Dit is strydig met u EU en ge-
1 

volglik is u EK. 

Laat 

S = {x EX (Av,v- x) ~ 0 vir alle v EK}. 

S is geslote en konveks en KW c S. Hierui t volg dat u E uc S 
1 

en 

(Av,v - u) ~ 0 vir alle v E K. 

Soos voorheen (toe 3.6 verkry is) volg dat 

(Au,v - u) ~ 0 vir alle v E K. 

3.1.9. Stelling. 

Laat K 'n konvekse geslote deelversameling in X wees met 

x E K. Gestel A is hemikontinu en monotoon en daar bestaan 

'n oop konvekse w C X met K C w C w C D (A) . 
0 0 0 

Laat w Ex* 

en (Au - w, u - x) > 0 as II u II ➔ 00 

sodanig dat. 

Dan bestaan daar 'n u 

u EK (Au,v-u) ~ (w,v-u) vir alle v EK. 

Bewys. 

Stel K = K - X en A (u - x) = Au - w vir u E K. 
X 0 
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A is duidelik hemikontinu en monotoon. 
0 

Aangesien OE K en vir enige ry {u} met llu II ➔ 00 

x n n 

(A (u - x) , u - x) = (Au - w, u - x) > 0 o n n n n 

vir alle n groot genoeg, 

volg uit Lemma 3.1.8. dat daar 'nu EK bestaan met 

(A (u- x), v- x- (u- x)) ~ 0 vir alle v EK. 
0 

Dus is (Au - w, v - u) ~ 0 vir alle v E K. 

3.1.10. Stelling 

Laat J Er (X) en w Ex*. A is 'n hemikontinue, monotone 
0 

operator en daar bestaan 'n oop konvekse W c X met 

D(J) c W c W c D(A). Gestel daar bestaan 'n x E D(J) sodanig 

dat 

(Au - w, u - x) + J (u) - J (x) > 0 as llu II ➔ 00 

Dan bestaan daar 'n 

U E D (J) (Au - w, v - u) + J (v) - J (u) ~ 0 vir alle v. 

Bewys. Die argumente van [ 34, p 252] word gevolg. 

Laa t V = X x R en V * = X * x R en < { w, s } , { u, t} > = ( w, u) + st 

'n paring tussen Ven v* wees met {u,t} EV en {w,s} Ev*. 

Die versameling 

K = {{u,t} J(u) ~ t} 
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is konveks en geslote aangesien J konveks en onderhalf

kontinu is. 

Laat A(v) = {Av,O} vir v = {v,s}, 

f = {w,-1} en x = {x,J(x)}. 

A is hemikontinu en monotoon en f Ev*. 

-x EK C D(J) x RC W x RC W x RC D(A) x R = D(A). 

Laat u = {u,t}. 

,.._,, ,.._,, ,.._,, 

< A(u) - f, u - x > = (Au - w,u - x) + t - J(x) 

~ (Au - w,u - x)+ J(u) - J(x) 

> 0 as llull ➔ 00 (3.12) 

I { u, t} I = llu II + It I definieer 'n norm in V. 

Volgens (3.12) impliseer l;I ➔ 00 dat 

Al die voorwaardes van Stelling 3.1.9. word bevredig en dus 

bestaan daar 

{u,t} EK: (Au - w,v - u) + s - t ~ 0 vir alle 

{v,s} E K. 

Dus volg aangesien {v,J(v)} EK as v E D(J) 

(Au - w,v - u) + J(v) - t ~ 0 vir alle v. (3.13) 
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Deur v = u in (3.13) te neern word gesien dat t ~ J(u). 

Orndat {u,t} EK volg t = J(u) en (3.13) irnpliseer 

(Au - w,v - u) + J(v) - J(u) ~ 0 vir alle v. 

Aangesien J t + 00 volg u E D(J). 

3.2. Hilbertruimtes geassosieer met tweede-orde elliptiese 

opera tore. 

Laat Lu= - D. (a .. D.u) +au 
l. l.J J 0 

(3.14) 

'n elliptiese operator met koersiewe kontinue bybehorende bi

lineere vorrn 

a(u,v) 

wees. 

Laat 

en lllvlllo 

= JG (a .. D. u D. v + a uv) dx 
l.J J l. 0 

(Lu,Lv) + ((u,v)) 
1 

= (((v, v))) ~ , 

(3.15) 

(3.16) 

(3.17) 

waar (·,•) en ((·,·)) onderskeidelik die gebruiklike L 2 (G) en 
l 

H1 (G) inwendige produ~te aandui. 

[f,g] = J fgdS as f,g E L 2 (S). 
s 

Veronderstel G voldoen aan die voorwaardes wat na 1. 3. 2d 

volg. 

3.2.1. Stelling 

Laat V = {v E H 1 (G) : Lv E L 2 (G)}. (3.18) 

Tensy anders gespesifiseer is al die koeffisiente van L in 
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Hr + 1 ( G) , > / 2 waar r n 'n heelgetal is. 

a. Die ruimte < V, ((( · , • )))
0 

>, aangedui met V
O

, is 'n 

Hilbertruimte. 

CX) - CX) -

b. As al die koeffisiente van L in C (G) is, dan is C (G) 

dig in V • 
0 

As al die koeffisiente van L in 

c. Die konormale afgeleide T
1

, gedefinieer deur 

Tu=a .. D.un. 
1 1] J 1 

CX) -

vir u E C (G), (3.19) 

waar n = {ni} die eenheids uitwaartse normaal op S is, 

kan ui tgebrei word tot V en die ui tbreiding, wa tweer met 

T 1 aangedui word, voldoen aan: 

T 
1 

: V ➔ L 2 (S) is surjektief, 

T
1 

is 'n kontinue afbeelding van V
0 

na die swak topo

logie van L 2 (S). 

d. Die probleem 

u EV Lu = f in G 

T u = g ~ S 
1 

(3.20) 

vir f E L 2 (G) en g E L 2 (S), is uniek oplosbaar. 

e. Vir elke u E V is 

(Lu,w) = a(u,w) - [T u,T w] as w E H1 (G). (3.21) 
1 0 
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Bewys. 

a. As {vn} 'n Cauchyry in V
0 

is, dan bestaan daar 'n 

sodanig dat 

g E L 2 (G) en 'n U E H1 (G), 

Lv ➔ g in L 2 (G) n 

en 

V ➔ V in H 1 ( G) . n 

00 

In distribusiesin [ 44, Hfs 6] , [ 4 7] volg vir w E C
0 

(G) 

< Lv ,w > = < v L*w > ➔ < v,L*w > n n' 

= <Lv ,w >. 

Ook is 

=<g,w>. 

Gevolglik is Lv = g E L 2 (G) en 

lllv - viii ➔ 0, n o 

waarmee punt a bewys is. 

00 -b. Veronderstel eerstens a .. en a
0 

EC (G). 
1] 

Laat u EV gegee wees. 

Volgens [ 35, Th 9.3, p 41] 

met die eienskap 

bestaan daar 'n ry { u } c C
00 

(G) n 

u ➔ u in H 1 
( G) , 

n 
(3.22) 
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00 -
asook 'n ry {f} c C (G) met die eienskap n 

Laat 

f ➔ f = Lu in L 2 (G). n 

Lw = f - Lu n n n 

T w = 0 o n 

in 

op 

(3.23) 

(3.24) 

Dit is welbekend dat probleem (3.24) 'n eenduidige oplossing 

het, aangesien a(•,·) koersief op H~(G) is. (Sien byvoor-

beeld [ 22, Th 14.1, p 41], en [ 22, Th 17.2, p 67] waar-

volgens w E H 1 (G) n H 2 (G).) n o 

00 - 00 -

Aangesien die koeffisiente van Lin C (G) is en f EC (G) n 

volg uit [ 35, Prop. 5.3 p 162] dat 

00 -

wn E C (G). 

Gevolglik voldoen V = w + u aan n n n 

00 -

V E C (G) Lvn = f in G 
n n 

T V = T u op s. 
0 n 0 n 

Nou word aangetoon dat V ➔ U 
n in V. 

C II V - u 11 2 ~ a (v - u ) = a (v , V - u ) - a (u , V - u ) n n 1 n n n n n n n n 

= ( Lv , v - u ) - a ( u , v - u ) ui t ( 3 • 2 5) n n n n n n 

Dus c II v - u II ~ II f II + II u II ~ M (se) 
n n1 no n 1 

want 

(3.25) 
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U ➔ U in H1 (G) en f ➔ f in L 2 (G). 
n n 

Aangesien u ➔ u in H1 (G) is die ry {v} begrens 
n n 

(cllv II ~ cllv - u II + cllu II < M) en 'n deelry, weer aan-n 1 n n1 n1 

gedui met {v} is swak konvergent: n 

v ~x (swak) in H1 (G). n 

Uit [ 35, Th 16.1, p 99] volg 

V ➔ X in L 2 (G) • 
n 

Aangesien T v - Tu = 0 volgens (3.25), volg o n o n 

a(v -n - u ) n = (Lv - Lu, V - u ) n n n 

= (f - f n , - u ) n 

➔ o, want f ➔ fin L 2 (G) 
n 

(3.26) 

en v - u ➔ X - u in L 2 (G) . 
n n 

(3.27) 

Nou volg 0 = lim a(v - u, v - u) n n n 

= lim inf a(v ) + lim{a(v , - u )-a(u,v - u ) } n n n n n 

~ a(x) + a(x, - u) - a(u,x- u) 

= a <x - u) ~ 0. 

Gevolglik is x = u en 
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v ~ u (swak) in H1 (G) n 

V ➔ u in L 2 (G) • 
n 

Verder volg 

a ( vn - u) = a ( vn - u , v - u ) + a ( v - u , u - u) n n n n 

(3.28) 

➔ 0 volgens ( 3 . 2 7) , ( 3 . 2 8 ) en ( 3 . 2 2 ) . 

Aangesien a(·,•) koersief op H1 (G) is volg 

V ➔ u in H 1 ( G) • n 

Die ry {v} is so gekies dat n 

Lv = f ➔ f = Lu in L 2 (G) . 
n n 

Hiermee is bewys dat lllv - ulll ➔ 0. n o (3.29) 

00 -C (G) is dus dig in V as die koeffisiente van L glad is. 
0 

Tweedens word aanvaar dat die koeffisiente van L almal in 

Hr+l (G) is, waar r > n/2 'n heelgetal is. 

Aangesien f - Lu E Hr(G) 
n n (sien 3.24) volg uit [ 22, Th 

17.2, p 67) dat 

w E H 2 +r (G). 
n 

Aangesien 2 + r > n/2 + 2 volg uit Sobolev se Lemma (sien 

byvoorbeeld [ 35, Cor. 9.1, p 46)) dat w E c 2 (G). n 

Gevolglik is v = w + u E C2 (G) en die bewys dat n n n 
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is woordeliks identies aan die eerste deel van b. 

c. Aangesien a .. en a E Hr+l(G) volg (weereens uit Sobolev 
1] 0 

se Lemma [ 35, cor 9.1, p 46]) 

a. . en a E C 1 
( G) • 

1] 0 
(3.30) 

Laat u EV en {v} c C2 (G) 
n 'n ry wees met die eienskap 

v ➔ u in V, n o 

in ooreenstemrning met deel (b) van hierdie Stelling. Dit 

is duidelik dat 

~v ,w) + [T v ,T w] = a(v ,w) ➔ a(u,w) n 1 n o n 

00 -vir elke w EC (G). 

Hieruit volg dat 

[ T 1 v ,T w] ➔ a(u,w) - (Lu,w). n o 

{T v} is dus 'n swak cauchyry in L 2 (S) 
1 n 

en is gevolglik swak konvergent, met swak limiet gE L 2 (S). 

Gevolglik 

Aangesien 

is [ g, T w] 
0 

= a(u,w) - (Lu,w) 

00 -vir elke w EC (G). 

00 -C (G) dig is in H1 (G), 

(3.31) 
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T : H 1 (G) ➔ H~ (S) kontinu is 
0 

[ 3 5, Th. 8. 3, p 3 9] en 

vir alle w E H 1 (G). 

llvll~ ~ llvll~ geld (3.31) 

Deur T u = g te def inieer volg 
1 

(L u , w) = a ( u , w) [ T u, T w] vir w E H 1 
( G) , 

1 0 

waarrnee punt (d) van die Stelling bewys is. 

00 -

Indien w EC (G) dan volg uit (3.21) dat 

~ ../2 Mlllu Ill llwll • 
0 1 

As u ➔ u in V, dan sal Tu~ Tu (swak) in L 2 (S) en die 
n 1 n 1 

gevraagde kontinuiteit is aangetoon. 

Orn te bewys dat T
1 

surjektief i~ word die volgende bilineere 

vorrn op V benodig: B(u,v) = (Lu,Lv) + a(u,v). 

Bis kontinu en koersief op V
0 

(definisie 2.6.2) en met be

hulp van [ 35, Th. 8.3, p 39] kan gesien word dat die af

beelding 

v ➔ (f,Lv + v) + [ g,T
0
v], 

vir f E L 2 (G) en g E L 2 (S), kontinu is op V. 
0 

Volgens (22, Th. 14.1, p 41] het die probleern 
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u EV: B(u,v) = [g, T
0

v] + (f,Lv+v) vir alle v EV 

'n eenduidige oplossing. Met behulp van (3.21) word gesien 

dat 

= (f,Lv + v) + [g,T v] 
0 

vir elke v E V
0

• 

Laat y E L 2 (G). Aangesien die probleem 

(3.32) 

V E HI (G} 
0 

(v,w) + a(v,w) = (y,w) vir alle w E HI (G) 
0 

'n oplossing v E H~ (G} n H 2 (G) het met die eienskap 

V + Lv =yin G [ 2 2, Th. 1 7. 2, p 6 7] 

volg 

Lu= f vanaf (3.32). (3.33) 

00 

Laat h EC (S). Volgens [ 35, Th. 8.3, p 39] bestaan daar 

'n VE H2 (G) CV sodanig dat 

T V = h. 
0 

Uit (3.32) en (3.33) volg nou 

00 

[Tu - g,h] = 0 vir elke h EC (S). 
I 

Aangesien C
00

(S} dig is in L 2 (S) volgens vergelyking (7.17) 

op bladsy 35 van [ 35] volg 

Tu= g op S. 
I 

Die bewys is voltooi. 
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3.2.2. Stelling. 

Laat 

en 

{{{u,v))) 
1 

111 u 111
1 

= {({u,v))) + [ T u,T v] 
0 1 1 

a. Die ruimte <v,{{{·,·))) >, 
1 

aangedui met V , 
1 

Hilbertruimte. 

b. As die a .. en a in lJ 0 

dig in V . As die a .. 
1 lJ 

r > n/2 is 'n heel9:etal, 

c 2 CG> dig in 

Bewys 

C 
00 

CG> 

en 

dan 

V • 
1 

a 

is, dan is 

in Hr+1 (G) 
0 

is 

{3.34) 

{3.35) 

is 'n 

00 

CG) C 

is en 

a. As {vn} 'n Cauchyry in V
1 

is, dan is dit 'n Cauchyry 

in V
0

• Volgens 3.2.1.a bestaan daar 'n v E H1 (G} met 

Lv E L 2 (G), sodanig dat 

Lv ➔ Lv in L 2 (G) n 

en vn ➔ v in H1 (G). 

Verder is {T v} 'n Cauchyry in L 2 (S) en het dus 'n 
1 n 

limiet h E L 2 (S). 

[h,T w] = lim [T v ,T w] 
o 1 n o 

= lim {a(v ,w) - (Lv ,w)} 
n n 

= a(v,w) - (Lv,w) vir w E H1 (G). 

Gevolglik is T v = h = lim TV 
1 1 n 

en 
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Ill v - v Ill ➔ 0 • n 1 

b. Laat v EV. Volgens 3.2.1.b bestaan daar 

{u} c Ck(G) sodanig dat n 

U ➔ V in H1 (G) n 

en Lu ➔ Lv in L 2 (G), n 

waar k = 00 of 2 vir onderskeidelik C
00 

(G) en Hr+ 1 (G) 

koeffisiente van L. 

Volgens 3.2.1.c volg T U ~ T V ( SW ak) in L 2 
( S) . 

1 n 1 

Aangesien die bilineere vorm 

B(u,v) = (Lu,Lv) + a(u,v) + [ T u, T v] (3.36) 
1 1 

kontinu en koersief op V 
1 

is en 

B (u ,w) ➔ B(v,w) n 

volg uit [ 22, Th. 14.1, p 41] dat 

u ~ V (swak) in V . n 1 

Volgens [ 44, Th. 3.13, p 65] bestaan daar eindige kon

vekse kombinasies 

met die eienskap 

vn = La. nkuk 

v ➔ v in V 1 • n 

Aangesien elke v 'n eindige kombinasie van die u is, n n 

volg v E Ck(G) en die bewys is voltooi. n 
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3.2.3. Lemma 

Die inbedding H~(S) ➔ L 2 (S) is kompak. 

Bewys. 

Veronderstel h E H~(S) n en 

Kies u E H2 (G) sodanig dat n 

h ~ 0 (swak) in H~ (S). n 

~u + u = Lu = 0 in G n n n 

Tu = h op S, 
1 n n 

(3.37) 

waar ~=Laplace operator en T 1 = normaal afgeleide op S. 

Kies V E H1 (G) sodanig dat 
n 

[ 3 5 , Th . 8 • 3 , p 3 9] 

M, want {h} 
n is swak konvergent. 

Aangesien 

0 = (Lu ,v) = ((u ,v)) - [ T u ,T v] n n 1 1 n o 

= ((u , v)) - [ h , T v] 
n 1 n o 

h ~ 0 (swak) in H~ (S) 
n 

volg 

u ---l O (swak) in H1 (G) uit (3.38). 
n 

Volgens [ 35, Th. 16.1, p 99] volg un ➔ 0 in L 2 (G). 

(3.38) 

(~u ,~v) + ((u ,v)) = (u ,~v) + [ h ,T v] volgens (3.37) en (3.38) n n 1 n n o 

Gevolglik u ~ o n 

➔ 0 

(swak) in H2 (G) 

en u ➔ O in H 1 ( G) , weereens vol gens [ 3 5, Th. 16. 1, 
n 
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p 99] • 

Uit (3.38) volg nou 

{llh 11
8

} 2 = [h ,T v] = ((u ,v)) ~Mllu II ➔ 0 no non n n1 n1 

Dus h ➔ 0 in L 2 (S). n 

3.2.4. Lemma 

Veronderstel die voorwaardes in 3.2.1.b geld en 

G c Rn met n ~ 2. Daar bestaan nie 'n konstante c > 0 

sodanig dat 

II Lu 112 + llu 112 ~ c llu 112 vir alle u E H2 
(G), 

0 l 2 

nie. 

Bewys. 

Laat g E H½(S) en veronderstel n 

g ~ 0 in H½(S), maar g + 0. 
n n 

(So 'n ry bestaan want H½(S) is oneindigdimensionaal as 

n~2.) 

Daar bestaan 'n deelry, weer aangedui met {gn} sodanig dat 

llgnll~ > o vir een of ander o > 0. 

(Andersins bestaan daar vir elke deelry van {g }, g sodanig 
n mk 

dat II gll\ II~ < 1/k en dan volg gn ➔ 0 in H!., (S).) 

Laat h = n 
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en dus 

h ➔ 0 in L 2 (S), op grand van Lemma 3.2.3. n 

Volgens [44, Th. 1.28, p 21] bestaan daar positiewe getalle 

y sodanig dat y ➔ 00 en 
n n 

Gevolglik 

maar 

y ➔ 00 

n 

Daar bestaan v EV sodanig dat n 

volgens 3.2.1.d. 

Lv = 0 in G n 

0 = (Lv ,v) = a(v ,v) - [T v ,T v] n n n n 1 n o n 

cllv 11 2 ~ 
n 1 

en dus 

impliseer 

cllv II ~ 
n 1 

➔ 0 volgens (3.40). 

Volgens 3.2.2.b bestaan daar u E c 2 (G) sodanig dat n 

lllu - v Ill < .!. 
n . n n 1 

Aangesien Lv = 0 en V ➔ 0 in H 1 (G) volg n n 

Lu ➔ 0 in L 2 (G) n 

en u ➔ 0 in H 1 (G) n 

(3.39) 

(3.40) 

(3.41) 

(3.42) 

(3.43) 
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Volgens [ 35, Th. 5.4, p 165] bestaan daar 'n M > O 

sodanig dat 

IIT u II~ ~Mllu II 
1 n -:z n 2 

Aangesien 

1 s 
y --=IITvll1. n n 1 n -:z 

1 - ~ IIT V n 1 n Tull~+IITull~ 
.1 n -:z 1 n -:z 

\ s 
~ II T u II 1 volgens ( 3. 41) , 

1 n ~ 

volg met behulp van (3.39) dat 

s IIT u II k 
1 n 2 

en dus via (3.44) volg 

➔ 00 

II u II ➔ 00 • 
n 2 

1 - -n 

(3.44) 

(3.45) 

Aangesien is die bewys voltooi op 

grand van ( 3. 4 2) , ( 3. 4 3) en ( 3. 4 5) • 

Let op dat II T u II s ~ II T u - T V II s + II T V II s 
1 n o 1 n 1 n o 1 n o 

➔ 0 ui t ( 3 • 4 1) en ( 3. 4 0) • 

3.2.5. Opmerkings 

a. Die bekende Schauder-Schechter tipe ongelykhede 

llull 2 ~ c [ IILull 2 + IIT.ull
3
2

12 + llull 2], 
2 o o J -mj 1 

(3.46) 

(sien byvoorbeeld [35, Th. 5.1, p 149]) 
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met mj = j vir j = 0 of 1, was tot. dusver van weinig 

nut in hierdie werk. Die probleem is dat die terme 

s 
IITj u II 3 / 2 

_m. nie deur die Greenformules gegee word nie. 
J 

Stellings 3.2.1 en 3.2.2 lewer die raamwerk waarin pro

bleme voortaan bestudeer word. 

b. Uit Lemma 3.2.4 is dit duidelik dat daar 'n ry {u } c H2 {G) n 

bestaan, met die eienskap 

II unll 
2 
➔ 00 

, hoewel { II Lunll 
O

}, { II unll 1} en { II T 
1 

unll ~} 

begrens is. Die operator 

A X = H 2 {G) ➔ X* 

met (Au,v) = (Lu,Lv) + a(u,v) vir v EX voldoen dus 

nie aan die voorwaardes vir Stelling 3.1.9 en 3.1.10 nie. 

Hierdie operator is dus uiteindelik-positief maar nie 

koersief nie. 

c. Die topologie van V
1 

is streng sterker as die van V
0

• 

Bewys. 

'n ry wees·met 

II gkll ~ = 1 en veronderstel gk~ 0 in L 2 {S). 

('n Argument soortgelyk aan die in die begin van Lemma 

3.2.4 verseker die bestaan van so 'n ry.) 

Volgens (3.20) bestaan daar un EV sodanig dat 
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Lu = 0 in G n 

T u = g op S. 
1 n n 

Gevolglik is cllu 11
2 ~ a(u) = (Lu ,u) +[Tu ,Tu] n 1 n n n 1 n o n 

s 
~ IIT u II o n o 

~ dllu II • 
n 1 

{II u II } is dus begrens en 'n deelry u ~ u in H 1 (G). 
n 1 n 

Aangesien g ___J. 0 in L 2 (S) volg vir elke n 

w E H1 (G) dat a(u,w) = lim a(u ,w) = lim [Tu ,T w] 
n 1 n o 

= 0. 

Gevolglik is u = 0. 

Net soos in Lemma 3.2.4 volg nou dat 

u ~ 0 in V (nie in V nie!) n o 1 

en 'n ry positiewe getalle {yn} bestaan sodanig dat 

en v = y u --l O in V
0

• n n n 

begrens. Aangesien IIT v 11
8 = y 

1 n o n 
➔ ~ is dit nou maklik 

om te sien dat die topologie van V
1 

sterker as die van 

V is. 
0 

d. Laat I u I 2 = II Lull 2 + { II T ull S } 2 vir u E V. 
1 0 1 0 

Daar bestaan c sodanig dat 
1 

I u I ~ 111 u 111 ~ c I u I vir elke u E V. 
1 1 1 1 
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Bewys. 

c* II ull 2 ~ a (u) = (Lu, u) + [ T u,T u] 
1 1 0 

~ 11Lull
0 

llull
0 

+ II T ull 8 II T ull 8 

1 0 0 0 

~ cc* {IILull + II T ull 8 }llull . 
0 1 0 1 

Dus llull ~ c{II Lull + II T ull s} 
1 0 1 0 

Gevolglik I u 12 ~ 111 u I 112 ~ ( 1 + 2c2
) { IIL ull 2 + { II T ull s} 2 } 

1 1 0 1 0 

e. Aangesien Lu E L 2 (G) en u E H1 (G) vir u EV volg, 

vir a .. E Hr+l(G) met r > n/2, dat 
1] 

00 

a(u,¢) = (Lu,¢) vir alle ¢ E C
0

(G). 

Die gevolg van Lemma 15.5 van [22] 

u E H~
0
k(G); met ander woorde 

impliseer dan dat 

u E H2 (G 1 ) vir elke gebied G1 c G1 c G. 

f. Die beperkings op die gebied Gen sy rand S kan moontlik 

verslap word, maar min aandag is daaraan gegee. 

3.2.6. Afspraak. 

In hoofstukke 3, 4 en 5 sal ongelykhede op die rand S van 

G altyd in 'n regulariteitsin wees, naamlik in die sin van 

definisie 2.6.3, met die verstandhouding dat V 'n wille-

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2022.

 
 
 



77. 

keurige Hilbertruimte is. (Nie noodwendig Hm(G) nie.) 

3.3. Twee voorbeelde. 

Laat X = H = H 1 (G). 

CX) 

r EL (S) met O < r ~ r(x) ~ r <~ops 
0 l 

(Au,v) = a(u,v) + [rT u,T v] 
0 0 

vir u,v E X. 

(3.47) 

(3.48) 

(3.49) 

(3.50) 

Vir r = 0, geld dieselfde definisie vir A as hierbo. 

Laat 

= t: as 

as u E K (3.51) 

u i K 

SOOS in 2.ll.7f. 

3.3.1. Voorbeeld 1. 

Laat a .. (x) - cS •• , die Kronecker delta 
1] 1] 

(3.52) 

en a (x) - 0 
0 

(3.53) 

in (3.15). A word deur (3.50) gegee en r = 0 (anders as 

in 3. 4 8) • 

Indien K die versameling in 2 .9. 2 is met D = G en J = x 
K 

dan bevestig Stelling 3.1.10 die bestaan van 'n oplossing 

vir die probleem wat in §2.9 geskets is. 
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3.3.2. Voorbeeld 2. 

Laat K gegee word deur (2. 27} met m = 1 en 

J = XK, XK soos in (3.51}. (3.54} 

A word gegee deur 3. 50, met a koersief op X soos in 3. 15. 

Weereens is die bestaanstelling_ 3.1.10 ter sprake. 

3.4. Twee Regulariteitstellings 

Ten einde voorbeeld 2 te interpreteer, word twee regulari

teitstellings bewys. Daar is reeds baie werk ten opsigte 

van die regulariteit van variasie-ongelykhede en evolusie

o n g e 1 y k he de g e pub 1 is e er [ 4] , [ 5] , [ 1 4] , [ 2 1] , [ 3 2] , [ 3 4 , 

pp 256-263, pp 286-294] en [ 50] • 

In [ 19, p xv ] , wat in 1972 in Frans verskyn het, word eg

ter daarop gewys dat die bestaande regulariteitsresultate, 

onvoldoende is vir die werk wat behandel word. 

In hierdie paragraaf, word twee regulariteitstellings bewys. 

Die eerste (Stelling 3.4.4} is gebaseer op die metode in 

[ 34, p 257] • In Stelling 3. 4. 8, word die oplossing van 'n 

variasie-ongelykheid benader deur die oplossings van pro

bleme in die vorm (1.22}. Die ruimte V word gebruik. 
1 

Laat 

Definieer FE H* deur 

< F,v > = (f,v} + [ g,T
0

v] vir v E H. (3.55) 
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3.4.1. Lemma 

Laat G = Rn = {x E Rn : X > 0}. (3.56) 
+ n 

Dan is- s = Rn = {x E Rn X = o}. (3.57) 
0 n 

Laat F gegee word deur (3.55). 

Laat II· II X die gebruiklike norm van X = L 2 
( O , 00; H- 1 (Rn- l)) 

aandui. Dan bestaan daar 'n c > 0 sodanig dat 

Bewys. 

Laat x = (x',xn) vir x E G. Indien die afbeelding 

V ( • , X ) ➔ f f ( X 1 
, X ) V ( X 1 

, X ) dx 1 

n n-1 n n 
R 

-1 n-1 aangedui word met f(•,xn) EH (R ) volg 

waar ll·llx die norm is soos gespesifiseer. 

Laat x = (x',O) Es en v E C1 (G). 

(3.58) 

(3.59) 
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f n _ 1 g ( x ' , 0 ) v ( x ' ,_ 0 ) dx ' I 
R 

~ Ilg(· ,0)11 -~ n-l IIT0 v(• ,0)11 ~ 
H (R ) H (Rn-l) 

s 
~ cllgll_\ llvll

1 

00 -
Indien v EH dan bestaan daar 'n ry {v} CC (G) 

n 

die eienskap ➔ Vin H. 

( 3 .6 0) 

met 

Op grond van die kontinuiteit van T soos in 2.6.4 aangeo 

haal volg dat T v ➔ T v in L 2 (S). Gevolglik geld (3.60) o n o 

vir elke VE H. 

Aangesien 

I< F, v >I ~ I ( f, v) I + I [ g, T v] I , 
0 

volg die resultaat uit (3.59) en (3.60). 

3.4.2. Definisies en resultate wat benodig word. 

a. Indien f E L 1 (Rn), dan word die Fouriertransformasie 

f van f gedefinieer deur 

f(t) -it•x n = f e f ( X) dm ( X) , t E R , 
Rn n 

waar -n/2 dm (x) = (2n) dx n die genormaliseerde Lebesgue-

n maat op R voorstel [44, Hfs 7]. 

b. (Dkf) (t) = i tkf (t) volgens [ 44, p 168, p 1 76] . 
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c. Laat ek = (0, ... , 1, ... , 0) die eenheidsvektor in Rn 

wees met 1 in die kde posisie en O in die ander. 

As vh ( x) = v ( x - hek) , vir 1 ~ k ~ n - 1, dan volg met 

behulp van die transformasie, 

-it' •X 1 -it'h -it' ·Y' 
J 

1 
v.h (x' , x ) e dm 

1 
(x' ) = e k J v (y' , x ) e dm 1 (y' ) , n- n n- n-1 n n-

R R 

waar ' t' E Rn-l X , • 

As 
-1 

= h [vh(x) - v(x)] 

en eh ( t') dan is 

-it' •x' -it' ·x' 
J n-l oh v(x' ,~)e dmn-l (x') =E\i(t')J n-l v(x' ,xn)e dmn-l (x'). 
R R 

3.4.3. Lemma 

Laa t die voorwaardes in Lemma 3. 4 . 1 . gegee wees. Laa t 

en oh wees soos in 3.4.2 

K = {v E H1 (G): T v ~ 0}. 
0 

a. As V E K dan is vh E K. 

b. Vir elke f E L 2 (G) o f ➔ - D f 
h k in x, waar X 

gegee is in Lemma 3.4.1. Gevolglik is die ry {ohf} be

grens in X. 
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c. Die ry {chg} is begrens in H-~(S) 

ohg ➔ - Dk g in H-~ (S). 

Bewys. 

as g E H~ (S) en 

a. vh (x) = v (x-hek) ~ 0 as v E K en 1 ~ k ~ n - 1. 

Dus is vh EK. 

b. Met die notasie en resultate van 3.4.2 in gedagte volg 

·t! e 
~J00 

II le-l._k h-llf lf(x',x )e-it'•x'am(x')ll 2dx waar O < e <h 
o n- n n h 

R 

➔ 0 met behulp van Lebesgue se gedomineerde konvergensie 

stelling [ 18, p 124] en die feit dat f E L 2 (G) en 

II fll = llf II • 
0 0 

Hierbo is dm (x') = dmn-l (x') en 11 • II dui die norm van 

L 2 (Rn-l) aan. 

Die resultaat in (b) is dus bewys as in aanmerking geneem 

word dat die norm van X gegee word deur 

= J: II u ( t) II 2 
_ 

1 
_ 

1 
d t 

H ( Rn ) 
en 

II f II 2 
_ 1 _ 1 

H ( Rn ) 
= f n- l I 1 + It' I 2 I - l I f ( t' ) I 2 dt' 

R 
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c. Laat g (x') = g(x' 0) vir x' E Rn-l en definieer 0 ' , 

g
0 

soos in 3. 4 • 2 met n - 1 in die plek van n. Laa t II • II 

die norm van L 2 (Rn-l) aandui. 

Laa t p ( y) = ( 1 + I y I 2 ) - \ 
~ 

en q (y) = ( 1 + I Y I 2) ~ • 

3.4.4. Stelling 

~ llr(h) IY lp(y)g (y)II, waar r(h) 
0 

en O < eh < 1. 

Laat a deur 3.15, met a. . soos in 3. 52 en a
0 

- 1, gegee 
1] 

word. Laat 

a (u,v) = a(u,v) + [ T u,T v] vir u,vE H. 
1 0 0 

H = H 1 (G) en K = {uE H: Tov ~ 0 ~ s}. 

Laat G,S en F wees soos in Lemma 3.4.1. 

Dan is die oplossing van 

u EK: a (u,v-u) ~ <F,v-u> vir alle v EK 
1 

in H2 (G). 

(3.61) 
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Bewys. 

Dieselfde patroon as in [ 34, p 257] word gevolg. Met behulp 

van die transformasie in 3.4.2c volg 

(3.62) 

Aangesien uh EK volgens 3.4.3a. volg 

a 
1 

( u, uh - u) ~ < F , uh - u > en ge vo 1 g 1 ik 

Nou volg 

(3.63) 

deur (3.62), met -h in die plek van h, te gebruik. 

Deur v = uh in (3.61) te kies en (3.61), (3.63) bymekaar te 

tel, volg 

en 

volgens Lemma 3.4.1. 
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Deur met II uh - ull 1 te deel en Lemma 3. 4. 3b en c te gebruik, 

volg dat {ohu} begrens is in H1 (G}. 

Veronderstel ohu ~ g E H 1 (G) (swak konvergensie). Dan volg 

ohu ➔ g in L 2 (G} aangesien die inbedding 

e: > 0' 

volgens [ 35, Th. 16.1, p 99] kompak is. 

Aangesien u E H1 (G} volg cS u ➔ -D u h k in L 2 (G) • 

Gevo 1 g 1 i k is - Dk u = g E H 1 
( G) vi r 1 ~ k ~ n - 1 • 

Die keuse v = u ± w, 
00 

met w EC (G) in (3.61) lewer 
0 

- lrn + u = f in G, met ~ die Laplace-operator. 

Gevolglik is D2 u = n 

Ui t ( 3. 6 4) , ( 3. 6 5) en die fei t da t u E H 1 
( G) , volg 

u E H 2 (G). 

3.4.5. Definisies 

a. Laa t G wees soos in 3. 2. 

b. K = {v E H 1 (G): 

c. H = H 1 (G). 

rT V ~ h op S}. 
0 

d. Fis SOOS in (3.55). 

(3.64) 

(3.65) 

e. a (u,v) = a(u,v) + [ rT u,T v] vir u,v E H, waar a is 
1 0 0 

SOOS in ~-1~. a is dus koersief op H. 

f. ~ E H 3 /
2 

(S). 
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3.4.6. Lemma 

Laat V
1 

die Hilbertruimte van §3.2 wees. 

Laa t f E L 2 ( G) en g E L 2 ( S) • 

Definieer <F ,v> = (f ,Lv) + [ g,T
1 
v], 

1 

waar L deur 3.14 gegee word, 

B (u,v) = E(Lu,Lv) + a(u,v) + E[T u,T v] 
£ 1 1 

. 
waar a kontinu en koersief op H is soos in 3. 15. 

Veronderstel a .. = a .. vir elke i en j. 
l] Jl 

(3.66) 

(3.67) 

(i) Die probleem B (u,v) = <F ,v> 
£ 1 

vir alle v E V (3. 68) 

het 'n eenduidig bepaalde oplossing u EV. 
£ 

(ii) 3.68 kanin 'nveralgemeende vorm van 1.22 geskryf word. 

Bewys. 

(i) B is kontinu en koersief op V. 
£ 1 

Aangesien <F · > E V* 
1

1 
1 

het ( 3. 68) 'n oplossing u EV. 
£ 

Die eenduidigheid volg uit die koersiwiteit van B. 
£ 

(ii) Met behulp van (3.21) kan B geskryf word in die vorm 
£ 

B (u,v) = (u + ELu,Lv) + [ T u + ET u,T v.] 
£ 0 1 1 

= <Au,Qv >, waar 

Au = { u + £Lu, T u + ET u} E Y, 
0 1 

Qv = {Lv,T v} E z, met 
1 

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2022.

 
 
 



87. 

Y = Z = L 2 (G) x L 2 (S). 

Indien F = {f,g} E Y, dan volg 

<Au,Qv> = <F,Qv> ui t ( 3. 6 8) • (3.69) 

3.4.7. Lemma 

Laat 

K = { u E H : rT 
O

u ~ h ~ S } , (3.70) 

H = H 1 (G) en 

Veronderstel r bevredig 3.48, 3.49 en F is soos in (3.55). 

Laat u die oplossing wees van 

u E K: a (u,v - u) ~ <F,v - u> vir alle vE K. 
1 

(3.71) 

a
1 

is soos in Definisie 3. 4. 5. en a is soos in Lemma 3. 4. 6. 

(i) Daar bestaan 'n w E H2 (G) sodanig dat 

Lw = f in G en rT
0

w = h ~ S. 

(ii) Daar bestaan u£ EV n K sodanig dat 

u + £LU = u + £LW 
£ £ 

Tu+ £Tu 
0 £ 1 £ 

=Tu+ e:T w. 
0 1 

(iii) u ~ w in G. 

Bewys 

(3.72) 

(3.73) 

(3.74) 

(i) Volgens [ 35, Th. 8.3, p 39] bestaan daar 'n g
0 

E H2 (G) 
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T g = h/r ops. 
0 0 

Daar bestaan 'n w* EH~ (G) sodanig dat 

a(w*,w = (f,v) - a(g
0

,v) vir alle v E H~(G). 

Volgens [ 22, Th. 1 7. 2, p 6 7] is w* E H2 {G). 

Aangesien g
0 

E H2 (G), volg vir w = w* + g 
0 

dat 

w E H2 (G): a(w,v) = (f,v) vir alle v EH. 

Daar bestaan dus 'n w sodanig dat 

w E H 2 (G) : Lw =fin Gen rT w =hop S, 
0 

(ii) Daar word nou aangetoon dat u ~win G. 

(3.75) 

Die idee van die bewys is in [ 34, Th. 8.10, p 264) gekry. 

Laat v = sup{u,w} en v* = 

G 

i_nf{u,w}. 
G 

Op S geld rT v ~ h want rT w = h ~ rT u op S. 
0 0 0 

rT v* = h 
0 

op S 

Gevolglik is 

aangesien h = rT w ~ rT u op S. 
0 0 

v,v* EK en T (v* -w) = 0. 
0 

Indien p = u - w dan is 

V - W = sup{p,0} 

G 

+ = p 

(3.76) 

(3.77) 

(3.78) 
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v -u=-inf{p,0} = p 

G 

V + v* = U + W. 

Uit (3.78) en (3.79) volg 

a (v - w,v - u) 
1 

+ -= a (p ,p) = 0 
1 

a (u,v - u) + a (w,v* - w) 
1 1 

~ < F, v - u > + ( f, v* - w) + [ h, T v* - T w] 
0 0 

ui t ( 3. 71) en ( 3. 7 2) 

= <F,v-u> + (f,u-v) + [h,T u-T v] 
0 0 

(3.79) 

(3.80) 

(3.81) 

= [ g - h , T v - T u] 
0 0 

aangesien F deur 3. 55 gegee is 

= o, want 

Hieruit volg 

= T (w - v*) = 0 uit (3.80) en (3. 77). 
0 

a (u,v-u) + a (w,u-v) 
1 1 

= a ( u, v - u) + a ( w, v * - w) ui t ( 3 • 8 0) 
1 1 

3.81 impliseer a (u - w,v - u) ~ 0 = a (v - w,v - u). 
1 1 

Hieruit volg 0 ~ a (v - u,v - u) ~ 0 en dus 
1 

u = v = sup{u,w}. 

G 

Hiermee is (iii), u ~ w in G, bewys. 
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Laat (3.82) 

en g =Tu+ £T w E L 2 (S) 
0 1 

(3.83) 

in Lemma 3.4.6. 

Indien u die oplossing van (3.67) met (3.82), (3.83) is, 
£ 

dan volg met behulp van (3.20) en Lemma 3.4.6(ii) dat 

Au = F = {f,g} en dus is u 'n oplossing van (3,73), (3.74). 
£ £ 

Nou moet aangetoon word dat 

Met behulp van (3.21) volg 

u EK. 
£ 

0 = (u - u,v) + £(Lu - Lw,v) 
£ £ 

= (u - u, v) + £a (u - w, v) - e:[ T u - T w, T v] 
£ £ 1 £ 1 0 

= (u - u,v) + £a (u - w,v) + [ T u - T u,T v], £ £ 0 £ 0 0 

volgens (3.74). 

Kies v = z = sup{w- u ,O}; dan is 
£ £ 

G 

0 = ( u - u, z ) + £a ( u - w, z ) + [ T u - T u, T z ] . 
£ £ £ £ 0 £ 0 0 £ 

a ( u - w, z ) = -a ( z z ) ~ 0. 
£ £ £ I £ 

Met behulp van hierdie twee resultate volg 

[ T u - T u,T z ] ~ 0 
0 £ 0 0 £ 

(3.84) 

(3.85) 
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ui t ( 3. 84) • Op S is rT u ~ h = rT w > rT u as T z > O. 
0 0 0 £ 0 £ 

Gevolglik is Tu> Tu as T z > 0 en uit (3.85) volg 
0 0 £ 0 £ 

(Tu - T u)T z = 0 op S. 
O £ 0 0 £ 

T z = O impliseer rT u ~ rT w = h. 
0 £ 0 £ 0 

T u = T u impliseer rT u ~h, want u EK. 
0 £ 0 0 £ 

Gevolglik is •u E K. 
£ 

3.4.8. Stelling 

Onder die voorwaardes vervat in Lemma 3.4.7 volg dat die 

oplossing u van ( 3, 71) voldoen aan 

Lu E L 2 (G) en TUE L2 (S). 
1 

Die koersiwi tei t van a impliseer dat 

a(u ,u -u) ~ a(u,u -u) 
£ £ £ (3.86) 

Aangesien 

dat 

u EK (Lemma 3.4.7) 
£ 

volg met (3.86) in gedagte 

a (u , u - u) + [ rT u, T u - T u] ~ ( f, u - u) + [ g, T u - T u] . 
£ £ 0 0 £ 0 £ 0 £ 0 

Met behulp van (3.21), (3.73) en (3.74) volg 

£ { ( Lu , Lw - Lu ) + [ T u , T w - _ T u ] + [ rT u , T w - T u ] } 
£ £ 1£ 1 1£ 0 1 1£ 

~ £ { ( f, Lw - Lu ) + [ g, T w - T u ] } . 
£. 1 1 £ 
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Aangesien Lw = f volg, deur met e: te deel en terme te 

groepeer, dat 

-{ II Lu - fll 2 + { II T u II s} 2 } + [ rT u - g, T w - T u ] 
£ 0 l £0 0 l l £ 

+[Tu ,T w] ~ 0. 
l £ l 

Hieruit volg 

II Lu - fll 2 + { II T u II s} 2 ~ c[ 1 + II T u 11 8 
] • 

£ 0 l £ 0 l £0 

Uit (3.87) volg eerstens dat 

{IIT u 11
8

} 
l £ 0 

begrens is 

en tweedens dat 

{ II Lu - f II } begrens is. 
£ 0 

Deur (3.73) te gebruik, volg 

Dus 

II u - ull = e:11 Lu - Lwll = e:11 Lu - fll 
£ 0 £ 0 £ 0 

~ Me: (se). 

u ➔ u in L 2 (G) . 
£ 

Deur (3.74) te gebruik, volg 

s II T u - T ull 
0 £ 0 0 

= e: II T u - T wll s 
l £ l 0 

~ Ne: (se). 

Gevolglik, Tu ➔ Tu in L 2 (S) 
0 £ 0 

(3.87) 

(3.88) 

(3.89) 

(3.90) 

(3.91) 
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u ➔ u in L 2 (G) 
£ 

volg dat 

Lu ➔ Lu in distribusie sin. 
£ 

Aangesien {IILu II } volgens (3.89) begrens is, volg dat 'n 
£ 0 

~ E L 2 (G) bestaan, sodanig dat Lu ~ ~. 
£ 

(Swak konvergensie 

in L 2 (G) word met~ aangedui.) Net soos in Stelling 3. 2. la 

volg dat 

Lu ~ Lu E L 2 (G). 
£ 

Gestel Tu~ q in L 2 (S) (swak konvergensie). 
1 £ 

( Lu , V) = a ( u , V) - [ T u , T V] 
£ £ 1 £ 0 

ui t ( 3. 21) 

= (u , Lv) + TT u , T v] 
£ 0 £ 1 

- [ T u ,T v] vir v E C 2 (G). 
1 £ 0 

Deur £ na nul te laat neig, volg 

(Lu, v) = (u,Lv) + [ T u,T v] - [ q,T v] 
0 1 0 

met behulp van (3.90), (3.91), (3.92). 

Hieruit volg 

(Lu,v) = a (u,v) - [ q,T
0 

v] 

Uit 3.21 volg T u = q E L 2 (S) • 
1 

Die resultaat van die stelling volg uit (3.92), (3.93). 

Opmerkings. 

(3.92) 

(3.93) 

Stelling 3.4.8 is geinspireer deur die werk gedoen in [ 34, 

p 289, 290]. Die resultaat van 3.4.8 is duidelik meer alge

meen as die van 3.4.4. Beter resultate as 3.4.4 is beskikbaar 
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in die Literatuur, maar kan baie ingewikkeld word. Die 

benadering in 3.4.8 is relatief eenvoudig, maar dit het 

beperkinge. Eerstens is slegs konvekse versamelings K, soos 

in 3.4.Sb, in aanmerking geneem. Tweedens moes 'n ry {u} 
£ 

(Lemma 3.4.7) gekonstueer word. 

Aangesien u 
£ 

in K moet wees, is daar nie 'n algemene metode 

om so 'n ry te konstueer, vir willekeurige konvekse versame

lings K nie. Derdens moes 'n maksimumbeginsel (u ~ w in 

Lemma 3.4.7) bewys word, 

te wees nie. 

'n taak wat nie altyd eenvoudig hoef 
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HOOFSTUK 4 

VARIASIE-ONGELYKHEDE IN GEORDENDE HILBERTRUIMTES 

4.1. Inleiding en doel van die hoofstuk 

In [33) word 'n 11 vreemde 11 definisie vir variasie-

ongelykhede gegee. 'n Operator A, wat 'n parsiele dif-

ferensiaaloperator, lineer of nie-lineer, 'n integraal-

operator, 'n matriks, ensovoorts ... kan wees, is gegee. 

'n (Funksie of vektor) u moet gevind word sodanig dat 

Au - f ~ 0 , u - ljJ ~ 0 , (Au - f) (u - ljJ) = 0. 

f en ljJ is gegee, die sirnbool 11 ~ 11 beteken posi tiewe 

funksies, vektore met positiewe komponente, ensovoorts 

en die skalaarproduk is die produk in R of in Rn. 

( 4. 1) 

Indien A = a/ an, f = 0 en ljJ = h in ( 4. 1) dan kan ( 2. 2 3) in 

hierdie vorm geskryf word. In hierdie geval is (4.1) egter 

nie ekwivalent aan die variasie-ongelykheid (2.25) nie, aan

gesien die beherende vergelyking (2.20) nie in ag geneem is 

nie. 

Die variasie-ongelykheid waarvan 2.9.2. melding maak, kan 

in die vorm (4.1) geskryf word. Soos reeds in 2.9.2. genoem, 

is (2.29) in hierdie geval 'n voorbeeld van 'n vrye-rand

probleem. Indien u > ljJ (wat die sirnbool 11 >" ookal mag 

beteken) impliseer dat Au= f in (4.1) dan lei die definisie 

(4.1) ook na 'n vrye-rand-probleem. Die vrye-rand sal die 

"gedeelte" tussen die gebied waar u = ljJ (die kontak versame

ling) en die gebied waar u > ljJ wees. 
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Die doel van hierdie hoofstuk is om die definisie (4.1) in 

'n abstrakte raamwerk te plaas en dit sodoende meer presies 

te maak. Die resultaat van hierdie benadering is dat vir 

elke variasie-ongelykheid van die vorm (2.29) daar 'n oor

eenstemmende probleem (4.1) is en omgekeerd, mits die voor

waarde u ~ ~ in (4.1), vervang word met u EK (Stelling 

4.6.5). In die lig van 2.9.3c is hierdie resultaat belangrik. 

'n Ander aspek van die benadering in hierdie hoofstuk, wat 

in hoofstuk 5 gebruik word, is van groot belang. In [45], 

byvoorbeeld, word met operatore gewerk wat funksies op pare 

van funksies afbeeld, waarvan een komponent die beperking 

van 'n funksie tot die rand van 'n gebied is. Om die 

randintegrale wat uit die variasieformulering (Stelling 

1.3.8) ontstaan, sinvol te maak,word variasie-ongelykhede 

bestudeer wat verband hou met die gedagte wat uit (1.22) 

voortspruit. Hierdie formulering vloei op 'n natuurlike wyse 

voort uit die werk in hierdie hoofstuk. 

4.1.1. Voorbeeld 

Laat a(u,v) = JG grad U•grad V dx, 

( f, v) = JG f v dx, 

en [ g, h] = J
8 

g has. 

Laat T 
0 

die spooroperator en T die normaalafgeleide op 
l 

S, die rand van G wees, in ooreenstemming met definisie 

2.6.4. 

K = {v E H 1 (G) : T V = g op s, V ~ h in G}. 
0 

( 4. 2) 

( 4. 3) 

( 4. 4) 

( 4. 5) 

( 4. 6) 
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Indien h= 0 en G=D hierbo, dan is (2.29) met (4.2), (4.3) en 

(4.6) die variasie-ongelykheid wat in paragraaf (2.9) ontstaan. 

Die volgende resultaat is bekend, maar die bewys word hier aan

gegee omdat dit belangrik is vir die werk van hierdie Hoofstuk. 

4.1.2. Stelling [37], [34,p 244] 

Laat P
1 

die probleem (2.29) met (4.2), (4.3) en (4.6) voor

stel. Laat ~ die probleem: 

vind u sodanig dat 

u - h ~ 0, - ~u - f ~ 0 in G 

(-~u-f, u-h) = 0 (4.7) 

voorstel. Dan is P
1 

en P
2 

formeel ekwivalent 

Bewys 

Indien u 'n oplossing is van P
1 

volg met behulp van parsiele 

integrasie dat ~ ekwivalent is aan 

~ 0 vir alle v EK. (4 • 8) 

Deur v = u + w E K met w ~ 0 in G, w = 0 op S te kies volg 

Indien T h = g op S dan volg ui t die keuses v = h E K en 
0 

v = 2 u - h E K da t 

(- ~u- f, u-h) = 0. 

( 4. 9) 

(4.10) 
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Indien omgekeerd u 'n oplossing is van p2 dan volg vir 

alle VE K dat u 'n oplossing is van 

u E K : (-lrn-f,v-u) = (-~u-f, v- h) + (- ~u- f, h - u) 

~ 0. (4.11) 

Aangesien T v = g = T u op s, volg na parsiele integrasie dat 
0 0 

u 'n oplossing is van~. 

4.1.3. Opmerking 

Laat G
1 

= {x E G : u (x) > h (x)} en G2 = G - G
1

• 

Uit (4.7) volg (indien T
0

h = g) dat 

- ~ u = f in G 1 en u = h in G 
2

• 

G
2 

is die kontakversameling [33] en die skeiding tussen G
1 

en 

G
2 

verteenwoordig die vrye-rand. In [32] Stelling 4.1 word 

bewys dat G oop en samehangend is, indien 
1 

h E C2 (G), h < O op Seng= Oops. 

4. 2. 'n Ander formulering van probleem 4.7 

Laat Au = {- ~u, T
1
u}, Qu = {u, Tu}, 

0 (4.12) 
F = {f,O} en H = {h,g} 

Laat X = H1 (G), Y = [ H1 (G)] * X H-½(S) 

en z = H1 (G) X H½ ( S). 
(4.13) 

Laat < {u,g}, {v ,h} > = (u,v) + [ g ,h] (4.14) 

'n paring tussen die ruimtes Yen Z wees, met (·,·) 

gedefinieer deur (4. 3) en [ ·, ·] gedefinieer deur (4. 4) as 

gen h funksies is. 
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Indien ~ gedefinieer word deur {u,g} ~ {v,h} as u~v en g = h 

dan kan (4.8) geskryf word in die vorm 

Qu ~ H: <Au-F, Qv- Qu> ~ 0 vir alle v met Qv ~ H. (4.15) 

Die voorwaarde Tu= g in (4.6) kan weggelaat word, en~ 
0 

kan dienooreenkomstig aangepas word. 

4.3. Abstrakte formulering in Banachruimtes. 

Hoewel die werk in hierdie hoofstuk in die Hilbertruimtekonteks 

gedoen is, word 'n formulering in drie Banachruimtes gegee. 
Hierdie formulering is gebaseer op §4.2. 

Laa t X, Y en Z Banachruimtes wees. Veronderstel Y en Z is gepaar 

met <y, z > vir y E Y en z E Z die (geassosieerde) bilineere 

funksionaal [ 29, p 13 7] • 

Laat A : D (A) C X ➔ Y 

en Q : D (Q) C X ➔ z 
(4.16) 

gegewe operatore wees en K 'n konvekse deelversameling van X. 

Die volgende tipe probleem word ondersoek: Vir gegewe FE Y, 

vind u E D (A) n D (Q} n K sodanig dat <Au - F ,Qv - Qu> ~ 0 

vir alle V E K n D (Q) • (4.17) 

4.4. Orderelasies in Hilbertruimtes 

Laat H 'n reele Hilbertruimte wees met inwendige produk 

((. , . )) en norm II· II. Veronderstel ( · , ·) is 'n posi tiewe sim

metriese bilineere vorm op Hen skryf (u,u) = lul 2
• Sien [ 29, 

p 53, 54]) vir 'n definisie van inwendige produk en positief 

sirnrnetriese bilineere vorm. 
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4.4.1. Definisie [ 29, p 16] 

'n Deelversameling L c H word 'n keel genoem as L nie

leeg is , L + L C L en t L C L as t ~ 0 . 

Voorbeeld 

Laat L = {y E H: (x,y) ~ IYI //'2} vir 
X 

x E H met I x I = 1 . 

Aangesien 12 > 1 

vir x met lxl = 1. 

volg dat X E L , 
X 

L is dus nie-leeg. 
X 

(4.18) 

Die subaddi tiwi tei t en absoluut homogeni tei t [ 29, p 15] van 'n nonn, 

tesame met die lineariteit van die funksie y ➔ (x,y), 

verseker dat L 'n keel is. 
X 

4.4.2. Definisie 

L soos gedefinieer hierbo,word die reghoekige keel met top
x 

punt x genoem. 

4.4.3. Definisie (Ordening) [ 29, p 16] 

'n Keel L word gegee. Die ordening, aangedui met ~L' 

geassosieer met L, word gedefinieer deur 

4.4.4. Lemma 

x ~ 0 as en slegs as x EL 
L 

x ~ y as en s legs as x - y E L. 
L 

Laa t x E H , I x I = 1 . Vir elke u, v EL geld (u,v) ~ 0. 
X 

Bewys ('n Skets in twee dimensies kan vir toeligting gebruik 

Digitised by the Department of Library Services in support of open access to information, University of Pretoria, 2022.

 
 
 



101. 

word.) 

Laat u, v EL. Indien u of v = O,is die stelling waar. 
X 

Gestel nou u en v ongelyk aan O en laat 

a = u/ I u I , b = v / Iv I . 

(a,b /ff)= (a,b/ff - x) + (a,x) 

;;?; (a,b//2 - x) + 1/ff. (4.19) 

I (a,b//2 - x) I 2 ~ I b/ ff - x 1
2

, want I a I = 1 

1 = 2 2//2 (b,x) + 1, want lxl = 1 = lbl 

~ i - 2/ ( /2) 2 want b E L 
X 

Uit (4 .19) volg nou (a,b/12) ;;?; - 1/ff + 1//2 = 0. 

Gevolglik is 

(u,v) = ff lul lvl (a,b/ff) ;;?; 0. 

4.4.5. Stelling 

Laat H 'n reele Hilbertruirnte wees. Daar bestaan 'n 

orderelasie, ;;?;, in H sodanig dat 

{i) X ;;?; 0 en y ;;?; 0 irnpliseer (x,y) ;;?; Q I 

(ii) (x,y) ;;?; 0 vir alle y ;;?; 0 irnpliseer X ;;?; QI 

(iii) X ;;?; 0 en t ;;?; QI t E R irnpliseer tx ;;?; QI 

(iv) X ;;?; y as en slegs as X + a ;;?; Y + a, a E H. 

Bewys 

Laat a E H, I al = 1, L = L en ;;?; die geassosieerde 
a 

ordening. 
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(i) Die eerste resultaat is in Lemma 4.4.4 bewys. 

(ii) As x = 0 in (ii) is daar niks om te bewys nie. 

Sander verlies aan algemeenheid, aanvaar !xi = 1. 

Gestel x Ef: L, met ander woorde (a,x) < 1/ff. 

Laa t v = [ a + { (a, x) a - x} / { 1 - ( x, a) 2 
} ½] / ✓2 

Dan is 

lvl 2 = [l+{(a,x) 2 -2(a,x) 2 +1}/{l- (a,x) 2 }]/2. 

= 1. 

Verder is (v, a) = 1/ ff en gevolglik v ~ 0. 

Maar 

(v, x) = 

= (a,x) - {1- (a,x) 2 }½]//2, 

en O ~ (a,x) < 1/ff 

< [ 1/ff - 1//2] /ff aangesien 

= o. 

1- (a,x) 2 > 1-½ 
impliseer { 1 - (a,x) 2

} ½ > 1//2 

Hierdie resultaat is strydig met die voorwaarde 

1 
= 2 

(4.20) 

(x,y) ~ 0 vir alle y ~ 0. Gevolglik is (4.20) vals en 

X ~ 0. 

(iii) x ~ 0 impliseer x EL, impliseer tx EL, impliseer 

t x ~ 0 as t ~ 0. 

(iv) x ~ y as en slegs as x - y EL, 

as en slegs as x + b - (y + b) EL, 

as en slegs as x + b ~ y + b. 
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4.4.6. Definisie 

Laat ~ en~ orderelasies in H wees. 
1 2 

a. 'n Orderelasie ~ in His versoenbaar met die Hilbert

ruimtestruktuur as 

(x,y) ~ 0 vir alle y ~ 0 impliseer x ~ 0. 

b. Die paar (~
1

, ~
2

) heet toelaatbaar indien 

( i) X ~ 0 
1 

en y ~ 2 0 impliseer (x,y) ~ O, 

(ii) (x,y) ~ 0 vir alley ~ 2 0 impliseer x ~
1 

0. 

Opmerking. As la I = 1, dan is die paar (~ I 
L 

~ 

a 
toelaatbaar. 

4.4.7. Definisie 

L 
a 

Laat f E H*. Die Frechet-Riesz Stelling [ 46, p 15] lewer 'n 

funksionaal J : H* ➔ H met die eienskappe 

<f,v> = (v,Jf) vir v EH, 

II J f II = II J II. 

Die paring tussen H* en H word aangedui met < f ,v > vir 

f EH* en VE H. 

4.5. Stelling 

Laa t H 'n reele Hi lbertruimte wees, met (( · , · )), ( · , · ) , II • II , 

I •I soos in 4.4. Laat a(•,·) 'n bilineere funksionaal op 

H wees en f, h E H twee gegewe elemente. 'n Toelaatbare 

paar ( sien 4. 4. 6b) (~1' ~
2

) word gegee. 
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Laat 

K = {v EH: v ~ h} 2 • 

Veronderstel daar bestaan 'n afbeelding 

A: H ➔ H sodanig dat a(u,v) = (Au,v) 

vir alle u,v E H. 

Dan is 

u 'n oplossing van 

u EK: a(u,v- u) ~ (f,v- u) vir alle v EK 

u ~ h, 
2 

Bewys. 

as en slegs as 

u 'n oplossing is van 

Au - f ~ 0, (Au - f, u - h) = 0 . 

(4.21) 

(4.22) 

(4.23) 

(4.24) 

Deur v = u + w met w ~
2 

0 in ( 4. 2 3) te kies en op te let 

dat v - h = (u - h) + w ~
2 

0 (ui t die eienskap L + L c L van 'n 

keel), dan impliseer (4.23), (4.22) dat 

u E K : (Au - f ,w) ~ 0 vir alle w ~ 0. 
2 

Aangesien die paar (~
1

, ~
2

) toelaatbaar is, volg 

Au - f ~ 0 uit (4.25). 
1 

(4.25) 

Indien v = 2u - h dan is v = u + ( u - h) ~ u, met behulp van 
2 

Stelling 4.4.S(iv) en die feit dat u - h ~2 O. Aangesien 

v - h = (v - u) + (u - h) ~
2 

0 (ui t die eienskap L + L c L van 

'n keel) volg ui t ( 4. 2 3) , ( 4. 2 2) 
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(Au - f, u - h) ~ 0 . 

Die keuse v = h in (4.23) lewer (Au - f,h - u) ~ 0, 

wat tesame met (4.26) impliseer dat 

(Au - f,u - h) = O. 

(4.26) 

Aangesien u EK is dit nou duidelik dat (4.23) impliseer 

(4.24). 

Veronderstel u is 'n oplossing van (4.24) en 

is 

a(u,v-u) - (f,v-u) = (Au-f,v-u) 

V ~ h 2 • Dan 

= (Au-f,v-h) + (Au-f,h-u) 

= (Au - f, v - h) 

aangesien 

die paar (~
1 

,~
2

) toelaatbaar is en v - h ~
2 

0. 

4.6.1. Definisie 

Laat u EH en K 'n konvekse versameling in H wees. Laat 

K = {w: w = t(v- u); t ~ 0 en v E K}. 
u 

4.6.2. Definisie 

Laat K soos in definisie 4.6.1 wees en 
u 

L = {w EH :((w,v)) ~ 0 vir alle v EK}. 
u u 

4.6.3. Lemma 

a. As Knie leeg is nie, dan is K 'n keel. u 

b. L is 'n keel, indien Knie leeg is nie. 
u 
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Laat ~ en ~2 onderskeidelik die orderelasies wees wat 
-- 1 

met L en K geassosieer word. 
u - u 

Dan is (~1 , ~ 2 ) 'n toelaatbare paar. 

Bewys. 

a. As K nie-leeg is, dan is Ku nie-leeg. 

As w E K , dan is tw E K vir t ~ 0. As v,wE K, t > O, 
u u 

s > 0 en r = t/ (t + s) dan is 

0 < r < 1 en w = rv + ( 1 - r) w E K. r 

As p = t (v - u) en q = s (w - u) twee elemente van K is, u 

dan volg 

p + q = t(v-u) + s(w-u) 

= (t+s)[r(v-u) + (1-r) (w-u)] 

= ( t + s ) [ w - u] E K • r u 

b. As K nie-leeg is, dan is K nie-leeg. Gevolglik is u 

c(i) 

0 EL en L is nie-leeg. Sender moeite word gesien dat u u 

L + L c L en tL c L as t ~ 0. L is dus 'n keel. u u u u u u 

Veronderstel x ~ 0. 
1 

((x,y)) ~ 

Dan is x EL en u 

0 vir alley EK. u 

Dus ((x,y)) ~ 0 vir alle y ~
2 

0. 

(ii) Gestel ((x,y)) ~ 0 vir alle y ~
2 

0. Dan is XE L' u 

want y E Ku as en slegs as y ~2 0. Dus volg x ~ 1 0. 
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4.6.4. Stelling. 

Laa t H, (( • , • )), II· II wees soos in § 4. 4, J soos in 4. 4. 7, h E H 

en f EH*. Laat a(·,·) 'n kontinue bilineere funksionaal 

~ H wees en A die begrensde lineere operator in § 3 .1. 1. 

Laat ~ 'n orderelasie in H wees. Die toelaatbare paar 

(~l , ~2 ) is SOOS in Lemma 4. 6 • 3. 

K = {v EH: v ~ h}. 

Dan is 

u 'n oplossing van 

u E K: a (u, V - u) ~ ( f, V - u) vir alle V E K 

as en slegs as 

u 'n oplossing is van 

u ~ h, J Au - Jf ~ 1 O, <Au - f ,u - h > = 0 

Bewys 

As u E K dan is u - h = ( 2u - h) - u E K • u 

As u - h E K dan is u E K , 
u 

want dan is u = h + t (w - u) , t ~ 0 en w ~ h 

~ h + th - tu 

en gevolglik is ( t + 1) u ~ ( t + 1) h en (4.30) volg. 

As u 'n oplossing is van (4.28), dan volg via (4.30) 

(4.27) 

(4.28) 

(4.29) 

( 4. 30) 
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u ;>2 h: ((JAu - Jf ,w)) ;> 0 vir alle w EK 
u (4.31) 

en omgekeerd. 

Aangesien (;>
1 

, ;>
2

) toelaatbaar is, h - u E Ku en u - h E Ku 

(volgens 4.30), volg (4.29) uit (4.31). Met behulp van 

(4.30) en dieselfde argument as in die einde van stelling 

4.5, word gesien dat (4.29) impliseer 4.28. 

4.6.5. Stelling 

Laat H, ((·,·)), 11·11, a(•,·), f, A en J SOOS in Stelling 

4. 6. 4 wees. Laat K 'n konvekse deelversarneling van H 

wees en (~ , ;>
2 

) 

Dan is 

SOOS in Lemma 4.6.3. 

u 'n oplossing van 

u E K : a ( u , v - u) ;> < f , v - u > vir alle v E K ( 4 . 3 2 ) 

en 

u E K 

V ;> h 
2 

Bewys. 

as en slegs as 

daar 'n h EH bestaan sodanig dat 

JAu - J f ;> 0, < Au - f, u - h > = 0 
1 

vir elke V E K. 

(4.32)is ekwivalent aan 

u EK a(u,w) ;> <f,w> vir alle w EK, u 

wat weer ekwivalent is aan 

(4.33) 

(4.34) 

(4.35) 
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u E K : ((JAu - Jf, w)) ~ 0 vir alle w E K . 
u 

Aangesien die paar (~, ~) toelaatbaar is, volg nou 
1 2 

JAu - Jf ~l O. 

Laat h = u dan is v ~ h vir elke v E K,aangesien vir sulke 
2 

v,v - h = V - u E K • 
u 

Aangesien h = u, volg (4.33) uit (4.32). 

Veronderstel omgekeerd dat 'n h EH bestaan, sodanig dat u 

aan (4.33) voldoen en (4.34) waar is. Dan is, net soos in 

die bewys van Stelling 4.5, 

((JAu - Jf ,v - u)) = ((JAu - Jf ,v - h)) + ((JAu - Jf ,h - u)) 

~ 0 vir elke v EK, 

en (4.32) volg. 

4.6.6. Opmerkings 

a. Die oorspronklike formulering vir variasie-ongelykhede in 

[49] is in die vorm (4.35), met K soos in definisie u 

(4.6.1). 

b. Indien die oplossing/oplossings van (4.32) in die inwen

dige van K le, dan volg K = H, aangesien dan u + V c K, u 

vir 'n geskikte oop versameling V, met OE V. In hierdie 

geval is L = {O} en (4.33) impliseer u 

Au= f, of a(u,v) = <f ,v> vir alle v E H, 

in die variasiekonteks. 
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c. As die oplossing/oplossings u van (4.32) nie in die in

wendige van K le nie, dan is u E aK, die rand van Ken 

Lu bevat 'n nie-nul element. [Stelling 3 in die Bylaag.] 

d. Die formulering wat in vergelyking (4.24) gegee is, is 'n 

meer presiese formulering as (4.1). Dit is belangrik om 

daarop te let dat die resultaat afhanklik is van die ge

gewe orderelasies. Hoe meer ~oelaatbare pare (van orde

relasies) bekend is, hoe meer variasie-ongelykhede van 

die vorm (4.23) met (4.21) k~n geformuleer word. 

e. Hoewel die resultaat van Stelling 4.6.4 soortgelyk aan 

die van Stelling 4.5 is, is daar 'n paar belangrike ver

skille. In 4.6.4 word die orderelasie ~
2 

deur 'n gegewe 

konvekse versameling bepaal. Die orderelasie ~
1 

kan dan 

"gekonstrueer" word. In 4.5 is laasgenoemde orderelasie 

gegee, met die beperking dat die betrokke paar toelaat

baar is in die sin van 4.4.6 b. Hierdie voorwaarde hang 

af van die gegewe positief, sirnrnetriese bilineere funksio

naal, (·,·), wat nie noodwendig tot 'n Hilbertruimte aan-

leiding gee nie. (Met ander woorde, die ruimte < H, ( ·, •) > 

hoef nie volledig te wees nie.) In 4.6.4 is (·,·) egter 

die inwendige produk van die gegewe Hilbertruimte en gee 

aanleiding tot 'n volledige metriek. 

f. Die voorwaarde u EK kom steeds voor in (4.33). Indien 

.... 
dit nie so was nie, dan sou elke konvekse versameling, in 

'n sekere sin, ekwi valent wees aan 'n versameling K van 

die vorm 4.21. Laat w ~
2 

O, w * 0 en K die versameling 

in 4.21 wees. Aangesien v = nw + h ~ h is v E K en K n 2 n 

is dus onbegrens. Nie elke konvekse versameling is onbe

grens nie. 
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g. Indien (4.32} 'n eenduidig bepaalde oplossing het dan 

kan probleme van die vorm 4.33 eenduidig bepaalde op

lossings he (Stelling 4.6.5}. Verdere studie van pro

bleme van die vorm (4.33} is op hierdie stadium nog nie 

gedoen nie. Dit is ook nog nie duidelik of die formu

lering wat deur (4.33} gesuggereer word, tot nuwe 

probleme van belang lei nie. In die lig van 2.9.3 c mag 

hierdie studie moontlik van belang wees. 

h. Die bewyse van Stelling 4.5, 4.6.4 en 4.6.5 toon dat die 

twee betrokke orderelasies nie noodwendig dieselfde is 

nie. Die eienskappe van die bekende driedimensionele 

ruimte het tot 4.4.6 a gelei, wat op sy beurt tot 

4.4.6 b(ii} veralgemeen is. In die lig hiervan, is 

orderelasies geassosieer met reghoekige keels, bestudeer. 

Die betekenis van (4.23) of (4.24}, vir die geval waar 

die betrokke orderelasies deur reghoekige keels gegenereer 

word, is nog nie duidelik nie. Spesifieke voorbeelde be

hoort bestudeer te word. Hierdie werk beklemtoon egter 

die groot verskeidenheid probleme wat deur (4.23} gedek 

word. 

Die hoofresultate van die volgende paragraaf is vervat in 

Stelling 4.7.5 en die voorbeelde in 4.7.7, 4.7.8 c, wat die 

belang van Hoofstukke 3 en 4 toon. 

4.7. Orderelasies en variasie-ongelykhede in die 11 drie

ruimte-konteks11 

Laat X, Y, Zen <·,·> soos in §4.3 wees. 
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4.7.1. Definisie 

Veronderstel daar bestaan 'n orderelasie ~1 in Yen 'n orde

relasie ~ in Z. Die paar (~1 ,~
2

) heet toelaatbaar in die 

Y-Z konteks (kortweg gese: heet toelaatbaar) indien 

a. y ~
1 

0 en z ~ 0 
2 

vir y E Y, 

<y,z> ~ 0. 

z E Z impliseer 

b. <y,z> vir alle z ~ 0 
2 

impliseer y ~1 0. 

4.7.2. Stelling 

Laat (~ ,~) 'n toelaatbare paar in die Y - Z konteks 
1 2 -

wees. A en Q is soos in (4.16) met Q lineer. Veronderstel 

XE Zen Qwh = X. FEY is gegee en 

K = {v E D(Q): Q V 

Veronderstel minstens een van die volgende drie voorwaardes 

word bevredig. 

a. Q:D(Q) c X ➔ L
2 

is surjektief, waar L
2 

die keel geasso

sieer met die orderelasie ~
2 

is. 

b. Vir elke z E L
2 

bestaan daar 'n ry {vn}, 

die eienskap 

<y,Qvn > ➔ <y,z>, 

waar y E Y gegee is. 

Qv ~2 0, met n 
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c. Daar bestaan versamelings W
1 

c X, W2 c X met die volgen

de eienskappe: 

<y,Qw > ~ 0 vir alle w E w en 
1 1 1 

<y,Qw > ~ 0 vir alle w E w2 2 2 

impliseer 

y ~ o. 
1 

Dan is 

u 'n oplossing van 

u EK n D(A):<Au - F,Qv - Qu >~ 0 virallevEKnD(Q} 

Qu ~2 'JC, 

Bewys. 

as en slegs as 

u 'n oplossing is van 

Au - F ~ 0 en 
1 

<Au - F ,'JC - Qu > = 0. 

Laat u 'n oplossing van (4.36) wees. 

(4.36) 

(4.37) 

Neem z ~
2 

0 willekeurig. In geval (a) bestaan daar 'n w 

sodanig dat Qw = z en in geval 

Qvn ~
2 

0 met die eienskap 

(b) bestaan daar 'n ry {v }, n 

0 ~ <Au - F,Q(u+v) -Qu> = <Au - F,Qv > ➔ <Au-F,z>, n n 

aangesien u + v EK. 
n 

In geval (a) is u + w E K en weereens volg < Au - F, z > ~ 0. 
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Aangesien die paar (~
1
,~2) toelaatbaar_ is, volg Au - F ~

1
0. 

In geval (c) is u + w
1 

EK en u + w2 EK indien w
1 

E W
1 

en 

w2 E W2 . Gevolglik is 

0 ~ <Au - F,Q(u+w.) - Qu> = <Au - F,Qw. > 
1 1 

vir i = 1 en 2. 

Weereens volg Au - F ~1 0. 

Aangesien v = 2u - wh EK en v = wh EK volg 

0 ~ <Au - F,JC - Qu >~ 0 uit (4.36). 

Veronderstel (omgekeerd) u is 'n oplossing van (4.37). 

Dan is 

<Au - F,Qv - Qu> = <Au - F,Qv - JC>+ <Au - F,JC - Qu> 

~ 0 vir alle v E K n D (Q) . 

Ook is u E D(A) indien (4.37) geld. 

Die bewys is voltooi. 

4.7.3. Definisie 

Laat H = L2 (G) x L2 (S) en definieer die keels L 1 en L2 

in H deur: 

,.._, 

L = {v = {v,q} E H : q ~ 0 op S}, 
2 

,..._, ,..._, ,..._, 

L = {u = {u,p} E H <u,v > ~ 0 
1 

vir alle V E L2}. 
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Hierbo word H met homself gepaar, deur middel van die ge

bruiklike inwendige produk, hier aangedui met < • , • > . 

4.7.4. Lemma 

Laat ~ 
l 

en~ onderskeidelik die orderelasies wees wat met 
- 2 

L en L in definisie 4.7.3 geassosieer word 
l - 2 -

Dan is 

a. die paar (~, ~ ) toelaatbaar in H en 
l 2 

b. u = {u,p} ~
1 

0 as en slegs as 

u = 0 byna oral in Gen p ~ 0 byna oral op S. 

Bewys 

a. Dit is maklik om te sien dat L
1 

en L
2 

keels is. Die be-

wys dat die paar ( ~ , ~ ) toelaatbaar is, is woordeliks 
l 2 

identies aan die bewys van Lemma 4.6.3, indien die sim

bole L en K daarin, onderskeidelik vervang word met L
1 u u 

en L
2

• 

b. Indien u = {u,p} ~ 0, dan volg 
,.._, ,.._, 

(u,v) + [ p,q] = <u,v> ~ 0 vir alle 

V = {v,q} EL. 
2 

Aangesien { v, 0} E L vir elke v E L 2 (G) volg direk u = 0 
2 

byna oral in G. 

Die keuse v = {O,q} met q ~ 0 op S lewer 

[p,q] ~o 

en gevolglik p ~ 0 byna oral op S. 
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4.7.5. Stelling (lnterpretasie van die variasie

ongelykhede in voorbeeld 2 paragraaf 3.3.2) 

Laat u 'n oplossing wees van (3.61), in die konteks van 

Stelling 3.4.4 (geval 1), of 'n oplossing van (3.71), in 

die konteks van Lemma 3.4.7 en Stelling 3.4.8. (geval 2). 

Dan is u 'n oplossing van 

rT u ~ h,Nu ~ g, (Nu-g) (rT u-h) = 0 on S; Lu= fin G. 
0 0 :::...... 

(4.38) 

en omgekeerd, met die verstandhouding dat 

r = n.D.u, Lu= -~u + u 
l. l. 

( 4. 39) 

in geval 1 en 

h 3 

r bevredig 3.48 - 3.49, r E H2 (S), Nu= rT
0

u + T 1 u, 

T u = a .. n .D. u, Lu = -D. (a .. D. u) + a u 
1 l.J] l. l. l.J] 0 

(4.40) 

in geval 2. In geval 1 word Gen Sin Lemma 3.4.1 gedefi-

nieer. In geval 2 is Gen S weer soos in §3.2. 

Bewys 

Laat 

Au= {Lu,Nu} 

waar Len N hulle betekenisse het soos gevra. Op grond van 

die twee regulariteitstellings (3.4.4 en 3.4.8) kan die be

trokke variasie-ongelykhede in die vorm 

u E Kn D{A): <Au - F,Qv - Qu> ~ 0 vir alle v E K geskryf 
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1. 
word. = h/r E H 2 ( S) . 

So 'n wh bestaan op grond van [ 35, Th. 8.3, p 39]. 

Laat X = H1 (G), Y = Z = H met H SOOS in Definisie 4.7.3. 

Laat (~ , ~
2

) die toelaatbare paar van Lemma 4. 7. 4 wees. 

Die versamelings K van Stelling 3. 4. 4 en Lemma 3. 4. 7, 

stem ooreen met die versameling K van Stelling 4. 7. 2. 

Aangesien Qwh = X moet nog net voorwaarde (a) of (b) of (c) 

geld om Stelling 4.7.2 toe te pas. 

Laat W
1 

00 = C (G) 
0 

en 

W
2 

= {w E H1 (G): T
0

w ~ O op S byna oral}. 

Dan QW. c L vir i = 1, 2. 
l 2 

Laat y = {u,p} E Yen veronderstel die twee ongelykhede in 

4. 7. 2. ( c) is gegee. 

Aangesien 
00 

C (G) 
0 

dig in L 2 (G) is, volg u = 0 ui t die eerste 

ongelykheid. Uit die tweede ongelykheid volg p ~ 0 byna 

oral op S, aangesien 

00 

surjektief is en C (S) 

dig is in L 2 (S), sien [ 35, p 39, p 35] . 

Uit Lemma 4.7.4. (b) volg nou y ~
1 

0. 

Al die voorwaardes vir Stelling 4.7.2 word bevredig en deur 

Lemma 4.7.4 met Stelling 4.7.2 te kombineer volg 
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T
0

u ~ h/r, Nu~ g op S; Lu= fin Gen [Nu-g,T
0
u-h/r] = 0. 

Hieruit volg (Nu - g) (rT u - h) = 0 op S en die stelling is 
0 

bewys. 

4.7.6. Opmerkings. 

a. Di t is moontlik om voorwaarde ·(b) in plaas van voorwaarde 

(c) aan te toon in die vorige stelling, ten einde Stel

ling 4.7.2 te gebruik. 

{v,q} ~ 
00 

(S) Indien z = 0 dan bestaan daar q E C met 
2 n 

qn ~ 0 op s en qn ➔ q in L 2 (S) (sien afspraak 3.2.6). 

Veronderstel T w = qn met w E H1 (G), [ 35, p 39) . o n n 

Veronderstel Gk C Gk C Gk+l C Gk+l C ..... CG, 

G is 'n oop versameling en UG = G. 
n n 

Stel w • n 
Dan volg 

T w = q ~ o n n 0 op S 

gevolglik Qw~ ~
2 

0. 

en 

Uit Lebesgue se gedomineerde konvergensie stelling [ 18, 

III 3,7, p 124) volg 

Stel v n 
waar k ➔ 00 en 

n 
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- vii < 
0 

Qv ~ 0 n 2 
en 

- vii 
0 

1 -n 

< !+llq -qll 5 ➔ o. 
n n o 

Aangesien I <y,z > I ~ llyllH llzllH 

voorwaarde (b) . 

en Qv ➔ z in H, volg n 

b. Die probleme in stelling 4.7.5 word in die vorm 4.17 ge

skryf. In die geval is 

Q: H1 (G) = D(Q) C X ➔ Z = Y. 

Qu = {u,T u} 
0 

K is 'n konvekse geslote versameling in X. Dit is be

langrik om daarop te let dat die voorwaarde 

u E D(A) nD(Q) = D(A) in (4.17), 

in hierdie voorbeeld 'n regulariteitsvoorwaarde is. 

4.7.7. Voorbeelde 

Die doel van hierdie voorbeelde is om die werk in hoof

stuk 3, § 3.2 met die resultate van hierdie hoofstuk te 
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kombineer en sodoende sekere variasie-ongelykhede te. 

interpreteer. Die bestaanstellings wat benodig word 

is die in§ 3.1. 

Laat 

waar 

R(u,w) = (Lu , Lw) + a ( u, w) + [ p T u , T w] 
0 0 

+ [ qT 
1 
u , T 

1 
w] , 

p ~ O, q ~ O; 
00 

p,q E L (S) en 

(4.41) 

L, a onderskeidelik deur (3.14), (3.15) gegee word. 

Laat K. konvekse geslote deelversamelings van V. wees 
1 1 

(sien § 3.2). 

Laat (Au,w) = R(u,w). Stelling 3.1.9 kan toegepas word, 

met X = V
0 

as q = 0 en p ~ 0 op Sen X = V
1 

asp~ 0 en 

q ~ a > 0 op S. 

Indien J. Er (V.) dan kan Stelling 3.1.10 gebruik word. 
1 0 1 

Laat Y = Z = L 2 (G) x L 2 (S) met < •, • > die inwendige 

produk. 

Voorbeelde in die raamwerk van § 4.3. 

Dan is 

1 Qw = { Lw + w, - T w} . r o 

s <Au,Qw > = (Lu,Lw) + a (u,w) + [ -T u, T w] r o o 

s = R(u,w) met p = r en q = 0. 
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b. Au= {Lu,rT
1
u}, r * 0 ops. 

Qw = { Lw + w , .!. T w + s T w } 
r o 1 ' 

00 

0 <a~ rs op Sen rs EL (S). 

Dan is <Au,Qw> = (Lu,Lw) + a(u,w) + [rsT
1
u,T

1
w] 

= R ( u , w) met p = 0 , q = rs . 

c. Au= {Lu,rT
1
u}, r ~ o > 0 op S, 

Qw = {Lw,Tlw} 

<Au,Qw> = (Lu,Lw) + [ rT u,T w] 
1 1 

00 

r E L (S) • 

In hierdie geval is X = V 
1 

Die koersiwiteit van die 

bilineere vorrn 

{ u,w} ➔ <Au,Qw > 

volg uit Oprnerking 3.2.5. (d). 

4.7.8. Opmerkings ten opsigte van 4.7.7. 

a. In voorbeeld (a) is X = V
0

• In die lig van oprnerking 

3. 2. 5 .c is di t duidelik dat A nie 'n begrensde opera-
00 

tor is nie, selfs al was r,s EL {S). Akan dus nie 

aanleiding gee tot 'n pseudornonotorre operator (2.10.1.e) 

nie. 

b. Die variasie-ongelykhede wat in §4.7.7 gesuggereer word, 

kan alrnal in die vorrn (4.17) geskryf word. Geen regula

riteitsresultate word benodig nie. In al drie gevalle 

is 

D(A) = D(Q) = V. 
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c. Laat R(u,w) = (Lu,Lw) + a(u,w) + [sT
1
u,rT

1
w] 

(4.42) 

indien a(u,w) = a(w,u). 

00 

Indien O <a~ rs op Sen rs EL (S) soos in 4.7.7.b, 

dan het die probleem 

u EV: R(u,w) = (f,Lw) + [g,rT w] 
1 1 

(4.43) 

vir alle w E V
1 

'n eenduidige oplossing. 

die probleme van die vorm 

Indien l E L
00

(S) dan het r 

Lw = ¢ in G, ¢ E L 2 (G) 

T
1
w = w/r op S, WE L 2 (S) 

volgens Stelling 3.2.1. (d) unieke oplossings. 

Uit (4.42) en (4.43) volg nou 

(Lu + u,¢) + [ l T u + sTlu,w] = (f ,¢) + [ g,w] r o 

vir elke ¢ E L 2 (G) en WE L 2 (S). 

Gevolglik is u 'n oplossing van 

u E Vl: Lu+ u =fin G 

l T u + sT u = g op S. r o 1 

(4.44) 

Op grond van (4.44) en (3.20) is dit duidelik dat die 

opera tore 
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Q D(Q) C X ➔ Z 

in voorbeelde 4.7.7.a, b enc surjektief is. 

Indien die toe laa tbare paar (~ , ~ ) van Lemma 4. 7. 4 
l 2 

weer gebruik word, dan volg uit Stelling 4.7.2 dat 

die drie voorbeelde in 4.7.7 met die volgende ooreen

stem: 

( rT u + s T u - g) ( T u - h) 
1 0 0 

= 0 op S en 

Lu= fin G. 

1 b. T u + sT u ~ h, r O l 
rT 1 u ~ g, 1 (rT u-g) (- T u+sT u-h) 

l r O l 

c. T
1
u ~ h, 

= 0 op S en 

Lu= fin G. 

rT u ~ g, 
l 

( rT 1 u - g) ( T 
1 
u - h) = 0 op S 

en Lu= fin G. 
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HOOFSTUK 5 

EVOLUSIE-ONGELYKHEDE MET DINAMIESE VOORWAARDES OP 

DIE RAND 

5.1. Inleiding 

Die volgende voorbeeld word in [ 34, p 284] gevind: 

p-2 p-2 
- Di ( I 'Di w I Di w) + I w I w = 0 in G x I , I = ( o , T) , 

op S x I, 

I l p-2 aw/at+ D.w D.wn. ~ f 
1 1 1 

op S x I, 

I I p-2 -w ( aw/3t + D. w D. wn. - f) - 0 
1 1 1 

ops x I, 

w(x,O) = 0, x ES. 

'n Tweede voorbeeld [ 34, p 282]: 

au/at - D.(la.ulp- 2 a.u) + lulp- 2 u =fin G x I, 
1 1 1 

u ~ 0 op S x I, 

p-2 I D. w I D . w n . ~ 0 op S x I , 
1 1 1 

I lp-2 = 0 uD.w D.wn. 
1 1 1 

op s x I, 

u(x,o) = u(x,T), x E G. 

In die eerste voorbeeld verskyn tydafgeleides, aw/at in 

relasies op die rand S x I. In voorbeeld twee verskyn 

sulke terme (au/at) in 'n vergelyking gedefinieer in die 

gebied G x I. 
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In hierdie hoofstuk word evolusie-ongelykhede in die raam

werk van hoofstuk 3 bestudeer. Tydafgeleides, au/at, ge

definieer in die gebied G x I kom voor, tesame met tyd

afgeleides van kombinasies van die oplossing en die konor

male afgeleide van die oplossing ( a (rT
0

u + sT 
1 
u) /at) op 

die rand S x I. Die evolusie-ongelykhede kan met behulp 

van die resultate van hoofstuk 4 geinterpreteer word. 

Vir p * 2 in die twee voorbeelde hierbo is die betrokke 

operatore nie-lineer. In hierdie hoofstuk sal die operatore 

al tyd lineer wees, behalwe A in Stelling 5. 4. Simmetrie, 

al dan nie, van die bilineere vorm a(•,·) (sien 3.15), speel 

geen rol in toepassings van Stelling 5.4 nie. In§ 5.7 is 

simrnetrie van a(·,·) egter 'n voorvereiste. 

'n "Relatief" kunsmatige benadering word in [ 34, 9. 55, p 283] 

gevolg, ten opsigte van die eerste voorbeeld hierbo. Die 
1 / I 

operator A, byvoorbeeld, werk in op elemente van W P 'P(s), 

via elemente van W1 'P(G). In hierdie hoofstuk word 'n meer 

direkte benadering gevolg, maar slegs ten opsigte van 

lineere operatore, in teenstelling met die werk in (byvoor-

beeld) [ 34] . 

Soos met variasie-ongelykhede die geval was, is daar ook 

baie werk met betrekking tot evolusie-ongelykhede in die 

Literatuur beskikbaar. 

Die verwysings wat gegee word [4], [8], [19], [21], [23], 

[28], [31], [33] en [34] is nie verteenwoordigend van die 

nuutste of volledigste werk in hierdie verband nie, maar 
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aangesien daar steeds publikasies oor evolusie-ongelykhede 

verskyn, is dit nie moeilik om verdere verwysings te kry 

nie. Die Literatuur wat in hierdie hoofstuk van belang is, 

is [ 4] , [ 1 7] , [ 2 6 ] en [ 3 4 ] . 

5. 2. A f s pr a a k en 'n voors kou 

Let op dat afspraak 3.2.6 ook op hierdie hoofstuk van toe

passing is. Die opera tor L sal al tyd deur { 3. 14) en die 

bilineere vorm a{·,·) deur {3.15) gedefinieer word. Die 

simbole V, V
O 

en V 
1 

staan vir die versameling V en Hilbert

ruimtes V
0

, V
1 

soos in paragraaf 3.2. 

Stelling 5.4 is die eerste bestaanstelling vir evolusie

ongelykhede wat b~wys word. In§ 5.6 word voorbeelde ge

gee. In§ 5.7 word 'n ander benadering gevolg en voorbeelde 

word gegee. Die eerste benadering, § 5.3 ... 5.6, benodig 

'n regulariteitstelling {ten opsigte van die tydafgeleides) 

wat in§ 5.8 gegee word. 

5.3. Abstrakte raamwerk 

Die ruimtes X, Y en Z en die operator A en Q sal soos in 

§ 4.3 wees. Verder word vereis dat: 

{i) X, Y en Z is Banachruimtes en X is refleksief. 

(ii) Die ruimtes Yen Z is gepaar {sien § 4.3), met 

<y, z > vir y E Y en z E Z die {geassosieerde) 

bilineere funksionaal. 

{iii) I <y,z> I ~ llylly llzllz, vir alley E Yenz E z. 
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II • lly en II· II Z is respektiewelik die norms van Y en 

z. 

(iv) A: D(A) C X ➔ Y; B: D(B) C X ➔ Y en 

Q: X ➔ Z. 

Ben Q is lineer. 

(v) K is 'n gegewe geslote konvekse deelversameling van 

X en FE z. 

(vi) -Eis die infinitesimale generator van 'n B-evolusie 

{S (t) : t > 0} sien [ 45] ; die teorie van B-evolusies 

word egter nie in hierdie werk gebruik nie. Wat wel 

van belang is, is die volgende: 

S (t) : R(B) C Y ➔ D (B) en is lineer, 

u E D(E) as lim Ehu bestaan (in Y) en dan is 
h+O 

(vii) Daar bestaan 'n oop konvekse versameling 

(viii) 

en KC W CW C D(A) n D(B). 
0 0 

<Bu - BS(h)Bu,Qu> ~ 0 vir alle h met lhl < o. 

(ix) II Qwllz ~ cq llwll en II· II dui die norm in X aan. 

(x) Die operator R : D (A) c X ➔ x* word as volg gedefi-

nieer: 
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u E D (A) (Ru,w) = <Au,Qw> vir alle w E X. 

(xi) Die operator R is monotoon, hemikontinu en begrens 

(definisies 2.10.1). 

(xii) Daar bestaan 'nu EK n D(E) sodanig dat 
0 

(Ru,u-u )/llull ➔ 00 as llull ➔ 00 • 
0 

(xiii) As VE K, 

sodanig dat 

dan bestaan daar 'n ry {v} c Kn D(E) n 

v. ➔ v in X en 
J 

limsup<Ev.,Qv. - Qv> ~ O. 
J J 

(xiii)* inf { < Ev - F, Qv - Qu > + <x, v - u) } ~ O 
v EKnD (E) 

indien x E x*. 

5.4. Stelling 

Indien D(A) = X en die voorwaardes 5.3(i) tot (xii), asook 

een van (xiii) en (xiii)* gegee is, dan het die probleem 

u EK:< Ev+ Au - F, Qv - Qu> ~ 0 vir alle v EKn D(E) 

'n eenduidige oplossing. 

Bewys 

Dieselfde argument as in [ 34, Th. 9.2, p 271] word gebruik. 

Die operator E verskil egter wesenlik van die operator A 

in [ 34] , aangesien 
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E : D (E) C X ➔ y en A: D (A) C X ➔ x*. 

Vir enige u E D(B) is <Ehu,Qu> ~ 0 as lh I < o. ( 5. 1) 

Definieer Bh : D (B) c X ➔ x* deur 

V E D ( B) : ( Bh V, w) = < Eh V + AV, Qw > Vi r al le w E X • 

Laat (y* ,w) = < F.,Qw > vir alle w E X, 

met y* Ex* op grond van 5.3(iii) en (ix). 

< Eh ( u - u ) , Q ( u - u ) > 
0 0 

as lh I < o, 

op grond van (5.1) en 5.3(iii) en (ix). 

Op grond van 5.3(xii) volg nou (vir !hi < o) 

Laat voortaan 

Bh is duidelik monotoon en hemikontinu. Volgens Stelling 

3.1.9 bestaan daar 'n uh EX met 

Die keuse 

VE K. (5.2) 

v = u in (5.2) lewer 
0 
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~ c*[ 1 + lluhll], op grond van 

(5.1) en 5.3(iii), (ix). 

Gevolglik is { II uhll } en { II Ruh II x*} begrens, aangesien R 'n 

begrensde operator is en 5.3(xii) gegee is. Daar bestaan 

dus 'n deelry {u.} met die eienskappe 
J 

en 

u. ~ u (swak) in X, u E K 
J 

Ru. ~ x (swak) in x*. 
J 

( 5. 3) 

(5.4) 

Aangesien R begrens, hernikontinu en rnonotoon is, is di t 

Pseudo-rnonotoon [34, p 179). 

Aangesien 

(i) <E.v - F,Q(v - u.) > ~ <E.u. - F,Q(v - u.) > 
J J J J J 

vol gens (5. 1) 

= (B.u. - y*,v - u.) 
J J J 

-(Au.,Q(v - u.)) 
J J 

~ (Ru., u. - v) ui t (5. 2) en 
J J 

§ 5.3(x), 
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II Qu . II z ~ c II u . II ~ M ( s e) , 
J q J 

en 

I < E . v, Qu . > - < Ev, Qu > I 
J J 

= < E . v - Ev , Qu . > + < Ev , Q ( u . - u) > I 
J J J 

~ MIIE.v - Evll + I <Ev,Q(u. - u) >I ➔ 0 
J J 

volg 

lirn sup(Ru. ,u.) ~ <Ev - F,Q(v - u) > + (x,v) 
J J 

vir VE Kn D(E), (5.5) 

uit (i), (iii) met inagnarne van (5.3), (5.4). 

Uit (5.5) volg nou 

lirn sup(Ru.,u. - u) ~ <Ev - F,Q(v - u) > + (x,v - u). 
J J 

indien VE D(E) n K. (5.6) 

Beide aannarne 5.3 xiii en aannarne 5.3 xiii* irnpliseer 

lirnsup (Ru.,u. - u) ~ 0 via (5.6). 
J J 

Aangesien R pseudo-rnonotoon is, volg 

lirninf (Ruj,uj - v) ~(Ru,u - v) vir alle 

v E K n D (E) • ( 5. 7) 

Uit (5.5) volg 
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<Ev-F,Q(v-u)> ~ liminf(Ru.,u.-v) 
J J 

~ (Ru,u - v) ui t ( 5. 7) 

= <Au,Qu - Qv > vir v E K n D (E). 

5.5. Opmerkings 

a. Indien die voorwaarde R hemikontinu, monotoon en be

grens in Stelling 5. 4 vervang word met R pseudomono

toon, dan bly die uitspraak van die stelling steeds 

waar. In plaas van Stelling 3.1.9 lewer Stelling 

2.10.4 die ry {uh} in vergelyking (5.2). 

b. Aangesien die operator Q lineer is, en R monotoon 

( sien 5. 3 xi) sal A moontlik ook lineer moet wees, 

afhangende van die ingewikkeldheid van die operato~Q. 

5.6. Voorbeelde 

5.6.1. Afspraak. In hierdie paragraaf word die L 2 (S) norm 

met I· I aangedui. Dus lg I = llglli vir g E L 2 (S). 

( • , • ) en [ · , · 1 

hoofstuk 4. 

is soos in paragraaf 4.2 en ook in 4.1.1, 

X. = L 2 (o,T;V.) vir i=O en 1, (5.8) 
1 1 

y = L 2 (o,T; L 2 (G) X L 2 (S)), (5.9) 
0 

K. = {u E V.:rT.u ~ h op s} en h ~ 0 op s. (5.10) 
1 1 1 

5.6.1.a. x = X
1 

en Y = Y
0 

= z. 

'n Paring tussen Yen Z word uit 4.14 verkry deur die 

regterkant van 4.14 oor (o,T) te integreer, mits {u,g}, 
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Bu = {u,rT
0

u + sT u}, 
1 

Qw = {Lw, 1 T w}, 
r 1 

Au = {Lu,qT u}. 
1 

r(x) > 0, s{x) ~ 0 en q{x)/r(x) ~ o > 0 op s. (o ~ 1.) 

00 

r, s, q, 1/r, s/r, q/r E L (S). 

S(h)Bu{t) = 

{

u(t - h) as 

0 andersins. 

t - h > 0 

D(E) = {v EX: v(o) = 0, (Bv)' E y}. 

Dus <Bu - BS(h)Bu,Qu> ~ 0. 

<Au,Qu> = f
0
T{IILu(t)ll 2 + l ✓ ;T 1 u(t)I 2 }dt 

~ cllull 2 

X 
volgens § 3.2.5.c. 

Laat K = {u: u(t) E K vir alle t E (o,T)}. 
1 

Kies uo = 0 EK n D{E). 
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(Ru,u) /llullx ➔ 00 as llullx ➔ 00 en 5.3 , 

Laat 
s-t 

u (t) .! ft £ u(s)ds U E K. = e en £ £ 0 

s-t 

Aangesien 0 E K -t/£ + 1 ft £ ds en e e £ 0 

volg dat u (t) EK, 
£ 

vir elke t. 

Volgens [4, p 68] sal u£ ➔ u in X en 

du 
£ 

U£ + £dt = u op I, 

u (o) = 0. 
£ 

xii word bevredig. 

= 1, 

Aangesien T
0 

en T
1 

kontinue afbeeldings van X in Y is volg 

uit [ 18, III 6.20, p 153] dat 

Gevolglik 

Nou volg 

is 

s-t 

T.u (t) =.!ft e £ T ( )d .us s. 
1 £ £ 0 1 

T.u + d T.u Tiu £ dt = op 
1 £ 1 £ 

T.u (0) = 0. 
1 £ 

e:Eu d Bu B(u-u) = £ dt = £ £ £ 

I, 

en < Eu . , Qu . - Qu > = < B ( u - u . ) , Q ( u . - u) > / £ 
J J J J 

Die voorwaardes vir Stelling 5. 4 word bevredig en as u E D (E), 

soos in 5.7.14 aangetoon sal word, dan volg vir 

F = {f,g} E Y dat 
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du 
dt +Lu= f in G x I, I= (o,T), 

rT u ~ h op S x I, 
1 

d 
( d t ( rT 

O
u + s T 1 u) + qT 

1 
u - g) ( r T 

1 
u - h) = O op S x I , 

byna oral, 

u(o) = 0 in G. 

5.6.1.b. X = X, Y = Y = Z. 
1 0 

Bu = {u,rT
0
u}, 

1 1 
Qw = { Lw + w, s T w + - T w} , Nw = sT w +- T w, 

o r 1 o r 1 

Au = {Lu,q(sT u + .!_ T u) } • 
0 r 1 

r(x) > 0, s(x) ~ O, 2q(x)s(x)/r(x) = 1 q (x) , 
2 

r (x) 
~ o > 0 op S. 

00 

r, q, s, 1/r E L (S). 

S(h), D(E) is SOOS in voorbeeld a. 

+ (u(t-h) ,u(t)) + [ rsT
0
u(t-h) ,T

0
u(t)]} dt 

T = Jh { a ( u ( t ) , u ( t - h)) + ( u ( t) , u ( t - h )) + [ T
O 

u ( t) , rs T
O 

u ( t - h ) ] } d t 

{fhT {a (u (t-h)) + II u (t-h) 11 2 + Irr; T u (t-h) 12 }dt} ~ 
0 0 

~ <Bu, Qu > en 5. 3 viii word bevredig. 
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<Au,Qu> =JT{IILu(t}ll 2 + (Lu(t},u(t)}+l ✓cisT u(t}l 2 +1/qT
1
u(t}l 2 

o o o r 

+ [ 2qs/r T u.(t},T u (t}] }dt 
1 0 

= JT{IILu(t}ll 2 + a(u(t}}+ I /q sT u(t}l 2 + I /q Tl u(t} 12 }dt 
o o o- r 

~ o II u II~ , as o < o < 1. 

Laat K = {v E V
1 

sT v + ! T v ~hops}, h ~ o r,s o r 1 

en K = {u E X: u(t} E K vir alle t E (o,T}}. r,s 

Met behulp van soortgelyke argumente as in voorbeeld (a} 

kan gesien word dat die voorwaardes vir Stelling 5.4 be

vredig word. Indien u E D(E} dan volg vir F soos in voor

beeld (a} dat u 'n oplossing is van 

du 
dt +Lu= f in G XI, I= (o,T}, 

d + qNu ~ s I, dt(rTou} g op X 

Nu ~ h op s X I, 

d + qNu - g} (Nu - h} 0 s I, (dt(rTou} = op X 

u(o} = 0 in G. 

T < Bu, { z , z } > = J { ( u, z } + [ rT u, z ] } d t 
1 2 O 1 0 2 
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D(B) = X en r(x) ~ 0 op s. 

<Au, { z 1 , z 
2

} > 
T 

= J a(u,z )dt vir z = {z ,z} E z. 
0 1 1 2 

D(A) = x. 

Qw = {w,T w} en D(Q) = x. 
0 

D(E), S(h), F word gedefinieer soos in 5.6.1.a. 

T <BS(h)Bu,Qu> =Jh { (u(t-h) ,u(t))+ [ rT u(t-h) ,T u(t)] }dt 
0 0 

~ <Bu,Qu >. 

<Au, Qu > = J 
0
T a ( u, u) d t ~ c II u II~ • 

K = {u:u(t) E K
0 

vir t E (o,T)}. 

Op dieselfde manier as in 5.6.a kan aangetoon word dat 

<Eu. , Qu. - Qu > ~ 0 en uJ. ➔ u in X. 
J J 

Stelling 5.4 kan toegepas word en met behulp van 'n regula

riteitstelling wat later volg, word gesien dat die oplos

sing u van die probleem in Stelling 5. 4 voldoen aan: 

du/dt + Lu = f in G X I, 

d(rT
0
u)/dt + T

1
u ~g op s X I, 

rT u ~h op s X I, 
0 

[d(rT u)/dt + T u - g] [rT u - h] = 0 op s X I, 
0 1 0 

en u(o) = 0. 
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5.6.2. Opmerkings. 

CX) 

(i) In voorbeeld (a) en (b) word vereis dat q EL (S). 

Sodoende word verseker dat Au E Y as u EX. In Stel

ling 5.4 word egter slegs vereis dat die operator R 

begrens is. Hiervoor is dit voldoende om te vereis 
CX) CX) 

dat q/r EL (S), in voorbeeld a en qs,s,q/r EL (S), 

in voorbeeld (b). 

(ii) In voorbeeld (a) en (b) word vereis dat r,s E L
00

(S). 

Gevolglik is Bu E Y as u EX. Wat egter van belang 

is, is dat D(E) nie leeg moet wees nie. Swakker voor

waardes mag moontlik wees, maar daarop is nie ingegaan 

nie. 

(iii) Om die voorwaardes op q, r ens (hierbo) te verslap, 

kan geweegde Hilbertruimtes V moontlik ingevoer word. 

In voorbeeld (a) kan moontlik vereis word dat 

'n Nadeel van so 'n benadering kan 

wees dat vir "elke" tipe evolusie-ongelykheid, (wat be

studeer word) 'n ander geweegde Hilbertruimte gesoek 

moet word. 

(iv) Die koersiwi tei t van R in voorbeeld (b) word kunsmatig 

verseker, deur te vereis dat 2q(x)s(x)/r(x) = 1. Alter

natiewelik kan 'n ander Hilbertruimte, waarin 'n term 

s llsT u + l/rT
1
ull in die norm voorkom, gesoek word. 

0 O 

Dit word egter nie in hierdie werk behandel nie. 

(v) Aan die einde van hierdie hoofstuk volg 'n regulariteit

stelling en 'n stelling wat die interpretasie van die 

voorbeelde a, b enc motiveer. 
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5.7. Evolusie-on9elykhede in twee Banachruimtes geasso

sieer met 'n dissipatiewe (meerwaardige) operator. 

5.7.1. Abstrakte raamwerk 

(i) X, Yen Z is Banachruimtes. 

(ii) Yen Z is gepaar met <y,z> vir y E Y en z E Z 

die (geassosieerde) bilineere funksionaal. 

(iii) <H,(·,•), I· I> is 'n Hilbertruimte. 

(iv) Die volgende vier lineere opera tore is gegee: 

" 
A D(A) C X ➔ y 

B D (B) C X ➔ y 

B D(B) C X ➔ H 
0 

Q D(Q) C X ➔ z. 

(v) <Au,Qu> ~ 0 vir alle u E D(A) n D(Q). 

Daar bestaan 'n koersiewe, simmetriese, kontinue 

bilineere vorm op H, aangedui met a
1

, sodanig dat 

<Bu,Qw> = a (B u,B w) vir alle 
1 0 0 

u,w E D(Q) n D(B). 

(vi) J E r
0

(X) soos in 2.10.1.c gedefinieer en F
0 

E Y. 

(vii) B- 1 (H) no(A) n D(Q) =Den D = D(J) n D-=/= { }. 
0 J 

5.7.2. Definisie. 

M • D ➔ 2
8 

• J word gedefinieer deur 

b E Mu vir u E DJ as 

b EH en 
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+ J(v) - J(u) ~ 0 vir alle 

5.7.3. Definisie [17, p 383] 

'n Versameling Ac H x His dissipatief as 

V E D • 
J 

(y - y , X 
l 2 l 

x ) ~ 0 vir { x. , y. } E A, i = l, 2. 
2 l l 

'n Operator p H ➔ 2H is dissipatief as sy grafiek, 

{{x,y} : y E Px}, dissipatief is. 

5.7.4. Lemma. 

Aangesien a (·,·) simmetries, koersief en kontinu is, 
l 

kan di t as inwendige produk op H gebruik word. Indien 

a
1 

(u,v) = (u,v) geskryf word, volg dat < H, ( ·, ·), I• I > 

steeds n Hilbertruimte is. 

Onder die voorwaardes in § 5. 1. 1 volg dat 

MB- 1 B (D) CH ➔ 2H 
0 0 J 

dissipatief is. 

Bewys. 

Laat' b. E MB- 1 a. met 
l O l 

i=l., 2. (5.11) 

Uit definisie 5.1.2 volg 

+ J(u) - J(u) ~ 0. 
2 1 

(5.12a) 
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en 

+ J(u) - J(u) ~ 0. 
l 2 

(5.12b) 

Deur (5.12a) en (5.12b) bymekaar te tel, volg (met behulp 

van ( 5. 11)) 

< A (u - u ) Q (u - u ) > + a (b - b a - a ) ~ 0. 
2 'l 

I 
l 2 l 2 1

1 
l 2 

Dus 

- a ) ~ -
2 

<A(u 
l 

5.7.5. Definisie. [26, p 141] 

- u ), Q(u 
2 1 

- u ) 
2 

> ~ o. 

'n Operator P is akretief as vir elke A > 0 en u,v E D (P) 

Ix - y I ~ I u - v I as x E ( 1 + AP) u, y E ( 1 + AP) v. 

5.7.6. Lemma 

In die raamwerk van Lemma 

Bewys. 

5.7.4 volg dat -MB- 1 akretief is. 
0 

(Hierdie bewys is vervat in die bewys van Lemma 2.1 in 

[ 17] .) 

Laat 
-1 

b . E ( 1 - A MB ) a . , i = 1 , 2 , A > 0 • 
1 0 1 

volg (a. b.) /A E 
-1 

vir i = 1, 2 Lemma Dan - MB a• I en 
1 1 0 1 

5.7.4 impliseer dan 

(al - b -(a - b ) , a - a ) /A ~ 0. 
l 2 2 l 2 

Dus I a 
1 

- a 
2 

1
2 ~ (b 1 - b 2 , a 1 - a 2 ) 
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en 

5.7.7. Definisie. [26, p 143] 

-1 1 
-MB

0 
is m-akretief as DA= R(l - AMB~) = H, vir elke 

A > 0 
-1 

en - MB akretief is. 
0 

5.7.8. Lemma. [17], [26], [311. 

As DA= H vir 

A> 0. 

A = A > 0 
0 

dan is DA= H vir alle 

Bewys. Sien [ 17, Th. 2.1, p 385]. 

5 . 7 . 9 . Le mm a . [ 2 6] • 

-MB~
1 

is m-akretief as'en slegs as -MB~ 1 byna demigeslote 

en lokaal m-akretief is. 

Bewys. Sien [ 26, 7.4, p 150] 

In hierdie geval kan Stelling [ 7.1] van [ 26] gebruik word. 

5.7.10. Lemma 

Veronderstel 
-1 

-MB is akretief. 
0 

as en slegs as die probleem 

Dan is -MB- 1 m-akretief 
0 

U E D : < ( A + B) U - F O , Qv - Qu > + J ( V) - J ( U) 

(5.13) 

'n oplossing het vir elke y EH. 

Bewys. 

(i) Veronderstel (5.13) het 'n oplossing u vir elke y EH. 

Die keuse v E DJ (wat nie-leeg is) in 5.13 impliseer 
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dat u E DJ. Uit 5.13 volg,via 5.7.l(v), dat 

Bu - y E Mu. Aangesien u E D,bestaan daar 'n b EH 
0 

sodanig dat Bu= b 
0 

-1 
en u = B

0 
b. 

Dus 
-1 

y E ( 1 - MB
0 

) b en D = R(l - MB- 1 ) = H. 
1 0 

Op grond van Lemma 5.7.8 volg dat -MB- 1 m-akretief is. 
0 

(ii) Veronderstel -MB- 1 is m-akretief en y EH. 
0 

Daar bestaan 'n b E B
0 

(DJ) , se b = B
0

u met u E DJ, 

-1 
sodanig dat y E (1 - MB

0 
)b. 

Dus en 

+ J(v) - J(u) ~ 0 vir alle v E DJ. 

Hierdie ongelykheid geld ook vir alle v ED. Deur 

5. 7. 1 (v) in aanmerking te neem, volg (5. 13). 

5.7.11. Opmerking. 

Indien A 'n nie-lineere operator is en 

<Au - Av,Qu - Qv> ~ 0 vir alle u,v E D 

dan bly Lemmas 5.7.4, 5.7.6 en 5.7.10 steeds waar. 

5.7.12. Lemma. 

Veronderstel die voorwaardes gestel in 5.7.1 word bevredig, 

asook die volgende: 

a.Dis 'n refleksiewe Banachruimte met norm II •II, ekwiva-

lent aan die norm van X. Gevolglik is J E r
0

(D). 
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b. Die afbeeldings w ➔ < y, Qw > 

en w ➔ a (y,B w) vir gegewe y EH, 
1 0 

is kontinu op D. 

c. D(A) = D. A mag nie-lineer wees, rnaar in die geval 

rnoet die voorwaarde in § 5. 7. 11 gegee wees, sowel as 

die volgende: 

Die operator R D ➔ D* gedefinieer deur 

u E D: (Ru,w) = <Au,Qw > vir alle w E D, 

is hernikontinu. 

d. [ < (A+ B) u, Q (u - x) > + J (u)] /II u II ➔ 00 

as llull ➔ 00 • x E D(J) is gegee. 

-e. D(J) c W c W c D en W is oop en konveks in D. 

Onder hierdie voorwaardes is die operator rn-

akretief. 

Bewys. 

Definieer 'n operator A1 : D ➔ D* deur 

u E D (Al u,w) = <Au+ Bu,Qw>. 

A is hernikontinu aangesien R : D ➔ D* (sien voorwaarde c) 
1 

hernikontinu is en B 'n lineere operator is. 

Uit voorwaarde 5.7.11, die koersiwiteit van a
1 

en die 

verband 
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<Bu,Qw> = a (B u,B w) 
1 0 0 

(sien 5.7.1. (v)), 

volg dat A
1 

monotoon is. 

Laat y* ED* gedefinieer word deur 

vir 'n gegewe y EH. 

(A u - y*, u - x) + J (u) - J (x} ~ 
1 

w E D, 

llull ([ (A
1
u,u- x) + J(u)]/llull - lly*II)- c ➔ 00 as llull ➔ 00 , 

op grond van 5.7.12 d. 

Die voorwaardes vir Stelling 3.1.10 word bevredig en 'n 

u bestaan, sodanig dat 

u E DJ : < Au + Bu , Qv - Qu > + J ( V) - J ( u) ~ a ( y, B V - B u) + < F , Qv - Qu > 
1 0 0 0 

vir alle VE D. 

Lemma 5.7.10 lewer die resultaat. 

5.7.13. Stelling. 

Veronderstel 
-1 

-MB is m-akretief. 
0 

Laat u
0 

E DJ 'n oplossing wees van 

< Au + Bx - F , Qv - Qu > + J ( v) - J ( u ) 
0 0 0 0 0 

vir alle VE D. (5.14) 

Laat b(t} = B
0
g(t) met g(t) ED en veronderstel vir elke 

eindige interval I c [0, 00) bestaan daar 'n h
1 

EH sodanig 
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dat 

b (t) t = f h
1 

(r) dr en is sterk integreerbaar. 

Laat F(t) = F + Bg(t). 
0 

(5.15) 

y is 'n reele konstante. I· I dui die norm in H aan. 
H 

Dan bestaan daar 'n u sodanig dat 

(ii) 

(iii) 

B u 
0 0 

+ J(v) - J(u(t)) ~ 0 vir alle v E D. 

(iv) is kontinu in t, behalwe vir 'n 

aftelbare aantal t E [ O, 00 ) • 

(v) 

Bewys. 

Laat A (t) X 

+ f t -y (t-r) I d ( ) I d 
o e dt Bog r H r 

byna oral op [ O , 00 ). 

-1 = -MB x + yx 
0 

b(t), O ~ t < oo. 

Volgens Lemma 5.7.9 kan Stelling 7.1 van [26] gebruik word 

en daarvolgens bestaan 'n oplossing van 

a' (t) E -A(t)a(t) en a(t) E D(A(t)), (5.16) 

a(o) (5.17) 
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Stel met u{t) ED. 
J 

Aan {i) en (ii) word voldoen. 

Uit 

volg 

-1 
a ' ( t ) E - [ - MB a ( t ) + ya ( t ) - b ( t ) ] 

0 

Deur (5.15) en § 5.7.l{v) in aanmerking te neem, volg dat 

u{t) 'n oplossing van die evolusie-ongelykheid (iii) is. 

Aangesien H 'n Hilbertruimte is, is dit gelykmatig konveks. 

Netso is H* gelykmatig konveks. (Sien oefening 32 op bladsy 

32 7 van [ 4 4).) Gevolglik geld punt (iv) 

van [ 26, Th. 7.5, p 150). 

deur toepassing 

-1 
Aangesien B

O 
(x

O 
- yu

O 
+ g (o)) E - (-MB

O 
y 

O 
+ yy O - b {o)) 

= -A(o)a{o) 

volgens (5.14) en (5.17), volg met behulp van vergelyking 

( 6 . 16 ) in [ 2 6 , Lemma 6 . 6 , p 14 8] da t 

byna oral op [0, 00 ). 

5.7.14. Voorbeelde 

Afspraak. Die bilineere vorm a(•,·) word gegee deur 3.15 en 

sal altyd simmetries wees. Die L 2 (S) norm word geskryf soos 

in paragraaf 5.6.1. 
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5.7.14.a. Bu = {u, rT u + sT
1
u}, B

0
u = {u, T

1
u}, 

0 

Qw = {Lw, 1/rT w}, 
1 

Au = {Lu, qT
1
u}, 

q(x) ~ O, r(x) > O, s(x)/r(x) ~ o > 0 ops. 

00 

r, s, q, 1/r, s/r, q/r E L (S). 

Laat H = H 1 (G) x L 2 (S), X = D = V , Y = Z = L 2 (G) x L 2 (S). 
l 

D(A) = D(B) = D(Q) = V. 

Die eerste vier voorwaardes van 5.7.1 word bevredig. 

Laat a (u , w ) + [ s/r u
2

, w ] • 
1 1 2 

Dan volg 

< Bu , Qw > = ( u , Lw) + [ T
O 

u , T 
1 
w] + [ s / r T 

1 
u , T 

1 
w] 

= a(u,w) + [s/rT u,T w] 
1 1 

00 

Aangesien s/r en 1/r EL (S) volg voorwaardes (b) van Lemma 

5.7.12. 

Laat K = K (soos in (5.10), behalwe dat h ~ 0 nie vereis 
1 

word nie) en 

J = ( s ien 3. 51) . 

< (A + B) u, Qu > ~ II Lu II 2 + c II u 11 2 + o I T u I 2 

0 1 1 

~ clllulll2, 
1 

impliseer voorwaarde (d) in Lemma 5.7.12, terwyl (e) volg 
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met W = V. 

-1 
Volgens Lemma 5.7.12 is -MB m-akretief en Stelling 

0 

5.7.13 kan nou gebruik word. 

Dit is belangrik om daarop te let dat 

du(t} = 
dt 

aangesien 

_l 
lim h (u (t+h} - u (t}} en 

H
1 

(G} 

IT u I ~ c llu II , [ 35, p 39] . 
0 1 

( u ' , Lw} + [ r ( T u} ' + s ( T u} ' , 1 / rT w] = 
0 1 1 

<(Bu}' ,Qw>. 

Aangesien die operatore B, Q en A in 5.6.1 a, met die in 

5.7.14 a ooreenstem, kan 'n soortgelyke interpretasie as1 

in 5.6.1 a, geheg word aan 5.7.13 iii. In hierdie geval 

word die bestaan van die tydafgeleide <a.'1t Bu} verseker deur 

5. 7 .14 en is boonop kontinu en in L 2 (o,T;H 1 (G} x L 2 (S}} , 

mits die afbeelding 

kwadraties integreerbaar is in (o,T}. 
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(Sien 5.7.13 (iv) en (v) en let op dat 

I T
0 
u' I ~ c II u' 11

1 
, (Bu) ' = { u' , rT Ou' } + s (B

0 
u) ' . 

Aangesien vir y ~ O, q(x)/r(x) ~ o
1 

> 0 

c
1 

lllu(t) 111
2 ~ <Au(t) + yBu(t) ,Qu(t) > 
1 

~ < (Bu (t))' - F (t) ,Qv - Qu (t) > 

+ < Au ( t) + yBu ( t) , Qv > 

volg dat U E L 2 (o,T;Vl), mits FE L 2 (o,T;H), met T < ~-

(Die ongelykheid 2ab ~ Ea 2 + .!. b 2 is hierbo van toepassing.) 
£ 

Indien y = 0 , F in 5. 7. 14 . a en F in 5. 6 • 1 . a ooreens tern en 

h ~ 0 in 5.7.14.a, dan is die oplossings gelewer deur 

Stellings 5.4 en 5.7.13 identies, op grond van die eendui

digheid van oplossings van § 5. 4. (Let op dat Eu = (Bu) ' 

en 

5.7.14.b. 

<Ev, Qv - Qu > ~ < (Bu) ' , Qv - Qu > . ) 

Qw = { Lw, s T
O 

w + 1 / rT 
1 
w}, Nw = 

Au = {Lu,q (sT
0

u + 1/rT 
1 
u)}. 

sT w + 1/rT w, 
0 1 

r(x) > O, rs ~ o > 0, q (x) ~ 0 op S. 

00 

r, q, s, 1/r EL (S). 
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· Laa t H = H l ( G) X L 2 
( S) 1 X = D = V , 

0 

D(B) = D(Q) = D(A) =Ven die eerste vier voorwaardes van 

5.7.1 word bevredig. 

Laat a ( u , w ) + [ rsu , w ] . 
1 1 2 2 

= a(u,w) + [rsT u,T w] 
0 0 

= a (B u,B w) vir u,w EV. 
1 0 0 0 

CX) 

Aangesien s, 1/r en rs EL (S) word daar voldoen aan 

5. 7. 12. (b) • 

Laat K = met K r,s SOOS in 5. 6. l.b en J = 

< (A+B)u,Qu> ~ 11Lull2 + cllull2 ~ clllulll2, 
0 1 0 

impliseer 5.7.12.d, terwyl 5.7.12.e volg met W = V. 

Soos in 5.7.14.a kan Stelling 5.7.13 toegepas word. 

Weereens is (T
0
u)' = T

0
u' en gevolglik 

= a(u' ,w) + [ rs(T u) ',T w] 
0 0 

= ( u' , Lw) + [ rT u' , s T w + 1 / r T 
1 
w ] 

0 0 

= < (Bu) ' , Qw > . 

Soos in 5.7.14.a kan die kontinuiteit van d(Bu)/dt aange

toon word. Ook is 
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( Bu ) ' E L 2 
( o , T ; H 1 ( G ) x L 2 ( S ) ) , mi ts y ~ 0 • 

u E L 2 (o ,T ; V 
0

) mi ts F en g aan die voorwaardes 

in 5.7.14.a voldoen. 

Net soos 5.7.14.a met 5.6.1.a ooreenstern, 
, 

so stern 5.7.14.b 

ooreen met 5.6.1.b. Onderworpe aan die voorwaardes in 

5.7.14.b, volg dus dat die oplossing van die probleern in 

5.6.1.b, voldoen aan u E D(E). Alternatiewelik rnoet daar 

met behulp van 'n regulariteitstelling bewys word dat 

u E D(E). 

5.7.14.c. Bu = {u,rT u}, 
0 

r(x) > 0, q(x)/r(x) ~ o ~ 0 op S. 

co 
q, r, 1/r E L ( S) . 

H = H 1 (G), X = D = Vl as cS > 0 

en X = D = V as cS = 0. 
0 

y = z = L 2 (G) X L 2 (S). 

al - a en 

<Bu, Qw > = (u,Lw) +[T
0

u,T
1
w] 

= a(u,w) 

= a
1 

(B
0

u,B
0

w) vir u,w E D. 

00 

Aangesien 1/r EL (S) word die voorwaardes in 5.7.12(b) 
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bevredig. 

Laat K = K
1 

of K
0 

as o > 0 en K = K
0 

as o = 0, 

<(A+B)u,Qu> ~ 11Lull 2 + cllull 2 +olT ul 2 
0 l l 

2 

~ {c lllu 111 1 

clllulll2 
0 

as cS > 0 

as cS = 0. 

Soos in die vorige twee voorbeelde kan Stelling 5.7.13 

toegepas word. Soos voorheen is 

(Tu)'= Tu' en 
0 0 

= (u',Lw) + [rT u',1/rT w] 
0 l 

= < (Bu) ' , Qw > . 

Die kontinui tei t van ft Bu kan soos voorheen aangetoon word 

en vir y ~ 0 volg 

(Bu)' E L 2 (o,T; H 1 (G) x L 2 ($)) 

u E L 2 (o, T ; V. ) 
.:L 

mits Feng voldoen aan 5.7.14.a. 

( i = 0 vir cS = 0 en i = 1 

vir o > 0) 

5.8. 'n Regulariteitstelling vir probleem 5.6.1.c. 

5.8.1. Lemma. 

Laat X, Y, z, K, B,Q en A wees soos in 5.6.1.c, met 
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3 

~ E H2 (S) in die definisie van K. r 

H = L 2 (G) X L 2 (S) en {f g} EH 
0' 0 • 

Laat 

{¢' ,T
0

¢'} E L 2 (o,T; H) en r voldoen aan 3.48 en 3.49. 

Laat 

Laat w E H2 (G): Lw =fin Gen rT
0

w = h ~ S, 

in ooreenstemming met (3.72). 

Veronderstel u is 'n oplossing van 

u E K : < Gv + Au - F, Qv - Qu > ~ 0 

vir alle VE Kn D(E). 

Dan volg: 

(i) U E D(E) en {u',(T u)'} E L 2 (o,T;H). 
- 0 

(ii) Daar bestaan u E V n K sodanig dat 
£ 

U + £ (U I + Lu) = u + e:Lw in GXI 
£ £ £ 

rT u + e: (r (T u ) ' + T u ) = rT u + e:T w op s X I, 
0 £ 0 £ 1 £ 0 1 

u ( 0) = 0 in G. 
£ 

(iii) u (t) ~ w in G vir elke t E (o,T) byna oral. 

(5.18) 

(5.19) 

(5.20) 

(5.21) 

(5.22) 
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Bewys. 

Laat = llgll s 
0 

vir g E L 2 (S). 

(i) Die eerste punt word bewys, deur aan te toon dat u 

ooreenstem met die oplossing van 'n evolusie

ongelykheid, wat met behulp van Stelling 5.7.13 verkry 

word. 

Laat X l = H l ( G) , Z l = H l ( G) X L 2 
( S) en Y l = z* 1 • 

His SOOS gegee. 

< B 
1 
u , z > = ( u, z 

1 
) + [ rT 

O
u , z 

2 
] vir z = {z ,z} E Z

1 1 2 

<Au,z> 
1 

= a(u,z) 
1 

vir z = { z ,z } E Z 
1 2 1 

< B u , Q w > = ( u, w) + [ rT u , T w] 
1 1 0 0 

en D (A ) = X • 
1 1 

( u , v ) + [ ru , v ] . 
1 1 2 2 

Aangesien 

mits (B u) ' E H. 
0 

Verder is < (A
1 

+ B
1

) u,Q
1 
u > ~ c II ull 2 

• 
1 

(5.23) 
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Stelling 5.7.13 lewer (via Lemma 5.7.12 met D=X) 'n 
1 

oplossing u vir die probleem 

rT u(t) ~hop S, u(o) = 0 in Gen T u(o) = 0 op S: 
0 0 

(5.24) 

Ui t Stelling 5. 7 • .13 (v) volg boonop dat (B
0
u)' E L 2 (o, T ; H) 

(5.25) 

Uit (5.24) volg via (5.23) dat 

cllu(t)ll 2 ~ <A u(t) ,Q u(t) > 
1 1 1 

+ <A u(t) ,Q v> 
1 1 

+ M 2 
/ 4 CE + CE II u ( t) 11

2 

1 

Deur e: = 1/6 te kies, kan gesien word dat 

U E L 2 (o,T i H 1 (G)) vir T < oo 

Vir enige v E D(E), w(t) = v(t) - u(t) volg 

J 
0
T { [ r ( T

O 
w ( t ) ) ' , T

O 
w ( t ) ] + ( w ' ( t ) , w ( t ) ) } d t 

= .!.JT_s!_{llrT w(t)l 2 + llw(t)ll 2 }dt 
2 o dt o o 

(5.26) 

~ O, aangesien v(o) - u(o) = 0 en T
0

(v(o) - u(o)) = 0. 
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Deur (5.23} in (5.24} te vervang, die evolusie

ongelykheid oor die interval (o,T} te integreer en die 

laaste ongelykheid hierbo te gebruik, word gevind dat 

die oplossing van (5.24} ook 'n oplossing van (5.19} is. 

Uit die eenduidigheid van die oplossing van (5.19}, 

(Stelling 5.4} volg die gelykheid van die oplossings van 

(5.19} en (5.24}. Op grond·van (5.25} en (5.26} volg 

punt (i} van die Lemma. 

Laat £ > 0 gegee wees. 

Bu = e:{u,rT
0

u}, B
0

u = u 

Qv = {Lv,l/rT
1
v}, 

Au = {u + e:Lu,rT
0

u+ e:T
1
u}. 

Laat F
0 

= {u + e:Lw,rT
0

u + e:T
1
w}, met w soos in (5. 18}. 

Laat H = H1 (G}, X = D = V1, yen z SOOS in 5.7.14.a. 

Indien a (u,v} = e:a(u,v} dan volg 
1 

< Bu , Qv > = e: ( u , L v} + e:[ T
O 

u , T 
1 
v] 

= a (B u,B v). 
1 0 0 

<(A+B}u,Qu> ~ (u,Lu) +[T u,T u] +e:11Lull 2 +e:1
1

1
T 1 ul 2 

o 1 o r 

via (3.21}. 

Stelling 5.7.13 verseker die bestaan van ue: sodanig dat 

ue:(o} = B
0

w = w en 

< ( Bu ) ' + Au - F , Qv > = 0 vi r a 11 e v E V . 
£ £ 0 1 

(5.27) 
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Hieruit volg 

u + e: ( u' + Lu ) = u + e:Lw in G x I , 
E: E: E: 

rT u + e: ( r ( T u ) ' + T u ) = rT
0

u + e:T 1 w op S x I, 
0 E: 0 E: 1 £ 

en u (0) = win G. 
E: 

Verder volg 

{u~,(T
O
ue:)'}EL 2 (o,T;H 1 (G) xL 2 (S)), T <oo, 

uit 5.7.13(v). 

Laat 

q (t) = s~p{u(t) ,w} en q*(t) = 
G 

inf { u (t) ,w}. 
G 

Gevolglik is q, q* EK en T
0

(q* -w) = 0. 

Indien p(t) = u(t) - w dan is 

en 

q(t) -w = s~p{p(t),0} = p+(t) 
G 

q(t) - u(t) = inf{p(t),0} = p-(t). 
G 

Verder is q(t) + q*(t) = u(t) + w. 

U i t ( 5 . 3 4 ) , ( 5 . 3 5 ) VO 1 g 

(5.28) 

(5.29) 

(5.30) 

(5.31) 

(5.32) 

(5. 3 3) 

(5.34) 

(5.35) 

(5.36) 

+ + -(q' -w',q-u) = ((p )',p-) =0=a(p ,p) =a(q-w,q-u). (5.37) 

Aangesien T (q* - w) = 0 
0 

(sien 5.33) volg 
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a(w,q*-w)- (f,q*-w) = 0 

Die keuse v = q in (5.19) lei tot 

JT { (q' - f ,q - u) + a (u,q - u) }dt ~ 0, aangesien 
0 

(5.38) 

(5.39) 

Deur (5.38) oor die interval (o,T) te integreer, (5.36) daar

in te vervang en die resultaat by die ongelykheid (5.39) by 

te tel, volg 

T !
0 

{(q' -w',q-u) +a(u-w,q-u)}dt ~ O, (5.40) 

aangesien w' = 0. 

Ui t ( 5. 4 0) , ( 5. 3 7) volg 

JT{a(w - q,q - u) + a(u - w,q - u)} dt ~ 0 en gevolglik 
0 

0 ~ -JT a (q - u) dt ~ 0. 
0 

Hieruit volg q(t) = u{t) vir t E (o,T) en dus 

u(t) ~wop G vir t E (o,T) byna oral, 

waarmee punt (iii) bewys is. 

Laastens moet nog bewys word dat die u in (5.27) in K le. 
E 

Uit (5.28) volg 
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0 = (u - u,v) + £(u' + Lu - Lw,v) 
£ £ £ 

= (u - u,v) +£(u',v) +£a(u - w,v) - £[T (u -w),T v]. 
£ £ £ 1 £ 0 

Met behulp van (5.29) volg 

0 = (u - u, v) + £ { (u' , v) + a (u - w, v) + [ r (T u ) ' , T v] } 
£ £ £ 0 £ 0 

+ [ rT u - rT u ' T V] 
0 £ 0 0 

Kies v = z = sup{ w - u , 0}. 
£ G £ 

want z > 0 
£ 

(u - u z ) ~ 0 
£ ' £ 

impliseer u~w>u. 
£ 

IT (u' ,z )dt = IT (u' - w' ,z )dt 
0 £ £ 0 £ £ 

-- 1 IT d 2 - 2 o dt Iz ( t) > O (w - u£) dx dt 
£ 

= - 1 I z > 
0 

[ ( w - u £ ( T) ] 2 dx , want 
£ 

Dus 

want z > 0 
£ 

T I (u' , z ) dt ~ 0. 
0 £ £ 

a (u - w, z ) ~ 0 
£ £ 

impliseer z = w - u . 
£ £ 

Op 'n soortgelyke wyse as in (5.43) volg 

IT[r(T u )',T z ]dt ~ 0. 
o O £ 0 £ 

u (o) = w. 
£ 

(5.41) 

(5.42) 

(5.43) 

(5.44) 

(5.45) 
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Deur (5.4U oor (o,T) te integreer en (5.42) .... (5.45) te 

gebruik volg: 

f T [ rT u ( t) - rT u ( t) , T z ( t) ] d t ~ 0 • 
O O £ 0 0 £ 

As T z (t) > 0 dan volg T u(t) ~ T w >Tu (t). 
0 £ 0 0 O £ 

Gevolglik is 

[ rT
0

u £ ( t) - rT u ( t) , T z ( t) ] = O • 
0 0 £ 

Hieruit volg 

rT u ( t) ~ rT w = h op S as T z = 0 
0 £ 0 0 £ 

en rT u (t) = rT
0

u (t) ~ h op S as T z (t) > 0. 
0 £ 0 £ 

Dus u E K. 
£ 

5.8.2. Stelling 

(5.46) 

Onder die voorwaardes vervat in Lemma 5.8.1 volg dat die 

oplossing u van 5. 19 voldoen aan 

Bewys. 

u E L 2 (o,T;V). 
l 

Notasie: Vir die doeleindes van hierdie bewys, word die 

volgende vereenvoudigde notasie gebruik: 

[ f, g] = f T f f ( X , t) g ( X , t) as dt, 
0 S 

It I = ~ [ f, f] , 

(u,v) = IT f u ( x, t) v ( x, t) dx d t, 
o G 

~ 
en llull = (u,u) 2

• 
0 
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Uit (5.19) volg 

<Gu +Au - F,Qu - Qu> ~ 0, aangesien e: e: e: 

<Au,Qu-Qu>~<Au,Qu-Qu> en e: e: e: 

u E Kn D(E). 
e: 

Aangesien ue: EV kan (3.21) gebruik word en dus volg 

[ (rT u ) ' - g T u - T u] + (u' - f u - u) 
0 e: ' 0 £ 0 £ ' £ 

+ (Lu , u - u) + [ T u , T u - T u] ~ 0. 
£ e: 1 £ 0 e: 0 

Deur (5.20), (5.21) en (5.18) in bostaande te vervang 

volg 

- e:[r(T u )'+Tu -g,{r(T u)' +Tu -T w}/r] 
0 e: 1 e: 0 £ 1 £ 1 

- e: (u' + Lu - f u' + Lu - f) ~ 0. e: e: , e: e: 

Deur Tu = r(T u)' +Tu e: oe: 1 e: 

en 

q = T
1
w te stel volg 

II u' + Lu - f 11 2 + [ Tu - g, {Tu - q} /r] ~ 0. e: e: 0 e: e: 

Met behulp van 3.49 volg 

uit 5.47. 

(5.47) 

(5.48) 

Uit (5.48) volg dat {lr-½Tu I} asook {ITu I} begrens is in e: e: 
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L 2 (o,T;L 2 (S)). 

Daar bestaan dus 'n konstante M > 0, sodanig dat 

I Tu I < M, I r-½Tu I < M, II u' + Lu - fll < M, (5. 49) 
£ £ £ £ 0 

indien (5.47) in ag geneem word. 

U it ( 3 • 4 8 ) , ( 5 • 2 1) , ( 5 • 4 9 ) VO 1 g 

Dus 

~ £ (M + I q I ) ➔ 0 as £ ➔ 0 • 

IT u - T ul ➔ 0 as £ ➔ 0. 
0 £ 0 

Uit (5.21), (5.49) volg 

£llu'+Lu-fll ~ 
£ £ 0 

£M ➔ 0 

as £ ➔ 0. 

(5.50) 

(5.51) 

Op grond van (5.49) bestaan daar 'n deelry {u.} sodanig 
J 

dat 

u~ + Lu. __\ ¢ (swak) in L 2 (o,T;L 2 (G)) 
J J 

en 

waar ¢ E L 2 (o,T;L 2 (G)) en VJ E L 2 (o,T;L 2 (S)). 

Vir enige v E c 1 (o,T;C 2 (G)) , 

met v(o) = v(T) = 0, volg 
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( ¢, v) = lim(u~ + Lu.,v) 
J J 

= lim{-(u.,v') + (u.,Lv) +[T u.,T v] -[T u.,T v]} 
J ] 0 J 1 1 ] O 

= - (u,v') + (u,Lv) + [ T
0

u,T v] - lim [ T 
1
u. ,T v] 

1 ] 0 

T = (u' ,v) + f a(u,v)dt - lim[ T
1
u. ,T v] 

O ] 0 

uit Lemma 5.8.l(i} (5.52) 

Vir enige VE C1 (o,T;L 2 (S)), met v(o) = v(T) = 0, volg 

= - lim [ rT u. , V'] 
0 J 

= lim[ r(T u.)', v] 
0 J 

uit Lemma 5.8.l(i}. 

Gevolglik Tu. = Tu. - r(T u.)' ~VJ - r(T u)' 
1 J J O J O • 

Uit (5.52) (5.53) volg 

( ¢, v) = ( u ' , V) + f Ta ( u, V) d t + [ r ( Tou) ' - VJ , T V] • 
0 0 

Hieruit volg 

00 

fG(¢(t) - u' {t))vdx = a(u(t) ,v), vir elke v E C
0

{G). 

Gevolglik is Lu(t) = ¢{t) - u• (t) byna oral in G. 

Uit (5.54) volg nou 

(Lu (t) ,v) = a (u,v) + f
8 

(r (T
0

u (t))' - VJ (t))T
0 

vdS 

en dus 

(5.53) 

(5.54) 

(5.55) 

(5.56) 
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Uit (5.55) (5.56) volg 

Lu E L 2 (o,T;L 2 (G)) en T U E L 2 (o,T;L 2 (S)). 
1 

Op grond van 3.2.5.d volg die resultaat van die stelling 

hieruit. 

5.9. Stelling. (lnterpretasie van sekere evolusie
ongelykhede). 

Laat X, Yen Z Banachruirntes, soos uiteengesit in§ 4.3, 

wees. Veronderstel 5.3(iii) is gegee. A en Q is soos in 

vergelyking 4.16, met Q lineer. Bis SOOS in 5.3 (iv). 

La at F E L 2 
( o , T ; Y) , JC E Z en Qw h = JC. La at ( ~

1 
, ~ 2 ) ' n 

toelaatbare paar in die Y - Z konteks wees. 

K = {v E D(Q) Qv ~ JC} 
2 

(5.57) 

en KT = { V E L 2 
( 0 ' T ; X) : V ( t ) E K Vi r t E ( 0 ' T) } . ( 5 . 5 8 ) 

Veronderstel rninstens een van die voorwaardes a, b of c 

van Stelling 4.7.2 word bevredig. 

(i) Dan is 

u 'n oplossing van 

u E KT n D (A): JOT< (Bu)'(t) +Au (t) -F (t), Qv (t) -Qu (t) >at~ 0 

vir alle 

as en slegs as 

u 'n oplossing is van 

VE K 
T 

u E L2 (o, T; X), (Bu)'+ Au E L2 (o,T;Y) en Qu E L2 (o,T;Z), 

(5.59) 

Qu (t) ~2 JC, (Bu)' (t) + Au (t) - F (t) ~l 0, (5.60) 

< (Bu)' (t)+Au(t) - F(t) ,JC- Qu(t) > = 0 vir tE (o,T). 
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Laat X = V., i=O of 1 (sien § 3. 2) en 
l. 

y = z = L 2 {G) X L 2 {S). 

Laat L en M tweede orde elli:etiese o:eeratore wees 

fl , m en b rando:eeratore. 

Veronderstel 

Au= {Lu,flu} E Y vir u EX 

Qw = {Mw,mw} E Z vir w EX 

Bu= {u,bu} E Y vir u EX. 

Laa t F ( t ) = {f ( t) , g ( t ) } en ve ro nde rs te 1 mwh = h • 

Laa t ( ~
1 

, ~
2 

) wees s oo s in § 4 • 7 • 4 • 

en 

As u 'n o:elossing is van die :erobleem hierbo, onder 

:eunt (i), dan volg vir elke t E (o,T) 

u' (t) + Lu {t) = f {t) in G 

(bu) ' (t) + flu {t) ~ g {t) ~ S 

mu (t) ~ h 

[ (bu) ' ( t) + flu ( t) - g ( t) ] [ mu ( t) -h] = 0 

Bewys. 

Laat s E (o,T) en (s - e:,s + e:) c (o,T). 

Laat ~ E C
00

(o,T) met O ~ ~(t) ~ 1 en 
0 

~(t) = {o as lt-sl > e: 

1 as It - s I < e:/2. 

(5.61) 
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Dan is vir elke v EK 

w(t) = VJ(t)v + (l - VJ(t) )u(t) EK. 

Verder is w E K • 
T 

W ( t ) - U ( t ) = VJ ( t ) ( V - U ( t )) = 2 £ VJ ( t ) ( V - U ( t )) , 
£ 

waar VJ (t) = VJ(t)/2£. 
£ 

Uit (5.59) volg dan 

J
8
8 

+ £ VJ ( t) < (Bu)' ( t ) + Au ( t) - F ( t ) , Qv - Qu ( t ) > d t ~ O 
-£ £ 

vir alle VE K. 

Deur 'n ry {VJ£}, met 
n 

£ ➔ 0 
n 

te kies en [ 18, III 12.7] 

te gebruik, volg 

< (Bu)' (s) +Au(s) - F(s) ,Qv- Qu(s) > ~ 0 vir alle v EK. (5.62) 

Die oorspronklike evolusie-ongelykheid, (5.59), kan weer uit 

(5.62) verkry word, deur laasgenoemde oor die interval (o,T) 

te integreer. (Hierdie integrasie is toelaatbaar, op grond 

van 5.3(iii), 5.60 en die feit dat FE L 2 (o,T;Y).) 

Vergelyking (5.62) tesame met die voorwaardes 

U E K , U E L 2 
( 0 1 T i X) , (BU) 1 + AU E L 2 

( 0, Ti Y) en Qu E L 2 
( 0, Ti Z) 

is dus ekwivalent aan (5.59). 

Stelling 4.7.2 kan vervolgens op die probleem in die vorm 

(5.62), met u EK n D(A), toegepas word, mits die operator A 
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in Stelling 4.7.2, vervang word met die operator geas

sosieer met die afbeelding 

u(s) ➔ (Bu)' (s) + Au(s). 

Die tweede deel van Stelling 5.9 volg uit Lemma 4.7.4. 

5.10. Opmerkings. 

a. Die II regte II keuse van die operator Q, in § 5. 6, verseker 

dat die ruimtelike afgeleides van die oplossing van die 

probleem, in s6 'n ruimte is, dat 'n regulariteitstelling 

ten opsigte daarvan onnodig is. Die tydafgeleides in 

Stelling 5.4 bestaan in 'n swak sin en 'n regulariteit

stelling is nodig. In voorbeeld 5.6.lc is die operator 

Q so gekies dat 'n regulariteitstelling, Lemma 5.8.1 en 

Stelling 5.8.2, ten opsigte van ruimtelike- sowel as tyd

afgeleides nodig is. Hierdie stelling (Stelling 5.8.2) 

se bewys volg dieselfde patroon as Stelling 3.4.8, in 

hoofstuk 3, waar die probleem stasioner is. Die bewys 

van Stelling 5.8.2, is nie eenvoudig nie en die benadering 

is tot dusver beperk tot konvekse versamelings, soos gegee 

in (5.58). 

b. In die lig van die vorige opmerking, is dit duidelik dat 

die werk in§ 5.7 sterk resultate lewer. In hierdie be

nadering speel die ruimte H 'n kardinale rol. Aangesien 

hierdie ruimte gewoonlik verband het met die ruimte H1 (G) 

en die spooroperator T kontinu is op laasgenoemde, volg 
0 

dat (Tu)' =Tu'. Boonop is daar sekere kontinuiteits-o 0 

eienskappe van die tydafgeleides, soos gesien kan word uit 
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Stelling 5.7.13 (iv) en (v). Die operator Q kan weer

eens so gekies word dat die ruimtelike afgeleides in 

'n geskikte ruimte is. Regulariteitstellings is dus 

onnodig wanneer die benadering in § 5. 7 gevolg word. 

c. Indien die vrae omtrent regulariteit beantwoord is, kan 

Stelling 5.9 gebruik word, ten einde 'n interpretasie 

aan die betrokke evolusie-ongelykhede te heg. 'n Para-

boliese parsiele differensiaalvergelyking, wat verband 

het met 'n behoud-of balanswet, §2.2, is die beherende 

vergelyking en sekere relasies op die rand word vekry. 

Op die rand moet of mu ( t) = h of In dinamiese voorwaarde 

(bu)' (t) + tu (t) = g (t) op S 

geld, sien (5.61). Hier is dus sprake van 'n vrye rand, 

wat moontlik met tyd verander. 

Ander tipe konvekse versamelings K of funksionale 

J Er (X), sal ander tipes interpretasies tot gevolg he, 
0 

maar daarop is nie ingegaan nie. Die bestaanstellings 

dek wel hierdie gevalle. 

d. In hoofstuk 1 word melding gemaak van 'n reguliere ellip

tiese probleem (vergelyking 1.6, § 1.3.5). In hoofstuk 4, 

Stelling 4.7.5, sien vergelyking (4.38), word die volgende 

probleem opgelos 

Lu= fin G 

of rT
0

u = h of Nu= g op S. 
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Hier is dus 'n uitbreiding van die probleem in § 1.3.5. 

Soos Stelling 1.3.8 'n interpretasie heg aan 'n variasie

probleem, so heg Stelling 4.7.5 'n interpretasie aan 'n 

variasie-ongelykheid. 

e. Soos hoofstukke 3 en 4 voorwaardes op die rand S onder

soek, ten einde goed gestelde stasionere probleme te 

verkry, so word ook in hoofstuk 5 gedoen, ten opsigte 

van evolusieprobleme. 

f. Die voorwaardes vervat in Definisies 1.3.3 en 1.3.4 het 

geen rol gespeel nie. Die voorwaarde 1.3.3.a vir T 1 volg 

op 'n natuurlike wyse, aangesien die operatore L waar

mee gewerk word, ellipties is. 
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BYLAAG 

Die doel van die bylaag is om sekere aspekte van konvekse 

versamelings, wat in die "verbygaan" in die literatuur ge

noem word, te bewys. 

1. Lemma. 

Laat K 'n konvekse versameling wees met O E K0
• Dan be-

staan daar 'n o > 0 sodanig dat 

LV = { ( 1 - t) V + tw : w E B
O 

( o) , 0 < t < 1 } C Ko , vir enige 

v E K • B
O 

( o) = { w : II wll < o } • 

Bewys. 

vir o > 0 en klein genoeg. 

L is konveks want as a+ S = 1, a en S ~ 0, dan volg 
V 

vir enige A,µ met O <A< 1 en O < µ < 1 

a(( 1 - A ) v + 11. w) + S ( ( 1 - µ) v + µw' ) 

= (1-r)[a+S- (a11.+Sµ)]v/(l-r) +r[o.11.w+Sµw']/r 

= (1-r)v+rw*, waar r = 0.11. + Sµ en O < r < 1. 

llw*II = llo.11.w+ Sµw'll/r 

< ( a 11. + S µ) o / r = o mi ts w, w' E BO ( o) . 

Gevolglik is L konveks. 
V 

Vervolgens word bewys dat Lv oop is. 
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Laa t u = ( 1 - A) v + Aw, 0 < A < 1 en w E B
O 

( o) . 

Stel s = rll v - ull /II v - wll , waar r = cS - II wll . 

Dan is s > 0 en r = cS - II wll > 0 • 

dan bestaan daar u EB (o) sodanig dat s s 

+ u 

= ( 1 - A) v + A (w + u /A) , 
s 

= II wll + s / ( II u - vii / II v - wll ) 

= II wll + r = cS. 

Gevolglik is u EL. Aangesien B (o) + u 'n omgewing van 
0 V S 

u is, wat bevat is in L, is L 'n oop versameling. 
V V 

resultaat volg aangesien L c K. 
V 

2. Stelling. 

Vir enige konvekse versameling 
0 0 -

K met O E K is K = K . 

Bewys. 

Laat x EK. Volgens Lemma 1 bestaan daar 'n cS en L 
X 

sodanig dat L c K0
• 

X 

(1 1-)x +AWE K0 vir O <A< 1 impliseer 

Dus KC Ko CK en die resultaat volg. 

Die 
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3. Stelling 

As E aK = die rand van K, VO K is konveks en geslote met 

0 E K0 , dan bestaan daar 'n z 0 = x* Ex* sodanig dat 

Bewys. 

x* * 0 en (x*, v - v) ~ 0 vir alle v EK. 
0 

v i K0 impliseer daar bestaan x* * 0 sodanig dat 
0 

( * ) - 0 v1.·r alle v E K0
, X ,v

0 
- V ~ 

volgens die Hahn-Banach Stelling [ 44, Th. 3. 4a, p 58] . 

Vir VE K is 0 vt = (1-t) v EK volgens Lemma 1 

en vt ➔ vast ➔ 0. 

t ➔ 0. 

Die resultaat volg. 
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