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HOOFSTUK I.

ALGEMENE INLEIDING.

1.1, INLEIDING.

In hierdie hoofgtuk word enkele fundamentele begrip-
pe uit die algemene toetsingsteorie, wat in hierdie proef-
skrif gebruik word, kortliks behandel, Meer besonderhede
kan onder andere gevind word in: CRAMER (1946), HOEFF-
DING (1951), NOETHER (1949) en LOXVE (1955); Hoofstukke
I en IT van STOKER (1955) bevat 'n aansienlike hoeveelheid

resultate wat in hierdie studie gebruik word.

l.2. DEFINISIES.
1.2.1. Konvergensie in waarskynlikheid en konvergensie

met waarskynlikheid een.

1)

Laat X1 1Xpsees 'n ry variante wees, dan konver-
geer Xy in waarskynlikheid na 'n konstante c¢ indien, vir
enige € > O,

(1.1) 1lim P[|§N—c| > e] = 0,
N-o

Die ry EIRESIRRE konvergeei met waarskynlikheid
een na ¢ indien vir € > O en & > O 'n positiewe natuurlike
getal N bestaan sodat
(1.2) PL/Y (x| < €)1 > 1-8.

n>N
1,2.2, Die simbole o, O, o, en op (CRAMER (1946) p. 122),

Laat £(N) enige willekeurige funksie van N wees,

Indien £(N)/N eindig bly as N na sy limietwaarde,
nasmlik O of o, streef, skryf ons £(IN) = O(N) en

1) 'n Variant word van 'n getal onderskei deur onderstreping
van die simbool wat die variant voorstel., Indien geen ver-
warring moontlik is nie, word die onderstreping soms

weggelaat,



interpreteer dit: f(N) is hoogstens van orde N,

Indien f£(N)/N na nul nader as N na sy limietwaarde
streef, skryf ons f(N) = o(N) en interpreteer dit: f(N) is
van kleiner orde as N,

Hieruit volg:

f(N) = 0(1) beteken dat f(N) eindig of nul is as
N na sy limietwaarde nader.

f(N) = o(1) beteken dat f(N) na nul nader as N na
sy limietwaarde nader,

Indien f(x,N)/N in waarskynlikheid na nul nader

as N-»w®m, d.w.s, as 1lim P[|f(x,N)/N| > €] = 0, dan skryf
N-w

ons f(x,N) = OP(N) en interpreteer dit: f(x,N) is in
waerskynlikheid van kleiner orde as N,

Indien daar 'n ry van gelykmatig begrensde getalle
{KN bestaan en |f(x,N)/N - NI in wasrskynlikheid na O

nader es N-»w, d.w.s., as lim P[ |[f(x,N)/N - KN' > e] = 0,
N-wm

dan skryf ons f(x,N) = OP(N) en interpreteer dit: f(x,N)

is in waarskynlikheid van orde N,

1.3, ALGEMENE BEGRIPPE.

Stel EN is 'n N-dimensionale Euclidiese ruimte en
Z 'n stogastiese vektor waarvan die waardes Z in EN 18&,
d.w.s. 7 = (Zl’ZZ""’ZN) e Ey.

Onder 'n hipotese verstaan ons 'n uitspraak of
bewering oor die waarskynlikheidsverdelings van die Zio
i=1,2,...,N., Die toetsing van 'n hipotese HO bestaan daarin
dat daar deur middel van een of ander kriterium bepaal
word of die gegewens lei tot verwerping, al dan nie,
van die hipotese wat getoets word., Iedere punt Z ¢ EN
lei dus tot 'm uitspraak "Ho word verwerp'" of "Ho word nie
verwerp nie', Die versameling punte Z wat lei tot die uit-

Spraak ”Ho word verwerp", word die kritieke gebied van die



toets genoem,

Stel TN is 'n meetbare funksie op die steekproef-
ruimte Ep wat alleen waardes TN(Z) in die geslote interval
(0,1) kan aanneem, As ons deur waarneming 'm punt Z e o
vind, bepazl ons deur middel van 'n ewekansige meganisme
met 'n waarskynlikheid TN(Z) of ons die hipotese sal ver-
werp. Indien daar geen verwarring moontlik is nie, sal ons
die toets wat deur die wasarskynlikheidsfunksie TN(Z) bepaal
word, die toets 1€ (Z) noem. (Sien STOKER (1955)).

Die waarskynlikheid dat die toets TN tot verwerping
van die hipotese HO lei wanneer die hipotese Ha geld (waar
is), is dan E(gNlHa) en word die onderskeidingsvermo& van
die toets TN genoem,

Die onbetroubaarheid of maat van die toets TN (om
H, te toets), word gedefinieer deur E(EN}HO).

Indien vir alle toetse T met onbetroubaarheid

N
gelyk aan o, €én toets Tﬁ gevind kan word sodanig dat

E(D)

die toets Tﬁ

baarheid o genoem om HO teen Ha te toets,

Ha) > E(EN Ha) vir alle toetse Ty, dan word

die meegs onderskeidende toets met onbetrou~

'n Ry van toetse {TN} word asimptoties onderskei-
dend genoem om Ho te toets teen 'n klas van alternatiewe
indien: i) die maat van die toetse gelyk is aan o < 1,

onathanklik van N, en

ii) die onderskeidingsvermo& na één nader as N-w

vir elke alternatief in die klas van alternatiewe,.

1.4, ASIMPTOTIESE RELATIEWE DOELTREFFENDHEID.
NIE~-SENTRALE ~x2~VERDELINGS.
Twee toetse word met mekaar vergelyk deur die
pasimptotiese relatiewe doeltreffendheid" van die een toets
met betrekking tot die ander toets te bereken., Dié begrip

word soos volg gedefinieer:
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Beskou die rye van toetse T en <T1 van dieself-

woen
de maat o gebaseer op toetsingsgroothede tN en tﬁ respek-

tiewelik., Die asimptoticse relatiewe doeltreffendheid

/
L

(hierna genoem a.r.d.) van die toets T, met betrekking tot

N

die toets TN word gegee deur 1lim N'/N waar N die aantal
N' -
waarnemings is wat nodig is om die toets TN plaaslik

(in die omgewing van die nulhinotese) dieselfde onderskei-

dingsvermo& te gee as die toets T gebaseer op N' waar-

nemings. Die definisie word in 'n gewysigde vorm gebruik,

Indien Xy sXpree Xy onderling onafhanklike normaal-

-

verdeelde variante is met gemiddeldes E(Ei) =y en varian—

siest var(x.) =1, i=1,2,...,k , dan Dbesit

k
T =2 gi 'n nie-sentrale xz—verdeling met k grade
i=1
van vryheid en noem ons
k
(1.3) )2 =‘Z p? 2)

i=1 *
die nie-sentraliteitsparameter van die verdeling (sien
SCHEFF¢ (1959) p. 412 waar \ as nie-sentraliteitsparameter
gebruik word in plaas van Xg).

Indien verder X,,X,,...,X, k variante is wat gesament-
lik normaal verdeecl is met E(gi) = py en variansie-kovarian-
siematriks (voortaan ,momentematriks" genoem, waarmee
bedoel word: tweede orde sentrale momente-matriks)

A = {O'ié waar ;. = kov(xi,xi,) met i,i'=1,2,...,k

1
> 1 1

sodanig dat |A] > 0, dan besit X'AT"X 'n nie-sentrale

x2~verdeling met k grade van vryheid (hierna aangedui deur

g£.v.v,) en nie-sentraliteitsparameter

S0 1-9

(1.4) 22 = 3'a~ 1

waaxr z' = Ix ,x e, X b A . 1 met X en .
il’ osecesXyry M LU19H29 oo My V)

2) Meer algemeen, indien die Xi'S gemiddeldes By oen varian-
. 2 . . k 2 .
sies of besit, dan besit T = 2 (Xi/oi) n nie-gentrale
i=1
xz—verdeling met k grade van vryheid en nie-sentraliteits-

2 K 2
parameter \ _iél(pi/oi) .



L die regiproke

die ooreenkomstige kolomvektore en A~
matriks van A, (Sien KENDALL en STUART (1961) vol. II
p. 229).

Indien die kofaktore van A aangedui word deur

IAjj,t vir j,j'=1,2,...,k , dan kan bostaande resultaat
scos volg uitgedruk word:

ko ok |AL, ]

T=3 2 —4_x.x, besit 'n nie-sentrale

j=1 =1 lAl J J

XZ—Verdeling mnet k g.v.v, en nie-gsentraliteitsparameter
> k k ﬂAj.,[ 3)

(1.5) 2\ =2 > —dd - EB(x)E(x.,).

i=l =1 A J J

Volgens SCHEFFE (1959) p. 413 geld verder dat
2

E(T) = k + .-,

Die a.r.d. van TN met betreklting tot Tﬁ kan nou
soos volg uitgedruk word (sien KENDALL en STUART (1961)
vol., II p. 274-275):

Indien tN en tﬁ asimptoties, vir N-w, onder die-
selfde alternatiewe hipotese plaaslik (in die omgewing van
die nulhipotese) nie-sentrale xz—verdelings met dieselfde
aantal grade van vryheid besit met nie-sentraliteitspara-
meters A en A' respektiewelik, word die a.r.d. van die

toets T met betrekking tot Ty gegee deur /AT,

1.5. KWADRATIESE VORME IN NORMAALVERDEELDZ VARIANTE.
1.5.1., Sentrale xg—verdelings.

Stel xq,
variante met verwagtingswaardes E(x

Koo Xy is gesamentlik normaalverdeelde
i) = 0 en momentematriks
A met karakteristieke wortels (getalle) 9oy e ey Ry

Lemma 1.1. Indien v van die karakteristieke wortels van

A £ 0 is, kan daar 'n ortogonale matriks C = {Cij} gevind

3) Tensy anders vermeld, deurloop i,1i';,j,j',h en m in hier-
die hoofstuk die waardes 1,2,...,k en (,¢' die waardes

l,zyaaoyk"ln



word sodanig dat

(1.6) T::ZZ ZC

Y X
i3m im® jmYmZiZ;

2 . . .
'n x"=verdeling met v g.v.v. besit waar
1
= vir ay £ 0

Ll vir n. = O,
A
Bewys: Omdat v van die karakteristieke wortels van A # O
is, is A van rong v (CRAMER (1946) p. 113),
Daar bestaan dus (omdat A simmetries is) 'n nie-
singuliere matriks P sodanig dat

I - . .
1 vir i=1,2,...,v

1 o= - o ! =

en 613 Kronecker se delta, want (vergelyk SCHEFFE (1959)
p. 399 lemma 11'):
Neem P = CL waar C ortogonaal is sodanig dat

C'AC = “wu.6.., waarby veronderstel word dat Mpshoge s g

Uitiy v

almal # 0 is, terwyl gl ? hypp s+ e 2ny almel O is.

Kies darn L as die diagonaalmatriks met 1de

1

Cyi® vir u. £ 0

diagonaslelement =/ *i %1 , 1=1,2,...,k,
L1 Vir y, = 0

Die karakteristieke funksie van die verdeling van

die x 'e word gegee deur

_13 0%

§ — =

(1.9) gxl,...x (B) = e

waaxr %t = .t S PR ,tu} met £ die ooreenkomstige kolom-
v 1772 k

vektor,

Stel £ = Pu en transformecr % na y deur die kontra-

greditnte transformasie y = P'i, dan is (sien CRAMER (1946)

p. 111):
(1.10) & (W) = Efeksp(idu.y.)]
u’l9"°y:yk JJJ
= Bleksp(itt.x.)]
jd 4
= g, (%)

—Xl”'@’x—}y,
eksp(—f% AT)

fi



&, sl ooy
120
= eksp(-33'P'APY)
Y2
= eksP(""}? >— ul)'
k i=
2 yf besit dus 'n x2~verdeling met v £.V.V.
i=1 -~
(CRAMER (1946) p. 314).
Nou is
(1.11) 1L = {Yiéijf met v, in (1.7) gedefinieer.
Dus
15 2 >t
(1.12) 2yi=v vy
i=1 R 5
= x'CLL'C'x
:?('l/:}ﬁ c. C. 'Y\L-}ZWDE‘I' {S“C c ,Yn 'n
(o TimT jm S 4 TimT jmYm!

simmetriese matrikes is

=22 % c
iJm
Gevolglik het

. C. X X,
in” jmYm i

(1.6) T =222 c
. T

.. X.X.
im Jan;I; 1XJ
14

2 .
'n ¥y -verdeling met v g.v.v,
Opmerkings.,
1), Indien alle x; =1 of 0, &.i. indien die
x-wacrdes reeds 'n momentematriks met karakteristieke

wortels O of 1 het, dan is alie Yy = 1, sodat

~

(1.13) © =2 2 2 ¢y cqpx;x, uit (1.6)
ijm
= % ? éinin omdat C ortogonaal is
=2 Xi.
i

2), Vir 'n simmetriese matriks 4 sal A = 4° wees
as en slegs as alle kerakteristieke wortels van A O of 1
ig (SCHEFFS (1959) p.403).

3)., Die karakteristieke getalle van die simmetriese
matriks A = {aij} word gegee deur die oplossing van

(1.14) |A-4I| = O - sien CRAMER (1946) p. 113 - waar

I die eenheidsmatriks is.



Di€ vergelyking kan geskryf word in die vorm (sien
SCHUTTE en VAN ROOY (1961) p. 210):
(1.15) %k - ajkal + a %k~2 - .. +(——1)Ka1 =0

1 Z <

waarby ) I

e, = 2 an.,

l 1 i=1 1l

I

‘ ap = L % 11! %ij ’ ,

1<] cy 8

| ii’ T3
(1.16) ~

T e e e

! ici<n | Fiir 3550 ®am

| "ni’ ®njr ®nn

; .

i

\\\_ak = |"‘ai3}’l = iA'.

As nou a, = [A] = O, beteken dit dat temminste een

kerakteristieke wortel = 0.

Van enige simmetriese matriks A kan die karakteris-
tieke wortels dus gevind word deur oploseing van vergelyking
(1.15).

4). Volgens TURNEULL (1947) p. 66 volg indien die

k wortels van (1.15) aangedui word deur HpoMose e s iy dat

-

a, = .
1 } i
ba, = 2 Z i
(1.17) - <]
Va, = N2 wLuan
3 idgen TR
LBy AR Ay

As dus wq = up=..= np_ 7 = L1 en n, = 0 in welke geval

(1.15) herlei tot

(1.18) n(x-1)"1 = 0,
volg: . _
‘|‘ &Ll = k-1
4 _ k-1
i C"z = ( 2 )
- s k-1
(1.19) ?3 = ( 3 )
l -
o k-1,
Coen = () =1
8y = 0 .



[&]

5)0 f‘\x A:I"‘”\i‘\‘i' ’Ilet:;' :{\/\),\/VZ,...,\/'\;E;}

-> .
en v die oorcenkomstige kolomvektor, den is

(1.20) a5 = 1-v,; en
(1.21) a5 = =/Vivy vir 345,

Met behulp van (1.16) volg, indien

k
(1,22) 2 v. =1 met alle v, > 0,

i=1 *
dat
& = Z(l—\))
1 1 1
= (k“]—)y
oy = Z Z lnvi, ~Jvivj
143 -‘/\)i\)39 lm\)j
= 2, 2(1-x -vj)

= ( 2 >9 ens-9
wat in ooreenstemming is met die resultote in vergely-

king (1.19).

Lemma 1.2, Indien

(1.22) 2 v; =1 met alle v. > 0O,
i
dan is A =TI - v v van rans (k-1).

Bewys: Vergelyking (1.14) word in hierdie geval:
i t
(1.23) ]I = 9 =xI| = 1(1-#)I = WV |
Vir « = 1 word bostaande:

""\) 9 =y, \‘)1\)29

i
v \)29 Vo =/ VoV

—>=>1
SNV

—\/\)l\)kg ‘“/\)2\)1{5 @ 0o v 0§ "‘Vk

1
k k 1

= (""l) (Vlv2..°\)k>
1

9e0s gl
yesoesl
',i,' .

wat 'n determinant van rang 1 isg, sodat 4 =1 'n
(k-1)-voudige wortel van (1.14) is (sien SCHUTTE en VAN
ROCY (1961) p. 220 en HADLEY, G (1961) ,Linear Algebra®

Pp. 237, 242-24%),
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Vir 4 = 0 herlei (1.23) na:
l‘“\)l g - v \)l\)g’ o s 0 o 9 =Y vlvk

(1..24') 'I"".’\i—\i' ' = -V Vl\)2y l"‘_‘\)2 g esee g = \)2\)k

ST S s ey 1w
= 0, want
(1.25) /33(1-vj) ~i(§j>/szyvzsg = f33(1~vj) - fvg i(ij)vi
= /?)E(l-%vi)
= 0 vir alle J.
Uit (1.24) volg dat n = 0 ook 'm wortel van (1.23) is.
Die rang van A is gelyk aan die asntal karakteristieke
wortels wat # O is (CRAMER (1946) p. 113), d.w.s. gelyk aan
(k-1).
Opmerking.
Uit A ontstaan, deur weglating van die kde Ty en
kolom, 'n nie-singuliere matriks van rang (k-1), nasmlik

l—vl“, - /vlvg, A /vlvk~l
= /N Vo, 1—v2 Y veeey — /vzvk_l

- 7 -
- /blvk-l’ VoV 15 eees L=V g J
wat die momentematrilks is sran xl,x2,...,xk_1,

Lemma 1.3. Indien

(1.22) Zvi = 1 met alle v; > O,
i
word die resiproke matriks van Al gegee deur

/'\)1+v1 s /VVos ey SVVE 4

11 :\%, SVIVs s VotV ey JVZkal
lr

- ° . o . o . . °

VIV 19 VoV g e Ve 1Yy

1 _ I,

Bewys: Dit is voldoende om aan te toon dat AlAi
die eenheidsmatriks,

, - l — ’ "'“ " e j») 4= 3 Y

Tast AlAl = {agg,}, n (k-1) x (k-1) matriks

waarby (,C' = 1,2,...,(k-1), dan is:
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- 1 ‘ ‘

1 = Vi LV ) (v v )=y vomvy vame =y vy g ]
=1 m.b.v, (1.22),
N

Upo = Vi [~v1v2+(l~v2)(v2+vk)—v2v3~...—vzvh_l]

=1, ens,, sodat

1 vir ¢ =1,2,...,(k-1).

Verder is

S P —_ _ : —
%, = Vp [(1 vl)/vlvz —(v2+vk)/»lv2~v3/vlv2—..,—vk#lvV1V2]

B .

=V Vo llevy mvom v mvam ey ]

= 0 m.b.v., (1.22),

%, =V [(l vj)/—__* VoV V3= (v3+vk)/ VIR

3 .-vk_lJvlv3}

= 0, ens., sodat
= 0 vir Cr#£C,

Dus {agc,} = I, waarmee die lemma bewys is,

1.5.2. ilie-sentrale x2~verdelings.

s gesanentiik normazlverdeelde

[N

tel e ooyl
Stel Xy ,Xpse .o Xy
veriante met verwagtingswaardes E(gi) = u, en momente-

matriks A.

STELLING 1.1

Indien
(1.22) ?Vi = 1 met alle vy > O,
> !
(1.26) A = I-vv ,
(l 27) >,\/ p, = ’
£ 2
dan besit T = 2 X; 'n nie-sentrale yx -verdeling met (k-1)
i=1

&.VL.V, en nie-sentraliteiltsparaneter

Tr

& 2
(1.28) 2% = 3 [E(x.)]

i=1 -

k

LI

= /J p-'l

i=1 *

Bewys: Laat §El) = {xlgxp,,..,kalﬁ met ocoreenkomstige
1 - N .

kolomvektor §(1)7 3(1) = %“1’“2’°"’“hel}m€t ooreenkomstige
kolomvektor E(l

)n
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Die momentematriks Al 18 nie-singulier en van rang
(k=1) - wsien lemma 1.2 (opmerking).

Volgens KEYDALL en STUART (1961) vol. II p. 229

...:[_—)

1) - 2oy 1
l) 1 X(l) 'n nie-sentrale

(sien ook @1.4) besit §E
szverdeling met (k-1) g.v.v. en nie-sentraliteiteparameter
2 _ ! -1-
MoEwaMTEa)

Omdat die momentematriks van x,,x <09 Xy gegee word

27"
5 !
deur A = I-wv , volg dat var(§i) = 1—vi vir i=1,2,...,k
en kov(zi,§j) = - /vivj vir i £ j.

Gevolglik is

(1.29) 2 /__ kov(x X ) = 0 vir alle j (sien (1.25)),
i

sodat Bl £ /3 (x,-p;)1% = 0 m.b.v. WITES (1962) p. 81,
i e

}
)

0 met waarskynlikheid een.

i

Gevolglik is 2 /Y, (x.-u.)
PSR |

Uit (1.27) is dus
(1.30) % /v; x; = 0 met waarskynlikheid een.

2! - . .
Nou kan x 1 X net waarskynlikheid een
()% *(1)
in 'n ander vorm geskryf word, naamliks

-—>' -1 =
“yh *)

e et N
VitV 0 SV Vo e/ Vg R

= {Xlsx29.°,x ﬁ v, p VotVira e e/ VoV 9 TZ ?

. . . e . . ° . . o

/Vlvk~l’/$2vk—1"’°’Vk—1+vk -1

il

[kaX % /32 X,) ]

il

vi [Vl x° + (= /v Xy ) ] met waarskynlikheid een

C k
¢ uit (1.30)
k .
= 3 x°.
;997 .
Dus besit X(l) ll X(1) en 2. Xi dieselfde verdeling.
i=1

Op analog& wyse is

- ! -1 = 2
M(1)ALT B(py = 51[ B(x)1° = Llu

Hiermee is die stelling bewys.
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Opmerkings,
1). Indien Ry9Xoge ey Xy asimptoties gesamentlik 'm
normaalverdeling besit met asimptotiese verwagtingswaardes

B(x.) = pyoen asimptotiese momentematriks A, waarby

4 . 2 . . p .
dan besit T = ¥, asimptoties 'n xd~verdellng met (k-1)

£.V.V, en nie-sentraliteitsparameter e = pi.

i
3

2). As 21le u; =0, besit T 'n sentrale x“-verdeling

met (k-1) g.v.v.

1.6. DIE PROBLEZEY VAN k ONAFHAYILIIE STELVPROLVE,

In die praktyk beskik ons scirs oor 'n aantal, sg k,
onafhanklike steekproewe, afkomstig uit verskillence popu-
lasies met onbekende vercelingufunksies F19 i=1,2,...,k.
Die vraag is dan of die verdelingsfun..sies glmal identies

is, a1t wil & of die k steelproewe alwugl uit dieselfde

of icdentiese pooulaesies afkomectiz is,

().l

In die parametriese geval is dit gebruiklik om vir
elke steckproef sekere groothede (parameters) bte bereien
(bv. gemiddelde, standsard-afwyking, ens.) en dan deur
statistiece inferensie afleidings te maak sangeande die
onderskeie populasie-paremeters, 'in Ander metode word in
hierdie studie gevolg, 1nl. die sogenaamde nie-paramnetriese
(verdelingsvrye) metode.

Die steelkproefwaarcdes word gesamentlik in stygende
volgorde volgens grootte (of volgens 'm bepaalde eienskap)
gerangskik en rangnonners toegeken, Die wyse waarop elke
bepoalde steekproef se wacrdes versprel 1& in vergelyking
et die res van die wawrdes, gee dan ‘n aanduiding in hoe-
verre sommige populasies moontlik verskuif 1& met betrek-

king tot die ander, of 'n groter verspreiding toon, ens,
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Verskeie toecteingsgroothede, gebaseer op rangrnommers,

@

“zdefinieer in die geval waar k = 2.
(@)

ig vir nierdie prodleem [
In hierdie studie word verskeie van die voetsingsgroothede
vir die probleem van twee steekproewe uitgebrel na dié

ven k steekproewe en word ook nuwe tostsingsgroothede voor-
gestel.,

In hoofstuk II word 'n algeuene klas van toetsings-—
groothede vir die probleem van k steelproewe behandel en
nulle asimptotiese verdelinge benasl onder die nulhipotese
HO. Dieselfde toetsingsgroothede se asimptotiese verdelings
werd in hoofstuk IIT bepaual onder 'n algemene hipotese H.
Vercer word die sgsimptotiese relatiewe doeltreffendheid
en asimptotiese condersheidendheid van die toetse ondersoek,

Hoofgtuk IV bevat toetse vir, en uitbreidin:s van,
die probleemvan m-rangckikkings,

In hoofstuk V word 'n tweefaktor variancie-aralice

behancel,
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@Eﬂ

HOOFSTUIl IT,

VERDELINGSVRYE TOETSINGSGROOTHEDE VIR DIE PROBLEEM

VAN k STEZKPROEWE (k > 2). LIMIETVERDELINGS ONDER H_ 1),

2.1, INLEIDING.

k
Gegee N = ny onderling onafhanklike steekproef-
i=1

waardes Eij;

i afkomstig is uit 'n populesie met verdelingsfunksie F.,

3:1929..,7ni; i=1,2,...,K waar zij vir vaste

i=1,2,...,k. (Fi nie noodwendig kontinu nie).

Die probleem wat hier beskouw word, is om die nul-
hipotese HO: Fl = F2 E L., = Fk = I, s&, naamlik cdat alle
verdelingefunksies Fi’ i=1,2,...,k identies is, te toets
teen die alterrstiewe hipotese Ha dat nie almal identies
is nie,

In hiercdie hoofstuk word 'nm algemene toets vir boge-
roemde probleem behandel waarin voorsiening gemsak word vir
die .eval waar gelyke weardes onder die wesarnemings kan
voorkom deurdat die Fi‘s nie noodvendig kontinu veronder-
stel word nie. Dacr word beuys det die voorgestelde toet -
singsgrootheid onder seliere voorwaardes asinmptcties 'n
ve-verdeling besit.

Verskeie svesiale gevalle word bespreek, wasronder
Gid ven ¥RUSKAL (1952), die uitbreidings van die toetse van
TERRY (1952) en VAN DER WARRDEN (1957) vir twee onafhanklike

steekproewe na k onafharklike steekproewe, die toetse ven
MO0D (1954), KLOTZ (1962) en andere,

2.2, DIE TOETSIFCSGROCTEEID Tk.

2.2.1, Definisies,

Stel die funksie YN(é) ig vir alle waarces van N,

—

). Hierdie is 'm uitbreicing vaen die artiliel ven IEUER en
TORER(1961) na die geval waar gelyke wearneainge kan voorkom,

3
2). HO impliseex Hoo’ nl. dat alle permutasies van die waardes
)

gelykkansig is (STOKER(1955) pp. 13-14). In hoofstuk II word
deurgsans onder Hoo gewerk,
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kontinu en morotoon stygend 3 in g (0<8<1) en dat daar
‘n kontinue en strengstygzende funksie ¥(§&) in & vir 0<¢8<1
bestaan sodanig dat vir alle § met 0<86<1 geld

%%ﬁDWN(b) = ¥(8) en wel, vir iedere e>0, gelykmatig op

e<b6<{l-e. Dui die rangnommer ven x.. in die gesamentlike

1J
rangskikking van die N waarnemings acn deur rij indien

alle x. .
e Xy
ke waarnemings).

4)

verskillend is (sien §2.2.2 in die geval van gely-

ctel
ie!
2 Yy (8
=1
= rij/(N+l).

Definieer soortgelyk

ij) waar

(2.2) 6ij

(2.3) 6., = h/(N+1) (let op die verskil tussen 6, en 613).

Laat

ol

)17%.

Dan definieer ons as toetsingsgrootheid:
1

° +
(2.4) %; = (W-n,)*4,~E(t; [H ) I Nvar(t; [H,

Opmerking.

In §2,3 word aangetoon dat die asimptotiese verdeling
van Tk vir II-»om onder sekere voorwaardes 'n X2—verdeling
met (k-1) g.v.v., is. Die faktor [(N—ni)/N]% in die defi-
nisie van %i het tot gevoly dat E(Tk) = (k-1). Sien

lemma 2.4.

3). Alle resultate bly geldig indien ,stygend" deur ,dalend"
vervansg word. Sien bv, lemma 2.7.

4), In hierdie hoofstuk word deurgasns, tency anders ver-
meld, veronderstel dat die indekse 1,i' die waardes 1,2,..,k
deurloop; Jj,Jj' die waardes 192,...7ni en h,h' die weardes

1,2,...,0.
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2.2.2. Gelyke wmarnemings (Fnope).

Indien daar onder die Xij'S gelyke waarncnings
voorkom as gevolg van diskontinuiteite in die verdelings—~
funksies Fi en/of as gevolg van metings tot 'n bepaalde
akkurzatheld, kan dasr asan hierdie gelyke waarnemings op
verckillende maniere rangnommers toegeken word, bv,:

a). Lotingsprinsipe.

Dul die gerangskikte stel xij—waardes can deur
Zq3Zpy e ey By WEAT zlgzzg e SZN, Gestel dear kom 'n knoop
(ry van gelykes) van lengte g voor, neanlik

= z cee = Z en geen ander z, Vir

Z = Z
v+1 V+2 V+g ) h

n Z (Vv+l,Vv+2,...,v+g) is gelyk zan die z-waarde van
die knoop nie.

Die lotingsprinsipe bestaan daarin dat aan elkeen
van die g gelyle waarnemings dGeur 'n ewekansige lotings-
megenisme een ven die ronge v+l,v+2,...,v+g toegeken word,
Hierdeur bly die N! vermutasies van die waernemin.s onter
HO gelykkansig en speel die gelykheid van die waarnemings
geen verdere rol nie. (Sien byvoorbeeld vergelyking
(2.20)).

b). Metode van gemiddelde runge, ('n lieer volledige
begpreking word gevind in STORER (1S55)).

Aan elkeen van die gelyie waarnemings

word dieselfce gemiddel

jol]
o
2]
Y]
o

&g
ot
O
[©]
f

Lrd
EVPS RN LR RV

geken, nesamlik

(2.6) &=t § (vrn) = vad(gel).
p=1

Hierdeur bly die som van die range van die N waar-
nemings onveranderd ongeag of dear gelykee onder die waar-
nemings voorkom al dan nie. FHierdie prosedure word op
elke knoop toegepas., ¥Word aan ledere Zy, 'n verskillende
indeks toegeken, dan bly die N! so verkre# permutasies

van die waarnemings gelykkansig onder HO.
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Op ooreenkomstige wyse as hierbo vervans ons
YN[h/(N+1)] in die knoop deur a, waar

1€
LlWN[(v+p)/(N+l)] vir alle waardes van h
u=l "

waarvoor v+l < h < v+g.

Is alle knope van lengte een (d.w.s. alle wasrdes
verskillend), dan is 8, = WN[h/(N+l)] = WN(éh).

Gestel dat daar onder die N Zy, 'S A kriope van lengtes

81280500018y voorkom, Stel
(2.8) G = gy+eo+ ... +g
waar o € 11,2,.,,,§} er. laat

@ —_
(2.9) G, = O.
Dan is
) A
(2,10) G, = X g =N
A a=1

waar clle ongelyke waardes asg knope van lengte een besgkou

1
~

word., 8y word in hierdie geval:

y S
(2.11) 2y = g péle[(Ga_l+u)/(N+l)]
wanneer G 4+l < h (G .

Definieer ook

(2.12) aij = &, indien Xij = Zy.
Vir ongelyke waardes (knope ven lengte een) is
- W
a;5 = ¥p(8;4).

Die definisie (2.1) van ti WOord nou S00s Volg

gewysig om knope in te sluit:
n.

z

(2.13) t, = 2
J=1

Let op dat 3y, met een indeks en aij met twee indekse

8
1J

verskillend is in betekenis,
¢c). Die sogenamamde ,non-random" metdde bespreek deur
CROUSE (1960). Hierop word in hierdie studie nie ingegaan

nie,

5). o deurloop die waardes 1,2,...,\ tensy anders vermeld,
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2.2.3. 'n Aantal Lemmas,

Lemma 2.1. Die verwagtingswaarde van ti onder Ho word,
vir vaste i, gegee deur:

(2.14) Bt [H) = o0 Ja

h b’
Bewys (sien STOFER (1955)):
B(t, 1H) = EL Td ]

-1 Z' 5
= ( ) [ ‘7?..]
n. ___.J(.u
i J 1J
[}
waar .. dle sommasie oor alle moontlike kombinasies van

n; groothede uit N aandui, wat almal ewekansig is onder HO

-1, M-

= (ni) ( .~l> ;a
-1

= niN %ah

Opmerking

Uit (2,11) volg:
G +1 G

S . STuw -1 y o—1 o
%ah = i[EN( e RSt G sy e SRR St G oy D
= ZYN[h/(N+l)] went G, = N uit (2,10)
=2y (8, ).
n N b
Gevolglik is
, - —1
(2.15) E(%; [H) = nN LVN(é ).

Die verwagtingswaarde van ti onder HO is dus on-—
afhanklik van die teenwoordigheid van gelyke waarnenings,

Dit is egter nie die geval by die variansie nie.

Stel

(2.16) 05 = %(ah T\1)2 vaar
- -1 e

(2.17) V.. = 1 va, =N - v (6,),
I n h n N'"h

Deurgeaens word onder die metode van gemiddelde
range gewerk tensy anders vermeld en word aangeneem dat
nie alle waardes gelyk is nie (d.w.s. nie net cen knoop

2 . . .
wat alle waardes bevat nic), sodat o; > 0 vir eindige N,



Lemma 2.2. Die variansie van Ei onder Ho word gegee deur:

(2.18) ver(t, |H) = n;(f-n,)(-1)"2e2 , O

Bewys (sien STOKER(1955)):
_ N \-1 ! = 2
var(t, [H)) = (ni) % [?(aij—YN)]
waarby Y dieselfde beteken as in lemma 2.1

= ()7 BB (e mT)PE T (ay Ty (a5, =T

i gt £
= <§i>"1<§i'}l> 2 (o Ty)® 4
N -1, N=2
+ (n1> (n 2)%#121'(ah"?1\])( N)

ni(N—ni)(N—l)_los m.b.v. USPENSKY(1937) p.176.

Opmerkings.
1). k=2 lewer: var(t.|H ) =mn(N-1)~ l lE:(a )2
° i'"o h™ N

met m=n, en n=N—nl wat ooreenstem met 'n resultaat afgelei
deur STOKER(1955) p. 28.
2). Laat

(2.19) ¥y, = ¥y(8

Nh h)
Definieer nou

2 -1 A
(2.20) OC =N %(WNh—YN)9

dan kry ons soortgelyk in die geval van die lotingsprinsipe

by gelyke waarnemings

(2.21) var(t,; |H,) = ny(FN-n,;)(N- 1)1 2

Lemma 2.3. Die kovariansie tussen ti en ti' (iv#£1)

onder Ho word gegee deurs:
)—102

(2.22) kov(l;.j_?_tj_' ’HO> a *

it

~nini,(N—l

Bewys: kov(zi,ii,lHo) E[(Ei-EEi)(ii'"‘EEi')] (1'#1)

I

l’ll,
E[(Za -—l’l ty )( 21 i'b-ni'?N)]

6). Aangesien 02 'n varlant is wanneer knope voorkom, moet

It

Vdr(t IH ) gelnterpretecr word as var(t |H_ 32) waar

Z"(Zl’ZZ"‘?ZN>‘
onder voorwaarde van die gegewe stel waarnemings gewerk,
Die verkorte notasie var(ti) word ook soms gebruik,

oo?
Deurgaans in hierdie hoofotuk word dan
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ni ni,
= 5= -7
J_l b%]_ Elﬁ(rl N>(al'b ’N)].

Let op dat Xj5 0 Xy, nie dieselfde waarneming kan
agandul nie omdat i'#4i vir alle j,b met 1<igny, 1<bin,

Dui ons die som oor alle moontlike kombinasies van

X . . . -1t
n; en n,, verskillende groothede uit N aan deur 2 , dan

volg verder: n

, i
kov(t.,t., |H )= 5 Z N D R A -
239290 | o 71 e 1( i> (nj_' ) 2 ('113 N)(al'b N)
Ne-n. N-1-n.
¢ v N =1 iy~-1, N--2 i G T
2 u( )T ( ) a,-¥..)(a, =¥
B4 g (ni—l)( n,,-1 ) h n)( h' N>
- -1li=1 = 5 -
=n.n, (I'-1)"7"N"~ 2(a,-7 2 By~
it h( h r$>}1,(#h)< ne )
-1 2 - S -
= N (N-1) o omdat ;_l.‘ (ah' ..ﬂffN)
Opmerking.

In die geval van die lotingsprinsipe kry ons:
Is i - "l 2
(2.23) kOV(Ei’EfIHo) = -n,n, (N-1) Sh

Lemma 2.4. Die verwsgtingswaocrde van TP onder HO word
gegee deur: E(gleo) = (k-1).

Bewys: E(Z [H) = BIS(W-n )N " (t,-Bt,)% (var(t;)) ]

_ﬁ
+:

-1

?(Nmni)NhlE(ji~E§i)2[var(§i)]

- -1
2 (-0, )
1

(k-1).

il

i1

2.3, LIMIZTVERDELING VAN Ty (ONDER H,).

Ry die bepaling van die limietverdeling van Tk
maak ons gebruik van 'n stelling soos aangegee deur
STOKLR (1955), wat 'n samevatting is van resultate afgelei
deur NOETYER (1949), HOEFPDING (1951) en andere, neamliks:

STELLING 2.1.

Beskou 'n ry van rye By = (le, N2"°"bNN>’ N=1,2,...

en stel

(2.24) By = %bﬁhgh WeaT (d Goseens QN) 'n stogastiese
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velktor 1s, gedefinieer ocor die N! gelykkansige permutasies

van die elemente van 'n x 7 = (z oo 98 .
a g n tweede 1y AN (aNl’aNZ’ . ’?NN)

Indicn
r a - A
(2.25) ay = ;‘lﬂh en
BN S,
(2.26) by = N >bml,

dan is E(§N) = Nbrap en

- Ct — 1 - ' oy 2
Verder is
“13'

(2.27) By = [(8-E(8) 1lvar(s)]™

asimptoties normaal (0,1) verdeel wanneer N-w indien die

rye AN en BN voldoen aan dic voorwaarde

%—(r,_ ) _ -

<

(2.28) 1in N >&(a“Iﬂ q) Z(bl“fbm)
N->m

— = O Vil‘ I‘=3,49...
5 ey~ 2y3r STEN: )27%T

- G = Oy~ Py

'n Voldoende voorwaarde ten einde dat (2.28) geld, is

!
! maks a..) maks
(2.29) 1im N mak (aNh i) m?i (bﬂl I)
N-w
2 s =2
Elyr) )

L(al"h oy i( Pyp~ Py

Word daar aan voorwaarde (2.28) of (2.29) in waar-
skynlikheid voldoen (byvoorbeeld in die geval van knope),
dan geld die stelling, naamlik dat die voorwaarcdelike
verdelingsfunksie van (d i, die verdelingsfunksie van
EN vir 'm gegewe stel knope) na die standaard normaal
vérdelingsfumksie nader -~ sien STOLER (195%) pp. 33-34.

Stel nou:

(2.30) 8y, = 8y, Vir b=1,2,...,N en W=1,2,3,...
(2.31) by, = ¢q vir h=l,2,...,1
= Cy vir h=n1+1,n1+2,...,n1+n2
e ,m;lq :
= ¢, Vvir h= n +1,..,,,N=4n. R
k el ;1

waar c, 1€ en Cy willekeurige eindige konstantes is.

299!0 i
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Stel verder
(2-}2> \)Nl = nl/N er
(2.33) Vi = %im.vNi vir i=1,2,...,k,

' -0 ©

dan is Zvi =1,

i

Stel ook

(2.34) 0¢v <l vir i=1,2,...,k.

STELLILG 2.2.
Indien
e = 2
maks(ah—YN)
(2.35) b = op(N) vir N-m 7),
NE (e, )
h N

(2.36) minstens twee van die c.'s in (2.31) verskillend is,
sé c_fe ., pAg,

(2.37) vp,vq > 0,

dan geld voorwaarde (2.29) in waarskynlikheid.
: C : T \2
- ° RE [ —
Bewys: Vir eindige c; is ﬂ%$s(bNh bN)

altyd eindig

(vir alle N), en wel

e

X £ maks ci, onafhanklik van N, Verder

(2.38) m%Fs(bthﬁ

volg:
N‘lz(b
h

1]

2 -1a - 2
) N2 (ey=Dy)

1
S 0T (c;=2n. N ~¢
’{ i i 574

1h™ O

N 2

= %vi(ci-%vi,ci,)

= e>0 as vir minstens een i geld vi>0

V. . ., 4.1, > ., CL  AC.=V,C.=C.
en ;vl,cl,# ¢y, d.1. as 2 Vi 1'# s=vicy

5 |
11%#ﬂvl

it it (#1)
want »v.,=1, d.i. as c.# 4  Vv.,cC. 2 V.
I Yoan(A) 1/ 5 Tyt
mits 2 v >0,
it (#1)

Hieraan word voldoen as temnminste nog een V20

vir i'#i en indien dan vir dsardie i' geld ci'%ci, Origens

7). Die limietoorgunge geld deurgaans vir -,
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bly die konstantes c, willekeurig.
A

Mou volg:

. )2

mg ks (D~ b, p
%1°( I 1 maks ci

— 2 - — 2
2(0y =by) NN (b, <Dy
Ot RN v

2 . - -
mifs(awh 1\‘) m%fs(bm —bN)2 maks (a, gN)Z
- - B Loy
1. _ L 2e - .7 1. o
N2 (agy,may) E(bﬁh‘bm) K b(d )

1l

op(N).o(N'l) wit (2.35)

i

op(l) sodat aan voorwasrde
(2.29) in waarskynlikheid voldoen word.
Opmerking.
Voorwaarde (2.35) kan in 'nm ander vorm geskryf word,
en wel s008 volg
Die uitdrukking 02 is, vir vaste N en gegewe fTunksie
YN’ alleen 'm funksie van die knope §19€55. .18, €0 ONS
dul die afhanklikheid aan deur te skryf:
)2

2 ~1
(2039) o]};[’a(gl9g29°°’9g)\_) - 1\ z(ah N

Dui die gemeenskaplilie verdelingsfunksie van die
k verdelings aan deur F(x) (onder H, is ¥y= F2—~°'=1KEE),
dan neem ons as voorwaarde
(2.40) (Iedere diskontinuiteit van F(x))<6<1.

39 3 T, 7 'r'—l""
Indien 1lim Yors wasrby Vw:h LYNhy bestaan en gelyk
N-w & : h

is aan a (eindig), 1& a in die bereik ven Y(éh), en dan
1l
bestaan dear volgens stelling 2.4 van STOKER (1955) 'n

N
positiewe Lonstante ¢ sodanig dat

2 2
2.41) 1lim inf. og T 98 e e sSy)>CT  spT O
( ) 1 1\:,a(51’b2’ 9b>\>_w

IEdeo!

8)

en wel 1is 02 gelylkmatig var O geskel op alle klasge van

8). ,spr a" bebteken: ,bekhoudens 'n waarskynliiheid hoog-
stens gelyk aan o". Sien Vall DANTZIG(1947-~1950) p. 205.

Spr O beteken dus: met waarskynlikheld eemn,
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verdelings F(x) waarvoor die grootste diskontinufiteit gelyk-
matig van 1 geskei Dbly.

Voorwaarde (2,35) herlei dus

s onder (2.40) na:
" ) % N2 = a2 . .
(2.,42) maks[WN(éh)~?N]2 = o(N),

h

Stelling 2.2 geld dus onder voorwaardes (2.36),

(2.37), (2.40) en (2.42),

TELLING 2.3,
Onder die voorwaardes (2.36), (2.37), (2.40) en

(2.42) is Zciti asimptoties norm:al verdeel as M-,
e
Bewyss: Uit stelling 2.1 en 2.2(opmerking) volg dat

:B [0F~bs 1(Jq)] zoimptoties normaal (0,1)
verdeel is as N->w waarby

(2.43) 8y =2 b

g

Piﬁih

i
g
g
o)

MR R

waar ti in vergelyking (2.13) gedefiniecr is.

Opmerkings.,

1). Deurdat die cy willekeurig is behalwe dat
minstens twee verskillend moet wees, volg det 'n wille-
keurige lineére som van die ti's aginptoties normcal ver-
deel is as N-wm.

2). Kies c;=1 en alle ander c;,=0 (i'#4i). Dan is
§N = Ei en indien verder O<v, <1l vir n, »m® en I'»w, in welke
geval zan voorwaardes (2.36) en (2.37) voldoen is, volg
uit stelling 2.3 dat 3i (vir vaste i) asimptoties normaal

erdeel is order voorwaardes (2.40) en (2.42). Sien ook

opmerking 3 hieronder.
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3). Indien
(2.40) (Iedere diskontinufteit ven F(x)) < @ < 1

’7
(2.42) mﬁfs(Y}h Y)© = o(X) vir K-w en

(2.44) v,>0 vir i=1,2,...,k ,

dan kan ook m,v.,vy STCIER (1955) stelling 2.2 opmerking 1

bewys word dat ti asimptoties normaal verdeel ic as N-0wm.
4), Indien

~(2 . DL
(2.45) oa(‘+6)N “z{awa e+ 0. (1) waar &0, en
no b

(&46)ni%w m1(ﬁqﬁ)»m as Now,
dan volg m.b.v. STOIER (1955) stelling 2.3 dat t asimpto-
ties normaal verdeel is as N-wm.

5). Onder voorwaerde (2.40) is die voorwssrde

(2.47) z |2+ = o(M) vir 650

’ "NTh N
voldoende vir die geldighkeid van (2,45),

6). Volgens EQFEFFDINC (1951) is die voorwaardes

maks(ah— IT)2
h EA ]
(2.35) = o_(N) en
N5 (a, =T )7 -
B S U
rek
(2.48) —2 — = o, (1), , &0,
NI T 2 l+;‘6 ’
[%(wh_ yN) ]

ekwivalent, waeruit volg dat die voorwasrde

~(2+06) =1y, 5 (2+0 _ .
o N ﬁ ay, YBI = Op(l) vir &>0

(2.45)

voldoende isg vir die geldigheld vun

. - 2
mals(a,~¥y) .
(2.35) —= — = o (1) .
l (% )2
“n” N

7). et behulp van c¢ie ovmerking na stelling 2.2
en opmerking 6 hierbo volg, onder voorwaarde (2.40), dat
(2.47) 3o 712 = o(m), 650,
voldoende is vir die geldigheild van

(2.42) maks (v, -¥,)° = o(1).
h N
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STELLING 2.4,
Indien
(2.40) (Tedere dishontinuiteit van P(x)) ¢ 8 < 1 en

(2.44) vi>O vir i=1,2,..,,k ,

dan is die asimptotiese variansie-kov risnsiematriks Ml
0 . 7~

van die k variante i 3=1,2,...0,k , van rang (k-1),

~

wear t. gedeiinieer is in (2.4),

Bewys: Order voorwzarde (2.40) geld (2.41) sodat uit (2.4)

volg (vergelyk (2.18)):

A ) B
var(t;) = (F-n )% “varl (+,-Bt.) (var[t,1)7%]

li

e
T

o]

QJ

ot

l-n

i
s
I
<

lim Var(%.)
N > -

let behulp van lemmas 2.2 en 2.3 volg dat

A A i _2
kov(Ei,li,) = (N-1)N" nlznlf kov(t Ly ) it£i
% 'r""l
= —(nyn, ) *N sodat
1lim kov(t ta,)= = SV, .
N - : o

Die wvariante ti besit dus asimntoties die momente-

natriks
7 r —
=Vo g= Vi Vaseeasg— JV \
( 10 1Ver »T OV VR )
i
1\,11 :< - \)l\)29 l"'\)z 9 0o e 0 0 9 \)ZVR

L - /blvky— fvzvkg....y 1~vk J

-
= I-vv

waar I die eenlieidsmatriks is, v die ryvektor
> .
(/vl,/vz,,,,,¢vk) en v die ooreenkomestige kolomvektor.

Omdet Xvi:l en alle v;>0, volg uit lemza 1.2 dat
i

i, van ra o (k-1) is.
Opmerking.

Dit kan maklik bewys word dal die variansie-
kovariansiematrils M2 van die variante tj ook van rang

(k-1) is, waar var(ti) in vergelyking (2 en kxov(t.,%t.,

in vergelyking (2.22) gegee is.
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Lemaa 2.5. Indlen vir die variante b, 1=1,2,...,k geld

(2,49) 1lim Var(ji) > 0O,

-
- ° ‘2+ . .
(2.50) lim T T ® (o vir enige &>0 en
N->w
= S odef « 2 - .. N . .
(2.51) § “= 2e % (ei onafhanklik van N) is asimptoties
i

normaal verdeel vir alle re&le eindige ko&ffigidnte

ey 1=1,2,...,k

~

den 1ig die gesamentlike verdeling van tlytq,...,tk
21020 2

asinptoties normeal as N-wm.

Zewyss:  Silen die bewys vean lemme 5 in LEMMER en STO0-

KER (1961) of CROUSE (1960).

Lemme 2.6, Die voorwaardes

(2.40) (Iedere diskontinuiteit van F(x)) < 6 < 1,

)2 = o(¥) en

> 9 . - —"—-

(2.44) v.>0 vir i=1,2,...,k

=

is voléoende vir die gelligheld van die voorwaardes

(2.49) 1lim var(t.) > O en
N - —l

(2.50) lim Bz, [¢*°

N->w

< ®» vir &0,

Bewys: In stelling 2.4 is bewys dat
lim var(t,) = 1-v.
F-m

> 0 m,b,v. (2.44),
Hiermee word aan (2.49) volloen,
Onder die voorwaarde

4

1 L v =
(2.42') W72 (v = ¥y) " = 0(N)

h '
word aan voorwaarde (2.50) voldoen - sien bylaag A

of TEMMER en STOKER(1961) lemma 6.
Opmerkings.
1), In al die toepassings van hierdie lemma (sien
1
8 2.5.2 en 2.5.3) word aan voorwaarde (2.42 ) voldoen -

sien byvoorbeeld STOKER(1955) vergelykings (3.35) en
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(3.45) met betrekking tot Van der Waerden en Terry
se toetse. Hierdie voorwaarde word dus nie verder
ekeplisiet vermeld nie.

2). Vervang ong voorwaarde (2.42) deur

T = o) vir 550,

dan geld hierdie lemaa ook (sien opmerking 7 na stel-

(2.47) Z'YT
bl T

ling 2.3).

STELLING 2, 5.
Indien
(2.40) (Iedere diskontinuiteit van F(x)) < 6 < 1,

(2.42) n = o(W) en

Gaks
h
(2.44) v;20 vir i=1,2,...,k ,

dan besit
t.«Eti)z[var(tﬁ)]—l

)

esimptoties, vir N-mw, 'n y“-verdcling met (k-1) g.v.v.

Bewys: Uit stelling 2.3 volg da chti (vir nie alle c;'s
i
. * . L. . -
celvk nie)  asimptotics normaal verdeel is as N-wm,
3 NG B —’;' . . .
[Zciti—LciEti][var(Lciti)} % ig asimptoties mormaal (0,1)
i - i i
verdeel as I ->@.

Maar
1 1
5 -2c.F (2 = = Y. [b.-BEt. 1ve L., ) 17R
[Tciti ;ciEti][v ar(le. 5ty ) ch[ ~Et v r(%crtl,)_
i i i i i
i
c,[Bvar(t,)]” N
:Z T —ti .
i [(N—ni)var( 7C . t )]“
i
Neem nou
1 ; 1
N o = _ .»—-)j -z
(2.52) e, = C, [v r(t Y151 (1 vNi)le(gciti>]

dan is ey gsimptoties onafhanklik van [N en eindig.
Gevolglik is ieiti asimptoties normael verdeel
7
as K-,

Uit stelling 2.4 en lemmas 2.2 en 2.6 volg verder

dat die variante ti, i=1,2,...,K gesamentlik, vir N-wm,

%), Anders is die limietverdeling ontaard.
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asimptoties 'n normaalverdeling besit met momentemstrike
i T > o . Rl . . .
Ml = I-vv van rang (k-1), Uit stelling 1.1 en opmerking 2

daairna met ti in plaas van X volg dat Tk = tgy vir

5
i .
. . 2 . .

N-mw, asimptoties 'n y“~verdeling met (k-1) g.v.v., besit 9X
Opmerkings.

1). Indien (2.42) vervang word deur (2.47), geld
die etelling ook, omdat (2.47) voldoende is vir die geldig-
heid ven (2.42).

. . . . 2 .
2). Volgens die teorie van die y -verdeling moed

(k-1) en

Il

vir Py geld: lim u(“l)
B W=

lim var(T,) = 2(k-1),.
T - *

Eersgenoemde is in lemma 2.4 acnsetoon en lazs-—
genoemde kan soos voly bewys word:

Ondet die variant ti asiaptoties normacl verdeel
is as N-w (Stellinm 2.3 opmerking 3), volg dat

(2.53) B(t,-Bt, ) (var(t,)] e = P4(i»/“2(i)

def
= Bo(s)
3+ o(1)

de . .
ur(l) die v orde gentrale moment van ti ig.

Omdat ti en t,, asimptoties geeamentlik 'n twee-

veranderlike normaalverdeling begcit (sien die bewys van

hierdie stelling), volg uit KEFDALL ern STUAXT (19583) wvol.TI

gy 2 4 m 2 1 2 aef
(2.54) E(5;-Bt,)7 (%, ~Et, ) = op(i,ir)
2 2
= (14205, ,)o50 1.(1+o(1))

WAL D die (eksakte) korrelasiekodffisiént is tusse
% + 2 -( 1 S 2 _ q(t )
s en ty,, oy = var( j_) en o7 ,= ver(t. )

Gevoiglik ie

N~
[\
e

6.) 2 (b, -t
T iR _ 2 :
) = 1+2p5 5, +o(1),

EL(L.
(2.55) Py
ar(ti)var(t

i 1

9). Vergelyk ook lemma 1.1 opmerking 1 en CRAMER(1946) p.419,
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Maaxr
(2°C)6> p;.i' = [kOV(JGi,ti,)ﬁvar(ti)‘\rar(ti')]ml

\)T\T-\)T"
= N1 N1 m,o.v. (2.18), (2.22) en

(L=vpgy ) (Tmvpes )

(2.32).
Hou volg:
. 2 o
(2.57) var(Tk) = E<Tk) - [E(mk)jz
= E[Z(ani)N_l(tint Ve (var +.)7112 - (1-1)2 wit

i
lemma 2.4,

= 5(1“vﬁ1>25(ti"Eti)4ﬂvaT(t;)] - (k-1)° +
1 - A
A Z(tl“E—t )2(t_i ""'E—t 1 >2
+ 2 L(l«vWi>(l va) = —
= 1 I — -
i#d vur(ti)var(ti,)
= 32-1(1 VN )2 - (k“l)Z +
5 ,
Vo Vird
+ 2 2(1- =Virg ) (Toves ) [14 SENE N e
P43 (Loviry ) (Tmveo o)
N1 IEmA
2 : 2,
= Ty, (e
¢>( ~1> +;§(7 vhl)(l Vfﬂ>+2;%;v?_vﬂﬂ (k-1)“+0(1)
5! 2 2 !
= 22 (1~ k~1)S422% 2.
22(1=2vygy +vpgy )+ (k1) %422 Tvpr vy, = (k- 1)%+0(1)
1 l;-z-J.

= 2(k-1) + o(1).

3). Indien aan voorwaardes (2,40) en (2.42) voldoen

word en p van die Vi gelyk is aan nul, den volg op 'n

soortgelyke wyse as in stelling 2.5 dat Tywp = Zti,

waerby die sommasie gean oor did (k-p) indekse uit
2 o .
1,2,...,k waarvoor v.>0, asimptoties 'n y -verdeling besit
b 2 9 I 9 >
met (k-p-1) g.v.v, as N-w, Soos in lemma 2.4 kan bewys

word dat E(T ) = (ke-p-1).

k-p

2.4, OUSKRYWING VAN T,.

(2.58) 1, = %ti

- ?(N-ni)ﬁwl(ti~Et.)2[Var(ti)]“l

(1-1) (22 /n; - NWZ)[>(Q] 7817t
1

i
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2.5, SPESTALE GEVALTLE VAN T
k
2.5.1, Inleiding,

Deur spesiale gevalle van die funksie WN(é) te
neem, kan toetse vir verskuiwing, verskil in verspreiding,
skeefheid, ens, uit Tk afgelei word, Ons bespreck alleen
toetse vir verskuiwing en verskil in verspreiding. Die
toetse vir verskil in verspreiding is alleen sinvol as
aangeneem word dat 'n lokaliteitsparameter (bv, gemiddeld,

]

mediaan) van die populszies gelyk is,

(2.59) % = Zr . /(F+1) uwit (2.1),

J ']
(2.60) E(t;) = n,¥ 1in/(3el) uit (2.14)
- n
= B .

TOKER (1955) het vir hierdie geval bewys dat

(N+l)2 é = (NJ 3b ) /1217 sodat
[0
- - 2. D
(2.61) 0° = [N(¥°-1)+%g ~Se=1[12K(N+1)°171
(&h Cx‘ (X a (.X
5 o frz._
- i%a(ba 1)
12(141)  12M(7e1)?
= E-l . b 5 waar
12(N+1) 12N (N+1)
(2.62) vy = Zg,la5-1),
04
Uit (2.18) volg nou dat
n. (Ii~n.)
(2.63) var(t,) = ———=-[1- ——]
t 12(N+1) N(¥e-1)
n, (Ii-n,)
N L
= e B WARY

12(W+1)

(2,64) B =1 = —mdome
1 (2-1)



Die toetsingsgrootheid Tk word nou

ey v 12(W ‘
(2.65) 7 = 2 B (6 30 )2 wit (2.4) en (2.5)
1 1 -

= 12(N41) «,2 3(N41)
v Lty - S

O

- Ie 7 is malke ¥ 2 _
Omdat O<h/(N+1)<1, is mﬁiu(thuwN) = 0(1),

Daar word dus voldoern aan voorwaarde (2.42),

Indien
(2.40) (Tedere distontinufteit van F(x)) <e <1 en
(2.44) v;>0 vir i:l,Z,..;,k ,
dern besit TW asimptoties 'n xguverdeling met (k-1) g.v.v.
as N-w,
Ovmerkings.

1). Rostoande is 'n uitbreiding van WILCOXON(1945)
se toets van twee na k steekproewe,

2)., Stel Ry = %rij en t, = Ri/(N+l), dan volg

uit (2.63) dat
ni(N«n4)(N+l)

12

[1- X
N(N°-1)

wat dieselfde is as die uitdrukking deur FRUSIAL (1952)

(2.66) var(Ri) =

verkry. (Verselyk ook 2IJT00RT (1952) p. 395).

Vervolgens herlei (2.65) nas y -
R2 -3 (N*‘) [ b= MK;"—/)]
12 i ; n 1

(2.67) Ty = wre—=vy[1-
W N I\+l) N(N?—l>

HY ven KRUSFAL (1952).

It

waaxr %h (§l<§2<...<§N) die waardes in rang van 'n ewe-
kansige steekproef van grootte N uit 'nm normaal (0,1)
povulasie is (vergcelyk TERRY (1952)).

In hierdie geval is:

(2.68) t; = %5,
J 1]
-1 <«
(2.69) E(t,) = n,N % o
0 weens ginmmetrie,

i
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Verder is

(2.70) var(t,) = n, (¥-n )8 (5-1)"1 %a2
h L

sar o, in (2.11) gedefinieer i v (6.) =&
WeaT &y iI (2.11) gedefinieer is met *N(éh’ =

As toetsingsgrootheid volg nou uit (2.58):

S

2
4
. L
(2.71) T, = L%"%l pE
o Sar iy
h h

Vir die normaal (0,1) verdeling geld (sien

STOLER (1955) p.57):

(2.72) maks(v¥,.,-¥ )2 Z make( = - - >2
h Kh N n “h !
—e
= maks -
h h

o(2 logeN)

=1 _ 1 |
waar o = N7 2 5 = 0 sodat (2.42) bevredig word.
n ©h
Onder die voorwaardes
(2.40) (Iedere diskontinuiteit van F(x)) ¢ © < 1 en

(2.44) vi>0 vir i=1,2,...,k
besit TT asimptoties, vir N-w, 'n xgnverdeling met
(k-1) g.v.v.
Opmerking.

leer algemeen kan ons beweer dat as %h, h=1,2,...,N
die waardes in rang is uit 'nm willekeurige populasie met
streu; stygence kontinue verdelingsfunkeie met kontinue
tweede afgeleide en met eindige derde orce absolute sen-
trale moment, bly die bewerings von %2,5.2.2 geldig.
Hierdie resultaat voly m.b.v., hulpstelling 3.1 en stel-

ling 2.9 van STOLER (1955) waaruit volg dat (2.47) bevre-

dig word en dus (2.42) - sien opmerking 7 na stelling 2.3,

N(éij) = Q(Cij) waar Q(q) die qde kwantiel

van 'n nornaal (0,1) ~verdeling is(vergelyk VAN DIR

2.5.2.3. ¥

WAERDEN (1857)).
Hiervoor is:

(2073> ti = ?Q[rij/(ﬂ+l>]9
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il

(2.74) B(t3) =m0 Jaley)

il

O uit simmetrie (sien STOKER(1955) p. 31),

(2.75) var(t;) = n (¥n )n (x-1)~" Eai waar a, ge-

h
definieer is in (2.11) me% v(éy) = Q(8,).

h

Die toetsingsgrootheid is nou:

e

(2.7¢) 1y = Bl 5 L
%ah i i
Uit 3TCKER (1955) p. 57 volg nou vir die nor-

maal (0,1) -verdeling:

(2.77) meks(¥ ~TT)2 = maks 2
n NhTUN - [Q(s,)-0]
2
= maks Q°(6, )
h h

I

(2 loge(N+l))
waar @ = N_ % ) ( h) = 0,

Daar word due voldoen aan voorwaarde (2.42),

Indien
(2.40) (Iedere diskontinufteit van F(x)) <6 <1 en
(2.44) v.>O Vir i=1,2,,..,K
dan begit WQ a2gimptoties, vir N-»>w, 'n X2—verdeling met
(k-1) g.v.v.

2.5.3., Toetsge vir Verskil in Verspreiding.

Tot dusver is deurgaans veronderstel dat YN(é)
monotoon stygeud is in &, 0<8<l. Die voorgaande stellings
kaw egter maklik aangepas word om gevalle in te eluit waar
WN(é) byvoorbeeld monotoon dalend is, of monotoon dalend

oor 'nm deel van die interval (0,1) en monotoon stygend

oor die res van die interval, of omgekeerd,

Lemma 2.7. (Uitbreiding van STOKER (1955) stelling 2.4).
Stel dat, vir iedere N, die funksie WN(é) kontinu

en monotoon iun & is vir 0<8<1 (met ,monotoon" word hier

bedoel i) stygend of ii) dalend of 1ii) stygend oor die

eerste deel van die interval (0,1) en dalend oor die tweede
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41,

deel van die interval, of omgelkecrd) en dat dgar 'n
kontinue en streng monotone furnksic ¥(§) in & vir 0<6<1
bestaan (sien omskrywing van smonotoon" hierbo) sodanig
det vir alle 6 met O0<6<1 geld 1lim ¥.(8) = ¥(8) en wel,

. N

N->w
vir iedere >0, gelykmatig op e<&<l-¢, Hierby word ver-
onderstel dat, in geval iii), as die funksie YN(é) in die
pont O = 6N y O < 6N < 1, die ,keerpunt" (maksimumpunt

o 1

of minimumpunt) bereik en ¥(§) in die punt & = &,

~E§ 0 en wel

0<6,<1 die keerpunt bereik, dat [6; - 8| =

N
0
gelykaetig in N,

Indien lim ?N (sien (2.17)) bestaan en gelyk is
K-w »

acn a(eindig) en a in die bereik 18 van v(8) ocr die ge-
biede O<6<6O En 6O<6<1 en indien iedere diskontinuiteits
ven F(x) hoogstens gelyk is zan 'n konstant © < 1, dan

2 .
bestaan 'n positiewe konstante ¢ sodanig dat

.2 | 2
1lm 1n1 ., Or-ya(ély_g_zgooe 7§~>\> _>_‘ C »:Jpr O

N-m
seskel op elle klesse van

)
en wel is c¢“ gelykmatig van 0 &
verdelings F(x) wasrvoor die grootste diskontinuiteit

gelyknatig van 1 gaskei bly.

var. STOKER (1955) stelling 2.4 met onder andere die volgen-
de aanpassings:

Laat v(6& a = Y(éog) medt O<6Ol<602<l.

o1’
1-9,

Fies e<min(601,1»602, =) Verdeel die gebied

(e,1-¢) in vier dele, nl. (c,éol),(éolyéo)s(609602) en

(8amsl=ce),

02’
ij> = 6ij waarby rangnommers nou Vol wWeers-—
kante af toegeken word., Hierdie procgedure is diur FREUND

2.7.3.1, v.(8

en ANSARI (1957) gevolg vir die twes-steckproel geval,

en ig die volgende: Die waarncnings word in stygende

volgorde gerangskik en rangnommers word van weerskante af
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toegeken, Hierdeur iz die stel wazrnemings (sé€ 2n in
aantzl) in twee dele verdeel, elk waarvan Tangnormers
1,2,...,0 bevat, (Soortgelyk vir 'n onewe aantal 2n+l
wearby die middelste een die rengnommer n+l het - sien
later). Die som van al die rangnommers van die een steek-
proef word den as toetsingsgrootheid gencem -~ sien ANSARIL
en RBRADLEY (1960),

Bogenoende metode ten opsigte van die toekenning
van rangnommers word nou ook in hierdie studie ingevoer.
Omdet die rangnommers weereens natuurlike getalle 1s, geld
alle resultate van §2.1 tot §2.4 met die nodige aanpus-—
sing (sien lemms 2.7).

ceval 18

(2.78) t. = Zrij/(N+l),

In hierdice

T
a). N ewe,
T‘T
_ w153 -
(2.79) E(ti) = 0.0 bilrh/(L+1)
n, %y
= - . 2 2 h
M(IT+1 h=1
) ni($+2)
4(M+1)
Vir var(t.) bereken ons eers
o L\T -1 Iy 5 ’
(2.60) of = ) [r, /(N+1> -NTT 2 1y /(N41) 17 uid (2.20)
h=1 h=1

-yl Z[rh/(N+1> - (W+2)/4(N+1) 17
h

1 N , 2
L L3 erl -8(m2)ry, +(1%2)°)
161 (1+1)2 h=1 2

A an
- 1-—-——-—2—[32 S n2o16(W42) 5 h 4N (1+2)°]
16N (N+1) n=1 n-1
_(w-4)
48 (141 )<

Stel nou dat die lengtes van die knope in volgorde

N .o iy de
gegee word deur g,855 .+ -18gs8g,7 718y waar die N
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waarneming in die knoop van lengte gB en die (%N+l)de

waarneming in die knoop van lengte gﬁ+l bevat is, d.w.s.

§ o - 5
g, =N en 2 8y = #N. (Indien die waarnemings in
oa=1 a=p+1

genoemde twee knope gelyk is, word dit nogtans as twee
verskillende knope beskou, Ongelyke waardes word beskou
as knope van lengte een).

Definieer
(2.81) Goc = G +8ot. .48, WaAT « ¢ {192,.,.,B} en
laat GO = 0,

Stel

!
(2.82) Gosl = Bua1t8oant: - +8y Waar o ¢ {B+1,B+2,...,L}
!

en Gk+l = 0,

Fou is m.b.,v. (2.1€) en (2 20) s

2_.2y _ (1412 _
(2.83) (N+l) (o ) = (N+1)“n™ [ZWNh—ZahJ met YN(éh)—éh
AN N ~W N
2 2 2 < 2
= (N+1)°N [ Z ve > v ? af- 3 af]
MYy Ty M5 % n=iN+l &
! 2
2 Eq A S +u
SP_+_l__|f (a1t j s s (_ocﬂ____) _
N So= 1.p 1\ N+l 7 =R+l p=1l N+1

g g \ 2 g 2
_ S e /1 >a G 1t _ % 5 1 éx Ga+l+“) }
=1 O‘\goc =l N+l / a=p+l 8o p=1 el /

S Co 1, % 2
L 1{ zl(e w)? &, [pil(Ga_lw)]} +

" g g
+ 2 { 2 (u )2— [ Ll(Ga+l+p %}}

=641 a+1 ¥

=+

=1 p=

& g ¥ 2 8y
i F{a 1{ 1(G 1#2MGg 1) [pzl(G 1*“)“21((}0 1+u)]}
A o 1w B
" %+1{u l(G ALt [pél(G&+l+u)u'zl(goc+l+“')]}]



1[0 1
= ﬁ{ail{gaGa~l+ Ga—lga(ga+l>+5ga(ga+l)(zga+1> B

-1
=8 EgaGa_l+%ga(ga+1)]%}+

)\’ P
5 42 L~ 1
+a:é+i{§aGa+l+ca+léa(ga+l)+3ga(ga+l>(gga+l> -

-1 n
~&y [gaGa+l+%ga(ga+l>]g}}

wat diesclfde ig a8 die ooreenkomstige uitdrukking in die
geval waar rengnommers gewoonweg toegeken word (sien ver-
gelyking (2.61)).

Met behulp van die uitdrukking vir og volg nou dat

2
2 (W-4) 1 5

(2.84) ¢° =
& 48(M+1)°  12M(N+1)° «

2
gy (8y-1)

3453
i} —4§ga
48T (T41)°
Uit (2.18) volg dus dat
T T3_ -1,3
n, (F-ny ) (M7-42g2)

(2,.85) var(t.) =
1 48N(1-1) (W+1)%

en uit (2.22) dat
3 5.3
nini,(N —4%ga)

(2.86) kov(ty,t;,) = -

it 48N (N-1) (F+1) 2

Opmerkings.
1), Indien daar geen knope voorkom nie, d.w.s,
as alle g =1, is
* n. (F-n, ) (N°-4)

.87) var(s,) = '
(2.87) V&r(tl) 48(N_1)(N+1)2

2), ©Neem die geval van twee steckproewe. Stel
n;=m, N-n;=n en (N+l)ti=W, den herlei (2.79) na:

BE(W) = m(m+n+2)/4

en var(t;) uit (2.87) nas



_ mn(m+n+2) (m4n-2)
48 (w+n-1)

var(W)

wat presies dieselfde is as die resultate sangegee deur

AFSART en BRADLEY (1960).

Die toeteingsgrootheid vir N ewe, is

- PO

(2.88) 1. - 480¥-1) (1141)° 5 >

) 3 ) 1‘3
N —4%&@

IN(N-1) (I7+2)
No-45gd
P

-V
S‘d—
= e

Let op dat N3~4Zg§ = 0 alleenlik as daar slegs
o

een knoop is in welke gevel gl:%N en ggzéﬁ. Onder voor-
waarde (2.40) kan dié geval met waarskynlikheid &én nie
voorkom rie,

Aan voorwaarde (2.42) word voldoen - sien 82,5,2.1.

Indien
(2.40) (Iedere diskontinufteit van F(x)) <8 <1l en
(2.44) v.>0 vir i=1,2,...,k ,
dan besit TE agimptoties, vir I-»w, 'n xg—verdeling met

(x-1) g.v.v.

b), T onewe,

Nou is

N
.
(2.89) E(ti) = n;N hillh/(h+l)

n-‘, %(N_l)
= =0 2 2 h+ H(N+1)]
M(N+1) h=1
_ny ()
41

In hierdie geval is

(2.90) Og = le Z[rh/(N'Fl) _N-l Zrh/(N‘"l)]2 uit (?,20)
h o
N re 1Ny >
s h 1.5 N(IN+1)
h=1 (N+1) =N n=l 16N
(M- L(N- ] .
_1, B\NZM e L1 1_“g(lxz_;l)h“Ml+ (141)2
iy n=1 (m+1)c 4 N opo N 16T



_(-1) (8%43)
48N° (1+1)

.

Neem nou aan dat die middelste waarde (d.i. die

de . . ‘ .
£(N+1) wasrde) as laaste of enigste waarde bevat word
in die knoop van lengte gﬁ, dan volg op socortgelyke wyse

as in (2.83) dat

; (g°-1)
2 g (go=1),
azla o

1

122 2y 1
(2.91) (W+1) (oc~oa) = 5

de

1

(Dieselfde resultaat voly as die +(N+1) waarde bevat

word in die knoop van lengte gﬁ+l>'
Uit die voorafgasnde vtwee resultate volg dat

2
“ -1 o \
(2.92) o2 = LI 1 54 (42-1)
= 48N (1+1) 12NM(N+1)° o — 7
4_

N 4672 34T
o &
481 (n+1) 2

Uit (2.18) volg dus dat
N4

n (N-n. ) ( +6N2~3—4N§g§)
(2093) Val’(t]-) = = ) > -
‘ 48 (-1 )= (N+1)

en uit (2.22) dat

4 2 < 3
+61 —3—4N§ga)

48N° (F-1) (K+1)°

ninT(N

,  L1'#i,

(2.94) Xov(ty,%,)=-

Opmerkings,
1), Indien daar geen knope voorkom nie, is
T 2 ¢
n, (M-, ) (N +68°- 3-477°)

i
48772 (11-1) (11+1) °

(2.95) var(ti) =

] 2
ni(N—ni)(N +3)
4812 (N+1)

2). Neem die geval van twee steekproewe, Stel

po— — Pt al \I‘ :T ¢ 1 7‘ G . calo
ng=m, N-n,=n en (I+l)ti W, dan herlei L(bl) nas

E(W) = %m(m+n+l)2/(m+n)
en var(ti) nas

mn[(m+n)2+3](m+n+l)
48(m+n)2

var(W) =
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wat dieselfde 1s as die resultate gegee deur ANSARI en

BRADLEY (1960),

Die toetsingsgrootheid vir N onewe, is

. +2 ,
(2.96) 1 = ASMEL)(D2 SE o 3e1) ()"
: o= 7 ok IR gy S
N 4+6N"=3-4M2g” 471 N +6N“=3-4N)g
o & o

Soos in gevel a) word aan voorwaarde (2.42) voldoen,
Indien
(2.40) (Iedere diskontinuiteit van F(x)) < © < 1 en
(2.44) v;>0 vir i=1,2,...,k ,
dan besit TO asimptoties, vir N-w, 'n xg—verdeling met
(k=1) g.v.v.
Samevattings TE en TO word gesamentlik gegee deur:

2
48N (N-1) (1+1)2 5 Pi 3(w=1) (148) 2 (1i42-8)°
ol

N4-4N2g§+6(6m2-3) i1 NT-4Tg 4 6(61°-3)
o 04

(2.97) Ty =

waar

as N onewe 1is
(2.98) 8 = as N onewe 1
0O as N ewe is.
Verder 1s
ni(N+2-é)
(2.99) E(ti) = e —— en
4(F+1-68)

ni(N~ni)(N4_4N§g§+6[6N2—3])

(2.100) ver(t.) = , :
L A8 (N-1) (N41)°

| 2 -
2.5.3.2. YN(éij) = (§..-3)" gewone toekenning van
rangnommers ) .

Hier is

— 3 :.‘ 7 --"?»’T 2
(2.101) %, = %[rij/(l+l) =17,

(2.102) E(ti) = niN

1 -

Slh/(m+1) 317
L h

Y



Uit (2.20) volg:

no

S R Ty N-1 -2
(2.103) 6, = N Z[(m -5)° - m]

_ (N2—4)(N—1)
180(N+1) 7

Soos in (2.83) volg dat

. 4, 2 2 -1 X o \ 4
(N+1)"(55~02) =N 1 Z (G w~E(N41))" -

g
1, X PR é} }
-~ 2 4G -5(N+1
Ea C u=l ot —E (I ?f > |

1 . 2 '
- %ga(ga“l)[(8ga+ll>(2€a+1>+60(9a_1— Ty (g, +1) +

+60(6 - )27

Uit bostaande twee resultate volg dus:

(8%-4) (W-1) _ 1
180(N+1)°  180mW(n+l

2
)4 gga(éa

-1) x

(2.104) oa

x[ (8g,+11) (26,+1)+60(6,_;-FL) (g +1)+60(6,_-T3)2]

mned
1. (N )

(2.105) var(t;) = ~fr—pyr— 02

Die toetsingsgrootheid Tk word nou:

(N-1)"

. 2.2
il T
144 (¥+1) o

r*‘I
e

(2.106) T, = (5-1) Z
I Ko 2 5

a
met og soos gegee in (2.104),

Omdat O < b/(I+1) < 1, is maks(¥y, -7 N)2 = 0(1).
n

Daar word dus voldoen aan voorwaarde (2.42),
Indien
(2.40) (Iedere diskontinuiteit van I(x)) < © <1 en
(2.44) v, >0 vir i=1,2,..,k ,
volg uit stelling 2.5 dat Tﬁ asimptoties, vir N-»w, 'n

X2—V6Td€lln0 met (k-1) g.v.v. besit.
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Opmerkings,
1). Indien P kontinu is sodat met waarskynlikheid
cen geen knope voorkom nie, is alle ga:l (met waarskyn-

likheid een) en kry ons:

(2.107) o2 = () (=)

180(H+1)7
n, (M-n, ) (¥2—4
(2.108) var(ti) — L ) on
180(N+1)3
348
: B = 2
N(u -4) it 4(N —4)

In dié geval word ook aan voorwaarde (2.40) voldoen,
TM besit asimptoties, vir N-w, 'n X2~verdeling met
(k-1) g.v.v. indien voorwaarde (2.44) bevredig word.

2). Ty is 'n uitbreiding van MO0D (1954) se
toetsingsgrootheid van twee na k steckproewe, Sien ook
§3.6.3.3 waar die asimptotiese eienskappe van TM bespreck
word.

3). Vir die geval k=2 met n, =M, Nmni:n en
2

tizm/(N+l)" is
B(H) = 5 m(F-1)(N+1) uwit (2.102) en
var(li) = T%@ mn (N ~4)(N+1) uit (2.108)

walt dieselfde is &8s die ooreenkomstize resultate van

MOOD (1954).

o~

2.5.3.3. YF(é..) = (61.—%)2 (rangnommers van weerskante
af toegeken).
Hiervoor 1is

(2.110) % >[r /(N+l) —%]2.

Ons ondecrskei twec gevelle,

a). N ewe,
..-‘-1 Al T ____J-— 2
niN L[rh/(k+l) =]

(2.111) E(ti)
h

Il

n, L NN I
—= 2 [rhm(m+l)fh+ Z(N+l> ]
N(N+1)° h=1 *

il
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n, W, iN 5
7-~—~§[2 2 nT-2(1+1) 3 b + FH(N41) }
M(r+1) b n=1 h=1

n, (11-1)

12(N+1)

]

L‘ﬁl !

N+ 12(T+1)

= N“*(N+1)“4Z[rﬁ—(N+1)rh+ %(N+l)(N+2)]

rr 12
(2.112) o z[( B2 I }
h l

2

-1

= I ~(N+1)~ 4Z[r 2(h+l) (N+l)(4N+5)r -~

Tt

- %(N+1) (W+2)r, + §3(N+1>2(N+2)2]

1 oy, 3 o) (41e5) Ao
- [2 % ntoa (1) 3 nd2ULLUE) By
w1 Uy n-1 Nl

. > iy 2 >
2 (1) 2 (me2) B m(na1) 2 (me2)
— / 2 +
h=l 36

1 [6(%37)5+15(%N)4+10(%N)3-%1\1_
1 (N+1) " 5
(1) (31) 2 (3041 ) P TR LD Dy (30,1 ) (1v0)
R(N+l) (N+2)2 }

35

2(W+2) (2N) (3W41) +

1o
- -E'(I»z-i-l)

(11° —4)(N— )
180(N+1) 3

Netsoos in 82.5.3.2 vind ons

(1+1)* (o 2 02) ~85ﬁ{.q 8y g ~-1)0(8g, +11)(25 +1) +
T+l N+1ly2
+6O(GO{. ---'-—‘*)( +l)+6O(GOC—1—_2_-) 1+
A 2
+a:é+lga(ga—l)[(8ga+ll)(2ga+l) +
N+l N+1.2
+6O(Ga+1_'?7)(éa 1)+ 60(Cob+1 N - i}
waar G&+l in (2.82) gedefinieer is en P dieselfde betekenis

het as in 82.5.3.1,
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Hou is

(2.113) o2=omt) (3 1) 1 2 o
T 180(N+1)~ 180N(N+1>4 glg (b“ 1)L(8g,+i1).

1*+l T+l

.(Zga+l)+60(G (g,+1)+60(C _ N+l>2]

-1

< 2 |
+a:%+lga(ba—l>E(8gq+11)(2ga+l) +

1wl)(g +1)+60(G -~~I§i-:-L-)2AL

+560 G
( o +l 0 Jj

+1

en 5
ni(h—ﬂi)o

(2.114) Var(ti) = (=T &,

b). N onewe,

(2.115) E(%,) = n, N *(m41)~2 g [22m (41 ) 7y + F(W41)2]
i i - h:1 R A S A

*-(IZ 1)
-2 (N+1) Y h -
h=1 h=1

n, £(F-1) .
i 2[2 52, 1+1>2
N(1T+1)“ L

~(041) 54 (1) ]

ni(N-l)

12(N+1)
N
. 2 1 L[4 3
(2.116) O,_ ---»-—-—-——z- 2 [I‘ _2(1\r+l)
¢ om(m+l)p= L B

wli——'

( N4+1 )(41\:-{-5)

T 2 T 2
- "(N+l) 2(we2)w, +<R+1)Béh+2) }
e +1)4 fO+1) 3 bB 1(I+1)4
h:l —

\_\’.»

+2(N+l)(4N+5)‘(L g2+(N+l)(4N+5)(N+l)2
3 no1 3 2

2(1m+1) 2 (are2) T 1) o (1) 3(e2) | F(I4L) (1r42) 2
3 h—l 6 36

_ (F%-4) (-1 1)
180(N+l)

Sowel E(ti) as oé ig dieselfée as in geval a)

waarby I ewe is, Iewys kan word dat ook oémO? dieselfde

uitdrukking Jewer (sien bv. B2.5.3.1.b.). Gevolglik



lllllllllllll

is ¢ en var(ti) dieselfde as in (2.113) en (2.114).

Ons kry as toetsingsgrootheid

=

' ‘t‘? 3
(2.117) o, = {=1) v i (N-1)
S o4

il . X . 22
No& 4 i 144(N+1)‘05

. o . . ! .
Soos in B2.5.3.2. be:it L, onder voorwsardes (2.40)
VL

en (2.44) asimptoties, vir N-w, 'n X2—verdeling met
(k=1) g.v.vV.
Opmerkings,

1). Indien alle 8,1, kry ons

(2.118) o° = (7°-4) (1-1)

& 180(1+1)-

n.(N—ni)(N2—4)

(2.119) Var(ti) - 3 en
180 (17+1)
2
C180(F41)3 ¢ Ui 5(1-1)2(r41)
(2.120) T.; = ==—Fzm=tm 3 o= - =
1\1(1\4 -—4—) 1 1 4(1\ -4)

wat presies dieselfde is as die ooreenkomstige uitdruk-
kings in §2.5.3.2.

2). Vir die geval dat Yy(6;) = (513"%)2 maak
dit nie svaak op watter van bogenoemde twee maniere rang-
nommers toegeken word nie. Inderdaad kan bewys word dat
die twee gevalle identies dieselfde toetsingsgrootheid
lewer,

2.5.3.4, Yﬁ(éij> = 6§j (gewone toekenning van rangnommers).
Hier is

(2.121) +., = Sr./(¥+1)°,
175

il

(2.122) E(t,) = n.N 1(F+1)"2 In°
1 1 h
n. (2I7+1)
S S— en
6(1M+1)

(2.123) og = (we) " sme - %(N+l)(2N+l)]2
h

(oxN+1) (8N+11) (N-1)

180(11+1)
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Op analo& wyse as in die vorige gevalle kry ons:

b, 2 2 1!
(W+1) "(og-00)= T8y 2 &, (g° S-1)[(8g,+11) (28, +1)+60G _; (g,+1)+
)i =1 O~ (04
460@ ]
sodat
2_ (21+1) (87411 ) (M1 1 A 2
4 = N
(2.124) o= — 3( ) _ 2 e (62-1) x
160(xK+1) 180N (N+1) Y=l &
[(8€a+ll)(Zga+l)+60Gaml(ga+l)+6OG§_ll ,
n.(Nnn.)O?
(2.125) var(t,) = -+ 12
- (-1
Die toetsingsgrootheid Ty word nous
. 2 -
(2.126) 1, = iN“1>[ s i E(em#1)” ]
g Noi i ™ 36(? .1) <

met oi scos gegee in (2.124),

Incien aan voorwazrdes (2.40) en (2.44) voldoen
WOord, besit TR asinmptoties, vir N-w, 'n Xz—verdeling
met (k-1)

V.V,

o)

Cpmerkinge.

L), Tudien allie ¢ =1, is
o
o1i+1) (&1 [
(2.127) o? _ (27141 ) (EM+11) (N-1)
<

180(1+1) 7
n. (M-n. )(2I+1)(8m+ 1)

3 e
180(W+1)
2 )2

9

R
(2.129) 1 = —80(1+1)" [ 5 b1 _ (en+1)
T R

© K(2F+1) (6F+11) B 36(1+1)

Z |
2). Omcéat groct rengrommers in hierdie toets
relatiel baie meer gewig dra as klein rangnommers (die
toets is gebaseer op die vierkante van die rangnommers),
is hierdie toets nie juis sinvol as 'n toets vir verskil

ir verspreiding nie (sien ook 83,6,3.5),

2.5.3.5., v

(rangnommners van weerskante af

(6..) = 65 3

NY7i]

|-’I‘C)

toegeken),

Hier is

(2.130) &, = STl /(141)°.
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Ons ondergikel weer tussen N ewe en onewe.

a). N ewe,

(2.131) B(t,) = n W (T2 prd
i oh
n,
L i 5 LN 2
- ""2-0 2_; R
(N+1) h=1
) E}(N+2Z ]
12(¥+1)
c I h 12
1=1
iN A - N
- 1 L[z Z‘ 4 ;L‘(N+l)(-’\’+2) >_| h2+(h+liﬂ_§}i+2) /YJ
N(N+1) =1 h=1 ‘
_ (W°-4) (4W+11)
720(5+1)”
53008 tevore bereken onu (oi-og) en_kry dieselfde
uitdrukking as in 82.5.3.4. Gevolglilk is
2
T4 (4T
(2.133) o= (=4 (4T+11) 1 [2 (é 1) =
& o0(r+l)d 180M(1+l)” =1
2
x[(Sga+ll)(Zga+l)+6OGa~l(ga+l)+bOGa_l] +
)
.3 g (g2-1)[(8g,+11) (28 AL)+60G o (8, +1)+60G 2 1)
a=p+1 J
Nou is
n.(N—ni)Oi 5
(2.134) var(ti) = l( j met o soos in (2.133) gegee.
N-1
Ons het dus as toetsingsgrootheid
2
£ . 2
(2.135) 1, = (&) | 5 2 He2) }
No ; i i 144 (N+1)

wat onder voorwaardes (2.40) en (2.44) asimptoties
x2 verdeel is met (k-1) g.v.v. as N-wm,
Opmerking,

Indien alle gdzl, is

9]
(2.135) o¢ = (I +>\4r+%1/
- 720(N+1)
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n, (N-n, ) (N°-4) (4N+11
(2.137) var(ti) = e 1 ] ) (AN+11) en
720(N+1)2(N-1)
2
(2.138) 1,= L200=1)(041)3 5 B3 5(rP-1) (me2)

M(1r%-¢) (4M+11) 1 ™4 (¥-2) (48+11)

b). X onewe.

(2.139) E(%,)

1

i

N
niN"l(N+l)_2 2 ri
h=1

N(N+1) h=1

ni(N2+2N+3)

12M(N+1)

2

N [ ry N°4+21+3 12
)

2
h=1

(N+1)2  12M(W+l

2
(2.140) o

I
=i L

L(y-1) , 2 +(N-1
1 Ezd 4+(h;1>4_(N+1)(N +2N+3) 5

—2t 27 % n . 2
N(N+1) h=1 h=1

)
n

i

. (N+1)3(N2+2N+3> N (N+l)2(N2+2N+3)2 }
24N 1447

(N—l)(4N4+15N3+59N2+105N+45)

720N (1141 ) > '
(og—og) is dieselfde as vir die geval N ewe, sodatb:
4
(2.1461) o2 (7-1) (4N 415N°+591°+105K+45)
. T a - 72 3
7208 (N+1)
- 1 - % g“(gi-l)[(Bga+11)(Zga+l)+60(ga+l)Gm_l +
180N(N+1) ' lu=1 )

-l
+60G7 41 +

A o PN
+aw§+lga(g§—l)[(Sga+ll)(2ga+l)+bOGa+l(ga+l)+6OGa+l]?.

One het as toetsingsgrootheid

V]

- Ts 5 (wrPeom+3)?
2 . AAN( T 2
Noa i 1447 (H+1)

wat onder voorwaardes (2.40) en (2.44) asimptoties

2.142) T_ =
( ) Ty

IV

x2 verdeel is met (k-1) g.v.v; as N-ow.
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Opmerking.
Indien alle gazl, is

(2.143) o° = (11-1) (48* 4151345902+ 1050+45)
& 720%° (1141) 3

b

n; (N-n,) (404158345982 410500+45)

(2.144) Var(t.)—_- : en
* 700N (N+1) 2
>
(2.145) 7= 720N (N+1) > [wag,“ (N°420+3)° ]
B N 15104592 41058445 L 1 B4 144N(1+1)°

2.5.3.6, YN(éij) = Qg(éij) (sien ITIDIER en STOKER(1950)
en ELOTZ(1962), Rangnommers word voortaan gewoonweg toegeken),
Hier is

(2.146) t; =3 0°(6..),
J

(2.147) B(t;) = 0,0 2 Q°(s,) en

h
- 1L -1 T 2
s = - ! N~ 2 -
(2.148) Vwr(ti) ni(h ni)h (N-1) ﬁ(ah YN)
waar a, in (2.11) gedefinieer is me? Yo (8y) = Qz(éh).

Die toetsingsgrootheid is

(2.149) T ——il—ll—~ 2 ‘l[t n N L5 a2(8.)1° .

Uit STOKER (1955) p. 57 volg

maks(YEh-?N)z = mqks[Q‘(éh)—Q]a waar Q = Nt ZQg(éh)
h h h
< maks[Q4(6h)]
T  h

- 0[2 1oge(N+l)]2

= o(N) sodat (2.42) bvevredig word,
Onder voorwaardes (2.40) en (2.44) besit TQZ
asimptoties, vir N-w, 'n Xg—verdeling met (k-1) g.v.v.
Opmerking.
TQ is 'n uitbreiding van tweena k steekproewe

ven 'n togtsings rootheid bespreek deur LEMMIR en

STOKER (1960) en KLOTZ (1962).
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2.95.3.7. YN(éij) = 3(§2 ) - eien 82.5.2.2 en
CROUSE (1960) 84,14,
Hier is

- S w2
(2.150) &, =2 B(gS ),

H

. I R
(2.151) B(%;) = n,N i E(5;) en

(2.152) var(t;) = n, (N-n, )N H(x-1)"% Y(e
i i n L
wear a, in (2.11) gedefinieer is met WN(éh) = B(@i),
Die toetsingsgrootheid Tk is in hierdie geval:
54 oo (8-1) v -1 ~Ll s me2y92
(2.153) Ty = ——=—s 3 n_ (6,-n, 107 2 B(5) 1%

3 = \2 T i
" h "N

[y

Omdat die gh's rangparaneters uit 'n normaal(0,1)- "

populasie is, geld vir %N = maks{%h} dat

h
s
Sy = op(z log IV) * (CRAMER (1946) p. 374).
§§ = 0.(2 log 1),
E(55) = 0(2 log I),
- D )
maks (v, =¥ )" < meks Vo
LoV S HEES T
= maks[E(%%)]z
h
= 0(2 logeN)Z

sodat voorwaarde (2.42) dus bevredig word,
Onder die voorwaardes

(2.40) (Iedere diskontinufteit van F(x)) < © <1 en

(2.44) v;>0 vir i=1,2,...,k ,
begit TT asimptoties, vir N-w, 'n x2~verdeling met
2
(k-1) g.v.v.,
Opmerking.
TT is 'n uiltbreiding van twee na k steekproewe
2
van 'n toetsingsgrootheid bespreek deur CARPON (1961)

85 (0).
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0. ALGEIENE GEVAL,
0,1, Inleiding.

Feem vervolgens die meer clisemene funksie
yN(Xij’éiJ)’ wat eindig veronderstel word vir alle eindige

Xij en O<6ij<l'

Definieer
g
o ' G +
(2.154) &, = gF 3 \VT,[ZG 0 i[
' pe=l a-1TH N+1
vir G, 4+l < h é Gy
5 o - Eateks! —
(2.155) 834 = 8y indien Xj4 = 2y en
(2.156) ¥ = Wt Sa
\ - jgl
h
Neem weer
4 —_ Y
(2.157) Ui - 2‘-< ij’
J
8) b z i
(2.158) By o= (h—ni) (ti~Eti)[Nvar(ti)] = en
_ a e t2
(2.159) T = L 5.

Laat 7 = (Zl’ZZ"'°’ZN)’ die waargenome stel
wagrdes wees.

Soos in lemma 2.1 kan bewys word (sien ook
STOKZR (1955) p.27) dat:

- -1 <
2.160) Z(t. |H 3 = n.N I
( ) = i L 00’ z) i ?”?1
n :
Die verwagtingswaarde is voorweerdelik,
Vir gegewe 7 kan bewys word (sien lemma 2,2 en

STOLZR (1955) . dats
(

27)
2.161) var(t, |E 32) = n. (N-n )F T(w-1)"1 5(a, -7 )°
Lo 3 Hog2) = my -0y ) 2ley

-1 2
o

a

ni(N—ni)(N—l)
)2 10)

waar

(2.162) o% = N+ v

9O

2(a
h

h N

Soortgelyk:

N

) -1
(2.163) kov(ty,t,[Hg2) = -nyny(N-1)""0z,
Die meeste stellinge wat bewys 1s vir die funksie

¥ (8, .), geld voorwsardelik vir ¥g(x;

;5 6ij)’ Ons bespreek

j?

. 2 . . .
10). Ons veronderstel deurgasns Oa>O vir eindige .
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hulle kortliks,

STELLING 2.6,

Indien
maks(a, -7, )%
R
F S (e,

h =

(2.36) ninstens twee van die c;'s in (2.31) verskillend is,

(2.35)

)2 = op(N) vir N-wm,

(2.44) v;>0 vir i=1,2,...,k ,

dan 1is Zcit4 asimpitoties normaal verdeel as N-w,
1 e

Bewys: Stellings 2.1 en 2.2 geld voorwasrdelik vir gegewe
Zz (STOKLR (1955) p. 33 opmerking). Socs in stelling 2.3
volg dan dat ?Citi asimptoties normaal verdeel is as
N-m (sien HOZFFDING (1952) en STOKER (1955) p. 34).
Opmerkings.

1). Onder die voorwaarde

(2.164) lim inf., o2 »e>0 in wasrskynlikheid,
-
is die voorwaarde
(2.165) maks(ah-—?v)2 = o_(¥)
n N P
veldoernde vir die geldigheid van (2.35). Stelling 2.6

geld dus onder voorwaardes (2.36), (2.44), (2.164) en (2.165).
Voldoende voorwaardes dat ti asimptoties normaal verdeel

is (sien stelling 2.3 opmerking 3), iss (2.44), (2.164)

en (2.165).

2). Laasgenoemce drie voorwaardes is ook voldoende

vir die geldigheid in waarskynlikheid van:
(2.49) 1im var(t.) > O en
N->w *

(2.50) 1im E}%i|2+6 <@ vir &>0 (sien lemma 2.6).

N-m
STELLING 2.7.

Die asimptotiese momentematriks van die k variante

~

t; is van rang (k-1) mits (2.44) geld en
(2.164) 1lim inf. o° >e>0 in wasrskynlikheid.

N-w
Bewys: Soos stelling 2.4,



Opmerking.
Hlerdie stelling geld voorwaardelikvir gegewe Z.
STELLING 2.8.

Indien

(2,164) 1lim inf. o
¥-w

(2.165) maks(ah_?
h

O N

2e>0  in waarskynlikheid,
N>2 = op(N) en
(2.44) v.>0 vir i=1,2,...,k ,

dan besit

- S : - 2 -1
Ty = ?(L—ni)(ti~uti) [Nvar(ti)]

asimptoties, vir N-»w, 'n X2~verdeling met (k-1) g.v.V.

Bewyss: Soos stelling 2.5.

2.6.2. Sypesizle geval,

= . relvk THMAN (1937)).
j’éij> %54 (vergelyk PITHMAN (1937))

Hiervoor is:

leem Y,.(x.
L 1

. T . T"l S
(2.167) E(uilhoyz) = n,;N

%zh
.7 waar
ny

DY

(2.168) P A
n

Ingdid geval is

a1 # .
(2.169) ay = &, uz ZGa~1+“ vir G, 4+l < h <G

- Zh'
Verder is

i

- - - -\ 2
(2.170) var(t; |H 32) = nj (N-n;)F w1yt %(zh-z)~

il

Cyle?
ni(N—ni)(h—l) s, waar

(2.171) S

NN

i =\ 2
h i

Die toetsingsgrootheid Tl word dus:

Sy
. (§-1)X778, %[?Xij n.z) /ni

4 A
- Lﬁzil[:z R NE‘] .
Ns; i

(2.172) T
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L ey T o . . . . .
Gestel z is 'm variant uit die populasie waaruit

die oorsprorklike waarnemings afkomstig is en neem aan

R)
C/“

dat var(z)>0 (sien voetnoot 10) en Eiz* <<D 6>0.
Volgens CRAMER (1946) pp. 346-347 (sien ook
STOXIR (1955) p. 38) is:
1

(2.173) 1lim N~

L = var(z) (in waarskynlikheid)
I des) -

>0  (sodat voorwaarde (2.164)

bevredig word), en

TR, [ > _ .
(2.174) Flm N % zh—4|‘+6 < Elg—pl2+6 (in waarskynlikheid)
> )

<o vir &>0 en u=E(z).
So0s in stelling 2.3 opaerking 7 volg onder voorwaar-
(2.173) dat voorwaarde (2.174) voldoende ig vir die
celdigheid van (2.165),
Gevolglik besit T vir N-w asimptotics 'n

2 , o
¥ =verdeling met (k-1) &.v.v. mite voorwsarde (2.44) geld.

Opmerking.

=
“
=~
(e
[@)]
o
)

Stel elle ni:b9 dan 1s N=k herlei T _ na:

"3

woe1) K 1R
(2.175) . - LE=1) 5 -1y x; ~2)°.
Ponst =1 j=1 9

2.7, SLOTOPMERFINGS,

1). In hiercie hoofgtuk is alleen onder HO gewerk,
In hoofstuk III word soortgelyke resultate bewys onder 'n
algemene hipote ese HF TDaardeur word dit moontlik oa by-
voorbeeld uitdrukkings te vind vir die asimptotiese rela-
tiewe doeltrefiendheid van bogeuoemde toetse met betrekking
tot die F-toets, ens,

2). In hierdie hoofstuk is 'n btoeteingsgrootheid

cedefinieer wat gebruik kan word in die eenfaktor

variansie—-analise., Om zan te toon watter noue verband
daar tussen hierdie toets Tk en dle gevone variansie-

wnalise toets bestaan, gce ons 'm kort uiteensetting van

laasgenoende.

Onder H word verstaan die hipotese wat Houen Ha insluit,
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Beskou 'n eenfaktor klassifikesie met k rye en n,

waarnemings in die jde

X = N I5x
1]

ry. Iaat N= 2n,, X. =n. 2X,;. en
S R

ij°

bkematies sien die eenfaktor variansie-aznalise
daer so00s8 volg uit:
TABEL 2.1.

Die eenfaktor Varisnsie-analise.

Variasiebron Som van Vierkante G.v.V.
m < . 5 2 o
Tussen rye Q= ?ni(xi-"x"> (k-1)
Rinne rye Q= 2 Z(xi.~xj.)2 (W-k)

i3 T
Totaal Q =2 Z(Xij-—x.,)2 ! (N-1)
B i3

As toets vir ry-effekte word gebruik

Fi = ql(N~k)/[q2(k—l)] wat 'n P-verdeling met
(k-1) en (N-k) g.v.v. besit onder die aanname dat die
waarnemings binne alle rye uit normaalpopulasies met

gelyke variensies afkomstig is.

Nou is . 5
Zni(xj.~xu)
(k—l)Fl = ql(N—k)/q2 = A= 2~(N—K)
2 L(Xi-~X~ )
24 j .
1 J
o =1 2 2
S -
) ﬁni (%Xij) Nx<,
=l 2
(N-k) ZZ(xij~Xij

ij
Asimptoties, as alle n, ~w, besit (knl)Fl 'n

s

x2~verdeling met (k-1) g.v.v. en word presies dieselfde
resultate as in die verdelingsvrye geval hierbo gevind
X . 2 L ; . .
waar T, asimptoties x° verdeel is met (k-1) g.v.v. (verge-
>9
lyk bv., (2.58) en (2.172)),

3), In hoofstuk V word toetse behancdel wat op die-
selfde wyse as hierbo ooreenstemming toon met die twee-
fektor variansie-analise.

4). Sien hoofstuk V 85.3.1 ten opsigte van 'n ver-
dere moontlike toepassing van die teorie van dié hoofstuk,
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HOOFSTUK IIT.

'n ALGEMENE TOETSINGSGROOTHEID., LIMIETVERDELING
ONDER 'n ALGEMENE HIPOTESE H.

3.1. INLEIDING,

k
Gegee N = 2 n, onderling onafhanklike variante
i=1

Eij; j=l,2,...,n.5 i=1,2,...,k waar Eij’ vir vaste i,

afkomstig is uit 'n populasie met kontinue verdelings-—
funksie Fi, i=1,2,...,k,.

Die probleem wat hier beskou word, is om die
nulhipotese HO: Fl = F2 = ... = Fpo s naamlik dat alle
verdelingsfunksies F17 i=1,2,...,k , didenties is, te toets
teen 'm alternatiewe hipotese zangedui deur Ha’ naamlik
dat nie alle verdelingsfunksies identies is nie.

Die N waarnemings .. 1) is spr O 2) almal
verskillend 3) omdat Fi kontinu veronderstel word,

In hierdie hoofstuk word 'n algemene toets vir

bogenoemde probleem behandel en sy asimptotiese elenskappe

ondersoek.

3.2. DIE TCEIT'SINGSGROOTHEID SN'

Laat
| ~ -1 . 1 _
(3.1) vy = 0N, den is %VNi = 1.
Laat verder
(3.2) v, = lim v, . en neem zan dat
1 Neq)Nl

1). Tensy anders gespesifiseer, deurloop i, g en g' in
hierdie hoofstuk die waardes 1,2,...,Kk 3 J,J' die
waardes ZL,2,...9n:.L en h die waardes 1,2,...,N.

2). Sien hoofstuk II voetnoot 8.

3). Op die geval van moontlike eventuele gelyke waar-

nemings word in hierdie hoofstuk nie ingegoan nie,
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(3.3) O<v <vy;<1-v <1 vir alle N, vir alle i=1,2,...,k
en vir 'n vaste getal VOS%.
Dan geld ook
3.4) Odv v <l-v <1 vir alle i,
Stel

(3.5) Py, (x) = (santal Xij§X>/ni vir vaste i33=1,2,..,n0;.

Fin (x) is dus die empiriese verdelingsfunksie van
i

aie 19€

ide steekproef,

stel variante x. 1,X12,...,Xlnl , d.i, van die

Definieer

(3.6) Hy (x) = Zv (x), d.i. die gekombineerde empiriese

Wl in.
i
verdellngsfunY31e.
Laat
(3.7) H(x) = ZvNiFi(x), die gekombineerde populasie verde-
lingsfunksie vir die gegewe steekproefgroottes.
Beskou die grootheid
n.
-1 .
(2.8) S = 2c.n. 2 E... waar die E... gcgewe getalle is
1 1 Nij Nij
j=1
en die i willekeurige eindige konstantes, nie almal
nul nie,

Neem die volgende vorm van die definisie, naamlik:
@®
(3.9) 8y = 2c, [ I [H(x)1dF, (%)
N i 1oy NN in,

waar JN 'n willekeurige funksie is wat voldoen zan die

volgende voorwaardes:

(3.10) J(H) = 1lim JF(M) bestaan vir O0<H<1,
N-w
4)
9

(3,11) J(H) is nie konstant nie
. .
(3012> /IN [JN(HI\()_-J(‘%I‘«)]dFlﬂl = OP(I\i ~>9 121927-n-9k9

waar I, die interval is waarin O<H(x)<1 en oy gedefinieer

4), Sien ook voorwzarde (3.28) wat 'n verdere beperking
18, naamlik dat JI(H) nie altyd = O kan wees oor die

oorvleuelingsgebied van die verdelings nie,



is in B1.2.2,

2
(3.13) J4(1) = o(W%) en
/ (m) oy g, —m—t4d
(3.14) | (E | = =5 ¢ KH(1-8)17TF
d}jul
vir 'n 6>0, K 'n eindige positiewe konstante.
Die twee vorms van SN ie ddenties a
. - ; - \‘~'l Sl " i
(.5015> ENij = JN[N ; /jJ'L(kij “/{il J')]
weaa
L(w) = 1 as wo
0 as w0
33 s B
d.1. as By, = = Jy (T /N
wear r.. Cle ra in

1J

rangekikling v

I

3.3, LIMIETVE

Fa
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Opmerking.
In hierdie hoofstuk werk ons deurgaans, tensy
anders gespesifiseer, onder H. E(%ij) beteken dus

(%, |H).

X @
Lemma 3.2. [{Hy(x)-H(x); [ J [H(x)IdF,(x)] = 0 met

X -
o e8]

waarskynlikheid een,

1l

X 1 1
Bewys: [ J [H(X)]dFi(X) 0( ;{J (H(x)JaH(x))
XO XO

O(J[E(x)])

L

= O([HG){1-1(x)} 157%) uit (3.14).
HN(X) is die empiriese verdelingsfunksie van 'n
steekproef uit 'n populasie met verdelingsfunksie H(x).
As zl<22< oo <zN die gerangskikte steckproefwaardies 1is,

dan is HN(X)

il

O vir X(Zl

en HN(X) 1 vir X2 Zy e
Indien H(z1~0) > 0, geld
By (x)-2(x) 1 O([H(x) {1-5(x)}1°79)
- o([H(x) 157 1-1(x)157%)

X
— 0.
-

Indien H(ZN)<1, geld
[, (x)-H(x) ] O([H(x){1-8(x)}1°7%)
- o([H(x) 15 Fr1-m(x) 19%)

X
——
O,

Aangesien H(x) kontinu is, geld
H(zl—O) > 0 en H(ZN) < 1 met waarskynlikheid een vir

alle eindige N,

X ®
Dus: [{H,(x)-H(x)} [/ J [H(x)1dF,(x)] =0 met
Ly - X —

@
0

waarskynlikheid een,
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Lemma 3,3, Die variansie van N 2 Z%i word gegee deur:
i
1

(3.21) var(N22g;)= 2v leg(c g% ) (Cavng e ni %8 1B
waar -
(3.22) o 5 = [ [ F(x)[1-F(y)19 [H(x)1 [H(y)]-

g1Tgi —m<x<y< o
LaF (x)dF,(y) + aF 4(x)aF () .

Bewys: Omdat
(3.23) var(g,.) = E(§ )

1]
= b[v lZ(c Vi

VB (x4 )v >(c v
g O

i'Kg™ é VN1 Ng'™~ g Ngﬁg(k )]

- Z 2(c. iVNgCeVri )(c. 1 Ve C Vi

g &

Verder is

)EB (x )ﬁg(xij).

(3.24) var(¥ %) = vt

var(g;)
-1 <.

=N var(?@ij)
-l

=N ?var(gij) omdat gij en éiy vir J' #j onderling

onathanklik is (want X5 en hly is onafhanklik)

- isy-es _

= FoV Wl ?(Civf C”Vh1>(cing )Ep (x )B (Xij)
J g 4

_ oyly oy ~ ~ o '

= v?ig é(cing—cngi)(c Virar vai>EBg(Xij>Bg<xij)'

kR
Die wvariante N *éi en N

1
=

“ér is onderling onafhank-
lik indien i' #i Gevolglik is

(3.25) Var(ZN 2% ) = yvar(N~ “é )
i i

Sy -1y
i

l

2 2(e vy vy ) (o e v VBB, (3 1) B4 40
(=]

[._l.

Nou moet E§g<xij>§g(xij) nog bereken word,

® ®
(3.26) Bg(Xij>~EBg(Xi):_ﬂ£ Bg(X)dFil(X>~ [ B - X)dF (x)
vir j=1,2, o g
- [ B (x0alF (-2, ()] ’
~@
CO ( X \1
\. J [H(X)]ng(X)jd[Fil(X)~Fi(X)}

O



(3.

68,

i

X @
[gé)J [H(X)Jng(X)}{Fil(x)-Fi(x)}14n -

- / [F (X)-Fi(x)]J‘[H(X)]dF (x) deur parsiéle
- g

integrasie. M.b.v, lemma 3.2 5) volg verder
® '
—.4£ [Fil(x)-Fi(X)]J [H(X)]ng(X) met waarskynlik-
heid één, sodat
27) EB,(x; )B,(x, _E{_Ofo Oém L (X)=F; (x)10F ;) (3)-F, ()1
-7 [H(x) 13 [H(y) JaF, (x)aF 4 (3)}

= / / B[P, (x)-F, (X)][Fll(y) ~F, (y)]J [H(X)]
- -
g [H(y)]dF (X)dF (y)

= [ [ F(x)[1-F, (y)]J [H(x)]J' [H(y)]dF (x)dF (y) +
-0<{xKy< @

+ [ [ P (y)[1-F, (X>]J [H(x)13 ' (H(y)1dF g (¥)aF4(¥)
~D<Y<KL @

uit (3.22), want:

= J
Bnggl

Neem byvoorbeeld x<y:

=

As x.<x, is F.;(x) =1 en Fil(y) =
As x<x.<y, is F;(x) = 0 en F 4 (y) = 1.

O

As X0y, is Fil(X) =0 en Fil(y) =

E(F; (x)-F, (x)1[F;1 (¥)-F; (¥)]

il

!

[1-F, (x)1[1-F, (3) IPLx; <x] - F, () [1-F, () IPIx<x, <y ) +
+ Fi(X)Fi(y)P[§i>Y]
[1-F, (x) J[1-F, () 1F, (x) - B, (x)[1-F, (y) I[F, (¥)-F, ()] «
+ P (07 ()= ()]
[1-F_ () 1F, ().
'n Soortgelyke resultaat volg vir y<x.

Hiermee is die lemma bewys.

Opmerking.

(3.232) var(gij) Z(c v
g

Met behulp van (3.27) herlei (3.23) tot:

Ne CeVni) (CiVigCa Nl)oBnggl .

5).

Sien vergelykings (3.3), (3.50) en (3.51).
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94.

Gevolglik besit t. en ti/ni asimptoties dieselfde
verdeling onder H, Alle resultate ten opsigte van ti geld
dus ook asimptoties vir ti/ni en ons kry uit 83.4 op-

merking 3 en (3.59), (3.60), (3.,62) en (3.63):

. ' . 0 -
b(ti/nilﬂ) = [ J[H(x)]dFi(X) + o(N™®),
-®
Opmerkings,

1). Onder Hys Fp =F, = .., =7

5 = F geld

k

(3.95) E(ti/ni’H ) = ;DJ[F(X)]dF(X) + o(N—%).

0
e
2). Vergelyk
o1 A W 2 T p . i »'{_q}‘
(&42)mﬁ@(%md%) = o(N), d.w.s. m%ﬁhNhlszN),

wat soortgelyk is aan (3.92).
3). Onder voorwaszrde (3.93) sal, vir O<H<1,

(3.96) 1lim Y [NH/(F+1)] = lim Iy (H)
N->m N-m

= J(H) wuit (3.10).
4)., Voorwaarde (3,93) 1& die verband tussen die
toetsingsgroothede van hoofstukke II en III. Ons kon,
as alternatiewe prosedure, ook geneem het

JNrHN(X)] = YN[EHN(X)/(N+1)].

3.6.,2, Toetse vir Verskuiwing.
3.6.2.1. 'm Algemene uitdrukking vir die asimptotiese
relatiewe doeltreffendheid van een toets met betrekking

tot 'n tweede toete.

Begkou die elternatiewe hipotese
-+ S ‘
(3.97) H : F.(x) = F(x+d.N"2) vir i=1,2,...,k
a i i
waar die di 's willekeurige eindige refle getalle is,
1
Neen aan dat f(x) = F (x) oral bestaan, kontinu

en gelykmatig vegrens is.
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STELLIICG 3.7.
Incdien
/ L
(3.92) ¥[N/(W+1)] = o(N¥),
. . ~4
(3.93) {[iJN[HN<x>J—wN[hHN<x>/(h+1)3ldFinA<x> = 0, (%)
N €
vir i=1,2,...;k en
_1 - NS .
(3.98) |£(x+6,0 )T " [Tvy, Fx+b,, W2) 1] < M(x) vir N vol-
it &
@

doende groot en [ M(x)dF(x) < @, waar die 6, 's wille-
-®

Lkeurige eindige re&le getelle is, dan geld

L 1 i 1
(3.99) %%gDNdEE<ti/niIﬂa>—E(ti/niIHO)J =

= (d.—di) fpf(X)J'[F(X)]dF(X) waaxr
-®

(30100) d. = ?}Vi' dit .

Bewys: Onder H_ is

_i
(3.101) Fi(x) = F(x+d, I ®)

(Y

|

G

!

1
—-%1

= Plx+d N +(dﬂ—di)N

a2
= Fi[x+(dﬂ~d4)N_“] vir alle i

1
_ TR e
= Fi(x+9i,h ) waar
(3.102) 9, = dymdy 5 1 =l,2,..04k, sodat
1
"T X - ~5 . S \
(3.103) H(x) = %er Li<X+@f NT®) uit (3.7).

Uit die eerste middelwasardestelling in k verander-

likes geld vir die funksie G(@l,@g,...,@k):

o 3G(9,9,544450,,)
(3.104) G(&1,9,,...,0,) =6(0,0,..,0)+30,, 1’2 s

it 36, 3=

1

waar 8 = (81:655..50;) en ]@ﬂ]<|®f! vir alle i (sien
STEVART, C, A, (1940) ,Advanced Calculus').
Stel nou

@
(3.105) G(@l,gzg°,,®k) = N”_{é J[H(X)]dFi(X)
1

w
= N= § . ~E\13m s
= N / J[%vNﬂ Fi(x+®ﬂ N ‘,]dri(x) uit (3.103),

den is:



&, sl ooy
960
i @ .
(3.106) G(0,0,..,0) = W% [ J[F(x)]dF(x)
-0

en met behulp van (3.104) volg dan

(3.107) G(919@ ,@k) - G(0,0,..,0) =

2,.3

@ A 1 1
= . . (X . Tz s c+8 =
%er Qr_{é £, (x+8,, WTF)g [%yNﬂ|Fi(x+@ﬂ,N )1aF, (x)

sodat m.b.v., (3.94), (3.105) en (3.106) volg

N , ' o ®
%ﬁinh [E(ti/ni!Ha)—E(ti/nilHO)]:%vr 9r_4£ f(x)J'[F(x)]aF(x)

@
= (d.-d,) [ £(x)J'[F(x)1aP(x).
-®

Die differensiasie m.b,t, die @f onder die inte-
graalteken en die neem van die limiet vir N-wm onder die
integraalteken, is toelaatbaar onder voorwaarde (3,98)
(sien CRiMER (1946) pp. 66-67, GIBSON (1954) p. 441 stel-
ling III) sangesien J'[F(x)] en f(x) kontinu veronderstel
word.

Hiermee is die stelling bewys,

Opmerkings.
1). Voorwaarde (3.98) kan in die volgende vorm

omskrywe word, nasamlik:

=X
—

i : —
(3.108) |f(x+cN_2)J‘LXOF(X+cN )+ (11 )F(x4+e"87 %) 1| < #(x)

@

vir N voldoende groot met [ H(x)dF(x) < ® waar >0
-0

en die ¢ 's eindige re&le getalle is,
2). 'n Voldoende voorwaarde vir die geldigheid van
(3.98), is
(2.109) if(X+CN~%)J'[F(X+d P‘%)]] <M <o gelykmatig in x
vir N voldoeunde groot waar ¢ en ¢ willekeurige eindige
re8le getalle is,
STELLING 3.8.
Onder die voorwaardes (3.10)-(3.14), (3.92), (3.93)
en (3.98) besit
(3.110) 7, = S(W-n,)[;-E(t, [H )I°N var(s, [H,

1 -~
. . . . : 2 .
onder Ha asimptoties, vir N-»w, 'n nie-sentrale yx -verdeling

)37t



met (k-1) grade van vryheid en nie-sentraliteitsparameter

@
(3.110) 2] =0 [ £(x)3"[¥(x)1aF(x) 1%5v, (d.-a,)2 -
A - CI) i l
‘[1lim N lZ(Y

. )27t
- n Nh~ N

Bewys: Definieer, coos in vergelyking (2.4),

! - L t ' '
(3.112) %, = (N~n)2[ti—E(ti|HO)][N var(tilH

AT

)17E.

o]

1

Beskou ook
~ ey
ty = (W-n)*[+,-E(t, [H )N var(t, [H )17,

(3.56)

Uit stelling 3.6 volg dat die momentematriks van

~

. . ) . > 1
die ti 's onder ha asimptoties gegee word deur A = I-vv

met karakteristieke wortels 1,1,...,1 en O as N-wm 9).
Fou is:

(3.113) - (W-n .)%[t /n -E(t. /p IH )1 [ Wvar(t. ;/ny }H 1T £

uit (3.112)

1
L -
(F-n, )%, /0, ~B(t, /o, |F_) I Nvar(t, /o, [H )]

e

—

= +
1 t , 1 ! i
- 2 : T ] - -2
+(N-n, ) [E(t,/n, H) E(ti/nilHO)][Nvar(ti/nilHo)]
~h
= ti VNi + ENi wear
. -‘g ! !
(3.114) Ey; = (N~ni)<[E(ti/niIHa)-E(ti/nilHO)]-

! -
R ol N - )
[hvar(ui/nilHo)] ,

4
£ en

A 1 t 1 -
(3,115) ti = (N—ni)2[ti/ni~E(ti/niIHa)][Nvar(t;/nilHa)]
1 -1
(2.116) Vs = [var(ti/ni|Ha)]2[var(ti/niIHO)] 2
Hier is

= 1im (F-n, VENETE( b, /g |8 )-E(t, /0, [5)1
N-w

(3,117) 1lin E

N%mlh

1] _.-_
L] - 4 " - 2
(W Var(“i/nilﬂo>4

x1 L

v:;;(d..—dg_cﬁ £00)3 [FG0) 18R () - Lm [N (v =Fyp) #173
uit (2.20), (2.21) en (3.99)

= konstant <o m.b,v. (3.98) en (2.41) omdat F(x)

kontinu is.

il

9), Onder voorwaarde (3.97) word daar voldoen aan vVoor-
waarde (3.72) vir N voldoende groot.
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Nou volg dat (vergelyk onder andere lemma 3.23)

L !
Nen = |t./n.~E(t. /0. |H t.-E(t. |H
lim P SR S 1/ ) ol ) elH | =0
K- N a
M i

1l a
Gevolglik besit %i en ti asimptoties dieselfde

[var(ti/nilHa)]% —[var(tilHa)]%

waar € > O,

verdeling onder Ha en volg met behulp van (3.113) dat

(3.118) 1im var(%f H lim V2 var(t. |1 ).
N> 1la> N >0 Ni ( 1Ia)
Maar

(3,119) 1im VN = lim [var(+t, /n IH Y1 lvar(t. /n l*o)]_l
N->w N-wm®

1l

lin [var(t, Ia)][var(tiiﬂo)]‘l met behulp
N->wm
van lemma 3,23

1 uit lemma 3,22
Dus

(3.120) 1im var(t IH ) = lim var(t |H )
N->wm N>

waarby O < llm var(t |E ) <o uit (3.77),
N>

Soortgclyk is

(3.121) 1lim kov(t t |H ) = lim kov(t lH o
N-m N-m

Pie momentems.triks van die %; 's onder Ha ig dus
ook asimptoties gelyk aan A = I-9v' met karakteristieke
wortels 1,1,...,1 en O (lemma 1.2),

Uit (3.113) volg:

i 1 ' '
%VE(N_ni)Q[B(ti/ni[Ha)'%(ti/ni o)
[N var(ti/ni[Ho)]_‘

A ~q
al 2 =y T_
IVER(S, [5,)

i

uit (3.114), sodat

= 2vi By
1
1A 1
(3,122) 1im >vZ B(%. |H ) = 2v? lim E
pn 3vr B0 ) = Bvi e B

Wik

2
7,02

Zvﬁ(d.—di) fDL(X)J [F(x)]aF(x) lim [h_l>(w
i = -® N-w

= 0 met behulp van (3.100), sodat aan (1.27) voldoen

word,
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(02 gt

~y
Op analo¥ wyse as in lemma 3,21 volg dat die ti 's
se gesamentlike verdeling onder Ha asitptoties normaal is
(vergelylk ook lemms 3.23 met sy bewys),

Uit etelling 1.1 ocpmerking 1 volg dat T
asimptoties, vir N-w, 'n nie-sentrale x2mverdeling besit

met (k-1) g.v.v, en nie~genitraliteitsparaneter

It A
(3.123) A2 = 1am » [B(E] (B )7°
’ N-oom i=1 - =

— i ' t )
(FMen )P[E(t. B )-B(t. 1H )]
= 1im ¥ = e
- 1 [Nver(t, [HJ)1”
o T Iy k_' | \-.._ ! 7 N 2
Cn v (¥ ni)LL(Li/niiHa, E(ti/ﬂiihoj] 7
o Tj Ty o ' )y
K- i NVuf(ti niIHO) J
o , 2 < 2
[ [ #(x)d r#(x)1ar(x) 1% 2v, (do-d,)
= -2 o ?2 — uit (3.117},
lim 7 A(¥ e ~¥p)
¥-wm h T

Opmerkings,

1). Veoorwsarde (2,93) 16 die verband tussen Jw en ?N‘
() B
2). ki ken ook 1n 'n ander vorm geskryf word,

Onder voorwsarde (2,93) kan, socs in lemma 3,23, sangstoon

word dat
m

. . . - . -1
(3.124) lim [ T B (x)JdH(x) = lim N & 2¥. (8, ),
N->m - Nm i M- hN h

Indien verder ook geld

[49)
(3.125) [ |950H, () 1-¥20Ey (x) /(041) T [aH (%) = o (1)

7
-0 Y

dan volg op 'n analog wyse ag 1in die vorige geval dat

0 ao
(3.126) Lim  [Lo (8 (x)] - /T0H(x) 1A (x) 1765, (x)

- @ 7 -
. ~1 = . o
= lin XU R(¥, ~Ty)
- noo '

mite die uitdrukkings almal bestaan en eindilg is,

Die nie~sentraliteitsparameter wora dan

CO. |i__1 12 < ,\2
T f(x)YT [P{x)lar{x)] %vi(d.mdi,
z - (1) i
(3.127) »Z=
k o

o -
: - o OaT ’ 8-5
lim f{JN[hN(X)]~ IJNLHN(X)jddN(X)} QHN(X>
Tow-m 5 - ‘ : |
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100,
STELLING 3.9,
Onaer voorwaardes {(3.10) - (3.14), (3.92), (3.93)
en (3.98) is die asimptetiese relatiews doeltreffendheid

t
ven 1, met betrekking tot die variensieverhoudingstoets F:

. - o ' 2 2 g y2q-1

(3.228) By o = 0 [f(x)J " [F(x)1aF(x)1%05 Lim (% 90y ~F) <)

e e ¥ M=o Bl’ Mh "N
waar

az Qo -
(3.129) o2 = [ x°a¥(x) - [ [ x ar(x)12,
-0 -

Bewys: Iadien 62 bestaan en eindig is, besit die F—toots

T
onder hd ook agimutotics, vir Wow, 'n nie-gentrale xz-

verdeling met (k-1) g.v.v. en nie-sentraliteitsparemeter

I%
-

(2.130) K% = Oiz Xvi(d.—di)z —~ sien byvoorbeeld
i

TANG(1938) pp. 136-139.

1 .
Die a.r.d, van T} m.o,6, P is dan {(sien él.é)

oo

{(3.131) ; L = /X
k?
o s - oD 1 - 2.-1

= L JE(x)d [P(x)]aF ()] 0y 1im [ 5 2(Yy, N) ]

- @ T N-ewm Th L

[ty )T [F(x) 17 (x)1%03 #
_ -0
©
S 2
Hil 1. - 4 3 Dl L (

indien zan veorwaarde (2.125) ook nog voldoen word,
Cpmerkings.

1), 48 asn {3,98) voldoen word behalwe in 'n ver-
sameling punte var maat nul m.b. . F, geld alles voorgaande
regsultate ook, Dit impliseer det f(x) nie gelykmatig
vegrens hoef te wees sn J ' [F(x)] nie zan voorwasrde (3.14)
hoef te voldoen in 'n versameling punte x ven mnaat nul
nie., {(Vergelyk byvoorbeeld die opmerking hieroor in
ANSART en RBRADLTY (1G¢0) p. 1183).

2Y), TIndisn J'{P{x)] begrens is vir alle x, word

vodrwaarde (3,.98) ommiddellil: bevredig.

* Hierdie uitdrukking is onafhanklik van k sodat dieselfde
resultaat vir die a.r.d. verkry word as in die geval wvan

twee gteekproewe, Sien cok die voetnoot op bladsy 92.
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Vervolgens bespreek ons enkele spesiale gevalle
van Tg. In ons verwysings ne toetsingsgroothede van
hoofstuk II, hou ons in gedagte dat alle 8y = 1 met
wearskynlikheid een omdat die verdelingsfunksies Fi hier

kontinu veronderstel word,

3.6.2.2. YN(éij) = 513 (sien B2.5.2.1).

Hiexrvoor is
(2.59) %, = sr;./(F41) net toetsingsgrootheid
J
(2.65) Ty = 12(N+II.)N_1 2 tg/ni - 3(N+1) indien alle gyt
i T
otel

(3.132)  Jy(F)

i

yN[NF/(N+l)] vir O<F<1
RF/(N+1),

il

dan is J(F) = F vir O<F<1,
Aan voorwaardes (3.10) - (3,14), (3.92) en (3.93)
word voldoen (sien ook CAPON(1961) B5 (F)).

Fou is f(x)J'[F(x)] NG

H

il

(x) %%%%%

= f(x).
f(x) is 'n funksie waarvoor ons aangeneem het
f(x)iK<cn (sien §3,6.2.1). Dear word dus voldoen aan
voorwaarde (3.98) - sien stelling 3.7 opmerking 2.

Verder is

@ (¢9]
[£(x)J'[P(x)1dF(x) = [£(x)aF(x)
- -
L o
= [ £°(x) dx en
-0
R, [ - \2 . N-1 .
lim N~ 2(v,..-¥..) = lim - m.b.v. (2.61)
¥ oo R Moo L2(H+T)
L
- 12

Die nie-sentraliteitsparameter van (3.123) herlei



102I

2 P s 2
(3.133) Ay =120 [ £9(x) ax]© Zv;(d.-4;)".
' - 1
Die a.r.d. van T,, m.b.t. F is dus
2

S 2
= 1205[ [ £9(x) 6x]° m.b.v. (3.130) en

k =R (3.131).

g ¥

Oprierkings.

Tde X is dieselfde as die a.r.d. van WIL-

=

Wt

COXON(1945) se toetsingsgrootheid m.b.t. die t-toets in
die twee-steekproef geval - sien HODGES en LEHMANN(1956).
F:B/TT'

2). Vir die normaalverdeling is B
Vir die homogene verdeling is I, B = : Y

HODGES er LEMMANNM(1956) het bewys dat ET 7 SV
Wi

minimum-waarde van 0,864 bereik vir die verdeling met

ViE

B2 :
sl = ‘{sfg(J—X )/20  vir X2 £ 5
0 Sl

3). CHACK0(1963) het vir die k-steekproef geval
die uitdrukking in (3.134) gevind vir die meer beperkende
geval dat alle n, = n.

(€r ) -~ pien B2.5.2.8.
ij ij

i
5

—
-
—

14

(W%

/A
no
(%

=
—
on
S
]

In hierdie geval 1is
(2.68) t; = ? - Y met toetsingsgrootheid T gegee in
(2.71) waarby alle ga=l (sien die slot van @3.6;2.1 1139003 A
die kontinuiteit van die F, en die feit dat alle ga=1).
Volgens CHERKOFF en SAVAGE(1958) 85 is J gelyk
a.ar JO, ¢ie inverse funksie van die normaal (0,1) verde-

lingsfunksie &, Vergelyk ook CAPON(1961) 85 (B). Gevolg-

t

1lik zeld: u = 3[J(uw)] sodat

Fra(u)1d' (u) deur differensiasie na u

waarby ¢(u) die frekwensiefunksie van die normaal (0,1) -

verdeling is.
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Dus
(3.135) 3" (u) = 1/¢0L3(w)] .
Uit lemms 3.12 volg dat voorwaardes (3.10) - (3.13)

bevredig word indien (3.14) geld. Volgens CAPON(1961) 85
word ook aan (3.14) voldoen. Ook voorwaardes (3.92) en
(3.93) word bevredig (m.b.v. C+3(1958) 84 en 86 en verge-
lyking (3.12)).

Omdat daar met waarskynlikheid een geen knope voor-

kom nie, volg m.b.v. STOKER(1955) p. 55 dat

1im WL E(th~v"zN)2 = lin N1 3 Si
N ->m h - h

= B(g?)

= var(g)

=1,

Vir enige willekeurige vercelingsfunksie F (waar-
voor aan (3.98) voldoen word) geld nou uit (3.123) dat

Tt 2 2
[ /£(x)3"[F(x)1aF(x)]° Zv,(d.-d;)

(3.136) k%
-0 1

P e(x) a7 1., 2
F( Zv.(d.=d.)°.
[-{é gra{r(x)3}? ' X)J e i)

il

Die a.r.d. van TERRY(1952) se toets m.b.t. die F-
toets word gegee deur

- 2. P , 2
(3.137) E, = opl [ £9(x)d ' [F(x)lax]

02[ /Oo f2(x) dx]g.
Fl-o ¢lo{P()}]

‘ierdie resulteat is presies diecelfde as dié

verkry deur C+S(1958) vir die a.r.d. van die Terrytoets ¥
m.b.t. die t-toets in die twee-gteekproef geval lO)' -5
CHERNOFF en SAVAGE(1958) het bewys dat genoemde uit-

drukking groter of gelyk aan een is met gelykheid in

10). Let op dat daar 'n drukfout in hulle uitdrukking
(5.5) is. Die 62 moet in die teller staan en nie in die

noemer nie.
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geval van die normealverdeling, sodat one ook direk kan

beweer dat ET

P2t
Opmerkings,

1). Die gelykheiad Ey y =1 in die geval ven die

normaalverdeling kan maklik aangetoon word, want indien
F(x) die normaal (p,oz) - verdelingsfunksie is, volg:
X -
F(x) = —=— [ ekspl-#(y-u)°/c°1 ay
o/ 2m -
= @(E%E) en frekwensiefunksie
_ . 1 2,2
f(x) = ekspl-2(x-u)</0°]

o/ 2m
= LgXopy g
= Oﬁ( = ) sodat

JIR(x)] = a7 e (X))

§%E en

PLa{r(x)}] = g(=E)

1]

6 f(x) met o = Op

Ten slotte is:

@® 2
(3.236) 22 = | 7 EE w0 | B, (a.-0)% wit (3.136)
- oFf(x) it

2
[ fDdF(X)] 05° v, (d.-a,)°

® i
_ =25 (a 2
i
2
= XF sodat

2). et betrekking tot voorwaarde (3.109) onder—
gsoek ons twee gevalle.
a). F(x) = 8(x), die normaal (0,1) verdelingsfunksie,
Ons het bewys J'[F(x)] = 1/#L3{F(x)}] sodat vir

Zgs die grootste van die xij~waardes9 geld:
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£ (zy+el” %) [F(zy+e'N™ )] = = @(zp+cl” # )/[F(zp+e'0%)]
omdat f(x) = Q( )
ekspl-E(zy+cN~ 4) +3(zg+e ' T “) ]

eksp[O(zN. N )1,
1
Vir die normaalverdeling is zy = or(z 1ogeN)2]

volgens CRAMER(194€) p. 374.
0

il

Dus f(v +cN g)J [w(47+c'N 4)] "7574 e 1
waarmee aangetoon is dat aan (3.109) voldoen word, en

dus ook aan (3.98) - sien stelling 3.7 opmerking 2.

b). Neem F(x) die Laplace (dubbel eksponensiaal) verde-

lingsfunksie met frekwensiefunksie
-1

f(x) = $2 "eksp(- |x

Volgens CRATER(1946) p. 373 is Zy = O(Kloge%N).

Laat u = é"lEF(zW+c'N"§)3, 2> 0.
1
s(u) = F(zN+c'N_“)

4
1-3(u) = luF(zN+c‘N_*)

Neem die linkerkant en regterkant afsonderlik,

@
L.E =—- [ eksp(—$t ) dt
2m U
= -t u"l[eksp(—%uz)][l + O(u_z)].
J 2T
1 ov
R.EK. = 5% il 1 eksp(~t/)) dt
zN+c'N =
=--;'-D--I\el;s_»‘,p(—t/)\)]C0 ik
2\ ZM+C'N =

= eksp[(~zy-c'N” ')/KI

1 =l o 1 -2 3 5 -3
Dus —- u [eksp(—au Y11 + 0(u 9)] = gekSp[(—zNho'N ) /A,

Jen
Vir N groot kry ons benaderd

i Lekapl-3ue) = (/8 ) Reks n( ~zy/A)
2

In u + $u = p/k - ln(n/2) wvaar 1n u = log, u
i
(1 22X -z /h - 1n(n/2)®
1.2 N
Ia
in u %

uw(l + 2 Foua)= (EZF/k - 1n §)¢



As eerste benadering is u = O(JzN). Hiervan naak
ons gebruik om te skryf

u ks (DK ~1n 3 )% - s
' 2

AT

(2ZN/K wla Z Y JEE
f(ZN+CNh%)J‘[F(ZN+°'N—%)] = T(zyg+ell” %y, PLI{F(zy+c' N
uit (3.135)
~% -1r .
flzytel ®)/ gl F(zy+c N %)}
f(ZN+CN”%)/ g(u)

i
1 terepl- (2, 4cllTE) /0]

m[p-

)

—

Il

e

w

ekspl- §J(2zﬁ/K i 0 L O(zix 1n zﬂ)}gj

(2m)” ;

r"lr—\

Il

- -
(%)“k leksp[wl 1(ZF+CT

2 - _1
= (%)“k leksp[—k l(ZE+CN 3)+%{éz Sk 1113 +O(z ‘ln ZP) -

- 0(1n ZEJ}J

T S , - 1 TF - 2
= (E) A Tekspl-zy/) ~cN “+ZN/X -% 1ns +O(ZN T ZN) 1
ekspl-0(1n zy)]
Moo,
s J

waarmee aangetoon is dat (3.109), en dus ook (3.98),

vevredig woxrd.

I

)

36+ 2% ?N(éia

Q(&ij) ~ gien 82.5.2.3.
Hier is

(2.73) 4, =

/(1+1)] met toetsingsgrootheid T
i = 0

29l
J
6

gegee in (2,76), Stel nou

il

{ 31489 JN(H) YIFE/(N41)] vir 0<¢H3<1l, dan is

J(H)

lim Y[NH/(X+1)]
& =56

éul(H) waar & die normsal (0,1) - verde-

li

lirigefunksie is, sodat

(3.135) J'(u) =1/ @[JI(u)] soos in TERRY(1952) se geval,

Aen alle voorwaasrdes var stelling 3.9 word voldoen -

sien onder andere C+35(19%3) 86 B voorbeeld 2.

+4{IZZN/R 3112)“ O(zv“ln WPJ}E



Uit STOZER(1955) p. 57 volg nou dat

lim N1 5(v
N-w h

Vir enige willekeurige toelaatbare verdelingsfunksie

= Lin N7F £ Q%(s,) =1

'T}'—?N) 2
Bh ¥ o n

F geld nou uit (3.123) dat

(3.141) x% =[ f?(x)J'[F(X)]dF(X)]2 Xvi(d.~di)2
N - i

o £l AR (3 °s 3 2
= & i'(' rZ‘ 3 ‘—d')
Lﬁ GIFG) K).] el

wat diecgelfde is as k%

Opmerkings.,

1). T, en T, is albei, onder diessifde voorwaardes,

i Q
. . 2 - ; i :
asimptoties y° verdeel met (k-1) gZ.v.v. as F-»®m en nie-

seuntraliteitsparaneter

& 2
[ [ £0) dF(X)} S, (8.-6.)°.
~o PLa’r(x)}] i

Die a.r.d.-eienskappe va. TQ is dus dieselfde as
dié van TT’ g00s in die twee-steelkproef geval - sien
C+S(1958) B6 B voorbeeld 2.

2). TDie re:zultate van 83.6.2.3 opunerking 2 geld
ook vir hierdie geval.

3). Gestel dat ons met 'n gewysigde Van der Yaerden
toeteingsgrootheid werk, en wel waar J = F"l ll).
Dan is u = F[J(u)]

1 = £[J(uw)ld' (uw)

J'(u) = 1/f[J(n)]

L

i - L - —_
£(x4cl )T [F(x4c'07%)] = £(x4cN )/ £[F*{F(x+c'¥

.
) )]
" ke
= £(x+cK 2)/ £(x+4c!N ~)
HNeem F die Laplace-verdelingsfunksie, dan is volgens

CRARSR(1946) p. 373 &y = O(A log, ) sodat

N 2
4 . -+ -k
f(zN+cN—“)J'[F(zF+c'R =)] = K ekSp[—(ZN+cN ”)/R+(ZN+C'N %Y\
&
= K eksp[O(N #2)]

__.N_)I/_ < @
m A L

11). Hierdie F moet voldoen asn (3.10) - (3,14) en (3.93),
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Ook in hierdie geval word aan voorwaarde (3.109),
en dus ook aan (3.98), voldoen.

4), HODGLS en LEHMANN(1961) het vir die twee-
steekproef geval die a.r.d. van Wilcoxon se toets m.b.t.
Van der Waerden se toets [Ewa(F) 1 bereken vir verskil-

lende verdelingsfunksies F, IHulle het bevind dat

E, Q(F) < 6/m .
Ty

3.6.3. Toetse vir Verskil in Verspreiding.
3.6.3.1. 'n Algemene uitdrukking vir die asimptotiese
relatiewe doeltreffendheid van een toets m.b.t., 'n
tweede toets,

Beskou die alternetiewe hipotese
(3.142) H : P;(x) = F[X(l+diN_%)] met

@
[ x aF (x) =0, i=1,2,...,k 12)

-~

waar die di 's

willekeurige eincige re&le getalle is,

Om slegs verspreidingseffekte te toets (en nie ook
verskuiwingseffekte nie), moet alle verdelings gelyke
mediane of gemiddeldes besit, of alle waarnemings moet
om 'n lokaliteltsparameter gereduseer word. Die probleem
in hierdie geval is egter det die populasie-parameters
meestal onbekend is - sien byvoorbeeld @5.3.1, SUK~
HAT?E(1958), ANSARI en BRADIEY(1960) 89 en CROUSE(1960)
§4.12

Neem aan dat f(x) = F'(x) orals bestaan en

kontinu is en dat f(x) gelykmatig begrens is.

12). CROUSE(1960) werk met die alternatiewe hipotese

Fi(x) = F[(X-p)(l+diN_§>]

waar u = [ x dFi(x), i=1,2,...,k.
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STELLING 3.10.
Indien
N
(3.92) ¥ [W/(N+1)] = o(W*),

-

il

(3.93) G:IJN[HN(X)]-YN[NHN(X)/(N+1)]|dFini(X) op(N“ ),
N
i8ladiwin; & &0

i ot
1) o e T 1 A 3 N =) i E
(3.143) |£Geebyx05)T " [Zupry Plxedy ;0 7)1| < 5ilx) vir
@
N voldoende groot en [ x M(x) dP(x) <@ waar die 6, 's
-

willekeurige eindige re&le gevalle is,
dan geld

Y 1 . '
i 2l < Bl%E ., /1 ] =
(3.144) %{iDN [m(ti/ni[Ha) E(Ui/ﬂilﬁo)j -

= (d.-d,) ;gf(X)J'[F(X)]dF(X),
-0

Bewys: Onder Ha is

(3.145) P (x)

F(x+d, XNfé)
= F[X+diXNn%+(df—di)XN_%]
= Fi(x+@f XN_%) waar
(3,102) @f dirdi .
(3:248) Hlw) = vy B (3495 XE) uit (3.7),

It

Pl ens ok 3 sodat

Stel nou
o @D
(3.147) G(81,855..440,) = Nz_{ﬁ JlH(x)1aF, (x)
ey -% :
= h“_ﬂé J[ngﬂ F, (x40, xN )3dFi(x) uit (3.146),

dan 1s

(3.148) G(0,0,...,0) = N% fDJ[F(x)]dF(x).
@

Op soortgelyke wyse as in stelling 3.7 volg
met behulp van (3,94), (3.104), (3.147) en (3.148) dat
pa ! !
. =B - _
%%inw [m(ti/nilHa)nﬂ(ti/ni|HO)} =

= (d.-4,) fgf(x)J'EF(X)]dF(X)a
-
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STELLING 3.1,
Indien voorwaardes (3.10) tot (2.14) geld en
(3.28) Var(o ) > O vir slle 1 en ],

dan geld onder H vir vaste F, en vy, (1=1,2,...,k) dat

S-S T - b 2
o '""]\ "“"I\ -..-;—;- o
lim P |— <t o= L [ eTFF ax
N-m §U /21 -
waar

(3.29) 1lim ES, = »ec. [ J(H)AF. en
Moo N 117 =

2 . -1
3.30) lim Nog = lim IV sl c. v —c vo. ) (cL v
( Nowm "N N-om i D‘lg &!( Vh\g gv ) 1V - g‘le)
e G - .
zi’gi

Bewys: Die bewys gaan zan die hand van 'n aantal hulp-
teoremas,
Opmerkings.

1). Stelling 3.1 is 'n uitbreiding van stelling 1
van CHERNOFF en SAVACE (1958) van twee na k steekproewe,
Die bewys geskied op 'm analcé wyse en verskeie resultate
van bozenoemde stelling word hier gevruik,

2). Voorwaardes (3.10) tot (3.14) ten opsigte van
J 1is fundamenteel en word deurgaans in hierdie hoofstuk
aanvaar (by alle lemmas en stellings),

3). In lemma 3.9 opmerking 1 word sangetoon dat

(3.31) 1lim Ncé

N->w N

> O onder (3.3) en (3.28).

4), Voorwasarde (3.28) vereis dat var(%ij)>0 vir

alle i, waarby

(3.23a) var(é ) vrz > 2(c.v —C vy )(c v )
Fig G iNe i Vg SV ByiBai
en
(3.22) © - [/ P (x)[1-F.(y)17 [H(x)1J [F(y)].
BoiBoi —oodicyc o T 1

-[ng(X)ng(y):Fng(X)ng(y)] .
Dui nou die frekwensiefunksie van die verdeling met ver-

delingsfunksie F aan deur T _, aannemende die afgeleides
o
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van die P, (i=1,2,...,k) bestaan. Indien die veriasiege-

blede van die verdelings met verdelingsfurnkeies P oen F,
g &

'n gemeenskaplike gebied bevat van maat (ten opsigte van

beide verdelings) > O (m.a.w. nie disjunk is nie), s& ons

dle frekwensiefunksies f  en f, oorvlievel meksar.

Indien fi seeneen van f  of f , corvlieuel nie,

£ £

. 5% - . .
is Og B = 0.7 Indien f. slegs £ _ oorvieuel (en nie ook

od o‘l 1 =]

&

. . 2 -
g rie), is o5 =0y > 0eno ) =0 (selfs
© &1 girgl gi gl

indien fg en f _, melkaar oorvlieuel).

Alleen indien fi sowel T _ as f , ocorvleuel, is
g

op » > 0, & #&.
Toltgl
Var(éij) > O 1mpliseer dus dat daar tenminste een

iie ko&ffisiént

[N

waarde van g#1 bestaan (L.W., as g=i is

van op g in (3.23a) zelyk zan nul en ook as & =1i)
YeiTe

2 . . . R .

waarvoor o > 0, Dit beteken dus dat die frekwensie-
s

funksies f. en f_ mekzar oorvlieuel, ZHlke frekwensiefunk-
i 8

sie fi moet deur terminste 44r snder Tfrekwensisfunkeie

oorvleuel word (var(%i;)>0 vir alle i=1,2,...,k), Daar
1]

kan dus onder voorwasrde (3.28) geen frekwensiefunksies

weeg wat alleen 18 nie,

Sien ook die opmerking ne die bewys ven stelling 3. 3.

By

Cﬂ

Leimnma 3.4. S, kan soos volg ongesplite words
N 5
+ 2 C

+ Boy AT
2N T2y Yl

(3.32) 8y = & + Byy

(3.33) A = Zcy [ J(H)aF,

3. I
(2.34) Byp= 2c; [ J(m)a(¥F,  ~-I.)
1N 1 T in, 71
(3. 3‘)> B2 T: >.4 / (1TT1"FI)J (TI>
S T
<3- ‘)6) ClNM\;_ f (HN"'i/J ( )d(Flnl"F:L)

[ASR l Il\_}" l
Die geval waar die variasiegebled van een verdeling bevat

word in die variasiegebied van 'n tweede verdeling sonder

dat hulle mekaar oorvleuel, word uitgesluit.
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(3.38) Cyy = - pey [ LI(H)+(E-0)g' (4)1aF,
=1 !
I
'40 O T = 2:4. .U; - o
(3 ) 5N icllﬁ;ﬂ.JN(wh>Qiini
- 9]
Bewys: Sy = ?ci (é Iyl Hp(x)Jar, (%)
- 1
= ?ci G:[JN(HN)~J(HN)]dFi +20, / J(H)eP, +
T i i 1\ J_
Sv‘. - nl
1 T H.=1
N
= Cyp+dey {[{J(H) BT 3 (H) +5(H-H) J“[QHN+(1-g)H1}dFini
N

+ Cgy met 0<gl

= Cypq+2C. (J(H)+(H-H)J"(H)JaA(F.  -F.+F.) -
4501 O<§<lh (H)+( ) () Ja( in, T3 )
-2c. [ (H)+ Hy~H J'(H)I4F. +
1 lv‘~1 ) +(E )J (H) ] in,
NT
Y = -H 2 " o )17
+_4i,ci GZE(HN H)<J L¢HN+(1 J)JJdFini + Csy
N
= O+l [ J(H)AF.+2c. [ J(H)A(P.  -F.) +
T g 14+ omaa in; "1
. \K___,._,. T —‘—“‘—"—4——.‘
+2e; [ (E-E) (B)AF 42, f (H, _v)j(q)d(p -Fi )+
i~ O<HeL i1 Tosa By
M

+ Oy + Oy + Oy

= A T
= C4N+A+JlN+B2K+C -+O3N+C +Cx 5N
p e U
Opnmerking.

Die A-, B~ en C-terme stel die ,konstante", ,eerste
orde stogastiese” en ,tweede orde stogastiese™ terme

van 3, Voor.
N

Lemma 3,5. Die term A is eindig.

Bewys: A = 2¢ f d(F)dﬂ uit (3.33).
i I

Uit (3.7) volg dat F. (X)<VN H(x) - sien vergelyking

3.50) - sodat:
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(3.41) | I JLH(x) AP, (x) <K f[H(l 1)15 %38 wit (3.3)
-

en (3.14)
= X B(b+d,642) O
=K' <,
Omdet die c;'s eindig is en cdie sommasie oor 'n

eindige santal terme gaan, volg uit bostaande dat A

bestaan en eindig is,
Lemma 3,6, Vir I: O<H<1 geld

(3.42) [ U/ &' TH(x)JaE(x) TalT,, )7, ()

I X

= [ J[E(x)1a0F, . (x)-F4(x)]
T By

Bewys: f [ / J|PU(X>]dH(X)]d[Fin.(X> —Fi(x)]

X i
= [ JrHE(x)lalF, . (x) -F;(x)]
I 0y
SIECRILIENNCOR OO
= G:J(H)d(Fini—-Fi).
_ - | ~ .
Lemms 3.7. Vir 5.5 7 Vm Z(c vhé~cbvr.)Bg(Xij) geld

onder voorwaarde (3,28):

(3.43) 0 ¢ var(%ij) < .

Bewys: Uit (3.22) volg

oy p .= [ Fi(x)[1-F;(y) 19" [H(x) 10 " [E(y) 3
TeglTgl —o<dxKy< @
=[ng(x)ng(y>+de‘Lx)ng(y)1

<K [ [ H(x)[1-H(y)1d'(H(x)19' [H(y)ldE(x)dH(y)
~D<{xLYy< @©

(sien (3.52) en (3.53)), sodat m.b.v. (3.14) volg:

op g <o vir alle g,2 en i (vergelyk CHERNOFT en
gl gl

SAVAGE(1958) p, 989),

6)., B dui die gewone betafunksie aan en die K 's konstante

getalle.
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Uit (3.3) en (3.23a) volg dus dat
(3,44) var(gij) < @,

Die resultaat volg m.b.v. (3.28),

STELLING 3.2.
Indien
(3.28) var(%ij) > 0 vir alle i en j,
dan is /ﬁ(BlN + BZN) onder H asimptoties ormaeal verdeel

indien N-wm,

Bewys: Uit (3.34) en (3.35) volg

=Toy [ I()A(Ry, )y ()3 (H)aF

(2,45) B,..+B

1N 72N

X
=sc ) [/ I'[E(x)IQH(x)IA[F, (%) -Fy(x)] +

i I x
° i

+Z_clLNx }/JH x))a L (x)] -

O -®

X
—Zciéz[ / J'{J(X)]dFi(X)]ﬁ He(x)-H(x)] deur parsigle
. v ]
i X
integrasie en n,b,v. ler wa 3.6, Uit lemma 3.2 en
vergelykings (3.6) en '3.7) volg verder met waar-

skynlikheid een

Beyf T ijJ'[H(xnagv. F (AT, (0 P (0] -
- £ ) .
»%ciflrxfo (x,dF, (x)]d[2v ng(X> “gV"QFé‘(X)]
X
= %ciévﬁg /I r X{ '[H(X)]ng(X)]d[Fini(x) ~F.(x)] -

X
- Je. SOTE AF. ()71 2y ArF | -F
2 / [X/ H(x) 1dF; (%) ] ZVxg r 8ng(X) g(x)]
want d(Zv

B :JTdF
oo & Mg

= ZciZJv / B Ax)arr, (1’) -F.(x)] -
iig 1

- iciQ) / By x)af gng(x> —Fg(x)] uit (3.16)

[f B ar.. -/ BvdFi~/ Bidb +6:B dF ]
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By
i Y '—'1 =y l .
= LC.2vy (0.7 2 {é X EB N=IB. (x
(oigvmelt 2 ( (x )} -ng 76{}3 J) l(yg)}]
n. n
SosTugnit 28 (x-S Svy nt £ F. (x, ) uit (3.17)
= 4 LA > . - PR "'"__‘C. o) - . s DL . ) °
TigNgTl POl SR B A 1gVNgn5 A Xp) ui 3
ng oy
"l NG T <
= 24C. 2N, n.- 2B -2 3
Si % Ng™i j=1 %( lJ) écb z Ni'i leB (%5 J) *

Omdat die sommasies in die vorige re&l onafhanklik
vanmnekaar 1g, kan c¢ile indekse in die tweede uitdrukking
verwissel word. Verder kan eindige sommasies verwissel

worcd, sodat bostaande

n7l 2B (x..) - % Je venst OB (x..)
J

- e

— > >_;C\)T ot -
7 g 1’ Ngri E i | i . 8 M1 Frg 1]
_ srpTl oy =
= AMnj] % g(c Vi CgVNi)Bg(Xij)q
T--l e
= N 285 m.b.v, (3.18)
i Hd
-yt 26, sodat
i

N!H

(3.46) /T\?(BlN +B2N)

Z%i met waarskynlikieid een.
i

Vir vaste i 1is dear ny onderling onafhanklike,
identies verdeelde variante % i3 3:1,29.,.yni , elk med
eindige positiewe variansie (sien lemma 3.7) £008 gegee
in (3.23a).

Volgens die sentrale lianietstelling (CRAMER(1946)

-
i i3
. 215) is die som N *E. = N = 2 &.. asimptoties normaal
J =
verdeel as ny 2o (0<v <ny /N L1-v <1).
a _l
Die variasnte N Qgi en N ET is onderling onafhanklik

) 1
indien i' # i. Omdat elk van die k variante N €. asimp-
toties normaal verdeel ig, besit die som /ﬁ(BlN+BZF)=N“§Zgi

i
agimptoties 'm normaalverdeling as N-w 7>.

7). Voorwaarde (3.3) impliseer dat alle n,> o as N> o,
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Lemma 3.8. Die asimptotiese verwagtingswaarde van SN
word gegee deur
(3.29) lim B(S8y) = Jc. [ J(H)dr. .
Mo 1T 1
s (R R R .
Bewys: L(BlN+B2N) = E(N % ?513) uit (3.45)
=¥ 3 (s, )
i J
= 0 uit (3.20),.
ES
Elk van die C-terme = op(N**) - sien lemms 3.10 .,

i

Cevolglik is lim E(Sy) = & uit (3.32)

N->w

Ze, J J(H)AF; wuit (3.33).
it +
Opmerking.

lim E(SN) = A is eindig - sien lemma 3.5,
M-

Lemma 3.9, Die asimptotiese wasrde van die variansie

i
van N*3, word gegee deur:

N . o . o =1 - o
( 1 \e] =11" 2_, . a Vo - S : Voo - )"
(3.30) %%ﬁnhu N N{in iVNl é é(clvkg ngm1)<clvkg CQVNI)
s 0
ByiBas
waarxr
1
(3.22) 06 « = [ ] Fi(x)1-F(y) 13" rB(x) ] [H(y) ]

Bgi”gi — <Ly @
-[ng(x)ng(y)-deg(x)ng(y)]

Bewys: var[/W(BlN+B2N)] = var(lN Z%Qi) uit (23.46)

Vo (Civi=C Vi ) (CiVe g =C Ve )0 uit
Ni i"Ng “g'Ni i ¢g g'Ni BgiBgi

[
H- 1V
0y bV

2
g
(3.25) en (3.27).
i
Omdat A konstant en N¥ x die C-terme asimptoties

in waarskynlikheid gelyk is aan nul (sien lemma 3.10), geld:

2
(3.47) 1im NoZ = 1lim Nvar(B, +Ba)
Nowm °F N >0 1N 2N

. O '—l b d
= 1im vy 2 2(c. vy =C Vi ) (CLVigy =C Vs ) O
¥ om 1 N1 g o i Ng “g Ni 1iNg g N1 BgiBgi
Waar Op g gegee is in (3.22).

gi gl
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Opmerkings.

1). et behulp van (3.23a) volg uit (3.47):
(3.48) 1lim Nog = linm §v var(E ).
Nom "N Fom i 0+ 1

Deurdat O<voﬁvNi§l—vo<l vir alle i, en die sommasie
oor 'm eindige aantal terme gaan, volg m.b.v. (3.43) dat

(3.49) 0 ¢ 1lim ho% < ®.
MN->m "N

2). Stel k=2, c,=1, ¢,=0, vy=h, v,=1-1, F,=F en

2
F2=G, dan reduseer lim N02 tot:

N-wm N
2
lim ng = (l»k)o% +-££%;l—0§ waaxr
- N 12 21
2
op._ =2 [ [ e(x)11-6(y)17 [H(x)13 ' [H(y)1aF(x)ar(y) en
12 -0<{xLy< @
op, =2 [ ] T(x)r1-3(y)13'16(x) 15" H(y) e (x)ac(y)
21 -0y @
wat presies dileselfde is as lim No% van CHERNOFF en
N~ N
SAVAGE(1958) 8),

Lemma 3.10. Die C-terme is almal asimptoties in wasar-

a
- _i
skynlikheid van kleiner orde as N =,

Bewys: Die volgende resultate word gebruik, naamlik
(sien C+S(1958)):
Vir alle waardes van 1 geld:

(3.50) H > V“1F1 > véFi’

(3.51) 1-F; < (1-H)/vyy £ (1-H)/v,
-2

Ni

(3.53) dH > vy dF; > v dF..

(3.52) ¥;(1-F;) < HO-E)v{ < H(L-E)v;? en

Laat (a. ) die interval SNe wees waar

e N
(3.54) Sy, ={x: 5(1-1) > ﬂevO/N} .

Mg kan9 onafhanklik van Fi eIl Vpis SO gekies word
Te? j:l,29.,.,l’li; i2192,...,K]_>_1-;8,
Uit vergelykings (3.36) tot (3.40) volg agtereen-~

dat Pf%ij e 8

volgens:

8). Voortaan skryf ons kortweg C+S(1958) in plaas van
CUERNOFF en SAVAGE(1958).
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Coqr = 2C. H~H)J (H)d -
1y = 20y [ (HBE) (B)a(Fyy ~Fy)
) 1 / (ZVNg ”I‘é, —)g Ng g)J (R)a(F l“j_mFi) m.o.v. (3.6)
en (3.7)
= ! ] n
1 / zng< en, Fg)J (H)d(Fini~Ei)
— z" Z; B \ — 1 _
: clv“ G:(Egn F,)d (H)d(Fini F.)
— 1 1
= $Clvm 4[(Eini“Fi)J (H)d(Fini“Fi)
+ 2 o - ' . -F.
: ﬁ Vg G:(ang Fg)J (H)d(Flni Fl)

_;__
= 0 (N7%) op analod wyse as by C+S(1958) se Cip~ en

P
CZN—terme.
- 2 . T
Cop = 2c; [ %(HN—H) J"[ﬁHN+(l-¢)h]dFin_ ,  0<@l
i IN i
_1
= 0_(N %) netsoos C+5(1958) se C.,.—term.
P 3N
..CBN: i:cl Tj[-:l H)+(H SONRNG: )m'Fin
-
—_ R a —
= op(h ) soos C+5(1958) se Cpp—term.
Coy = ?Ci [ Ty () - () 1P, )
i

L
= op(N—z) uit (3.12).

Coy = 2c. [/ J.(H, )dF.
5N ! szl Ny ing

R -1
= o(8*®)0(N™") wuit (3.13)

e
= o(N *),

Bewys van stelling 3.1.

Volgens stelling 2.2 is /W(B1N+BZN) asimptoties
normaal verdeel as N-w, en wel met positiewe eindige
variansie (lemma 3.9 opaerking 1).

Omdet A eindig is (lemma 3.9%) en die C-terme asimp-
= .
toties in waarskynlikheid van kleiner orde as N * is
1

(lemma 3.10), is N®S, ook asimptoties normaal verdeel met

N
asimptotiese verwagtingswaarde en variausie s00s gegee in

lemmas 3.8 en 3.9, want E(B1N+B2N> = 0,
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1 1 i3
[N‘bW~E(N‘§N)][vaT(N3ST)] % is dus asimptoties

= —N

normaal (0,1) verdeel. Gevolglik is

[SN—E(SN)][Var(SN)]"% asinptoties normaal (0,1)
verdeel as N-w,

Hiermee is stelling 3.1 bewys,
Opmerking.

Die bewys kan uitgebrei word na die geval waar die
Fi en Vi nie vas 1is nie. Onder die voorwaardes van stel-
ling 3.1 geld die ssimptotiese normaliteit gelykmatig met
betrekking tot die F, en Vipge O<V Ly L=V <L

Die bewys van hierdie bewering gaan analoog asan
dié van ,Corollary 1" van C+S(1958)., Soos in C+3(1958)

)|2+6 < ® en met behuln van

kan bewys word dat ElBi(X
lemma 3.11 hieronder kan verder bewys word dat

2+6
1 . -
ElglJI <o,
Lemma 3.11. Indien vir 'n ry funksies Gg(x), £=1325...,K
|2+6

geld = 0(1) vir 6>0 en k eindig, dan volg

G (x)
g( )
uit 'n stelling van Taylor (TAYLOR, A, E. (1958) ,Intro-
duction to Functional Analysis" p. 16) dat

) |2+é

E|Z G (x = 0(1).
)

Ié

Lemma 3.12. (C+35(195£)): As JF(£

) die verwagtingswaarde
is van die hde waarde in rang van 'n ewekansige steek-
proef van grootte N uit 'n populasie met verdelingsfunksie
die dinverse Iunksie van J en

, meiag
IJ(m)(U)] < Fru(1-u)1T™TEYC yir 850 en m=0,1,2, dan is

lim JN(H) = J(H) O<H<L,
N->m ™

1
Jy(l) = o(N#=) en
-
/ [JW(HN>”J(HH)]dFin. = OP(N £).
I, i
N
Bewys: Die lemma volg regstreeks uit C+3(1958) se

teorema 2.
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3.4, DIZ TOETSINGSGROOTHEID Ty
Stel

Q@
(3.55) t, = [ JN[HN(X)]dFin‘(X)
-~ 1

waarby Fini(x) en Hy(x) in (3.5) en (3.6) gedefinieer is
en JN 'n willekeurige funksie is wat voldoen aan voor-
waardes (3.10) tot (3,14),

Lact

= oy -
(3.56) %3 = (F-n)®[4,-B(t, () 1[Nvar(t, [H)17% .

Dan definieer ons as toetuingsgrootheid:

_ Ko~
(3.57) T, = 5 %5 .
) i=1

Opmerkings.

1). Die groothede ti, t. en Tk ig elmel afhanklik

i
van N,
2). Uit (3.9) volg dat Sy = by as
(3.58) ¢ = (1 indien 1 = i

(0 indien i' # 1 .

3). ti tan geskryl word in die vorm
(3.59) ti = A(i> + B&é)+ Béé) + O(i>
netsoos SN’ Omdat die A<i>—terme in hierdie feval ool
konstant en N% x die C(i>—terme esimptoties in waarslkyn-
likheid gelyk asan nul is (sien byvoorbeeld lemma 3,10),
is alleen die B(i)»t@rme van belang by die bvepaling van
die asinptotiese variancies en kovarisnsies van die ti 's.

Uit (3.45) volg m.b.v., (3.58) dat

n. n
| (1) o(1) _ 5 -1 -1 B
(3.60) Byy'+Bay’ = gVNg[ni j;lBg(Xij)~ﬂg jilBi(ng)]

il

tg , S&.
4), Met behulp van (3.58) volgz uit (3.33) dat

(3.61) alt) -y J(H)ar; .
T



3.5, LIMIETVERDELING VAN T, ONDER H.

Lemma 3.13., Die verwagtingswaarde van t word gegee deur

(3.62) E(t))

Bewys: Uit (3.60) volg

E(tg) = 0 omdat Eﬁg(xij) = 0 vir alle i, g en j.

Lemma 3.14, Die asimptotiese waarde van die verwagtings-
waarde van t. word gegee deur

(3.63) 1lim u(t ) = f J(H)dFi <,
I

N->w
Bewys: Met behulp van (3.58) volg uit (3.29) dat

lim F(t )
N-w

il

/ J(H)dFi (sien B3.4 opmerking 1)
T

K <@ soog in lemma 3.5.

H

. . . 1]
Lemma 3,15, Die variansie van ti word gegee deur

(3.64) Nvar(t, )= \)\T PR —22V +2V
Ng 'Ng” B YNy B LB N B
* g @ Ve TeE,; gl g "8 Sgitii g "% Cig
en die kovariansie tussen t; en tw vir i' # i deur
"
(3.65) Nkov(t. ) =2V AV ~F O
oVl BlgBlg o NgB, By "o Na B 4B,
. . 2
waar o gegee is in (3.22) en ¢ = 0 '
PgiPei Pig 7 Piglig
Bewys: Nkov(t;,t;) NE(tl,t ) vir i,i' =1,2,...,k
n. n
_ -1 G, < -1 8~ .
-—NI]@kNN n ﬂ% Bg(le)—Lngng .% Bi(xgj)]
J= g J=1
n.,
. -1 I~ _1 g
R R ,
= E[Zngni ‘Z Bg(x J> o vag 2 b g(Xry>] (=4 &8)
g i=1 g o=l
» b (x; )2 lig’ﬁ (% 45)] (=B’ s0)
~-El2v, n 2, B (x 2 B (x = S
Ngmi 2y TidTg g 1y
n(*‘ l'l«, t
~ _.l o e
SEIS 8B, (x0Tt Sy, B B (x0)] (=¢' se&)
g j=1 irgy gt Ng =1 g 1
l P o ) o
+EDv, n=— 2B (x_)h 2 Bolx_)] . (=D s8)
g Ng™g j=1 1 g g2 =1 g
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Neem die terme afsonderlik,

oy . _111. ??2v N
[L Mvpé lig! n. v NTJ 2 leBg(Xij)BQ(XﬂT)J
O indien i # 1 want dan is B (x. J) en ﬁd(xfj)
g
onafhanklik varmekssr en EBg(Xij) = O,

Indien 1" = i, is

—lv~l
i "Ni

)]

n S(x

2 gv Vy EFZBg(X )Bg(x ) 2 ZB (x ) .

g & i£3 8

L Dol 088, (g )Ty )43 VB
g o 8 et j & 87117 54y

ij

ni VNi &(Xij>Bg(Xii)]
-1 -1 5

n.

1 VN1 + O omdat Xij en X, 4 onaf-

gitgi J

'
Netsoos B , is

P% Bgr Bif

n“lE[> f;B (x )ﬁ.(x

)] wat nul is behalwe

as g =gen J =]

Indien i i, volg dat

il

- 2
+2,V O .
: 1 B, osBys o NgTBs
g o ci~g g gi~ii g ig



Indien i # i, volg dat

N. nov(t t,) = ZVT =2V O =2V
3! Ng B Blg o hg Bngr o Ig B 311

Hiermee is lemma 3,15 bewys,

Opmerkings.
1). Omdat A(l) konstant en die C(i)—terme asimp-
. . , . -4
toties in waarskynlikheid van kleiner orde as N * is, volg:

(3.66) 1im N var(t ) = lim N var(t ) en
N-m N-w

(3,67) 1lim N kov(t 4. ) = 1lim N kov(t m) , i £ i,
N->0m N->wm l

2). Substitusie van (3.58) in (3.30) lewer die-

selfde uitdrukking vir lim N Var(t ) as dié in (3.64).
N-w

3). Iet behulp van (3.58) volg uit (3.49) dat
(3.68) 0 ¢ 1im N var(t ) <®. (Sien ook (3.23a) en

N->w
lemma 3,7).

Lemma 3.16. Die verwagtingswasrde van Tk onder H word

gegee deur E(Tk) = (k-1).

Bewys: E(T

i

1) E{%(N—ni)[ti—E(ti)]ZgN var(ti)j"l}

5(1-n; /M) B[t,-E(t,))°/var(t,)
1

(k-1),

1

Lemma 3,17. Laat

MH

(3.69) e, = Kc, (h-n )~ “[var(t )RE

dan besit

(3.70) 8 = Zeyt;
1
asimptoties 'n normaalverdeling as N-w,

Bewys: [SN”E(SN)J/OS is asimptoties normeal (0,1)
' N

verdeel as N-o (stelling 3.1). Gevolglik is

b
Nz(SN—ESN) asimptoties normaal verdeel as N-w omdat
(3.49) 0 ¢ lim No5 < .

K- "N
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Maar uit (3.9) en (3,55) volg

5 o e .
(3.71) N*(S;~E8y) = N® gciLtiwﬂ(ti)]
T 5 (hen . VBl R
= N %(R—ni) N [Var(ti)J ei[tinE(ti)]
(sien lemma 3,15 opmerking 3)
= Je. ; (N-n ) [5;~E(%5) 3N var(t, )1*2
i
= Ze t. uit (3.56)
; i
i
= S, waarmce die lemma bewys is.

Opmerking.
Deurdat die ¢y 's willekeurige eindige getalle 1is,
kan die ey 's ook beskou word as willekeurige eindige

getalle (uit (3.69) en lemme 3,15 opmerking 3).

STELLING 3.3,

Incdien
(3;72) Enige twee frekwensiefurnksies wat mekaar nie reeds
oorvleuel nie, albel deur 'n gemeenskaplike derde frekwen-
~siefunksie oorvlevel word (oorvleuelingsgebiede van maat,
m.b.t. elk van die ocorvleuelende verdclings, > 0 ),

dan is die momentcmatriks M, var

a3

1
Gie variante N“ti onder

(98]

H asimptoties van reng (k-1) as N-wm.

Bewys: Die bewys gzen aan die hand van enkele hulpteoremas,
Opmerking.
Onder (3,50) impliseer voorwaarde (3.72) die

geldigheid van (3.28).
Lemms 3.18, Stelling 3.3 geld onder H .

Bewys: Onder HO isg Oy 3 = konstant, sé = ¢~, vir
alle i,i g en .

Vergelyking (3,64) word dan:

N var(t?) = 2(v ~L oy 1) omdat 2V, =1
1 Ni g Iq
= o%(vy - 1)

(1- iy )VP .
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Vergelyking (3.65) word:
1 1 2 2
N kov(ty,ty) = 6°(1-1-1) = -¢°,

Dus:
- .,32 " _.?5 n % " - %, " % 1"
ZVNiKOV(N ti,N tﬂ> = vNﬂvar(N tf) + 2 vNikov(N tin tﬂ)
i(#1)
2 2
= (1=vye) 0 + 2 Voo (=0
N 2
= (1= Zvy.)o
N Ni
= 0,

M3 is dus hoogstens van rang (k-1).
Vir alle vNinO>O volg onmiddellik dat
- Lo Low
'(2 )vNikov(N‘ti,N“tﬂ) # 0 en verder bestaan daar geen
i(#r
getalle s socanig dat

T Ln
-z aikov(N“ti,Nztf) = 0 vir alle i' nie.
i(#£r)

Hiermee is lemma 3.18 bewys,

Lemma 3,19, Onder die hipotese Ha’ naamlik dat die
propulasies met verdelingsTunksies Fi nie almal identies

is nie, is M3 asimptoties hoogstens van rang (k-1).

Bewys: Die lemma word bewys deur aan te tocon dat die
determinent van MB asimptoties gelyk is aan nul., Nodig
en voldoende hiervoor is dat daar asimptoties 'n lineére
verband tussen die k kolomme van die matriks bestaan,
naamliks

(3,73) 1lim Znikov(ti,tﬂ) =0 vir i =1,2,...,k.
N-w 1

Mear

lim n.kov(t.,t.) = 1im v .N kov(t.,t.,)
N > i’ N > Ni i? 73!

Y wit (3.67)

H 1
= lim v, I kov(t,,t,,

-

N->w

L on L n
— ; - ) 2
= %%ﬁDvNikOV(N ti,N tﬂ).

Nodig en voldoende vir die geldigheid van (3.73) is

) ERI R
(3.74) linm  Zvg kov(F¥t, ,¥t.)=0 vir i =1,2,...,k.
N-wm i
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et behulp van (3.64) en (3.65) kry ons:
,1

. L A on - iom
? 1\llkov( b5, N56,) = vNﬂvar(thf)+i(2 Virs kov(th Natﬂ)
= 2 Vg Vo O >v +V L +
o g Ve lg Bgi'Bg’i' Vit Vg 0z Bogr By I VNg B
. « .
T D RV - 2 WiV O
. . YNV LT YN r LB
i(#1) g = BlgBrg i(#1) g =t Ng BngTl
- 21 AVygiVo O
(A1) g Mt NE Bga Byy
= 2 2V Vo, O + 20 Ly
“Ng g B T
=~ 2 2NVpgs Vo O - 2 2Vari Voo G
; V : .B.,. T2V Ve . B..
i NiNg Bngrl iz Ni g Bgr Blr
= % Zvvo Net OB 3. * % IVaVia 95 p. -
g g i Tgit g g ° T Tggtiy
- >:J Z_:\) ,.,,\)'r ¥l 0] 7 ZI\)
= 2 AV, V (64 - -0 )
T T}{ T
g g €T Bugbiug  Baa By
= 0,

Dit geld vir enige waarde van 1i' .,

Lan voorwaarde (3.73) word dus voldcen. Daar
bestzan dus asimptoties 'n lineére verband tussen die
k kolomme van die matriks mq.

fdiermee is lemma 3,19 bewys,

Bewys van stelling 3. 3.

In lemma 3.18 is bewys dat M3 van rang (k-1) is
onder HO en in lemnme 3.19 dat MB asimptoties hoogstens
van rang (k-1) is onder .

Ons bewys nou dat MB onder Ha ook asgimpltoties,
vir -w, van rang (k-1) is.

1 n

Dui die momentematriks van die variante Nzti aan

deur M4. Indien die rde ry en kolom van M4 eggelaat

. r
word, ontstaan 'n matriks aangeduil deur N( ). Ons moet

aantoon det dear geen line8re verband tussen die kolomme

(r

an w4 ) bestaan nie,
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3 oy Lo g . .. de . ) . )
Beskou die 1! ry., In lemma 3.19 is bewys dat

] - L on L on
Ly v . " 2 <
(3.74a) évNikOV(N 55 ,0%t,) = 0,

Ons wil nou bewye dat
N 7= N L Lo
(3.75) 2 a,kov(F*t,,Nt.) £ O
i(#r) * +
waar die aj 's willekeurige ko8rffisi&nte is (nie almal
nul nie).
"
Al

- Lon s - L n Lo
2, aikov(Nzti,h“tl) = (8 =vyy YooV (W54, , T3 0,,) +

1(#r) i)
g oV (155, Noh L) —vr 0w (540, N2t.)

B 7 ( .)1 {[% 1" r_})_ " . T%. 1 21;. n
_i<¥r) b4~ Vg cov (1 IEE tf)—erkov(h Ty N tr)

met behulp van (3.74a).

Uit vergelyking (3.65) volg dat

= on doon .
kov(N=%.,N*% = 2. Syl G - )
(563, X580 = 2 O, B "2Vrg%B., B _~*VNg'B ., B_. °
& g™ re g rgr g gt Trd!
Hierin word terme soos OB y On 7 en
Ir~agr g1 Tri
on 3 (6=1,25...,k) bevat wat nie almal in
g g

it

ti) voorkom nie, waaronder by-

-

- dow
2 (a.-v..)kov(N=t,, I
1(741,) 1 N1 1

voorbeeld ¢ 5 (r#i") en o

8

Aangesien die a. 's
i i
irTrr ri -

B3 ro

nie en omdat die indekse in

0]

nie funksies van die Fi e i

B, en By, van oy (sien vergelykings (3.16), (3.17)

en (3.27)) nie verwissel kan word nie, behalwe onder HO

in welke geval die rang ven die matriks M, reeds as (k-1)

3
bewys is (lemma 3.18), volg dat
] ]
2, a.kov(NZt. ,N~t.) # O mits nie alle o, - ,
i(£r) * + + i Py
. . o . .
OB - en 0p 3 vir vaste I en r nul 1s nie.

[ = .
g1 Tril g7 rg

Voldoende hiervoor is dat ff en fr mekaar oorvleuel, of
dat daar tenminste één fg (g # iyr) bestaan wat sowel

fj, en fr oorvlieuel, Voorsiening hiervoor word deur

voorwaarde (3,72) .emaak,

Daar bestaan dus in die algemeen geen lineére ver-

. U .
band suscen die (k-1) kolomme van Mg ) nie,
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Gevolglik is |M§T)i £ 0.
M, is dus van rang (k-1).

. . . . " it
Omdat lim N kov(t.,%t.,) = 1lim N kov(t.,t.)
o 17 74 i?7 79
N->m N-w
(sien (3.67)), is I, dus asi ~ ir T
sien .07, )s 1s i, dus asimptoties, vir N-w, van
2

rang (k-1).

Hiermee is stelling 3.3 bewys.

Opmerking,
Indien aan voorwaarde (3.72) nie voldoen word nie,
verminder die rang van M3. Word f., en fr nie albei deur

enige ancer frekwengiefunksie fg gesny nie, dan 1s alle

¢ o ) s0dz
B, B » O B en OB,W B_., nul, sodat
g rg TirTgr gi' Tri
kov (5t WEt') = 0. I
% vIN*t,,N=t = 0, ldes ons a, = A G '
N EOVII =L, r S ous a, Vg VAT alle i, dan
: L . . o
is ) a.kov(N*tiwh“ti) =0 en is die rang van MB

i(#r)
hoogstens (k-2).

STELLING 23.4.
Indien
(3.72) Enige twee frekwensiefunksies wat meksar nie reeds our—

vlisuel nie, albei deur 'n gemeenskaplike derde frekwensie-
funksie oorvleuel word (ocorvleuelingsgebiecde ven mest,
m.b.,t. elk ven die ocrvleuelende verdelings, >0),

dan is die momentematriks M5 van die variante ti onder H

asimptoties ven rans (k~1) as N-w,

__1_ A
Bewys: Die transformasie van Nﬁti ne, ti is lineér en
nie-singulier. Cevolglik is die rang ven die matriks M5
asimptoties dieselfde as dié van matriks MS’ naamlik

(k-1) (stelling 3.3).

Lemma 3.20, Onder voorwaardes (3.10) tot (5.145 en (3,28)
(of (3.72)) voldoen die variante t; aan die voorwaarde
(3.76) 1im Bt [=*0
N->® :

<w vir i=1,2,...,k en 6>0,
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en §5> 0.

Opmérking.
Voorwaarde (3.14) word hier vervang deur

1
ey 7(1) | < K[H(1-H)7"F +©
IJ(m)(H)I < K[H(1-H)]-5+8 m=1,2
In alle verdere verwyeings na voorwaarde (3.14)

word implisiet bedoel (3,14').

Bewys: Sien bylaag B,
t290°'9—tk

Onder voorwacrdes (3.10) tot (3.14) en (3.28)
. L

Lemma 3,21
(of (3.72)) is die gesamentlike verdeling van t

asimptoties normaal as N-wm,
Bewys: Omdat
~ - - N "'l _"39;'
(3.77) var(t;) = (m~ni)N var {[ti~ETti)][var(ti)] N}
(sien (3.68))
=1 - ni/N , is
(3.78) lim var(t;) > O m.b.v. (3.4),
e
Omdat ons verder ook bewys het dat
(3.76) 1im E|%. [°*° <o vir i=1,2,...,% en 650
Noom
(lemma 3.20) en dat, vir willekeurige eindige konstantes e.,
(3.70) S = Ze;t,
i
asimptoties normaal verdeel is as N-w (lemma 3.17), volg
uit lemma 2.5 dat die gesamentlike verdeling van
tl,t2,..,,tk asimptoties 'n normaalverdeling is as N-w,
en (3,72) besit

(sien lem-~

STELLING 3.5,
.t
met (k-1) gra-

CigCig¥g it

Onder die voorwaardes (3,1C) - (3.14)
's deur M5 bepaal word

o

T =22
iig

(32.79)
's en yg

waar die c,
L ig
ma 1.1), onder H asimptoties 'n x“-verdeling

de van vryneid.



UNIVERSITEIT VAN PRETORIA
UNIVERSITY OF PRETORIA
YUNIBESITHI YA PRETORIA

89-

Bewys: Die variante +,,t 9% met E(%i) = 0 vir alle i,

177277 %k
momentematriks A (= M5) wat asimptoties van rang (k-1) is
(stelling 3.4) en karakteristieke wortels MyoMogees s hy q
en O besit asimptoties gesamentlik 'n normaalverdeling

(lemma 3.21) met karakbteristieke funksie

e—%% 'A%

t .
wasr t' = (tl,tg,...,tk) en T die oor-
eenkomstige kolomvektor,

Uit lemma 1.1 volg dat T asimptoties 'n X2~verdeling

met (k-1) g.v.v. besit as N-w,

Opmerkings.,

1). Vir elke spesifieke alternatiewe hipotese
is dale momentematriks A bepaald en kan die karakteristieke
wortels bepaal word - sien lemma 1.1 opmerking 3.

2). Die toetsingsgrootheid T is baie algemeen,

(6]

maar die bepaling van die variarsies en kovariansies en
uit A die karakteristieke wortels ns is nie so maklik nie,
indien dit wel moontlik is. Aangesien ons slegs in asimp-
totiegse relatiewe doeltreffendheids-alternatiewe belang-
stel (d.i. alternatiewe hipoteses Ha waarby
\

(3.80) H, —— H_),
is dit voldoende om 'n toetsingsgrootheid soortgelyk
aen dié van hoofstuk II te bestudeer (sien (3.57)).

3). 'n Alternatiewe vprosedure kan ook gevolg word,

naamlik: Enige (k-1) ti's besit asimptoties gesamentlik

die nie-singuliere normaalverdeling (vergelyk lemma 3,17

met Ci = 0 = e, en stelling 3.4). Dui die momentematriks
~ ~ ”~ -> ' . ) ‘

van tl’tE’“"’tk—l aan deur M(k) en laat t(k) die ryvektor

(tl’t27"°’tk~l) voorstel met %(k) die ooreenkomstige

kolomvektor,
Dan besit %ek)Mzk)%(k) asimptoties, vir N-w,
'n Xz*verdeling met (k-1) g.v.v. waar Mzi> die inverse

matriks is van M(k) (sien stelling 1.1 opmerking 2).
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STELLING 3.6.
Onder die voorwasrdes (3.10) - (3.14) en onder
hipoteses Ha van die vorm
2 H o ] ? -
(2.81) H,: Fi(x) = F(éiNX + EiN)
waar die 6 's en e 's willekeurige eindige re&le getalle

N N .
is sodanig dat 6iN ?5—91 en ey ?5~>O i=1,2,4..,K,

asimptoties, vir N-w, 'n xg—verdeling met (k-1) g.v.v.

A
Bewys: Die momentematriks van die ti 's word soos volg
verkry indien IT-w:

Uit (3.64) en (3, 66) volg

lim Nvar(t ) lim [v.t ¥ Lv Voo =22,V .0 +
T i P > 5'Ne ot B 1By g N&"B B,
e 2
* AVpgoy
& 1g
waar
(3.22) o 5 = [ [ TP (x)[1-F;(y)I7"[H(x)15" [H(y) -

gi gl —mixKy< @

-[ng(x)ng(y)-+ng(X)ng(y)]

= .//F( 6iNX+€ ) [l_F( blh»y'l"ClN) ]J ' [-z:'vl\:{ll}?( 611 NX+E]‘_!N> ] ¢

iN
J LZ\)N:L'P((Sl‘ AR ]{dF X+Eg )dF(ég.NngN) +

omdat J en T oral kontinu is, volg(sien GIBSON(1954)IL441?:
(3.83) lim op p =2 [ F(x)[1-F(y) 33 '[F(x) )T "[F(y) 1
Nom “gi gl —oxKy<®
cdF(x)dF(y)
vir alle i, g en g

= ¢° (s8) (< ® uit lemma 3.7, Sien
ook lemma 23.18).

Gevolglik is

N 2
(3.84) iiiDN var(t ) = [v N é ﬁ)g 22\)g + zvg]o
= [v;l~1]o

-1 2
(l“‘\)l)\)l O °

il



Soortgelyk volg:

(3,.85) 1lim Nkov(t 3 Ty ) o= lim [ 2V, 0 -2V
N-m N-w g g BlgBlg & Ng Bngr
-2V O ]
g V& By By
= [2v_ =2v_ =2v_] 6°
gbéggé
= - 0

Nou is m.b.v. (3.77)

(3.86) llm var(t ) = 1-v, en
>m
1
[(1-vy. ) (A=vpes,) I3NkovV(t. , o,
(3.87) 1dm kov(t ,L ) = lim Ni YNiY <oV ( i’ 1>
N-w N> N var(t )-N var(t.)]z

L L) (v 1F(6?)
ITEEN 11 T Iviet1®
== ViVa

In die limiet, as N->wm, i1s die momentematriks

van die ti 's dus

i 1
A = % /35359 I=vo seenes- vZka>
- S [ogaeeees lovyg
=T - W

. . . . -
waar I die eenheidsumetriks is en v :(le,/vz,...,/vk ).

Omdat Zvi = 1 en alle v;>0, volg uit die bewys
van lemna l.Zldat alle karakteristieke wortels van A
gelyk is aan 1 behalwe één wortel wat O is.
Die toetsingsgrootheid T van stelling 3.5 herlei
dus m.b.v. (1.13) nas
k

(3.88) T = 3 t°
i=1

i

5 7 2r "‘l .
%(N—-nl)[tl—-l’l(ti)] K,N- Var(tl)] m.b-V0 (30 56)
= Tk'

Hiermee is die stelling bewys.
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Opmerkings,

1). Voorwaarde (3.81) impliseer die geldigheid
van (3.72) vir ¥ voldoende groodb,

2). M. L. PURI het in dieselfde rigting gewerk
en skynbaar soortgelyke resultate gevind - sien Ann,
Math. Stat. (1961), abstract 6, p. 1350. Sover 4it aan
ons bekend is, is die volledige artikel nog nie gepubli-

» N
seer nie.

Lemma 3.22. Vir alternatiewe hipoteses van die vorm

N - _ N N
(3.81) H: Fiﬁa)_r(é N e I.) waar 6. ——1 en e, —0,

i=1,2,...,k , volg dat

N var(t. |H.)
(3.89) lim = 2. -1
N->wm N var(ti!HO)

Bewys: Soos in stelling 3.6 volg

(3.84) lim N var(t, [ ) = (V' -1)¢°

waar

(3.83) ¢ =2 [ [ PF(x1-F(y) 13 [M(x)]7"'[P(y)1aF(x)ar(y).
-0y @

NS
o)

Uit

(3.22) o5 5 = [/ P[P 10" [HG) 1T ()1
gi gl  —o<dxKy< @

-[ng(X>ng(yiﬂ~dEngldEg(y)]

volg onder Ho dat

2
g = 0, Dus
ByiByi
. - . SO 2
.90) 1lim ¥ ver(t. |H = ) PNV NV, =22V 42V 10
(3.90) N{ND (£, 1H,) = [vy : ; A é g]
= <v11 ~1)6°

sodat m.b.v., (3.84) volg

N var(t, |i©,)
(2,89) lim = =1,
¥ow N‘var(L H )

* Yierdie artikel het verskyn nadat die proefskrif reeds
getik was, nl, in Ann. Math, Stat. 35, Maart 19¢4,pp. 102-121
Puri beskou slegs verskuiwingsalternatiewe by die a.r.d.-

bepaling.



3.6. ASINPTOTIESE RELATIEVYE DOELTREFFENDHEID.
3.6.1, TInleiding.

In hierdie paragraaf word die asimptotiese rela-
tiewe doeltreffencheid (hierna genoem a.r.d.) van enkele
gspesiale gevalle van Tk met betrekking tot die F-toets

of Bartlett se toets vir die homogeniteit van variansies

bereken,
Beskou
) ®
(3.55) %, = / Il (x)1aF. (x) en
-® i
oy
1 - )
(3.91) o= 2 YT(bij) soos in (2,1) gedefinieer, waar
J:
bij = rij/(m+l) en Ty die rangnommer is van x;4 in die

gesamentlike rangskikking van die N waarnemings Xij;

J=L,2,.. .50 5 1=1,2,...,k.

Lemma 3.23, Indien

(3.92) veln/(m+1)1 = o(N%) en

(3.93) / |J,[H (X)]—YP[?Eﬁifz]ldF. (x)=0 (N—%), i=1,2,..,k
I, [ N . ing P 1E9 009

dan is, onder 'n algemene hipotese H,

(3.94) B(t;/n, [H) = é JCH(x) 187 (x) + o(NF).

Bewys: Vir e>0 geld uit die stelling van Tchebycheff:

P[lN%(ti—ti/ﬁi)|Ze] < EEIN%(ti~t;/ni)[]/e

1 @ - ']
_ %E[Nﬁ‘—{é iJN[HN(x)]—?N[NHN(X)/(N+1)1}dFini(X)|]

/ |9 (B () =¥ o [NE (%) /(W41) T |aF x)]
@

= =E[N= G:|JW[HN(X)] ¥ [H (%) /(W41) 1laF,, (%)
l

[ 1l () 1=ty NHp (%) /(M+1) T |aF; ) (x)]
' 1

)+N30(N 2)1 m.b.v. (3.13), (3.92) en (3.93)
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Opmerkings.
1). Voorwaarde (3.143) kan soos volg omskryf word:
-1 — -
(3.149) [£(x+cxN #)J " [A F(x4exlN =) +(1-) )F(x+c"xN =N (x)

™
vir N voldoende groot met [ x M(x) dF(x) < ® waar >0
-

en die ¢ 's willekeurige eindige re&le getalle is.
2). 'n Voldoende voorwaarde vir die geldigheid
ven (3.143), is
(3.150) |f(x+cxm‘%)J'[F(x+c'xN“%)]} <M <o gelykmatig
@®

in x vir N voldoende groot waarby [x d4F(x) < ® met ¢ en
-

c' willekeurige eindige re&le getalle,
STELLING 3.11.

Onder die voorwaardes (3.10) - (3.14), (3.92),
(3.93) en (3.143) besit Tk (sien (3.110)) onder H_  asimp-
toties, vir N-»w, 'n nie-sentrale xz—verdeling met (k-1)

£.v.v, en nie-sentraliteitsparameter

(3.151) 22 = Jx£(x)9 ' TF(x) 1aR(x) 12 v, (a.-a, >2
..co i
) ' 2 (YY) e

Bewys: Soos in stelling 3.8 volg dat Tk agsimptoties, vir
N-wm, 'n nie-sentrale Xz—verdeling besit met (k-1) g.v.v.
en nie-sentraliteitsparameter

_ (N-ny )NLE(t;/n, |E)-E(t, /0, |H_)1°

O

N—;D i Ngvar(t;/nilHo)
uit (3.123)
(an )(d.-d. ) n (N-1)

]

r / F(x)T! [F(X)]dF(X)] lim 2
N->m i N(N—ni)i(YNh— N)2

uit (2.20), (2.21) en (3.144),
)2

t

@
R{éxf(X)J'[F(X)]dF(X)]2§vi(d.—dl /%%ﬁbN i(th -



lllllllllllll

111.

Opmerking,

2

Soos in opmerking 2 na stelling 3.8, kan Mg

onder voorwaarde (32.125) ook nog in 'n ander vorm geskryf
word, naamlik

P Y 2 < 2
[ Jxf(x)Jd 17(x)1dF(x)] 2, vi(d.-di)

= 2 .  -® 1
S Xk_1 /O? [He(x)] foo [Hy (%) JaE(x) } St (x)
im e b e (X)) = [ LH (%) JaE(X H.(x
N%qa—af'h N -a>h K ' N

STELLING 3.12.

Die asimptotiese relatiewe doeltreffendheld van
T& met betrekking tot Bartlett se toets B vir die homo-
geniteit van variansies, is

o . 2
= [ [x£(x)3 "[F(x)IaF(x)1°(B,~1)"
K’ -® | -1 5 \24-1
04 1im W7 2(¥yy -Yy) 7]
N-w h 7 ‘

waar Bg = p4/p§ CLL M., die r*® orde sentrasle moment is

ven die verdeling met verdelingsfunksie F(x).

Bewys: Bartlett se wysiging van die Neyman-Pesrson

L, - toets word gegee deur

oo

(3.155) B = NI 1oge(N_

waaxry s% die veriansie is ven die i%® steekproef.
Volgens CROUSE(1960) B4.11 besit B onder Ha asimp-
toties, vir N-w, 'n nie-sentrale Xg—verdeling met (k-1)

v.V., en nie-gentreliteitsparemeter

2

2
3 )

£ e
(3.156) A

if

4(p,-1)"" Lim v

(a.-d,
N-p i °7F 1

i

. -1 s N
Die a.r.d. van Ti m.b.t., B is dan (sien (3.131)):

‘ 2.2
(3,157) Ept g = xk/xB

11

6 9]
(B,-1) 0 Jxf ()3 [F(x) IaF (x) 1%+
- @ -1 < 5 2.1
L4 1dm N7 (¥ V) 7]
N->wm 1 ‘

.

N



Definieer
1
Dan is TP

tot die klas van

(3.186) 1im P[T
M-

tese H in die klas -

3.7.2.
STELLING 3.13.

'n Belangrike

%, it e
122,
2 2
1 B =
Xgq deur PLx™ 2 xg 1H,]

asimptoties onderskeidend met betrekking

hipoteses B waarvoor

> XUIH] =1 vir

Stelling.

Onder voorwaardes (3.10)-(3.14),

elke alternatiewe hipo-

sien B1.3 en CROUSE(1960),

(3.92) en (2.93)

is Tﬁ esimptoties onderskeidend met betrekking tot alle

H waarvoor minstens een A

Bewys:

(3.187) linm (T,
N-m

(3.188) »[T) < ¥

I~

52 1
P{ 5 < X !

~L
= PLIt, | <y,

1

= P[Iti/ni -E
!

Pl t./n, -E

= PL(%. /r

Omdat lim x (1~ vy

ia~

%: 1
‘_ni)'(ti/ni
io|
io

~I 25,

Neem eerstens

)/Cio

lO

~B; )/ (W0, )
—
=]

il
2

“]

< Xaoio(l~VNi>

< %gO46(1=vey)

a)/Oia < 1o

)7 =

b i

-

lim Vs < 1 uit

N~

wi-

Xm(l“VNi)
groot N, sé& vir
Derhalwe

(3.289) Pl /0,

[ 72N

(ti/n.

1
PL (6 /ni B,

(3.4)), volg

_(Eia”E o)/oio

N> No

geld vir N > N
- a)/oi 10 1a{k (1~ ~ Vi

)/Oi%'>olo 1a‘x

)/Olcl

D')

1O ll

= +® Vvir enige

| < X,

]

_1 -+
15 (X (Amvygy ) 5= (B =By ) /o

“g"(Eia"E

X {L=vigg )= (B

= solank net (3.72) geld.

bepaalde 1 uit

io}]‘

kongtant < @ (want
uit (3.187) dat

negatief is vir voldoende

1

) zw(EianEio>/OloI]
o Ol]

2
a"Eio)/Oio} .



Dui die rangnommer van z, aan deur Ty,
(29£25< o0 <2y)

Omdat rh/(N+l) nie strengstygend in h is nie en
die verdelingsfunksie F(x) wel monotoon strengstygend is
in x, i1s 'n aanpassing in die definisie van JN[F(X)]
nodig sodat aan voorwaarde (3.93) voldoen word. Stel

naamlik

(3.158) J.[F(x)] = JFF(x)/(M+1)  vir F(x) <
. 1-NP(x)/(N+1) vir F(x) >

s e

Dan is

JIF(x) :‘{'F(x) vir F(x) <
1-F(x) vir P(x) >

[SIRV

Nou is

J'[F(X)] ::<fl vir x < X5

-1 vir x > x

waarby F(Xo) = % (sien E3,3, net na vergelyking (3.17)).
D.w.s, X, is die onbekende gemeenskaplike mediaen van
die verdelings Fi .

Ligar in die p»unt x = XO bestaan J'[F(X)] nie,
Aan voorwaardes (3.10) - (3.14) word voldoen (sien
ANSLRI en BRADLEY(1960) p. 1183), behelwe aan voorwaarde
(3.14) in die punt = = x,. Die bewye slaag egter nog
omdat bogenoemde 'n punt van meat nul is; Voorwaardes
(3.92) en (3.93) word bevredig. Verder is

f(x) |0 [F(x)]] = £(x) < ¥ <, sodat (3.143)

bevredig word (sien stelling 3.10 opmerking 1).

an X @
(3.159) [xf(x)J'[F(x)18F(x)= - [ xf(x)dP(x)+ [xf(x)aT(x),
-

Uit (2.80) en (2.90) volg m.b.v, (2.20) dat
. -1 - 2 1
3,160) 1lim N s(v. =V = o

Substitusie van (32.,159) en (3.160) in (23.152) lewer
x

(3.161) A2 = 480 [x(3)aP(x) - [xF(x)a7(x) 12w, (4.4, )°
1

X -
o €9



sodat met behulp van (3.156) en (3.157) volg
X

Q 0 o
(3.162) By 5 = 12(B,-1)[/xf%(x)ax - [ x£°(x)ax]®,
5°? X -

0
Opmerkings.

1). DBostaande uitdrukking is dieselfde as dié
verkry deur ANSARI en IRADLEY(19€0) vir die twee-steek-
proef geval en is ook dieselfde as die a.r.d, van SUK-
HATME(1957) se T-toets m.b.t. die F-toess (in die twee-

steekproef geval). Sien ook XLOTZ(1962) vergelyking (3.3).

2). Vir die normaal (0,1l)-verdeling is

2
E = =
..JTQ,B 6/ﬂ' 0.61
C
Vir die homogene verdeling is E = 0,60 .,
T,,B
Vir die Laplace-verdeling met f(x) = %e_}xl is
ET B = 0.94 (sien ANSARTI en BRAILEY(1960)).
é?
v : —_ \ L 2 AWO? 5 { L1 3]
3.6.3. 3, YN(bij) = (bij L) (gewone toekenning van

rangnommers ).

Nou is
(2.101) t; = 5(6, ~$)° met toetsingsgrootheid T, gegee
in (2.109).

Stel Ju[F(x)] = v [NP(x)/(F+1)1 vir O<F(x)<1

= [NP(x)/(F41) 212,

[F(x) - +1° met
2[F(x) - %]
= 2F(x) - 1 en

Dan is J[F(x)]
J'[F(x)]

f(x)J' {7 (x)] = f(x)[2F(x) - 1] < K < sodat
(3.143) bevredig word. Dit volg maklik dat voorwaardes
(3.10) = (3.14), (3.92) en (3.93) bevredig word.
Met behulp ven (2.20) volg uit (2.103) dat

R J 7 v2 _ 1
lim N Yy =F ) = TS5 -
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Uit (3.152) volg nou:

g = 3 P
(3.163) \p = 1800 [fxf(x)[2F(x)-114F(x)] Zvi(d.—di)
- i

sodat m.b.v, (3.156) en (3.157) volg:

@® , ® -
(3.164) B, = 45(B.-1)[2 [xf (x)P(x)dx- fxf (x)dax]",
o B “ -® -

Opmerkings.

1). Hierdie uitdrukking is dieselfde as die
a.r.d. van MOOD(1954) se tcets m.b.t. die P-toets (sien
SUEHATME(1957)). Dit is in ooreenstemming met wat ons
verwag, want T, is 'n uitbreiding ven MOOL(1954) se
toetsingsgrootheid van twee na k steekproewe (sien
§2.5.3.2). Sien ook KLOTZ(1962) vergelyking (3.2).

2). Vir die normaal (C,l)-verdeling is

B . 0.76 (sien MOOD(1954) en
LB pnt

DWASS(1956)).

Vir die homogene verdeling is ET
M?

Vir die verdeling met frekwensiefunksie

leo

£(x) = $(1-a)a® T x| -a¢x{a, o<l

is B, ¢ = 5(1—@)(5—a)_1 wat na 0 neig as «->1 (SUK-
T ?

HATME(1957) ).
Vir die verdeling met frekwensiefunkeie

.(1+::c2)_m
B(%'ym-%)

f(x) = - < x {®

geld Ln  2® as m-2.5 (CROUSE(1960) ).

“M
Vir die Laplece-verdeling met f(x) = %e_lxl
is K = 1.08 (ANSARI en BRADLEY(1960)).
Lys B
3.6 Fuile YN(S..) = (6.4—%)2 (rangnommers van weerskante
14 1J

af toegeken).
Hierdie geval stem presies ooreen met die vorige
(sien B82.5.3.3 opmerking 2) en word nie verder bespreek

nie,
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3.6.3.5. YN(éij) = 653 (gewone toekenning van rang-
nommers).
Hier is
(2.121) ti = ?rij/(N+l)2 met toetsingsgrootheid Ty
gegee in (2.129).
Stel Jy[F(x)] = [NF(x)/(M+1)1%, dan is
JF(x)] = FZ(X) met

3 [F(x)]

I

2F(x) en word alle voorwaardes,
soos in §3.6.3.3, bevredig.
Voorwaarde (3.143) word bevredig omdat

£(x)3 [F(x)] = 2£(x)P(x) < K < o.

. N _ 4
Uit (2.127) volg: 1im N T3 (v.. -¥. )2 = sodat
. Now n N L)
(3.165) xé = 45[ [xf(x)F(x)dF(x)]2§]vi(d.-di)z uit (3.152).
-® i

Uit (3.156) en (3.157) volg:

(3.166) E = 2 -1 222 (3)F (x)ax]2
. T.,B -~ 4 \P2 ‘
-
Opmerkings.
1). Vir die normaal (0,1)-verdeling is
15
327

E =

Ty, B = 0.047

2

Vir die homogene verdeling is
R
ETRsB =5 = 0.0625.

2). Bostaande toets word eintlik aanbeveel as
toets teen verskuiwingsalternatiewe. Die a.r.d. van

T, m.b.t. die F-toets is uit (3.131):

R

@
= 450 [ £2(x)F(x)ax]® o2 .
RyF & X X X F

Vir die normaal (0,1)-verdeling is

Eq

: _ 45
Ep ¢ =1¢7 = 0.895

R’
Vir die homogene verdeling is
1o

R?



3.6.3.6, ¥ (6..) =&

¥ . (rangnommers ven weerskante af
NM7 13 1]

toegeken).
Fier is

(2.130) t; = Zrij/(N+l)2 met toetsingsgroothede T, en
J

T, g&egee in (2.138) en (2.145) namate T ewe of onewe is.
I &
- ¥ (N+1 ir P(x) < %
Laat JN[r(X)‘ (27 (=) /(24 )] v%r (x) j
[1-1F(x)/( €+l)] vir F(x) > &
Dan is J[F(x)] = 4 (X> vir B(x) < %
[1-%(x)1° vir P(x) > %

Stel weer F(XO)

Gevolglik is

TUIF(x)] = {j 2F (x) vir x < x

-2{1-%(x)] vir x > X,

Alle voorwaardes word ook in hierdie gevel bevredig.

Uit (2.136) en (2.143) volg

- . —~1 = N2 1
(3.167) 1lim N 2V =¥.)C = ——
Hom  n el 180
CI) L
(3.168) [xf(x)J [F(x)laF(x)
- X, o
= [xf(x)2F(x)dF(x) - [xf(x)2[1-F(x)1dF(x)
-® X,
%5 Ies
= 2[ [xf(x)F(x)dF(x) - [xf(x)dP(x) +
-® %o ®
+ [xF(x)P(x)aF(x)]
X
o O
= 2[ /Xl x)F(x)a¥(x) - [xf(x)d¥(x)],
-® X,
Met behulp van (3.151) volg nou vir sowel TG as TH;
2 L 0 L o 2 2
(3.169) XGH = 7200 [xf°(x)F(x)dx - [xf“(x)dx] ;vi(d.—di),
- x i
0

Ten slotte volg uit (3.156) en (2,157):

(3.170) E - 180(p.~1)0 Jxf2(x)P(x)dx - [2£2(x)ax12 |
Trirs B 2
GH - X
0
Opmerking.
Vir die normsal (O, l>~verdeling is
T : (/3 - 1) = 0,41
TopB T 0P
Vir die homogene verdeling is Eq B = 0.25
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3.6.3.7. ¥ley;) = Q2(6ij> _ sien §2.5.3.6.
In dié geval is
(2.146)

_ ZQz(éi ) met toetsingsgrootheid Ty egee

£ .
1 J Io

in (2,149),

[Q{NTF(x)/(N+1) 1%,

[Q{p(x))1°

= [ HF(x)}1° en

Stel JN[F(X)]

t

Dan is J[F(x)]

"l”T. 2
(3.171) J'[F(x)] = LEEFE)!]

dF(x)
_ ALt ()17 ast i IR(x)]
a8~ P (x)7 4P (x)

A
_ 2@_1EF(X>] uit (3.135), sodat
gla{F(x)}

% _1 -lrp —
¥) 1=t (x+oxy )22 _[F(x+e xN

o

)]
Q[@’l{F(X+c'XN—§)}]

Vir byvoorbeeld die normaal (0,1)-verdeling is

1 .
f(x+cxN 2)J ' [F(x+c'xN

i -t
2@ (xrexl =) (xc'XN° %) _ (y)

i, 1
f(x+cxll 2)J ' [P(x+c'xE 2)] = I
F(x+c'xN =)

(D/‘
Omdat [x%d35 (%) {w, volg dat aan voorwaarde
-m

(2.149) voldoen word.

Llle ander voorwaardes word bevredig - sien

croUSE(1960) 14,

llet behulp van (2.171) is

PR,
(3.272)  [xr(x0)3'(R(0)1aR(x) = 2 | AT gxy),
~o ~o gl {F(x)]}]

Uit STOKEBR(1955) p. 57 volg

=1 AT Cor
lim N ZQh = [ &Y ds(g).
N->w h -
Dus lim N-l ZQi =1 - gsien 83.6.2.4 -~ en
- h
1im §t ZQﬁ = 3.
- h

14). Sien H. S. SCHOEJAN (nog onvoltooide proefskrif),
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In hierdie geval is

(3.173) Lin X - 2(¥pp,- T° = Lin T 1% - %%invﬁ
= lin N l>Q§: - 1im (N LQ2)2
N-mw h ™ - h
=3-1
=2 .,

Met behulp van (3.172) en (3.173) volg uit (3.151):

) “1r,.
(3.174) xé = 4] fDXI(X)f (G gp(x)12, 33 v, (d.-a, )2
2 -~ gla T {F(x)}] 1

sodat ten slotte

(3.175) B 5 = (g,-1)I Pt e RG] 4, 42

-1
0y o gre T {P(x)}]
(Sien byvoorbeeld FLOTZ(1962) verpselyking (3.1)).

dx ]

Opmerkings.

1). KLOTZ(1962) beweer dat O < E, 5 L. Hy
-N 9
Qb
kon egter slegs bewys dat 0.47 < i ,B L@, waarby
G
‘2
En = 0.47 vir ¥(x) = 3(x%) met a-wm.
Th ,B
%

2). Vir die normaal (0,1)-verdeling is

2 _
En 5 = 2(3-1)[ [ gy 42
-o  F(x)

= [ ;ngﬁ(X) ax 1°
-m

2
_pz

= 1, wat ooreenstem met wat KLOTZ(1962)
beweer vir die twee-steekproef geval.
3). Vir 'n vergelyking tussen die toetse van
§° 3.6.3.2, 3.5.3.3 en 3.6.3.7 (in die twee-steekproef
geval) vir ses spesifieke verdelings, sien FLOTZ(1962),

. 2
‘ & ) = B
3.0'3,\), FI\T(éla) - u(grlJ)

CROUSE(1960) B4.14 en CAPON(1961).

—

- sien B2.7.3.7,

Hier ig
' N
(2.150) t. = ZE(%? ) met toetsingsgrootheid Tn  gegee
- N ij 2
in (2.153),
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1 n - — ™ .2 A =R A o=} B

et JN[}(X)] = M(QNF(X)) word voorwaarde (3,93)
bevredig. 0ok die ander nodige voorwaardes word in die
algemeen bevredig - sien byvoorbeeld CAPON(1961).

Uit STOKEH(1955) p. 55 volg
1im 1L

@ @
2ES = [ 8Ter(3) mits [ [g]|TaP(§)< o,
I-w h ~-®

-
Vir F(x) = 8(z), die normaal (0,1)-verdelingsfunk-
sie, volg op soortgelyke wyse as in 83.6.3.7 dat

lim N0 3(¥p, -7,)° = 2.
Nom  n b8 T

iiet behulp hiervan en vergelyking (3.157) volg:

. 1 L 0 ' 2
(3-176) ET B = g(ﬁz_l)[ /Xf (X>J [F(X)]dX]
’ -

T2
= %(52-1)[ ;DXZ géél dz]2 vir F(x)=%8(z) -

sien CROUSZH(1960) 84.14
Hierdie toets is bespreek deur CROUSE(1960) en
CAPON(1961) in die twee-steekproef geval. KLOTZ(1962)
beweer (sonder bewys) dat hierdie toets asimptoties
ekwivalent is san dié van §83.6.3.7 vir k = 2.
CROUSE(1960) het vir die twee-steekproef geval

bewys dat die a.r.d. van TT m.b.t. die F-toets gegee word
2
deur

® 2
(8,-1) 0 [ x£5(x) 7" [F(x) Jax]

- 1
(3.177) B, o =3
i g L

ll\ 9'ﬁ

2
wat ekwivalent is aan EmQ B in (3.,175) en ook dieselfde
RS 9

as die ooreenkomstige uitdrukking (3.176) in die geval van
k steekproewe, (Die aantal steckproewe k speel geen rol
in die a.r.d.-uitdrukkings nie).

Opmerkings.

1). Vir die normaal (0,02)—verdeling is B, p=1
T 9
2

en vir die homogene verdeling is By 5 = (CROUSL(1960)).,
e T ’
2
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2). CROUSE(1960) se vermoede dat B > 1

word weerspreek deur KLOTZ(1962) wat bewys het dat

B = 0,47 vir die verdeling met verdelingsfunksie
Trm s B

2 ,
F(x) = 8(x%), «-o (sien §3.6.3.7 opmerking 1),

3.7. ASIMPTOTIESE ONDERSKEIDENDHEID.
3.7.1, Inieiding.

Uit (3.110) volg

(3,178) Tg::%(Nuni)[ti/ni—E(ti/ni]HO)]ZENvar(ti/ni[HO)]"l.

Stel
(3.179) Eio

(3.180) B

o 2
(3.181) 956

2
(3.182) 65,

2! -
E(ui/niljo),
t
E(ti/niiha>,

!
Var(ti/ni

It

i

HO) en
' '
var(ti/niiHa),

Uit stellings 3.8 en 3.11 en vergelyking (3.178)

volg dat
02y ' S(w ! _ 2rr 2 -l
(3-1V3> 'L‘K = %(N ni)[ti/ni ElO] U\Oio]

onder voorwaardes (3.,10)-(3.14), (3.92), (3.93) en

st
— .
(3.97) Hy: Fi(x) = F(X+diN 2y, i=l,2,...,k en (3.98)
(ol
— @
(3.142) H,: Ei(x) = F(X+diXN 2) met [x dﬂi(x) = 0,

-
j_:lgg,cooyk en (3'143)9

asimptotiesy, vir N-w, 'n nie-sentrale xy -verdeling besit

met (k-1) g.v.v. en nie-gsentraliteitsparameter

2

(3.184) M

e v o 12pp 2 q-1
§%$D %(N—ni)[pia B, 1°[N65, ]

Il

- 2
%(l"vi)yi waar

gf

[eh

(3.185) v lim |(B,_-E

N-o % %

)/

iot ‘
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Definieer Xi deur P[x° > xilHO] = a.

Dan is T; asimptoties onderskeidend met betrekking

tot die klas van hipoteses H waarvoor

(3.186) 1in P[ XZIH] =1 vir elke alternatiewe hipo-
- < Mo
N->w

tese H in die klas - sien B1.3 en CROUSE(1960).

3.7.2. 'n Belangrike Stelling.
STELLING 3.13.

Onder voorwaardes (3.10)-(3.14), (3.92) en (3.93)
is T£ esimptoties onderskeidend met betrekking tot alle

H wearvoor ninstens een Yi =@ solank net (3.72) geld.

Bewys: Neem eerstens

(3.187) 1inm (Z. )/cio = +® vir enige bepaalde i uit

X 5o ia~Pio
1,2, y K
Dan is
P By o VD 2
(3,188) _[lk < xgt o= Pl ;tﬂ < Xa]
' 2
4 P[t < X

~j
P[lti‘ < Xa]

I

PL | (5-0,)% (%, /n; ~E, )/(F%0, )] < x,]

o -

i

1
(l—\)Nl) A:]

-

<

. !
PHEi/ni _Eiol Xa%i0

(1-v. %]

!
P[ t,/n; -B;, < oy

io Xaoio

(VAN

[ka(l VT'> %—(Eia“Eio)/Oio}]‘

1
P[(ti/ni _Lia)/oia < 0309%a
N
Omdat lim x (1- vy ) “ = konsgtant < ® (want

I -

lim v < 1 uit (3.4)), volg uit (3.187) dat

N->0

Xa(l“VNi)

Ni

wi

-(B, -E; )/olO negatief is vir voldoende
groot NN, sé& vir I > 1P

Derhalwe geld vir N > N
1

3.289) P, /ﬂ “E;3a)/%30 < O30 1a<k (v ) 2"(EiamEio)/Oio}]

1a

[ L
7 . =T
PL|(t;/n3~E;,)/04, 1290 1a‘X Vi) (Bj =By ) /04,11

o 2, 2 2 - ~%_ . 2
(63/5-E;,)%/05, 2 05,075 (X (1=vig3 ) (B4 =B4 ) /03 }°)

I~



met behulp van

Tchebycheff se ongelykheid.
Onder voorwaarde (3.72) volg m.b.v. (3.68) en

lemms 3,23 dat

(3.190) 0 < 1im AOz < en

N-w
(3.191) O < lim NoS_ <, sodat
N-w

(3.192) 0 < lim ©
N->m

ITou volg m.b.v. (3.188) en (3.189):

10/01a <.

2
lim P[T, < x=1 = 0, d.w.s
T k o ’

2y

(3.193) 1lim *[Tl > xgd = 1.

K=
Té is dus asimptoties onderskeidend indien (3.187)

geld.,

Beskou vervolgens

(3.194) 1im (E._-~ )/6. = - vir enige bepaalde i uit
¥ m ia P10/ %
1,2,...,k.
m 2 2 2
(3.195) PLTy > x5 ] = Pl it o
T2 2
2 P[ti 2 Xoc]

PLIS; | 2 %]

Il

1

— — =)

= P[ |+, /0B o] 2 X045 1=V ) TF]

- 1 -3

- P[I@./h”—E. )/ 2 05 0Tax, (T=vyy) TFT

L
Omdat lim x (1-v * = konstant < w, geld vir

)~
e Ni

alle N voldoende groodt:

zo!u

(3.196) P[Ht;/ni_Eio)/Oiawlzolo 1ax (1-v 1) ] 2
2 PE(ti/ni"Eio)/oia O10 igX (1 YN ) %]
= 1= PL(t;/n3-By,)/05, 205,075 (o (1-vppy ) 54 (B -Bs )6,  }]

-1 - - -2 :
2 1"[“°io°ia{xa(l"VNi> HBy =By ) /050p 170 vir ¥

voldoende groot m.b.v. Tchebycheff se ongelykheid, want
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-1 -5 ; -
- Oiocia[xa(l"VNi> + (Eia—Eio)/oio] > 0 vir N vol

doende groot,

Dus
(3.197) lin BT} > Xi] =1
N-w

waarmee bewys is dat Tk asimptoties onderskeidend is as
(3.194) geld.

Hiermee is die stelling bewys.
Opmerkings,

1). Neem alternatiewe hipoteses van die vorm
(3.97) B : F.(x) = F(X+diN_%), 1=1,2,...,k ,
dar geld onder voorwaarde (3.98) dat

(3.198) v; = lin [(Z

N o ia_Eio)/Oiol

il

- N-
uit (3.117)

= konstant < ® m.b.v., (2.41) omdat F(x) kontinu
veronderstel word, sodat
(3.199) 0 < v; <@ vir i=1,2,...,k,

Vir alle Y3 eindig besit Tk onder voorweardes
(3.97), (3.98) en die voorwzardes van hierdie stelling
asimptoties 'n nie-sentrale Xg—verdeling met eindige
nie—sentraliteitspar&meter

(3.184) x >(1 vy) f (stelling 3.8).

Gevolgllk is Té nie asimptoties onderskeidend
indien alle vy, eindig is nie (sien ook KENDALL en
STUART(1961) vol. II p. 231).

2). Vir alternatiewe hipoteses van die vorm

@®

1
(3.142) H: Fi(X) = F(x+diXN_2) met_%éx dFi(X) = 0,

i=1,2,..,k kan onder voorwaarde (3.143) en die voor-
waerdes van hierdie stelling analof resultate bewys word

as in opmerking 1 hierbo.

L 1 @ b
vE(1-v,)TH@.~d,) [E(x)J" [F(x)IaF(x)1im OV 1>(th 7, P17
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3). Uit (3.94) volg

%%ﬂD1EiawEiol £ 0 as

Q @
(3.200) [ J[H(x)laF (x) # [ JLF(x)lar(x) .
-0 ~Q

1
laar uit (3.191) is iy = O(N" %)

Dus y; = %im [(E5,-B4,)/0,,] =@ onder (3.200).
e

T£ is dus asimptoties onderskeidend met betrekking
tot die klas van alternatiewe waarvoor (3,200) geld

onderhewig aan (3.72).
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HOOFSTUK IV,
DIE PROBLEEM VAN m-RANGSKIKKINGS,

4,1, ALGEMENE INLEIDING,

Die probleem van m-rangskikkings is voorgestel en
bespreek deur FRIEDMAN(1937) en is breedvoerig behandel
deur KENDALL(1948).

FENDATLL(1948) beskou m ,waarnemers", Elke waar-
nemer rangskik k gegewe ,items" volgens 'n bepaalde eien-
skap en ken dan rangnommers toe waarby rij T W .
j=1,2,...,k) die rangnommer is van iten Xij. Omdat elke
waarnemer opnuut, onafhanklik van die ander waarnemers,

rangnommers toeken, het ons:

k
2 r.. = 2k(k+1l) vir alle i=1,2,...,m.
j=1
Skematies word bogenoemde s00s8 volg voorgestel:

TABEL 4.1,

Skematiese voorstelling van m-rangskikkings,

Ttenms
1 2 . . k
i1 Ill r12 s & & rlk
Waarnemers: r21 r22 Tox
A ml 1ﬂm2 o nk
" ¥ ¥ x
Totaal g u2 uk
a2 m
Die kolomtotale uy = ¥ T, 48 321y Bsinak, word
5 =1

net mekaar vergelyk en gee 'n aanduiding van die ooreen-
stemming wat daar tussen die verskillende waarnemers

bestaan, Indien alle rangskikkings identies is (volkome
ooreenstemming tussen waarnemers), sal die totale u? die

waardes m, 2m,...,kn aanneem (nie noodwendig in dié
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volgorde nie)., Indien daar egter min verskil tussen

die items bestaan, sal die waarnemers beswaarlik tussen
hulle kan onderskei en mag die totale u? betreklik min
van mekaar verslil., ('n Item wat deur een waarnenmer
vroeg in die rangskikking geplaas word, kan deur 'n ander
waarnemer baie later geplaas word. Sien byvoorbeeld
KEINDALL(1948) pp. 80-81).

Die nulhipotese Ho wat onderscek word, veronder—
stel dat ellke rangskikking, onafhanklik van die ander,
ewekansig gekies is uit die versameling van alle moont-
like permutasies van die getalle 1,2,...,k.

FRIEDIAN(1937) het as toetsingsgrootheid voorgestel
(4.1) X2 = 128%/[nk(k+1)] waar

k

% [u¥ - 3m(x+1)1°
=1

en het bewys dat ¥

~~
B
(e
w
K
it

2 oncer HO asimptoties 'n xz—verdeling

met (k-1) g.v.v. besit as m-w.

In die geval waar gelyke waarnemings voorkom,

het BEVARD en VAN ELTEREN(1953) 'n wysiging san x°

sangebring, naanlik
(4.3) %% = 125%/Tmk(k+1) - T%]1 met 7% £inj i
. ¥~ = 1287 /[mk(k+ 1 met T gedefinieer in

(4.73). (Sien 84.,4.3.2 vir die voorwzardes waaronder

X2 se asimptotiese verceling afgelei is).

-

EL T~

i

Bogenoemde probleem is deur BENARD en VAN
REK(1953) uitgebrei na die geval waar die aantal waar-
nemings X4y Ven die item X (d.w.s. die aantal waar-

4 o

nemings in die ,sel" (i,])), enige nie-negatiewe heel-

getal k,; is. Die 198 rangskikking bevaet dan

(4.4) k, = jélkij

1 .
) waarnemings wat weer volgens

1). Tensy anders vermeld, deurloop ijin hierdie hoofstuk

die waardes 1,2,...,m; J en J' die waardes 1,2,...,k; Py

die waardes 1,2,...,ki; h die waardes 1,2,...,k en

1]
C,¢ die waardes 1,2,...,(k-1),
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'n bepaalde eienskap gerangskik word., Daar is dus alte-
same

(4.5) N = Zki = 2 Zki. waarnemings waarby alle k. en
J

i i J

kij eindig is, tensy anders gespesifiseer,

BENARD ern VAT ELTEREN(1953) 2) definieer
2lr. .. = 3(k.+1)] indien k. .>0
Sy~ _ ijh = g 1]
(4.6) Uiy = h
0 indien kij=o

waarby rijh die rangnommer is van die waarneming Xijh in
die ide rangskikking. (Rangnommers word opnuut in elke
ry toegeken, onafhanklik van die ander rye). B+v.E(1953)
neem dan 'n funksie van die kolomtotale ﬁj as toetsings-
grootheid, waar ﬁj = 2 aij (sien B4.4.3.1).
1

In hierdie hoofstuk word 'n veralgemeende toetsings-
grootheid vir die w»robleem van m-rangskikkings onder HO
voorgestel en 'n ultbreiding na 'n meer algemene geval

behandel.

4,2, 'n MEER ALGEMENE BEFADERING.
4,2.1. Inleiding.

Laat ?k (&), vir alle waardes van ki, 'n wille-
i

keurige funksie wees wat gedefinieer en eindig is vir
iedere & op die ope interval (0,1) by alle waardes van k.
en monotoon stygend (of monotoon dalend) in sy argument §
by vaste k.. (Sien ook hoofstuk II B2.2.1).

Beskou 'n funksie van die rangnommers, naamlik
Wki[rijh/(ki+l)] = Yki(éijh) waar

(4.7) 6,

ign = Tign/ (541D,

Let op dat lﬁrijhski vir alle j=l,2,...,k en

h=1729-oo9kijo

2). Voortaan word na hirdie artikel verwys as B+v.E(1953),
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Opmerking.
Voortaan skryf ons kortweg Yi(é) in plaas van

v, (&), behalwe in gevalle waar ¥y (&) se afhanklikheid
i

k.
1

van ki beklemtoon moet word.

4,2.2., Gelyke Waarnemings (Knope).

In die geval van gelyke waarnemings binne 'n
bepaalde rangskikking (ry), word dieselfde prosedure
gevolg as in hoofstuk II. Ten opsigte van notasie 1is
die volgende aanpassing nodig (alleen die geval van ge-
middelde range word bespreek):

Dui, vir die ide ry, die gerangskikte stel Xijh—

waardes aan deur a4 waarby

AR AV
2.9€2:5< vo. £2.,. . Gestel daar kom 'n knoop van lengte
11="1i2-~ -~ lki
8, . Vvoor. Aan elkeen van die gelyke waarnemings
i

Z o 2 o 9 Z

i,vi+1 ’ Zi,vi+2 ’ i,vi+ga word dieselfde rang

1

toegeken, naamlik:

(4.8) &1 S(vi+us) = v, + Bg, +1) .
o i1 i o
ip. i
i
Op ooreenkomstige wyse word die funksie Yi(éip ),
i
waar
4, 5. = T. k. +1 en r. die rangnommer is van
(4:9) 8y = 7yp /(y4) ip, Qe vans
zip in die ide rangskikking, gedefinieer deur
i
r—l Sy
(4.10) Yi(éip,) =g, 2 v;llv+n)/(k+1)]
i i uy
vir alle p; waarvoor zipi = Zi,vj+l .
Gestel nou daar kom onder die z. ‘s xi knope

ip.
i
van lengtes 819850000584y VoOT. Stel
; i

(4.11) G“i = gil+gi2+“°+giai waar o, & {1,2,...Ki} en

GO = 0.

3). Tensy anders gespesifiseer, deurloop 0y die waardes

1’2’-00’)\.-

L en die waardes 1’2"°°’ga .

1
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Definieer
=1
(4.12) a. =g,

ip 2 Yi[(Gmi_l~+pi)/(ki+l)] wanneer

i iy

i
Ga.ml'*l < pi < Ga. .

i i
Stel
2 -1 « = \2
(4,13) 0o = k5 by (aip._'yi) waar
gop i
i
- Sy
P i
i
-1 -
= k& 22 ¥.(8..,).
i i h i*"ijh

4,2.3, Definisies,

Definieer
Stel
>(a. .. - ¥.) dindien k..>0
(4.16) U‘l;] = h th 1 1d en
Oj indien kijzo
1 . o= s ..
(4.17) uJ m % ul:J
= m——é— 2.1 Z(a' . - w )o
in ijh i
Stel verder
4,18 k . = k. .
(4.28) k5 =3k

Opmerking.

In hierdie behandeling van m-rangskikkings word
alle rye weggelaat waarin alle rangnommers dieselfde is
(een enkele knoop in die ry) of waarin kij = 0 vir cenige
(k-1) waardes van j uit 1,2,...,k. Sodanige rye lewer
geen bydrae tot die studie van bogenoemde probleem nie

omdat dan geld uij = 0 vir alle J.
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4,2.4, 'm Aantal Lemnmes,
Lemma 4.1. Die verwagtingswasrde van uj onder HO word,
vir vaste j, gegee deur

(4.19) B(uy[u)) =0 &),

Bewys: Op analo& wyse as in lemma 2,1 volg:

(4.20) E(u,y) = Bl 2(a;., - ¥,)]

ij n idh i
=E( 2 a,.,)~E(2¥Y.)
L idn o 1
- —
= k..k.7 ) a.. -k s ¥
ijiTi D, ip, ij i
= 0 sodat
1
2(u = E(m % 2 u..
() ( . 25 5)
=m 2 3 E(u..
. (v 5)
:Oo

Lemma 4.2, Die variansie van u. onder HO word gegee deur

o — -1 W - —u \ W
(4.21) vur(uj) = m ? kij(hi kij”li
waar
\ - T N S = (2
(4022/ ILl = kl (-K—l l) Z(alp - W1>
p; ti
I
= (Li 1) S

2 . Y . . . .
waar o;i in (4.13) gedefinieer is oor alle knone,

Bewys: oij = var(uij)
- 7 2 T A S ™ 1 —
= L(uij) omdat u(hij) =0
= B[ ¥(a;., - ¥.)1°
h J-
k.
_ N R N = 2
= G )T 2 L 2lagyy ~ 5]

1] h
-l ' . . - - . .
waar 2 die sommasie oor alle moontlike kombinasies van
kij groothede uit ki gandul, wat almal ewekansig is onder

HO, sodat

4), In hierdie hoofstuk word, tensy anders vermeld, onder
die hipotlese HO gewerk, E(uj) byvoorbeeld dui dus

E(uleO) aan, In die gevalle waar knope voorkom, word voor—
Waa}delik onder die gegewe stel waarnemings gewerk,
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> -1 . Ry
(4,23) 054 = kij( i~kij)ki (k;-1) Z,(aip. v,)
; 12 i
netsoos in lemma 2,2
= ;5 (k;-k; )K;  sodat
(4.,24) o? = var(uj)
= E(u§> ondat B(u;) = 0 (lemma 4.1)
i
RS RS 1y
= m %E(uij) + m %#5 E(uij’ufj)
-t 3 oij + 0 omdat alle rangskikkings onder-
i

lirg onafhanklik is

s .
= m %kij(ki-kij)Ki.
Opmerking,
. [ O | 5 V2 oo
Uit X, = ki (Li—l) S;(aipi - Wi) volg dat
i

(4.25) Ki > D > 0 vir alle 1 omdat die rangnommers rip
i

(vir vaste 1) nie almal dieselfde is nie (opmerking
§4.2.3 ); omdat ?1(6) monotoon stygend is in 6 en omdat
alle ki eindig bly as m-m,

Ook 1is
(4.26) (ki—kij) > 1 vir enige i en Jj, want:
ki“ki' = 0 alleenlik indien

J

i) alle kij =0

of ii) kij > 0, kiy =0 vir alle J # j.

j|
Hierdie twee gevalle word deur die opmerking in

B4.2.3 uitgesluit.
(4.27) o?: > k..D en uit (4.24):

id = 14

2 -1
4, : k. .
(4.28) 05 2 Dm % i

= Dk'j/m > 0.



Lemma 4,3, Die kovariansie tussen uj en ui (i £ 3)
onder Ho word gegee deur

~ -1 o
(4.29) kov(uj,uy) = - m %kijkij K, .

Bewys: Netsoos in lemma 2.3 volg dat

(4.30) kov(uij,uiy) = E<uij’uij) omdat E(uij):o uit (4.20)
_ wLog 11 o 12
_"klgli i (K5-1) Z(aip."\yi)
Pi
= - kijkiy Ki sodat
055 = kov(uj,uj)
= E(uj.uy) omdat E(uj) = 0 vir alle j

)

1 o
E(m™2Yu...m 23u.,.
i 1] it 7

-1
= E + m u.
(m %1113u13, %¢§. ij TT)
= l?’E(u ) + O
it
__pls
= -1 %jkijkij Ki'

Opmerking.
Die uitdrukkings vir Var(uj) en kov(uj,uy) is
analoog asn dié wat afgelei is deur B+v.E(1953) verge-

lyking (2.3.1).

4,3, DIZ TOETSINGSGROOTHEID T.

4.,3.,1., 'm Limietverdeling onder H,.
otel

(4.21) v, o= chuij waar die ¢ 's willekeurige eindige

J
re&le getalie is, dan is
(4.32) E(v,) = E(Z,caula)

J

=0 uit (4.20) en
(4.33) og, = var(v,)

_ 2

= E(vi)

- 2
= E(chjuij)

J
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= BEeSus, + X% T 0.0 N Mg
i 1] J%J J J 13 1J

) %
.E(ui.) + ? ? 5C 5 E(ulaulJ)

- 2

2

= 2 b . -
% e 5k, (ky-ky )KL §#?Cjoj Iy ik g By
uit (4.23) en (4.30)

K.2c.k..le.(k.=k,.)- 2 ¢, k)
- J 1d J 1 1] Jt(?é']) J 1J

J
= K. ZJchlJ51kiT(cj—cy).
J J'
STELLING 4.1.
Indien

(4.,34) og. > 0 vir i=1,2,...,m,
dan besit chuj asimptoties, vir m-w, 'n normealverdeling

onder Ho'
Bewys: Omdat alle ki eindig is, geld vir alle waardes
van i, j en h dat

(4.35) 0 « 83 in
Gevolglik is V. (6

£ T
: ; T ioe wasrdes
th) eindig vir enige waarde
van i, j en h (uit die definisie van ?i(é)).
Omdat alle kij eindig is, volg dus dat

(4.16) uig = %(aijh - Yi) eindig is, sodat

(4.36) E]uijlz+6 ¢{® vir alle i en j en vir & > O.

Vir eindige Cj seld

|2+6

(4.37) Eicjuij { .

Uit lemma 3,11 volg nou dat

(4.38) E| 2c 3 J_‘_1[2"'6 < ® ondat k eindig is.
9
Dus
(4.39) B |V |2+6 ¢ vir i=l,2,...,m,

Die groothede V. en v, is onderling onafhanklik

indien i' # i. Volgens die sentrale limietstelling
i I
(Liapounoff-voorwaarde) besit m 2 2, v, onder voorwsar-
b=t

de (4.34) asimptoties, vir m-»mw, 'n normaalverdeling,
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i "‘%3" by —_ "% S
Magr m 22 v, =m %2 2c.U, .
i 1 ij 9L
J

1!

ze.u, m.b.v. (4.17).
i J

Gevolglik begit chuj asimptoties, vir m-w, 'n
normaalverdeling. ’
Opmerking.

'n Nodige en voldoende voorwaarde dat
(4.34) ¢ > 0 vir i=1,2,...,m,
is dat die c.j 's nie almal gelyk is nie en vir tenminste
twee verskillende cj 's die ooreenkomstige kij 's > O,
Bewys: Uit (4.25) volg K, > D> 0 vir alle i.

Gevolglik is o?! > 0 as en slegs as

e el k..o k.. L —C . i el . .
(4,40) ?CJ 13§; KlJ,(cJ cy) > 0 (sien (4,23))

laar ?cjkijiakiy(cj—cj)
= ?Cjkij j(§j>kii(cj—cja'+§cjkij T(§j)kii(cj~oi)
= ? T(gj)kijkii Cj(cj"cj)+§ j(%j) ijkij ci(ci-cj)
= ? T(§j)kijkif [Cj(cj*cj)+cy(cj —cj)]
= ? j(§j)kijkiy<cj—cy)2

wat poeitief is as en slegs as bogenoemde voorwaardes

geld.

Lemma 4,4, Indien

(4.41) 1im m "k, .

> OViI‘ jzlyzyoongkg
m-0 J

dan voldoen die uj ‘s onder HO aan die voorwaardes
(4.42) 1lim var(uj) > 0 vir j=1,2,...,k en
m->w
(2+8

(4.43) 1lim E|u. | <w vir j=1,2,...,k en & > O.
m-w J

Bewys: lim ver(uj) > D lin nlk, uit (4.28)
m-qa mn->w

> O m.b.v., (4.41), sodat (4.42)

bevredig word.
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Uit die bewys van stelling 4.1 volg, omdat
alle ki na bo begrens is, dat
(4.36') Elu, 12*0 ¢ M<w vir i=1,2,...,m; §=1,2,...,k,
vaste 6> 0 en M 'n eindige positiewe getal.

Dit geld in die besonder ook vir &6=2.

Nou is
4y -3 4
E(uj) = Elm %uij]
= E[m_ZZZ'Z" Z,,,uijui'juﬂ';jui"‘j] waar alle i's
i it 4

gaan van 1 tot m

R 2 2 R

m ?Zi;E(uij>E(ui'j>+m ?E(uij) want U 5
en Uy is onderling onafhanklik vir i # i en
E(uij) = 0 uit (4.20)

< ® onafhanklik van m uit (4.36'),

Hieruit volg dat (4.43) geld vir §< 2.

Lemma 4.5, Indien
(4,41) 1im ot
m->W

dan is die gesamentlike verdeling van die variante uj

k'j > OVll" j:l,Zg.ooykp

onder HO asimptoties normaal as m->w,

Bewys: Omdat

(4.42) 1im var(u.) > O vir j=1,2,...,k,
m - J

(4.43) l:'Lm.Elu.tZ“"(S (o vir j=1,2,...,k en & > O
m - J
en omdat 2c.u. asimptoties normaal verdeel is as m-®
J
5)

(stelling 4.1) ;, volg die resultaat met behulp

van lemma 2.5.

5). Aan voorwaarde (4.34) word in die algemeen voldoen -

vergelyk stelling 4.1 (opmerking).
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Opmerkings,
1). Die karakteristieke funksie van die gesament-

like verdeling van die uj 's het dus die vorm

4-_9'—-| '->
"”;l:j@ .}_1 @ 1

e waar » die momentematriks van die uj g

-

>
voorstel, O :-[919@2,0,.,@k}'en Q die ooreenkomstige

L
kolomvektor,.
2). Neem ar voorwaarde
(4.44) 2 is van rang (k-1).
Omdat Zuj = 0 (sien (4.17)), kan enige U ritgedruk
J
word in terme van die ander (k-1) uj 's, naanlik
3 (£3)
maar onder voorwaarde (4.44) kan Uy nie in 'n kleiner
aantal as (k-1) uj 's uitgedrulkk word nie.
Pui die momentematriks van UpslggeeesUy 7 88N
deur A = {Xgn} waar ( en { nou die waardes 1,2,...,(k-1)
°
deurloop. Onder voorwaarde (4.44) is A dus nie-singulier,

Dui aie kofaektore van die element x,g van A aan
©

deur IACQl'

SYELLING 4.2.

Indien

(4.41) 1im m~t

m -
(4.44) 2 van rang (k-1) is,

k~j > 0 vir j=1,2,...,k en

dan besit die toetsingsgrootheid
k=1 k-1 ]A€g|

(4.46) 7 = 2 3

.U
¢=1 ¢=1 |a| ©°

©

asimptoties, vir m-»w, onder Ho 'n ngverdeling met

(k-1) grade van vryheid.

Bewys: Die bewys volg met behulp van lemma 4.5 en B1.4.
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Opmerkings.

1), T kan meer kompak geskryf word in die vorm

o, |
T = «rgr waar die simbole soos volg gedefinieer
A
word:
Beskou die matriks by verkry uit
2
O1 1900 o001 W
2
Vu = L] ° . L[] o ? o t20 L] o
9179 s 0k 0 Wi
U o)

1 Yo s eeee U
deur weglating van 'n willekeurige ry en kolom behalwe

die laaste ry en kolom, en bereken sy determinant lAu .
Beskou ook die matriks A verkry uit 2 = {ij}
(3,3 = 1,2,...,k) deur weglating van dieselfde ry en

kolom as in die eerste geval, en bereken sy determinant
o 9 o

|A

2). Die toetsingsgrootheid T is 'n uitbreiding
van die toetsingsgrootheid xi van B+v.E(1953), naamlik
na die geval waar gewerk word met funksies van rangnommers
in plaas ven slegs met rangnomnmers,

3). Stelling 4.2 kan uitgebrei word na die geval
waar 2 van rang v < (k-1) is. Hierop gaan ons nie verder
in nie, behalwe dat ong hier 'n stelling van B+v.2(1953)
vermeld: Indien 'n aantal kij 's = 0, kan dit gebeur dat
ons in 2 twee of meer komplementére groepe elemente het
(vergelyk B+v.E(1953) p. 3€61), d.w.s. dat in elke ry (en
elke kolom) van 2 slegs elemente ven één ven die groepe
voorkom., Hierdie groepe wordl genoem ,non-compared" groepe
elemente, en die aantal sulke groepe word aangedui

deur s.
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Lemma 4.6. (B+v.E(1953) stelling 2): As en slegs as
dear s ,non-compared" groepe elemente in 'n k x k momente-

matriks ven die uj 's voorkom, is die rang vaen die matriks

gelyk aan (k—-s).

4.3.2. Die toetsingsgrootheid van BENARD en VAN ELTE-
REN(1953).
Stel omns yi(bijh) = Ty ips dan herlei uy 4 van

vergelyking (4.16) na u.. van (4.6), d.w.s. tot die

ij
tipe grootheid wat deur B+v.E(1953) gebruik word.
6)

~ —'1—'-.N
Stel voorts: u. =m 2} u..
N :LJ
i
Definieer

Xp = T wear alle simbole soort-

gelyk is as in die voorgaande paragrawe, behalwe dat nou
deurgaans geld wi(éijh) = T3 pe

B+v.E(1953) het bewys dat die toetsingsgrootheid
Ir onder die voorwaardes
(4.47) die 2antal kolomme k is eindig
(4.48) die aantal rye m neig na

(4.49) 1im % 072 B[, |7 = 0 vir j=1,2,...,k en
m-om i J

(4.50) die raug van dic matriks R :'{Ejy} waar

is gelyk aan (k-1),

asimptoties 'n x2—verdeling met (k-1) g.v.v. besit.
Hierby word aangerneem dat alle kij eindig bly

as m->x,

6). In 84,1 is genoen dat B+v,E(1953) met kolomtotale
ﬁj =2:ﬁij werk, Ons wysig egter die definisie van Ej
i
sodat O < lim var(d.) < ®. Hierdeur word die toetsings-—
m-q J

L.~ . . . .
grootheid Xy (sien die definisie hieronder) egter nie
beinvloed nie aangesien die addisionele m 'e in

q% nekaar uitkansclleer.
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B+v.E(1953) het ook bewys dat die voorwaardes

7)

(4.51) lim m‘lggki. > 0 Vir j=1,2,...,k en

m-> i td
(4,52) die matriks
RS PIRRR RSP

~

C = Hog ifgpns v iloy
met A.., = lim m_léjk..k.1 , is nie 'n matriks van die

h»] 1
tipe ( 6 8 ) nie waar P en Q vierkante matrikse is en

0O en O' uit nulle bestaan,
voldoende is vir die geldigheid van (4.49) en (4.50).

) = 0 as en slegs as k. .k 0

3+ iy Litag =
(sien vergelyxings (4.25) en (4.30)), kan voorwaarde (4.44)

Ondat E(ui

deur voorwaarde (4.52) vervang word (want (4.52) impliseer

dat (4.44) geld).

4,4, DIE TOETSINGSGROOTHEID Ty
4,4.1., Inleiding.

Die toetsingsgrootheid T soos gedefinieer in ver-
gelyking (4.46) is baie algemeen, maar dit is in 'n
moeilik henteerbare vorm.

Ons gaan ong vervolgens beperk tot 'n eenvoudiger
toetsingsgrootheid Tk viaartoe T reduseer indien alle

k =b > 0. Ten spyte van hierdie beperking, is Tk nog

%
'n uitbreiding op die probleem van m-rangskikkings soos

deur FRIEIMAN(1937) en KENDALL(1948) behandel.

7). B+v.E(1953) beweer dat die voorwaarde lim m <5k, > O
niedes g+
voldoende is vir hulle stelling 5. Die voorwaarde moet

. -1 . . . .
egter wees 1lim m Lki. d @ vir j=l,25..+:%K. Hierdie voor-
m->m i 1d
waarde 1s dieselfde as voorwaarde

(4.41) 1im o Yk . > 0 vir j=1,2,...,k.

m-> J
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4,4,2, Definisie en Limietverdeling van Tk.

Stel kij =b > 0 vir alle 1 en Jj, dan is

ki = kb vir alle i,
k_j = mb vir alle J en
N = mkb,.
Laat
~te D - 8)
(4.53) u, =m °2 2 (a.. -V¥.) soos in (4.17) .
J in=1 1Jn 1

Verder is

|

(4.54) o? - m‘lb(kb-b)ZKi wit (4.24)
1

1 kD _ .
= b(k-1)[mk(kb-1)1""2 2 (a,_-9.)° uit (4.22)
ip=t P %
= (k-1)K waar
(4.55) ¥ = blmk(ko-1)1"T T 5(a,_ - 7.)°,
AR Iy i
ip
Stel
(4,56) c? = 6% vir alle j.

Verder is

(4.57) 6., = - bzm“llei wit (4.29)
1

= - K,

A = {XCQ} is nou die (k-1)x(k~1) matriks met

determinant

(k"l)Kg - II\- g o 0 0 00 9 - I{

] = - K L(k-1)K,..... , - K
- K 9 - K 90 00 00 9(k"'l)K
(k_]—)s - l 9 ¢ 06 00 o @ 9 e l
= 1 (k1) ..., -1
d l 9 il l 9 ¢ 2 0 0 o 0 ’(k_‘l>

k-1, k-2

= K k%, want:
a -1 - .
Neem A = {_l : a} ; 'n 2x2 matriks,

Dan is |A| = (a+l)(a-1).

8). n deurioop die waardes 1,2,...,0 en p die waardes
Ly25...5KD,
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(a,—l,—l
Neem A' = (-1, a ,-1 , 'm 3x3 matriks, dan is
w:l,nl,a
4] = (a+1)%(a-2).
9"'1 9 "'1 9 "l-\
Neem A" = Ty a,=l,-1 , 'n 4x4 matriks, dan is
a 9"1
a
AT | = 3), ens.
g =1
vir &% = =L (k-1)x(k-1) matriks, is
)

(4.58) |a%| = (a+1)¥ 2(a-k+2).
Stel a = (k=1) in (4.58), dan is die determinant
van die (k-1)x(k-1) matriks
(k-1), = 1 ;...., = 1
=1 (k-1)yen, -1 gelyk aan k2,
-1, = 1,000, (k-1)
As kofaktore van A vind ons:
(k=-1)K, - K , vu. , = K

- .‘B—\. ’(k"‘l>}2:7 LY s = I\j

|Ac€| = , 'n (k=2)x(k-2)
-X , =K , ... (x=1)E determinent
(k-l)? '—'l 9 ° o o 9 "l
_ k2 -1 ,(k1), ... , =1
-1 9 -1 9 e o 9(k”l)
= 2R3 mibav, (4.598) met a = (k-1).
Soortgelyk is
- FE
|Arol e R ¢ £ C,
e
Vervolgens is
Al
(4.59) s -2 en
[A | Kk

Al
(4.60) —=8 =L vir ¢ £ ¢ sodaet
A Kk
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k-1 k-1 lAgg|
(4.61) Ty = ¥ F i U g - sien (4.46)
Yo¢=1 ¢=1 Al e
= %w Zug § = E 20 U
Kk ¢ Kk CAQ © °
=—2—-[Zu§ + 2 2 ucugl,
X £ % £L£e@ ®
k
Omdat 2 u. = O uit die definisie van Uy is
=1
el
By = = 5B
k £l £
D .2 .
us = (_Ejug) =§JuC + 25 Z Ul sodat
¢ ¢ cce €
(4.62) 22112 + 2 22 ueuy = Zu§+ ui
£ ° €<¢ g
k
= 3 us,
j=1 ¢
Uit (4.61) en (4.62) volg dan
k
(4.63) & = A ¥ ut
Kk j=1 9
= =1 592 uit (4.34) en (4.56).
ko® j 9

STELLING 4. 3.

Die toetsingsgrootheid

Ty = (h—é) S0
ko J J
besit onder Ho gsimptoties, vir m-w, 'n xgnverdeling

met (k-1) grade van vryheid.

Bewys: Tk is 'n spesiale geval van T wat onder voorwaardes
(4.41) en (4.44) asimptoties X2 verdeel is as m-~® (stel-

ling 4.2).

Nou is lim m Yk, . = lim m™*

mb =b > 0 sodat (4.41)
m-m ¢ mowm
bevredig word. Aan voorwaarde (4.44) word ook voldoen

_k—lkk—2

want |A| = K ¥ B

Die stelling volg dus direk.



IT VAN PRETORIA
OF REVD 1A
lllllllllllll

Opmerkings.
1), TFRIEDMAN(1937) se bewys deur karakteristieke
funkesies kan uitgebrei word na hierdie geval.

. (D) g3
W= S5 R

= LE:%l 2 E(u2>

2). E(T

= (k-—l )
= aantal g.v.v. van Tk.
4,4,3, Spesiale gevalle van Ty

4,4.3.,1. RENARD en VAN ELTEREN(1953).

Stel Yi(é.. ) = r.. , dan herlei

idm iin
K, = [kb(kb-l)]—l%(aip— ,.i)2 _ sien (4.22) - na
(4.64) X, = (k703 -3 g3 1/[12bk(ko-1)] uit (2.61), sodat
. l
l
(4.65) 6° = (k=1)K uit (4.54) en (4.56)
= m H(k-1)p° T K
1
= b(k-1)[12mk(kb-1)1"1 3 (1303 - z gl ).
l l
l
Verder is
(4.66) uy = 7 Z2lr; n-—%(kb+l)} uit (4.53)

in
sodat Tk herlei na

12(kb-1) S , 2
(4,67) T4 = S nAr.. -3(kb+1l)r]
B -bz (1{3b3—2 go% ) i i n { iJm ® }

i oy i

TB is die toetsingsgrootheid wat deur BENARD en

VAN ELTEREN(1953) in E3.3 Dbespreek word waarby aange-
neem word dat alle kovariansies OJJ (sien (4.30) waarby

¥y (513ﬂ) = rijn> gelyk is. Nodig en voldoende hiervoor

is dat alle kij gelyk is, sé kij = b > O vir alle i en j,

en dit is presies die geval wat hierbo bespreek is.
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Opmerking.
Indien Yi(éijn) = 6ijﬂ geneem word, herlei Ty
ook na TB.

4,4,3,2, FRIEDMAN(1937).
Stel kij =1 vir alle 1 en j, d.w.s, b =1 in

84.4.3.1. Dan herlei Tk na

(4.68) 1 = L2 50073 (2, - ¥,)12 wit (4.53) en (4.63)
1

ko b}
waarby & 5 gedefinieer is in (4.12) en
(4.69) 0% = (k)™ T 3(ay; - T;)C uit (4.54) en (4.55)
i
met b = 1
= m“liioi waar
i i
2 -1 < - \2
(4.70) Oy = k2 (a.,.-9%.)°, sodat dan volg
N FRE i
(4.71) 1, = KL 505 (e, - 702,
k%o j i Y
> Py
i fi
Definieer
(4.72) s¥% = Z[}]{rij—-%(k+l)}]2 (vergelyk (4.2)) en
j i

(4.73) 1F

Il

(k—l)_lZI 2 (gg ~ &, )  (vergelyk BENARD en
i oy i i

VAN ELTEREN(1953) vergelyking (3.4.2)).

Stel weer V. (u ) = r.., dan is

1j ij
6 = (1omk]™ 12;(k3- 2 gé ) uit (4.65) met b=l sodat
i o i
1
(4.74) of = (12k17(x’~ % gl ) , en herlei T, na:
i ai i
(4.75) Ty = 12(x-1)5%/% (k- Tg3 )
- i oy i
= 12(k-1)8*/[mk(k°-1)- 2«{Z,g S-S
1oy i i i
= 125%/[nk(k+l)- (1)1 2 3 (g2 -8, )]
i o oy i
i
= 128% /[nk(k+1) - 7]
= x2 van FRIEDMAN(1937) soos aangegee deur

B+v.E(1953) vergelykings (3.4.1) en (3.4.2).



£

=

s‘ UNIVERSITEIT VAN PRETORIA

@, UNIVERSITY OF PRETORIA
SITHI YA PRET ORIA

146.

Indien daar geen knope voorkom nie, d.1i. as

alle 8y, = 1, is ™ = 0 en herlei TD na:
i
(4.76) Ty = 125%/mk(k+1)
= 12[mk(k+l)]_l Z(Z}?ij)z waar
J i
S - i
(4,77) Tij = Ty (k+1),

Vergelyk FRIEDMAN(1937) vergelyking (18) en FRASER(1957)
p. 262 probleem 22.

FRIEDMAL(1937) het bewys dat TF asimptoties 'n
xz—verdeling met (k-1) g.v.v. besit as m-w.

Uit stelling 4.3 volg dat die meer algemene toet -
singsgrootheid Ty, wat na I, = X2 herlei indien Wi(éij)zrij
en voorts nsa TF indien daar geen knope voorkom nie, asimp-
toties x2 verdeel is onder H  met (k-1) g.v.v, &s m->w®,
Opmerkings.

1). TFRIEDIAN(1937) se toetsingsgrootheid is 'n
spesiale geval van BENARD en VAN ELTEREN(1953) se toet -
cingsgrootheid TB.

2). I¥ENDALL(1948) het die grootheid Tp geskryf
in die vorm
(4.78) Tg
(4.79) W

Kendall noem W die ,coefficient of concordance".

=

m(k-1)W waar

128*/[m2k(k2-1)1 .

3). Indien daar geen gelyke waarnemings voorkom

nie, alle Yi(é) = ¥(8) en alle kij = 1, dan herlei 05
“i

uit (4.70) na

(4.80) 05 = k_lil[w(éij) - ?]2 waar U = kulilY[j/(k+1)]
1 J J
= 05 (s8).
) By .
Dus Oj =m ijoij uit (4.24)
= m—l 2 05
;o



UNIVERSITEIT VAN PRETORIA
UNIVERSITY OF PRETORIA
YUNIBESITHI YA PRETORIA

%
g

14’70
. . . . .2
Laat Sm die makginum-waarde wees wat S = Zuj
m 3

onder bogencemde voorwaardes kan aanneem, Dit word ver-
kry as alle rangskikkings identies is. Die kolomtotale
is dan (nie noodwendig in did volgorde nie):

| l ’ 2 P): fonl y o
J/m V(Kij>y /m W(E:T)a cee 5 /M Y(E¢I) sodat

S = 2U/E (gD -/ ¥
= n3 [v() - 91°

k+1

= mko© uit (4.80).

v
X

Gevolglik kerlei T, uit (4.68) na

Té = LE:%l Sl m.b.v. 4,69) en (4,80)
koy Y

11

m(k-—l)S/Sm .

4). TERPSTRA(1962) wys daarop dat FENDALL(1948)
se bewys dat m(k-1)W asimptoties X2 verdeel is as m-wm,
foutief is (stelling VI).

5). In EHRENBERG, A.S.C.(1952):Biometrika 39,
pp. 82-87, is 'm toetsingsgrootheid voorgestel vir die
probleem van m-rangskikkings. TERPSTRA(1955,1956)
het die asimptotiese verdeling daarvan bepaal vir
m cindig en k-w, terwyl VAN ELTEREN(1957) die asimp-
totiese verdeling bepaal het vir k eindig en m->m en
acngetoon het dat die toetsingosgrootheid in 'n triviale
geval ekwivalent is aan die toetsingsgrootheid van

FRIEDMAN(1937).

4.4,3.3. vi(&ijﬂ) =

(1}
i

r,. =EGL )
1JM 1JM
e e I3 & o= P . Ioa o -
waar Dipi (Sil CBip < unn < %iki) die waardes in rang

van 'n ewekansige steekproef van grootte ki = kb uit 'n
normsal (0,1)-populagie is (vergelyk TERRY(1952) en

82.5.2.2).
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In hierdie geval is: 9)
oy =Yy
- (kb)"lZSip
ol
= 0 weens simmetrie,.
Verder is
1
(4.81) u. =m *Y 3 a.. en
J i n 14M
(4.82) 6° = (k-1)K uit (4.54)
= (k-l)b[mk(kb—l)]—lEJZvag waar
; ip
1p
S
i ) & = .L~r T ; .
(4.83) ip gai 2 w1“<ca%~l'ﬂy/(k1+l)]
\i haed
wanneer Ga.~l'£L$ p £ Ga.
i i

met Yi(éip) =y 1o hierdie geval.
Uit stelling 4.3 volg dat

Ty = LEZ%l Zug onder H_ asimptoties, vir m-w,
J

ko J
'n XZ—Verdeling met (k-1) g.v.v. besit.
Opmerking.
Hierdie is 'm veralgemening van 'n probleem voor-
gestel deur FRASER(1957) (p. 263 probleem 23). Stel

ons b =1, dan herlel bostaande resultate na genoemde

probleem van FRASER(1957) en kry ons:

uj =m %jaij en
6° = (mk)mlzfi ai. sodat
i3 J
(4.84) 1, = BED) 5,2
kK T o2 ]
2 Lai. 3
i

9). Ons kan in hierdie geval ook met 'n toetsingsgroot-
heid van die vorm van (4,46) werk indien die ki. 's nie

J
almal gelyk is nie.
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Indien geen knope voorkom nie, is aij = :nij’ sodat

(4.85) 1, =Ll sryz 9°

k N ) . \—’la
Ty is onder H, asimptoties XZ verdeel met (k-1)
g.V.V. ag m-m,
4‘04’0304'@ w-(é-. ) EQ(&..")

waar Q(q) die qde kwantiel van 'n normzal (0,1)-verdeling

is (sien VAN DER WAERDEN(1957) en §82.5.2.3).

In hierdie geval 1is 10)
9 =Y
= (k)T s, )
> ip

IY
= 0 weens simmetrie.

Verder is

1
Y — TESY
(4.86) uy = %j% 834y ©n
Q 2 \ ~loo 2 .
(4,.87) ¢ = (k-1)b[mk(kb-1)1""3% % aj, uit (4.82)
ip
met &3, 5008 in (4.83) waarby Yi(éip) = Q(éip),

Soos in die geval van B4.,4.3.3 volg dat

T, = (K"%) 5l onder H_ asimptoties, vir
k kO{_ J J O

m->w, 'n Xz—verdelinﬁ met (k-1) g.v.v. besgit.

Opmerking.

u. =m “xa.. e
%:@13 n
0 = (mk)_lijﬁ 2. sodat
P Y
1
(4.88) 7, = BU=l) 5.2
ZZJaij j o
id
Indien daar geen knope voorkom nie, is a._ =Q(8..)
ip ip
sodat
(:69) 7, = =LA 51z ae, )12 .
TZZQ(6,L) 3 4
i ] +J

10). Sien voetnoot 9.



IT VAN PRETORIA
Y OF PRETORIA
ITHI YA PRET ORIA

150.

T, is onder H  asimptoties X2 verdeel met (k-1)

g.V.V., as m-wm,

4.4,.3.5, TNeem vervolgens die meer algemene funksies

Yi(é ), i=1,2,...,m, wat strengstygend (of streng-

ijh’*ijn
dalend) is in beide argumente en eindig is vir alle ein-

dige Xijh en vir 0 < 6ijh < 1, med
oVv. . .
il > ¢ > O vir alle i en Xx.
0xX

Laat (sien byvoorbeeld vergelyking (4.12)):
-1

(4.90) Pip, = g“i HL‘ v [ 25,6, _ iy 9(G°"i“l +uy)/(k+1)]
i i
vir Gai_l-ﬂ.g p; £ Gai .
Definieer
(4.91) aijh = aipi indien X4p = Zipi ,
- S .
(4.92) ¥, =k.7 2 wi(xip. ) bip_)
D i i
i
-kl s oAl
i = 1p1 *
Py

Laat weer

= R i i .
(4.93) U4 g(aigh Yl) indien li > 0,
1
4,94 o= m Rru. ..
(4.94) U iu”

- e . . . .
Die resultate van 8° 4.2 tot 4.4.2 kan vir hierdie
geval aangepas word. Ons gee slegs 'm kort sanduiding.

Dul die x..h—waardes aan deur z en laadt

1J
Z = (7119227.5.9211\“—;)0

19Z29uu-7Z:N

Soos in lemmas 4,1 tot 4.3 kan bewys word dat
(4.95) E(uylH;2) = o,
(4.96) o? = Var(uj HO;Z)
- m"lZ]kij(ki~kij)k£l(ki«l)"l Z(aip.-?i>2 en
i 1 i
(4.97) o4y = kov(ujyuj|Ho;Z)
- - m"lé?kijkiy KT (ke -1) 7 Z(aipi-?i)g.

Py
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Ons kies 'n getal w > 0 en vereis dat in elke 1y
tenminste twee x 'e in verskillende ,selle" met minstens
w verskil, Alle rye wat nie aan hierdie voorwaarde vol-
doen nie, word weggelaat,

Omdat alle Xijh eindis is, volg soos in die opmerking

: 2
na lemma 4.2 dat o? > O vir m eindig, en lim oj > w' > 0,
>

Neem ons weer v, = chuij waar die 5 's eindige
J
re&le getalle is wat nie almal gelyk is nie, en
oio = var(vi), dan kan ons op analo& wyse as tevore die

volgende stellings bewys:
STELLING 4.4.
Indien
(4.98) 62 > 0 vir i=1,2,...,n,
besit Zc.u, asimptoties, vir m-w, onder Ho'rlnormaal—
J
verdeling.

Bewys: Soos stelling 4.1.

@

Soortgelyke resultate word ook gevind as in lemm&

4,4 en 4,5, sodat ons kry:

STELLING 4.5.

Indien

(4.41) lim m~t

m->m
(4.99) 2 = {Ojj} van rang (k-

k'j > OVlI‘ -i:ly2gotvyk en

A%

vir elke gegewe Z

-
-t

dan besit

asimptoties, vir m-»®», onder HO 'n XZ—Verdeling met
(k-l) geVoV#
Bewys: Soos stelling 4.2,

Stel kij =b > 0 vir alle i en j, dan is (sien B4.4,2)

(4.100) o? = (1-1)blak(kb-1)1"1 2 5(= lp-—?i)g vir slle j
ip

o,
= 0% (s8), en
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iy 3 )
u, =m 22 2 (a.. =-¥.),
J $poy iino i
Definieer weer
T, = LE:%l 5 us
ko J J

. . . . . 2 .
dan besit Tk asimptoties, vir m->w, onder HO 'n Yy —-verde-

ling met (k-1) g.v.v., (sien stelling 4.3),

o - = relvk PITLIAN
Stel nou Yi(“ijﬂ’éijn> = X4, (vergelyk PITHAN(1937)
en B2.6.2).
Laat x. = ¥,
i i
= (kb)*lijxiﬁ.
p
Dan is
4,101) u. = m_%"“" Xe. = X. en
(4.101) u, 520y g = %)
2 ) -1 - \2
(4,102) ¢° = (k=1)b[mk(kb-1)]1""% ¥(x, -X.)°.
- ip i
1p
.___} -
T, = (k 5) 2 u? besit asimptotics 'n Xg—verdeling

J
onder H_ mnet (k~1) g.v.v. as m-wo,

Oprmerking.
Stel b = 1, dan reduseer bostaande geval na dié
veorgestel deur FPRASER(1957) (p.262 probleem 21), 1In

dié geval is:
1

= -1 S . = _ —Lly = _ -1l
Xx; =k z,Aij ) X,y =1 gJXij , x = (mk) ;JZXij ;
J 19
i ,
u,j = Z:E(Xl;]- l)?
6° = (mk)"TE (%, . -%,)°
. 1J 1
1]
= mle]Si waar
i
(4.103) 32 - k_lij(x:.-x ) sodat
i FENE i
-1)  srs = 42
(4.104) T, = < SES (., - %)
Koy S§ R 1
i
2 . } '
_ m(h—-l) .ZJ(X'J-"‘X>2°
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Tk besit asimptoties, vir m-w, onder ho 'n x -

verdeling met (k-1) grade van vryheid.

4,5, ANDER UITBREIDINGS.
4.5.1. Inleiding.

In die probleem van m-rangskikkings (8% 4.1 tot 4.4)
is die asimptotiese verdelings van voorgestelde toetsings-
groothede ondersoek indien die santal rangskikkings m->w.
Die vraag ontstaan wat sal gebeur indien alle kij% w,
of indien k-,

Alleen eersgenoemde geval lewer 'n sinvolle bydrae
tot die studie van ons probleen., (Sien ook §4.4.3.2 op-
nerking 5 waar 'n geval aangehaal word waar laasgenoemde

geval (k-m) bestudeer word),

4,5,2, Geval kij—xn vir j=1,2,...,k; 1=1,2,...,m, waarby
kenm eindig is.

Hierdie is 'n twee-faktor variansie-angliss wear
rangnommers afsoncderlik binne elke ry toegeken word,
Elke ry kan beskou word as bestaande uit k willekeurige
£ro0t steekproewe (die m rye dui m replikate aan)., Die
teorie van hoofstuk II is dus toepasbaar op elke ry., In
notasie sluit ons aan by dié van hoofstuk II.

Die waarnemings in die sel (i,j) kan beskou word
as 'n steekproef afkomstig uwit 'n populasie met verde-
lingsfunksie Fij’ Onder H; nl, dat alle verdelingsfunk-

o~

sies Fij identies ig vir gegewe i, 8¢ = F is alle per-

i’

nutasgies van wacrnemings in elke ry ewekansig (HO).

Neem
1
k> (a.., -¥.) dindien k.. > O
4o _ iJ ijh 1 i]
(r,J.OB) le h
0 indien k.. = 0O
1J
en y. = 2 Vi e
J i~ 1d

Hier word veronderstel dat die Wj funksies is van

).

rangnommers alleen, w.w.S, van die vorm Yi(éijh
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Lemma 4.7. Indien

(4.106) maks[v. (6, %—?.]2 = o(k.) vir k. »® en i=1,2,..,m
0. 1t ips i i i
i

(4.107) (Iedere diskontinuiteit van Fi(x))gg <1 vir alle i

(4.108) 1im k. ./k, > ¢ > 0 vir alle i en j,
k.- 1o 1=
i

dan is

4 — S T
(4.109) W, o= %Cijbij
waar die cij's willekeurige eindige re&le getalle 1is,

esimptoties normasl verdeel as ki—ﬁn, i=1,2,...,m.

Bewys: Die bewys is, vir vaste 1, analoog aan dié€ van
stelling 2. 3.
Opmerking.

Voorwaarde (4,108) is nie nodig nie solank kij—xn
as ki—xn (vergelyk stelling 2.3 opmerking 2).

STELLING 4,6,
Onder voorwzardes (4.103), (4.107) en (4.108) en
R
onder HO is ;ejy
J
re€le getalle is en

i waarby die ej's willekeurige eindige

1
-3 -1

ol

(4.110) §j = (¥-k, )

2 ,
met ¢ = var(y.) en k . = 2k. .

] (v3) L3 = Ry
asimnptoties normaal verdeel as N-w,

Bewys: Wi oen wy, is onderling onafhanklik indien i # 1i' .
Met behulp van lemma 4.7 volg dus dat
(4.,111) W :IZVH_ asimptoties normaal verdeel is as N-w
i
(as N-w, geld dat alle kij-xn omdat k en m eindig is
en omdat ons aanneem dat alle kij van dieselide orde
grootte is - voorwaarde (4.108)).
Omdat die Cij 's willekevrig is (behalwe in soverre
dat almal nie gelyk mag wees nie) kan ons sonder verlies

aan algemeenheid stel

1Y

- Lot -1 . .
.11 LLo= -k )N =e.o. o e 1.
(4 2) C 5 (X °J) N eJOJ vir alle i
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Dan is
(4.,113) W =22c..y
1] 13719
55 (hek )¥w e o7t
= i~k )N e 0.7y, .
1] J J J "1d
1 1
N TS -—l
= 2(N=-k_.)=*N ® 2 N
= 2l €497 7
J
= 2e.y. m.b.v., (4.110).
i J7d
Zejyj is dus asimptoties normaal verdeel as N->wm.,
J

Lemma 4.8. Onder die voorwaardes (4.106), (4.107) en
(4.108) en onder HE_ geld die voorwasrdes

0
(4.,114) lim.var(y ) > ern
N-=w J

(4,115) lim E ly i2+6 o vir J=l1,2,...,& en & > O,
-0

Bewys: Soos in die opmerking na stelling 2.2 volg m.b.v,
STOXER(1955) stelling 2.4 dat

lim inf. va 1(y ) > e > 0.

I >

Magr var(yj) = var(yij) - gien byvoorbeeld (4.24),
i
Due lim inf,. V%r(y ) > lim inf, var(v ) > 0 vir enige i.
"\T _903 "\T __>CD
var(§.) = (N-k .)N—lvar(y.) 572
J °J J dJ
=1 - k.jN°1 sodat

lim var(y.) =1 - lim k..N_l > 0 waarmee (4.114)
N->w J M-0

bevredig word.
Indien, wat verder deurgaans veronderstel word,

K13 (o, - 9% = 0(x,) vir i=1,2,...,n

. ip. "1
Pi 1
dan volg op analo& wyse as in bylaag A dat
E(yij)4 (o vir alle i en J.

Aangesien y.. en y.. onafhanklik iu indien 1i#1',

1] it
volg maklil: dat voorwaarde (4,115) bevredig word.
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Lemma 4.9, Die variante Y 5 is onder voorwaardes (4.106),
(4.107) en (4.108) gesamentlik asimptoties normaal verdeel

as N-w,

Bewys: Die bewys volg direk uit stelling 4.6 en lemma 4.8

net behulp van leama 2,5,

Opmerking.

Die karakteristieke funksie van die yj 's is dus van

die vorm

4838

waar 2 die momentematriks van die

yj 's voorstel, §| = {91,92,...,@k} en 8 die ooreen-

komstige kolomvektor,

~

Lemma 4,10, Die momentematriks 2 van die variante y.,

J
j=l,25.4.3,Kk Dbesit onder HO 'n rang van (k-1).
Bewys: Met behulp van (4.23) en (4.30) volg:
. e o AL el g 42
(4.116) Vdf(yij) = (ki Kij)ki (Li 1) ,Z(aip. _i)
Py Ui
= (kimkij)Ki en
(4.217) kov(yy 5734) == Oy K, Bz (e, -1) (e, - 7,)2
Iij iTAgr Tl ig. "4
Py !
% —_— 3
= - (kijkij)“Ki vir j £ J waar
_ o=l 4=l R
(4.22) K, = k;(k;-1) pZ(aipi ¥.)°.
i

Die momentematriks van die y. (vir vaste i) is

ij
van rang (k-1), want tussen die elemente van elke ry be-

staan 'n line€re verband, nasamlik

w 9
(4.118) %kij var(y; )-%7 2.‘(1=lJ 13) kov(y 1T)
J 3£
= ¥ - oSy
= gkij(ki kiJ) 5 %#ykia 55 K
= Jle K. (k<k:w 7 k.:]
il R

=0

en geen ander lineére onafhanklike verband bestasn nie.
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Die transformasie van Vi ne yj is lineér en nie-
[ [3

singulier. Gevolglik is die rang van 2, die momentema-
triks van die §ﬁ 's, ook (k-1).
Opmerking.

Dui, soos in die opmerking na lemma 4.5, die momente-
matriks van enige (k-1) §j 's aan deur A = {ng} met

kofaktore ]A(g

STELLING 4.7.

Indien
: 5 12 . -
(4,106) m%ks[wi(oipi) - vi] - o(ki) vir ki—nn ent 1=1,2,..,0
i

(4,107) (Iedere diskontinufteit van Fi(x))§9.<l vir glle i

(4.108) 1im k. ./k. > ¢ > O vir alle i en j,
k. o 9 01T
i

dan is
k=1 k-1 A

—

ggi o -

—_—22 7.y oncer H' asinptoties
¢=1 g=1 |4 ¢ ¢ o

T =

g

X2 verdeel met (k-1) grade van vryheid as N-ow,

Bewys: Uit lemma 4.9 volg dat die momentematriks van die

V- 's van die vornm
° '
3T AT .
e 5t is,
en m.b.v, lemma 4.10 dat A van rang (k-1) is.

Die bewys volg nou m.b.v, Sl.4.

Opmerking.
T kan tot meer hanteerbare vorms vereenvoudig wora
deur cekere beperkings te stel, byvoorbeeld alle ki* = Db
J

(sien B4.4). Aangesien die prosedure dieselfde is as

in hoofstuk II, gaan ong nie verder daarop in nie.

4,6, DIE ALTERNATIEWE HIPOTESE,
4,6,1, Inleicding.

Tot dusver in hierdie hoofstuk het ons die geval
onder ho beskou waarby veronderstel word dat alle moont-—
like rangskikkings van rengnommers binne elke ry
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gelykkansig is. Hier word egter die meer algemenc hipo-
tese H beskou waarby aangeneem woerd dat al die km items
uit dieselfde of verskillende populasics afkomstig is,

en wel dat die waarnemings x h=1,2,...,k van die

i3h? 1]

item X4 alfkomstig i1s uit 'n populasie met kontinue

J
verdelingsfunksie Fij’ i=1,25...,m3 J=1,2,...,Kk.
Die limietverdeling van die voorgestelde toetsings-—

grootheid word onder H bepasl indien m-> .

4,6,2, DTefinisies,

Feem

k|
-1 .
4,11 .. o= kT4 v (6, .
( 9) i3 13 hzl 1(854p)
waar Yi(é) eindig is vir O ¢ 6 < 1 en &ijh = rijh/(ki+l)
soos in B4.1., Stel
f
(4.120) tij = tij - E(tij]H) ,
i {
J iz
i ] 1 1 1 ! . . o
(4.122) ogi) = kov(tij’tij‘H) = E<tij’cij H) vir j#j want
(4.123) E(tij H) = 0
(1) _ o
(4.124) 0,3 = var(tij!H),
(4.125) oéy kov(5, %, [H) = (.6 [H) vir jAJ went
(4,126) E(t.|H) = O en
j
(4.127) 033 - 032 = var(s, [H).

Hieruit Volg maklik dat

m"1§:o<i) net

Il

t
(4.128) 055

7 3
(4,129) 032 = m"lg?o§§>.
4,6.3., Die Toetsingsgrootheid TA“ Limietverdeling onder H.
Stel
(4.130) v, = ?cjtij waar die ¢y 's willekeurige eindige

regle getalle is wat nie almal gelyk is nie.
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STELLING 4.8,
Indien
(4,131) Var(ViIH) > 0 vir i=1,2,...,m,

dan besit chtj onder H asimpltoties, vir m-®, 'n normaal-
J
verdeling.

Bewys: Uit die cdefinisie ven Yi volg dat tij’ enn dus ook

1
.

65 50 eindig is vir alle i en j (ki <@ vir alle 1i).
Dus

oy s (248 . .
(4.132) Eltijl <o vir alle i en j en vir & > O,

Soos in stelling 4.1 volg eerstens dat

12+6

(4.133) E[Vi <o vir alle i=1,2,...,m

5 . : .

en vervolgens dat chtj =m *2V. asinptoties, vir m-w,
J’ bt

J

'n normaalverdeling besit.

H- 0V

Opmerking.
var(VilH) kan ook geskryf word:

(4,134) var(Vi) = E[Vi-E(V4)]2

=B[Sc.t., - B(Zec.t,.)1°

FRS RS ER A
= E[%ﬁcjt;j}2 want E(tij) = 0
- ?%"cjcj, E(t J,tij,)
-2Zepey oy

Lemma 4.11., Indien

(4.131) var(VilH) > 0 vir i=1,2,...,m en
(4.135) 053) > 0 vir alle i en j,

dan voldoen die tj 's aan dis voorwaardes

(4.136) 1im var(t.|H) > 0 vir j=1,2,...,k en
m -0 J

[\

(4.137) 1lin E|t, |20

m->0

<(D VlI’ j:lg2yoougk en. é > Oa
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Bewys: Uit (4.129) volg
var(tj[H) = m—1§10§§> sodat m.b.v. (4.135) volg
i

(4.136) 1im var(t.|H) > O.
m-m J

In stelling 4.8 is bewys dat

(4,132) E}tijlz+6 <o vir alle i en j en & > O.

Soos in lemms 4.4 volg nou dat

12+6

(4.127) 1lim E|%. <o vir j=1,2,...,k en & > O.

m-aw J

Lemma 4,12, Indien voorwaardes (4,131) en (4.135) geld,
is die gesamentlike verdeling van die variante tj asimp-

toties normaal as m-w.

Bewys: Omdat

(4.136) 1lim var(t.|H) > 0 vir j=1,2,...,k,
m->wm J

(4,137) lim E}tj§2+° ¢ vir j=1,2,...,k en & > O (lem-
m->Q

ma 4.11) en omdat Zojtj asimptoties normasl verdeel is
J
as m-w (stelling 4.8), volg die resultaat m.b.v.

lemma 2.5,
Opmerkings.

1). Die karaskteristieke funksie van die gesament-
like verdeling van die tj 's is dus

L.
emé@ 238 waar 2, = {63j> die momentematriks van

die tj 's voorstel.

2), Neem as voorwsarde
(4.138) 2 is van rang (k-1).

Dui, soos in opmerking 2 na lemma 4.5, die momente-
matriks van enige (k-1) tj 's asn deur A = {Kég} met

kofalktore |Aég| waar C,0 = 1,2,...,(k=1).
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STELLING 4.9.
Indien

(4.131) var(V, |H) > 0 vir i=1,2,...,m,

(4.135) ogi) > 0 vir alle i en j en
(4.138) 2 van rang (k-1) is,

dan besit die toetsingsgrootheid

4ol
(4.139) T, = 33 - ool tetg
£ r
®

¢ ¢ i/\'l ¢
onder H asimptoties, vir m-w, 'n X2—verdeling met (k-1)

grade van vryheid.
Bewys: Die stelling volg direk uit lemma 4.12 en §1.4.

Opmerkings,

1). Die berekening van Og§> skyn baie ingewik-
keld te wees, behalwe onder HO in welke geval ons dit in
lemmas 4.2 en 4.3 sangegee het.

2). Deur allerlei verecenvoudigings kan spesiale
gevallelxrtTA afgelel word.

3). Die stelling kan ook bewys word deur van
kearakteristieke fumksies gebruik te maak soos FRIED-
MAI(1937), maar die voorwaardes is baile meer beperkend

as in ons geval (byvoorbeeld: Vir elke vaste j en J moet

o§§) gelyk wees vir alle waardes van i=1,2,...,m).
4,7. ASINMPTOTIESE RELATIEWE DOELTRZFFENDHEID,

Beskou die alternatiewe hipotese
(4.140) Ha: (X) = F. (K+d 4)
waar die dj 's Wlllekeurlee eindige re&le getalle is
waarvoor sonder verlies aan algemeenheid veronderstel

kan word dat

(4.141) 2 4. = 0O,

b J
Ons neem nouw deurgaans as voorwaardes
(4.,142) 1im E(u JlH ) = Bj (o vir alle j en

n->a
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. |
kov(uj,uy|Ha)

(4.143) 1im

m-wm kov(uj,uylﬂo)

=1 vir alle j en J .

Aan laasgenoemde voorwaarde word waarskynlik
in die algemeen voldoen, d.w.s. onder algemene re&lmatig-

heidsvoorwaardes en kontinuiteit van die funksies Wi en fi,
1
waar f. = F. .,
aa i Fl

In die res van hierdie hoofstuk word veronderstel
dat aile Yi en fi kontinu is, dat dear geen gelyke waar-
nemings voorkom nie (alle Fi is ook kontinu) en dat alle

Nou volg uit (4.17), (4.119), (4.120) en (4.121)

met,Ha in plaas van H:

-1 -1 ‘
4,144) t, = D - D .
( )t %3 i'a
-+ ~l T ] - _'—%_ ? "l “ it -
met b ;u(u:j 5) =m % (b %E{ji(éijn) lH } -0,

Uit stelling 4.2 volg det

(4.46) T =

RIS
(Q 4
=

onder H_ asimptoties 'n xz—verdeling met (k-1) g.v.v.
besit as m-»m. (han die voorwaardes van stelling 4.2
word voldoen - sien stelling 4.3 ~ want vir alle

kij = b herlei T na T, van stelling 4.3).
Omdat 1lim var(t.|H.) eindig en positief is (lem-
m->m J e

ma 4,11), volg dat

(4.145) 0 < 1lim var(uj

H ) <o vir alle j.
m->m h

Uit stelling 4.8 volg dat chtj asimptoties nor-
maal verdeel is onder Ha en voorwaarde (4.131) as m-w,
waar die cj 's willekeurige eindige re&le getalle 1is,
Haar

. s rely L mloe (4
(4,146) chtj = %cj[b U b E(ulea)] uit (4.144)

] ]
= vt Scu-b TS e E(ulH ), sodat ook
jJJ jJJa

chuj asimptoties normaal verdeel is onder bogenoemde
J



voorwaardes,

Gevolglik besit die uj 's onder Ha asimptoties,
vir m-w, gesamentlik 'n normaalverdeling indien voor--
waarde (4.142) ook nog bevredig word.

Uit voorwaarde (4.143) volg dat die U 's onder
Ha asimptoties, vir m-mw, dieselfde momentematriks besit
as onder Ho, naanlik A. You volg uit §1.4 dst T onder
Ha agimptoties, vir m->w, 'n nie-sentrale Xg—verdeling
besit met (k-1) g.v.v. en nie-sentraliteitsparameter

A Ly
(4.147) 2% = £% 1im —=&- E(x (;1” ). E(uglh
CC m-owm |A]

Uit (4.142) en (4.145) volg dat A° eindig is.
Aangesien alle kij = b > 0O en daar geen knope
voorkom nie, herlei T na:

(4,148) T, = Lkl%l Zu? uit (4.63)
J

Ia koc.
(1-1) oo —ks 2 7 192
= =Tml 3 [mTE Y Y wi(éi. )-.wi}] uit (4.17)
k6% ] in=1 N

met ¢° gegee deur (4.54), (4.55) en (4.56).
Soortgelyk aan T herlei V2 m.b.v. (4.59) en

(4.60) na:

2 —_ 2 l U e . -~ .
(4.149) A = ﬂll:sz{I = g[L(ug ih 1%+ ¢ é#zéE(ug ]Ham(ug.ma)}
o (k= l 2 ~ A\ ¥
= 1lin 25 E(u > 2 E H_)E(u,|H_ )b,
m&gn L { )] +‘Q%Q (ugl a> (ug ay

Hierbo is

11

(4.150) B(u,|H,) B {n” 41 SLv. (8, )-Gi]} 5,1

in
mzzz}:[w (6 )!H]— m22w .

l”li

il

Nou is, vir vaste i,

(4.151) ELv, (6,5, [H,) = Blv, (k oli: e
SR
2 Vs () Plry y = pIH,D

p=1
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Dui vervolgens die verdelingsfunksie van die
"

verdeling van Xijﬂ aan deur Fijn WaaArby A=l,244¢4 2003

i - Iy n=1,2,...,b. Dan geld volgens §4.6.1 dat

it
F-- EF‘---

ijb 13

Vir vaste i is daar kb verdelingsfunksies
1]
Fijn 3 35 P evrnell Ml Bheen B, Dl ¥l hiesrdie vel-
delingsfunksies aan deur F;g waar g:l,2,...,kb sodanig

o Byg 8 By Bop B oy cen 4 By S Bgns F i,  pe1 = Fysys
1
Fi,b+2 F122’ el
Uit (4.151) volg dus nou verder
(4.153) BLY; (8,4, ) [H,) = 2 v, (gfy) Plryy, =pIH,]
(o) [ T |
= W, (s T Ll - F r] ar,
1" kb+ - |J 15 ]
(#e)
> kb a)kb ] ' '
+ fl(m) gil _ TI' Ll F ﬁ Flg dFlg +
() (;f

Xo ® kb , ,

+.¥(TI)§£”_I ﬁﬂ Ll“Fp'FJ.'J'Fig" dFig+.....
(#8) (#&,8:8")
® kb ;
i) [ g g ary,
#8)
. 1 - i _ . ll)
waar Fig = Fijn s, dow.8 g = (j=1)b + n
kb
2 P (e
S ® kb , ,
.§<§%< (p 2 c£ ﬁil [1~ F. u]Flg 18"" ig(P_l) dFig
(almdl 745) (#(csbro-!g(p“l}

ki word nou gevind deur terugsubstitusie van
(4,153) en (4.150) in (4.149), Bostaande uitdrukking
is in die algemeen onhanteerbaar. Ons beskou slegs die

volgende spesiale geval.

kb

11). ﬁﬂlF 1 dui die produk F11F12 ceo*F

1
i,kb El.al’la
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Spesiale geval: ?i(&ijn) = 550
Nouw is ¥. = (kb)"lijz r.. ult (4.14)
i ijr
J N
= %(kb+l>9
S A — -5 - (1
(4.154) uy = o %}%Erijn +(kb+1) ] en

(4.155) 6% = b2(%k-1)(¥b+1)/12 uit (4.65).

Tk herlei dus tot

A 21 (v ) 1= S e} 12
(4.156) 7 = 12[mb“k(kb+1)] ?E‘Efﬁ{rijn" L(xb+1)} ]
!

Uit (4.153) volg:

® kb ,
BE( = f —I 7.
lwih ) = -Oﬁ p'il 1 .] ARy, +
(#8)
Lgb ® kb : \
2 r ', aF,
+ 2g=1 _.f il Ll - F ']Flg Flg +
(#g)  (#g,8)
Zk%; ® kb , ,
+ ) 1-F. J]F. I N S
3 geg _4£ ﬂl[ 1ﬁj lg 1g
(#g) (%—g g,8")
® kb .
kb F. N
+ ~%£ ﬁil 1ﬁ dFlg
(#g)
Deur die terme uit te skryf en te hergroepeer,
volg dan:
Kb ® .
4,1 E = 1 . AF. w b
(4.157) (rlJnl ) .+g(#g) (é Flg g Weardy
F. =F,. = F.. y, d.Ww.es. g = (J=1)b + n.

1g 1dn iJ

Hierby is

Gass) ¥ felanl -3 3 f
4.15 ¥ 5y /P
o(de) - 1€ e T gl g Tin ©

o
=]
1l

!
- / F ar.
- ig
5 @
= b ) F . 1F -
Sy any -
® 1 1
=b2 [ P, (X+d m %) dPF, (x+d.m %) =% met
i -o J 1 J

behulp van (4.140),



&, v o ety
166,
i 69)
=bx [ F.Ix+(d,-d.)m *] dF.(x) - %
J' - J

@ 1, 1
-1 5 : _ ~% - -5 S
= D 3 _Oé [P, (x)+(dy-d m ‘fi{x+@(dj, a)m }IaF, (x) - 4

m,b.v., Taylor se middelwaardestelling, waar 0<6<1,

sangesien fi orals kontinu veronderstel word

@
)/ fi(x')dFi(x) waar

= 2(kb-1)+bm™E 3 (a,-4q;
-0

jl

wj-

X' = X+@(djp-d.>m

J
Nou is vir die geval Yi(éijn> =Ty
Lo i
(4.159) E(u. |E.) = m =2 ¥B[r. . |H 1-2mt%b(xb+l) met
i'a T iin'Te

behulp ven (4.154)

ajR

oo —-‘1 @©
=m *%2[1+5(kb-1)+bm *Z(d,-d.) /[ fi(x')dFi(X)]—
iﬂ 5l

J
1
- "o (kb+l) uit (4.157) en (4.158)
2 =1« L ] "
=bm 2 (d,-a.)> [ fi(x')dBi(X).
Indien vir m voldoende groot geld

Q0 1
(4,160) / fi(x+cm_2)dFi(x) <@ waar ¢ 'nm willekeurige
-0

konstante is, dan geld, omdat fi kontinu veronderstel word,

@ kX @
_O{) fi[x+@(dj,-dj)m‘»%]d1vi(x) =~O£ fi(x)dFi(X) + o(1),

waarby 0<6<1.
Aan voorwacrde (4.160) word byvoorbeeld voldoen
indien fi gelykmetig begrens is.
Nou is

)

il

2w l(a - a.)% [ £ (x)dF. (x) + o(1)
. ma(dy - 442 ;(x)aF (x) + o0

(4,161) E(u. |H
J J 1 -

2

i

o)
- bxm . T [ f.(x)aF.(x) +0o(1l) met
Ji ~w 1

behulp van (4.141).



Daar word dus in hierdie geval voldoen aan
voorwaarde (4,142),
Uit (4.149), (4.155) en (4.161) volg:
(4.162) A2 = —22___ 14y [2>{E(uglﬂ )}°
b k(kb+l) m->m

QL(ung E(uglﬂ

C#£C
12 (%K. <
= —s——=——— lin [2L{~ﬁfd€2J / . (k/d“ CYﬂ
b“k(kb+l) mo® i -

2 2 @®
R bk, s
3 25 acT O{) HOLLNCRE RN CLEN (x)}1

2

= 22bk 44 m.ZEZ /f (x)dF. (x)T [2Ld€-+2 ngdg]
(kb+1l) m->w i-m ¢ C£Q
12b°k : 2 2

= === Jim m” [Z ff (X)dF (X)] §3d€+-(§3dg) ]
(kb+1l) m-m i - ¢ ¢

2, @® Ck

oo deb ko450 072 [ ffi(x)dpi(x)]z. 2 3% met behulp

(kb+l) m-w i -m j=1 %

van (4.141) aangesien ¢=1,2,...,(k-1),

Vir b = 1 herlei hierdie uitdrukking tot:

@
12K qinmery g fi(x)dx:]z Sac
(k+1) m-w i - P J

(4.1€63) Kk =

wat dieselfde is as did in VAN ELTEREN en NOETHER(1959)

vergelyking (9).

Beskou ons vervolgens die meer eenvoudige hipotese

1
(4.164) H;: Py (%) = Plx+(6 48 )m ]

waar die 6i 's en dj 's willekeurige eindige re&le getalle
is en die dj 's nog voldoen aan die voorwaarde

(4.141) Sa. = 0,
j J
dan herlei ki uit (4.162) na:

24, o)
(4.165) 22 = 228K 355 72 [0 [ £2(x) ax 1° 2a?
(kb+l) m->m - I
2 ® , 2
= QEQQ~%_[ / fg(x) dx ] 532 .
(kb+l) L - j Y



Die nie-sentraliteitsparameter van die F-toets
vir hierdie geval kan gevind word deur die voorbeeld van
TANG(1938) op bladsye 137-138 na hierdie geval te ver-
algemeen, waardeur ons vind

(4.166) 25 = b0} Zd§ . (Vergelyk ook VAN TLTEREN en
J

NOETHER(1959) vir die geval b = 1),
Die asimptotiese relatiewe doeltreffendheild van

T£ met betrekking tot die F-toets is dus

: -
(4.167) ET&,F = xk/xF

12kb 2 ® 5 2

= —=S—— oy [ [ £°(x) ax 1 .

(kb+1) -

Opmcrkings.
1). Stel b = 1, dan herlei Ti in (4,156) na
(4.168) 1) = —F2— 5[ 3{r,, - $(1+1)}1°
mk(k+1l) § 1 9

- L2 5 [Zri. - %m(k+l)]2.
mk(k+1l) j 1 *Y

2), Vir b =1 is

. © ,
(4.169) Tpn 5 = 12k ¢ op [ £2(x) ax1?
K (k+1) -

wat dieselfde is as die resultaat gevind deur VAN ELTEREN

en NOETHER(1959) vergelyking (7).

3)., Vir die normaalverdeling is uit (4.167)

kb 3

F ™ N

(kb+l)

(4.170) En

Namate kb toeneem, benader ET" 7 die waarde
k?

3/m = 0,955 (sien VAN ELTEREN en NOETHER(1959) verge-

lyking (7N) en die daaropvolgende tabel).

4), Vir die homogene verdeling is uit (4.167)

kb

(4.171) E —
(kb+1)

Tyo F =

wat die woarde 1 benader as kb toeneem,
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Opmerking.

Dit blyk dat T; met Yi(é asimptoties

) 15n) = Tign
onafhanklik is van verskuiwingseffekte tussen die
verskillende rye - sien (4,162), Diec toets gebasecer
op TQ kan dus gebruik word om vir verskuiwingseffekte
tussen die kolomme te toets onafhanklik van eventuele
verskuiwingseffekte tussen rye. Soortgelyk kan
rangnommers opnuut binne die kolqmme toegeken word

en die toets aangepas word om te toets vir verskui-
wings tussen die rye (onafhanklik van die voorkoms,
a2l dan nie, van kolom-verskuiwings). Die toetse vir

ry- en kolom-effekte moet egter op afsonderlike

onafhanklike stelle waarnemings toegepas word.

Slotopmerking.

In bostaande spesiale geval 1s dit redelik
maklik om in te sien dat onder sekere re€lmatigheids-
voorwaardes, waaronder die kontinuiteit van alle Fi,

aan (4,143) voldoen word,
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HOOFSTUK V.
DIE ANALISE VAN VARTANSIE.

5.1, INLEIDING.

Word in die geval van 84,5.2 rangnommers gan
al die I waarnemings gesazmentlik toegeken, kry ons 'n
twee-faktor variansie-analise. Ons gaan dié geval in

hierdie hoofstuk behandel.

5.2, KORT OORSIG OOR REEDS BEKENDE WEEK,

MOOD(1950) het 'n verdelingsvrye prosedure be-
handel wasrvolgens vir ry-effekte, kolomeffelkte, inter-
aksie en kombinasies daarvan getoets kan word in die
tweefaktor rangskikking met b waarnemings per sel, Die
toetsingsgroothede is gebaseer op die afwykings van die
waarnemings vanaf hulle mediane., Die verskillende toet-
singsgroothede word kortliks bespreek (sien MOOD(195Q) en
TATE en CIELLARD(1957)).

Gestel daar is m rye, k kolomme en b waarnemings
per sel, Laat A = $mb of #(mb-1), naamlik dié een waar-
vocr A 'n heelgetal is, Laat X;j die mediaan van die
de

mb waarnemings in die kolom wees en ﬁi- die mediaan

van die kb waarnemings in dic ide ry.

5.2.1. IMediaantoets vir Interakoie.
HMO0D(1950) het as toetsingsgrootheid vir inter-
aksie voorgestel
2
(P,.-P. P, ./P) 1)
S =Ppry —2 2

X
I ij P;.2, (P, P, -0)

wear die simbole die volgende betekenis het: Word ry-
en/of kolommediane van die waarnemings in die tabel

afgetrek, kry ons negatiewe waardes (aangedui deur

1). In hierdie hoofstuk deurloop i,i' die waardes
1,2,...,men j,J,J" die weardes 1,2,...,K, tensy anders
gespesgifiseer,
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minustekens), nulle, en positiewe waardes (aangedui
deur plustekens). Nou is

P = aantal plustekens plus helfte van die nulle in die

tabel,
Pij = aantal plustekens plus helfte van die nulle in
die sel (i,3),
Pio’Poj = gantal plustekens plus helfte van die nulle

)
in die 1%® ry respektiewelik %€ kolom,

Hierdie toets vir interaksie word toegepas nadat
ry- en kolomeffekte (indien enige) verwyder is deur her-
haalde eftrekking. Trelk neamlik die kolommediazne af van
die waarnemings in die onderskeie kolomme. (Daar kan
netsowel met rye begin word), Vir die nuwe stelgel word
ry-mediane bepael en van die waarnemings in die onder-
skeie rye afgetrek., Hierdie prosedure word nerhasal tot-—
dat die ry- en kolommediane alnal prskties nul is,

Volgens MOOD(1950) is X% asimptoties X2 verdeel
net (m-1)(k-1) g.v.v. as b->w. (Die bvenadering is be-
vredigend as PioP.J/P > 2 en (n-1)(k-1) > 2 ).

5.2.2. idediaantoets vir ry- en interaksie-effekte
gesamentlik,

Reduseer die waarnemings binne elke kolom om
hul kolommediaan sodat die toets onafhanklik is van
mnoontlike kolomeffekte,

Die toetsingsgrootheid

2 _ m(mb-1)

S A2

A(mb-4) 1 j J

besit asimptoties 'n X2~verdeling met k(m-1) g.v.v.

as b-w, (Die benadering is goed vir b > 5 of mkb;120).

w

Boortgelyk vir kolom~ en interaksie-effekte

gesamentlik,
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5.2.3., Mediaantoets vir ry-effekte as interaksie nie
betekenisvol is nie.

Redusecer die wacrnemings binne <lke kolom om
hul kolommedisan (om moontlike kolomeffekte uit te

skakel). Tie toetsingsgrootheid

2 _m(mb-1) < . kA2
m T 2 (P =)

kA(mb-4) i
is asimptoties X2 verdeel met (m-1) g.v.v. as b->m.

Soortgelyk vir kolomeffekte.

5.3, 'n NUWE UITBREIDING.
5.3.1. Inleiding.

In hierdie hoofstuk word twee tipes toetse
bespreeck, naamlik toetse vir homogeniteit van gemiddeldes
en homogeniteit van variansies.

In die behandeling van MO0OD(1950) hierbo word
gewerk met die afwykings van die gegewe waarnemings vanaf
nulle mediane.

By toetse vir die homogeniteit van variansies
kan dieselfde gedagte verder uitgebrei word deur die
waarnemnings te reduseer om 'n bepaalde lokaliteitspara-
meter (rekenkundige gemiddeld, medisan, modus, ens.),
gan die gereduseerde waardes rangnommers toe te ken en
dan 'm toetsingsgrootheid te konstrueer as 'n funksie
van die rangnommers, Die resultate van hoofstuk II kan
vermoedelik na hierdie geval uitgebrei word onderhewig aan
bepaalde voorwaardes, bv, simnetrie van die verdeling.

SUKHATME(1958) het in die twee-steekproef geval
vir verspreidingsalternatiewe soos volg te werk gegaan:
Hy beskou onafhanklike steekproewe Xl’z2’°"’Xm en
Y

Y Yn uit populasies met verdelingsfunksies

1rtoee ey
F(x-£) en G(x-m) respektiewelik waar & en n onbekende

populasieparameters is. SUKHATME(1958) maak skattings
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%(.lszgae.,Xm) en %(Yl,Yz,,,.,Yn) van § en n respek-
tiewelik. Dan werk hy met 'n toetsingsgrootheid gebaseer
op die U-statistiese groothede van HOEFFDING(1948),
toegepas op die waarnemings Xi-é en Yj"';‘ SUKHATME
toon onder andere aan dat sy toetsingsgrootheid asimp-
toties normaal verdeel en asimptoties verdelingsvry is.

Dié geval is deur CROUSE(1960) uitgebrei na m
steekproewe,

In hierdie hoofstuk gebruik ons egter 'n geheel
ander benadering wat, soos aangetoon sal word, 'n groot

ooreenkoms toon met die gewone analise van variansie.

5.3.2. Definisies.

Gestel ons het 'n stel waarnemings Xijh verdeel
in m rye en k kolomme met b waarnemings per sel waar m
en k eindig is., TLaat N=mkb. Ons werk onder die nulhipo-
tese Ho dat alle waarnemings Xijh afkomstig is uit die-

selfde populasie met verdelingsfunksie T,

Rangskik die waarnemings x gesamentlik volgens

ijh
grootte in stygende volgorde., Ken zan al die N waardes
Xijh rangnommers toe waarby rijh die rangnommer is van
X.:. Dul die ge: skikt .. —~waardes n deur

ijh ) die gerangskikte Xth aardes aan d

Z9 £ %25 £ oo £ By

Ons beskou nou 'n funksie van die rangnommers,
naamlik v .. ’ .
Indien daar tussen die waardes Xijh knope van

lengtes 8118010018y voorkom, definieer ons (sien hoof-

stuk II):
GO = O9

waarby aangeneem word dat daar A knope voorkom. Onge-

lyke waardes word besicu as knope van lengte een.
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Laat
€y
=t oSy [(c +1) /(11+1) ] wanneer
(5.2) 2, = &y p;l nl (G _q +1) /(T
G 1< p < G
Definieer
(5.3) 8i4p = 8y indien Xj5p = Py
Indien alle knope van lengte een is, is
2 4p = YN[rijh/(N+l)] vir alle i, j en h.
Laat
- _ -l 2)
(5.4) a5, = Izlath
_ “los
(5.5) a = (kb) %%.aijh
0” . = a.-b _,Z
(5.6) 2. . (mb)~ i‘ha idn
-_]_ N
(5.7) a.. = (mkb)~ ZAZZ,al n = 2 a
ijh J p=1 p
(5.8) o2 =N1INT(a, i -a,)° =0 S (a2, )7,
ijh J D b

5.3.3., Die Toetsingsgroothede T_, Tm’ Tk en TI .

Ons definieer die volgende toetsingsgroothede:

(5.9) 7, = (N-1)bN 167225 (a, ., -2, )5,
S 13 oe0
i
(5.10) T_ = (N-1)kbNTo ZL(a o -a.)%,
(5.11) T, = (F-1)mbN~ O;QZ(a. . -a_)° en
7
~ vl =2 2
(5.12) Ty = (N-1)bN o %?(aij, -8y, 8,4, ta,,)
Lemma 5.1. TS = Tm + T+ TI .
Bewys: Z:Z(ai.,--a”.)z =
ij T
2
= > -, - R - a . -
%J[a J Jo e a.Jo+a¢co+(aloe aioo>+( GJa a’ao.)]
=3%(a; 5,0 ma, 5 48, ) S+ ey ma ) Pl (a, 4 me, )P
1] i J

2). In hierdie hoofstuk deurloop h,k die waardes 1,2,..,0
en p die waardes 1,2,...,N, tensy anders gespesifiseer.
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Nou 1is
_ T -1 =25 2
T, = (N-1)bN o }'sz(aijc—am)
1]
T 2 ‘- -
= il_\_}.éll'il ZJ(aij'Mai’°~a°j"+a"’> + ,(T l%b_l,‘:z (aj-: )2 +
N T T : .
hOa i , hoa i
+ (I‘l"lgmbz (a -a_ )2
NoS ] J
= TI -+ Tm -+ TK °
5.3.4., Limietverdelings onder H, ven T, T, Ty en Ty

as b-w,
STELLING 5.1,
Indien
>2

(5.13) maks(ap-—a°°° = o(N) en

D
(5.14) (Iedere diskontinuiteit van F(x)) < 9 < 1,
dan is TS onder HO asimptoties X2 verdeel met (mk-1)

3

grade van vryheid as N-

Bewys: Definieer

' Bl
(5.15) tij = %(aijh"auo>
- b(aij.--am)°

Omdat tij analoog is aan ti van hoofetuk IT,

IS}

volg netsoos in lemmas 2.1, 2.2 en 2.3 dat

. ! _ '-'l'—| gl o
(5016) E<tla) - bN ?%%(aijh—a"°> - OY

(5.17) vezr(ti.) = p(H-b)(N-1)"1 6% en

J a

ba) = - BE(N-1)TT o2

5985 mits i'#Zi en/of j#i

!
(5.18) kov(ti
Soos in stelling 2.4 volg dat die variansie-

kovariansiematriks van die variante

! ';'T' ! ' -
tij = (M-Db) tij[N de(tij)J

Wi

ven rang (mk-1) is.

3), Tie bewerings N-mw en b-w kan as ekwivalent beskou
word omdat m en k vas gehou word as b-w.



Kies nou willekeurige eindige konsbtantes d 1]

wat nie almal gelyk is nie,
Onder voorwaardes (5.13) en (5.14) geld, soos

in stelling 2.3, dat Lle*lJ asimptoties normaal
i

verdeel is as N-»w. Ten slotte velg, soos in stelling 2.5,

dat 2 2(N-b)N ~l(t )2[var(tij)]"1 asimptoties, vir
i

N->w, 'n xz—verdeling met (mk-1) g.v.v. besit,
Hierby is:

4

5 A(N-b)F () )P [var(t) )17t
i 1J

]
= (N-b)N T Z5(b(a, . -a...) 12 00(w=b) (1-1) 277t
ij
PN, [ B 2
= (E-1)bE "o " 22 (a5, -2..)

1J
=T

-~
]

Hiermee is die gtelling bewys.

Opmerking.

(5.19) E(T,) = BL(F-1)oN o T 5(ay . =a,.)°]
i
= (-1 L6T2 Y IE(s, . —a,.,.)?
a , ije
i
o I R S | ~le
(FM-1)DbN o 2. 2ELb Z(aljh—a )b ;(aijw—-a )]
1] h h
TR . e e .
= (I ) b g I%:Ef%l(al;]h a“ )}Zl'(athv a )]
= (-1 et a2§}§ var(tij) omdat E(t;j) =0
= (r-1)N vt a2232b(r—b)(v-1>“1o§ uit (5.17)
i

il

nk(mkb-b) /I
= (mk-1) = aantal g.v.v, van T_, s00s wat die geval
behoort te wees,

Definieer vervolgens

(5’20) tlJ = >"'(le7'1 aj_.,_ a‘.j, + a,,,)
(5.21) t,, =22 (a.:,—-a,, ) en
1 in 1Jh
22) t . =22 (a. .. - .
(3 ) °J 21”%1‘( 1jh 2., )



Lemma 5.2, Die variante tij’ tio en toj ig, vir enige

vaste 1 en J, onderling ongekorreleerd,

. T - By - >y -
Bewys: kov(ti.,t,j) = EL§%<ai3h a"')ﬁiﬁ(aTJH a.,)]

= anE[z (a. Jh_‘a"°)%(afjﬂ*é%“>]
:E[%(aijh )Z( 25~ )1+
v 32 SIBS(a -8 )% (e ,-a.)] . b
(1, 43,5 n B po TP

Neem die terme afsonderlik.

p o 1o
(5.23) b[i<alah )Z (athy a°°.>] = E(tlj)

il

b(N-b)(N~1)”1o§

uit (5.17),

- pE(F-1)"T02 uit

i1

(5.24) Bl 2 (ayg -2, )2 2y an.)]

(5.18) waarby i'#i en/of j#j in laasgenoemde geval.

y—t 2-—(mk~l)b (n-1)"to2

1l

Dus kov(ti.,t..) b(N-Db) (W-1

J

1

O want N = mkb,
t,, en t-j is dus ongekorreleerd. Dit geld vir
enige moontlike waardes van i en J,

Verder is:

kov(t. ,%t.. E[L 2 2(a a . . a .
( e 5 lJ) [ th( J% Y] h! th! Joee .J' Y
)

= B[

. [

HPgn o) BBy e )l s ey gy e ) & (8 e

=

22(esm-a.)2(a, , -2, 0l .
Jh. fal J

Meem die terme afsonderlik.

(aijh—a.,o)%(aijh'—-aooo)] =

= E[}f(aijh >ﬁ(adak' a )+

*azyy Pt Bagm B 2 By e )

-1 .2 -1.2
) Tog - ) o

2
(k-1)b°(N-1 a

b(N-b) (N-1
2

i1

-1.2
) o -

il

bk(m-1) (N-1

4), Hierdie sommasie beteken i'#£i en/of j#£j.
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El 22 = > -
”?lll(alah a. )ill(dl“ a‘eao)nI
= ?-1 & - -
b,_j'_&[i(aij,h a,. )(a;, ~2a.)]
= bIE(S (a4 ~a, )X TT Tla, p,-a)]
L h 1jh ° i J'
-—l SN
=k ~22 EL2 (a. ]
55 [{,l(dlarh a")}l,(le"lf a ,)
- -K %‘”ﬁ[%<aij"h )Z' (al‘]"b' a..)] +
2 Bl 2 )
ZJ'#J" %(a:} ...)h( lJHh! a,,, ]

= k“lkb(N-b)(N—l)"log - X TE(k-1)°(8-2) 712

1}

0% (m-1) (N- 1)7teZ

E[%i(a 0 a',,)%'(a,j, -a,.)]

o -] _l v <
=b2E[ 2 (a, ., -~ m b Blyipy = ]
jl h (alafh aoo. ) %'12:’]!( l'J:h.’ aoco ) -
—1 v
— 3
R B0 (g - 2,) B (g 2.

= 0 soos in kov{(t. ,%t. .)
1 °J

Ons kry dus:

ar RNV S T S - B A a3 —1.2
kox(ti.,tij) = b“k(m-1)(N-1) oo = b k(m-1)(N-1) o
= 0.
ti. en tij is dus ongekorreleerd.
Op analo& wyse as in die vorige geval, 1is
kov(t, oy lJ) = 0, d.w.s. t,j en tij iz ongekorreleerd.

Hiermee is die lemma bewys.

" 1 1
Lemma 5.3. Die (mk+m+k) variante tij’ t;, en t«j vir 2

i=1,2,...,m3 J=1l,25...,k i85 gesanentlik asimptoties nor-
maal verdeel onder die voorwaardes (5.13) en (5.14)
indien N-»o (d.i. b->w»),

Bewys: Ons maak gebruik van stelling 2.1, naamlik dat

Sy = 2b

P
indien die voorwaarde

N dip asimptoties normaal verdeel is as N-wm

" —_— -
5), Hier is t..=Db %t,., t. =b " 5t. en t . =D
i i i .
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N maks(a,. -a )2 maks (b, - )2
§ Np ™N . Np "N
(2.29) lim —£ — = 0
N-m %(aNp”aN) %(prmbﬁ)

bevredig word (sien stelling 2.1).
Stel aNp = ap vir p=l,2,...,N en

1

= _ -1 . ) S 3

0%y, = (mk) [mkcfj—ln%,cﬁj k%jciy+f§§;cij] +

+ km"l(mcy.~§]ci.)-+mk_l(kc.y-§)cuj) vir alle
LTS 3

p waarvoor zp in die sel (i,7) 1&. Hier word ook ver-

onderstel dat die c. i 'Sy ¢y, 'senc,y 's (mk+m+k)
willekeurige eindige konstantes is. (Die Cy 's en C°j 's
is willekeurige konstantes onafnanklik van die Cij 's).
Nou is
[ 2 —_ 2
(5.25) b SN-b E)prdp
b
= ZE]Z[(mk)_l(mkcw.--mEZC..-k}]c +22c. )
i'j'h g 3 1J i i3 i3 1J
+ km”l(mc -2 c )-+mk"1(ko -2c )] a
R e j°'j - T1h
-—l-—| T
= 520 2C.y & - K TN AN NC By, =T XN C. o &
1,23'11 i3 Figh %. ih By R Ay} ?_,Jhl ig Figm T

+ (mk) l>7LZZc +m{1222( < ci.)a,:.ﬂj,h

- e “.7““3 SRR DAE
1'Jh
= 3%Te. 8., ~ KNS Te. a0 ~ 0T ST T, Ay +
ijh J L4 ijng J L1d ijhi J 1J
_1—. el w il
mk 2 . .8, k¥ = —
+ (mk) %gﬁi.?,cla iy TG ?% it
I - - o
km T Xe, Ll ang +MLAlC o
?‘,_J REEEURDY 1'Jh i'jh g T1h
1 e v oo
. itj'héc'll i'Jh
= rc..%a. ., ~bxic..a. ~bric..a . +bxric..a  +
g 14 ijh 1 1j71 i3 173 g 17 e
+ kSc,, Sla, 4 ~bE Se. a,., +mic, (T 3ay
i i ih ijh ;1 5 iy 1jh
- bng:c_jaoa
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=2xC [Z(a -a . Y1 +k2c, Z2(a. g —a..)
ij 1] n 8. °J 1 1e e 1ijh
+ mXc . a
j oal'h( 1‘Jh ooo)
= ZEICIJ 134—k§jcl ti.+ln%’c'jt-j sodat

" [ 1

K= gg‘[cijtij + eyt + C-jt-j]°

Die wvariante t;j’ ti' en tij vir i=1,2,... 4003
J=1,2,...,k 18 dus gesamentlik asimptoties normaal verdeel
onder voorwaarde (2.29) as N—MD§> Ons toon vervolgens
aan dat (2,29) bevredig word.

sonder verlies zan algeneenheid kan veronderstel
word dat die Cij 's nie almal gelyk is nie, en netso
vir die ¢, 's en die .5 's.

Omdat bogenoemde konstantes almal eindig is, is
& 9

b+ maks (by_ - B)® < E <.

b
Verder is lim Y)N_léj(bw "'BN>é > e > 0 omdat diegetal
N ->m p P F
i
le b%D vir aie verskillende selle nie almal gelyk

Np
kan wees as alle c's groepsgewyse nie almal gelyk is nie,
Oncer voorwaarde (5.14) kry ons dan as voldoende
voorwaarde vir die geldigheid van (2.29) die voorwaarde

)2 = o(N).

(5.13) maks(a_-a
D P

5.4, Onder voorwaardes (5.13) en (5.14) besit elk

Lemmna
. . . 1" 1 13 .

van die drie groepve variante tij’ ti: en t-j (i=1,2,..,m;

j=1,2,...,k) asimptoties, vir lN-w, gesamentlike normaal-

verdelings wat onderling onafhanklik is,

Bewys: Stel It = {ml,mg,...9m } en T = {fl,tz,..,,tn}

met n = nk+m+k, Ly = (t ), €=1,2,...,01, en
n
tij’ 1<id<m, 1<j<k vir 1<glmk

(5.26) t, = by, 1<icm vir mk+l < g < mk+m
t:j, 1<i<k vir mk+m+l < g < n

"
Sodanig dat By =y, b=ty .. Bty by g =thy, By o=too,

6). Die bewering geld eintlik alleen as aan 'n ekstra voor-

vaarde voldoen word., Sien bylaag C,
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Omdat die variante t 157 tf

1 en J gesamentlik asimptoties 'n normaalverdeling besit

en t{j vir alle

(lemma 5.3), word die karakteristieke funksie van hierdie
gesamentlike verdeling gegee deur (sien CRAMER(1946) p. 310):
n

n n
(5.27) ¢(Q) = eksp(i 2 mu_ -+ T A Ul )
g=1 8 € Tfi1 g1 8T8

waaxr ng die kovariasnsie tussen tf en tg gandui en

=
0 = {ul,uz,...gun} .

iaar
n n  mk n  mk+m
f?gzifgufug :fil gilegufug—kle g=£k+lkfgufug +
n n
+ X 2 M pglele

f=1 g=mk+m+l

mk §k+m
= 2 2 Ao ugu_ + » 2 A Vel + 2 Z
f,g=1 fg't g fog=mk+1 Tg'f'g f,g=mk+m+1 fg g

. . H .
omdat die variante tijy ti en ttj onderling ongekor-

releerd is (lemma 5.2) en dus
ng = 0 is vir:

i) 1 ¢ £ < mk enmk+l < g < mn

ii) mk+l ¢ £ < mk+m en 1 < g ¢ mk of mk+m+l < g < n

i~

iii) mk+m+l ¢ £ < n en 1l < g < mk+m .

Ons kry dus

(5.28) #(R) (17 s 5 : 5%
5.28 u)=eksp(i 2mu_ -4 2 2 A uu —-% 2 2 Ao ugu
g=1 €6 g1 T8TE g oy TETE

n

- 3 Ao UpU )
= - o
f,g=nk+m+1 fg'ig

( %? , Bk
=eksp(i 2 mu_~-%2 2 A, u.u) o
g=1 8 g f,g=1 18 L8

« eksp(i m%Tm mu. - &= §k+§ Ao Uou)
g=mk+l & & f, g=mk+1 fe'ie
1 , B
eksp(lg:mﬁ;m+lmgug ) Ef,g%mk§m+legufug)

Q ¢2 )¢3(u ) , die produk van drie
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Lkarakteristieke funksies wat elkeen die karakteristicke
funksie is van 'n ncrmaal-verdeelde groep variante,

, - -
s o _ 1 _
(Hierby is U = {u19u2""’umkj’ u, = {umk+1’°‘°’umk+ﬁ}

_9 7 )
en u = {] o 6 o 1 ° ey 18
3 Ykmel? 9inf> Verder 1is

Ql(al) die karskteristieke funksie van die variante tijy

Q2(32> die karakteristieke funksie van die variante ti. en

¢3(ﬁ3> die karakteristieke funksie van die variante t:j .
Die gesamentlike vercdeling van die variante t;j

is asimptoties normaal (CRAMER(1946) p. 310). Soortgelyk

vir die gesamentlike verdelings van die variante ti, en
t:j . Hierdie drie normaalverdelings is vercer ook onder-—
1ihg onafhanklik omdat die karakteristieke funksie van
die gesamentlike verdeling geskryf kan word as die pro-
duk van die afsonderlike karakteristieke funksies en
gevolglik i3 die drie groepe variante onderling onafhank-
1lik.
Opmerking.

Uit die voorgaande bewys volg dat enige funks
varnr die variante t;J asimptoties onafhanklik is van enige

1
funksie van die variante ti- en van enige funksie van die

variante t. (vergelyk CRAM6R(1962) p. 16 stelling 3).

Definieer nou:

o o) o ey hy -l
(5.29) tij = (N-1) tijL o

~ 1 1

\ r 5 - -5

(5.30) t;, = (N-kb)Zt, [N var(t, )] en

~ 1 _1
(5.31) t.j = (N~ mb)‘t.j[N var(t.j)] =,

vir t, = ,3%3( 1Jh—-a“°) kan soos in lemmas 2.2

en 2.3 bewys word dat

(5.32) var(t, ) = kb(N-kb)(¥-1)"" 05 en
(5.33) kov(t,,, by, ) = - Kp°(N-1)"1 62  vir i,
Vir t . = 5% (a .. ~2a,,) is
) {p b
(5.34) var(toj) = mb(ﬁ~mb)(N«l)"1‘oi en
(5.35) Kov(toj,tcj) = - mZbE(N»l)*logl'vir I
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STELLING 5.2,
Onder voorwaardes (5.13) en (5.14) besit T,
onder HO asimptoties, vir N-mwm, 'n xg—verdeling met

(m-1) grade van vryheid.

Bewys: Omdat die gesamentlike verdeling van die variante
ti. asimptoties, vir N-w, normaal is (lemma 5.4), is die
gesamentlike verdeling van die variante %i- ook asimp-
toties normaal.

Met behulp van vergelykings (5.30), (5.32) en
(5.33) volg:

var(ti.) =1 - m_l en
" " -1
kov(t, ,t, ) =-m
Die variante ti besit dus gesamentlik asimp-

toties 'm normaalverdeling as N->wm met momentematriks

1 - m_l, - m_l 9 e 0 0 @ 9 - Hl—l
P - mt g1 - m“l, cee 5 = mt
6 T . . .
- -l—l y - m—_l 5 e oo 91 - m—.l

> >1
=1 -nmnm

- . s . >! .
waar I die eenheidsmatriks is, m die ryvektor
. -+ > . .
{m M %y, ‘} en m die ooreenkomstige kolomvektor.

Uit lemma 1.2 volg dat My van rang (m-1) is

omdat Sm T =1. Uit stelling 1.1 opmerking 2 (vergelyk
i

ook CRAMER(1946) p. 419) volg dan dat I t5, asimptoties,
i

. 2 .
vir Nom, y° verdeel is met (m-1) g.v.v.

Hierby is
242, = (-kb)N T 62 [var(t; )17t wit (5.30)
i i
- (N-l)[l@kboi]"lz[ZZ(aijh—am)]Q uit (5.21) en
1 Jh (5.32)
el =2 2
= (F-1)kbN ~ o, " 2(a;, - &)

[

= 0 uit (5.10) .

Hiermee is die stelling bewys.
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Opmerking.
(5.36) B(T,) = BL(N- 1) kbt 2z(a - )21
-1 -2 2
= (N-1)kbN Oy %?E(ai”-a“,)
(=2 5x [ £33y ppm0) ]
_ LZJ (a ' —a...)
Noi r zﬁ;}h ijn~8 E?.ykf ijh
(-1) <forr <
= 2AYEL Z (a, )Z( —-a, )]+
kbNoz i{; po iiho IR L
¥ gﬁ' B3 (ay gy -a.) 2 (ag -8 2,07}
= U=l 5 s u(-n) (1-1) 7162 - 3 % 02(8-1) 7162 uit
KbNoS i j A 'S =

(5.23) en (5.24)
= mk I R(T-D) - k(k-1)Db]
= (m-1) omdat I' = mkb
= @antal g.v.v. van Tm, in ooreenstemming met die

. . 2 .
teorie van die y -verdeling.

STELLING 5. 3.
Onder voorwaardes (5.13) en (5.14) besit T,  onder
HO asimptoties, vir N-w, 'n Xz—verdeling met (k-1) grade

van vryheid,

Bewys: Op analo& wyse as in stelling 5.2 kan met behulp
van lemmas 1.2 en 5.4 en stelling 1.1 opmerking 2 bewys
word dat Z}t?j asimptoties, vir N-w, 'n x2~verdeling

J
besit met (k-1) g.v.v.

Hier is
232, = (Femb)N L 3 t2 . [var(t, )]t
= (§-1)[Mubo 1 T (2 3(a, 1y - 8,.)1% wit (5.22) en
i in b
(5.34)
= (an)mbN"l'o'zﬁz(a —a.)?
e

it

. =
Tk uit (5.11).

Hiermee is die stelling bewys.
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Opmerking.
Soos in die opmerking na stelling 5.2 kan bewys
word dat

(5.37) E(Tk) = (k-1) = aantal g.v.v. van Ty

STELLING 5.4.

Onder voorwaardes (5.13) en (5.14) besit T, onder

H, asimptoties 'n Xz—verdeling met (m-1)(k-1) grade van
vryheid as N-wm,

T en Tk besit asimptoties, vir N-w, X2'

Bewys: TS, Ty

verdelings met respektiewelik (mk-1), (m-1) en (k-1)
grade van vryheid (stellings 5.1, 5.2 en 5.3).
Verder is T = T, + T + T (lemma 5.1)
waarby Tm’ Tk en TI onderling onafhanklik is (lemma 5.4).
Die aantal gracde van vryheid van TS is dus
hoogstens gelyk aan die som van die asantal grade van

vryheid ven T, Ty en T, (SCHEFF&(1959) p. 422).

I
(mk~-1) < (m~1) + (k-1) + a waar a die rang van
die momentematriks van die variante tij voorstel,

Dus a > (m-1)(k-1).

Beskou
(5.20) tij = %(aijh"ai..‘a.j. +a...>
= b(aij‘-ai"-aoj.a-a",) .

Daar is km variante tij waartussen daar minstens
(k+m~1) onafnanklike lineére verbande bestaan, want:
(5.38) EIZti. = 0 18 een linefre verband tussen die
ij
..'s  vas,
tl,] as
Verder is

(5039> 21’13 = 0 vir i=1,2,...,m .

J

Hierdeur word (m-l) verdere lineére verbande
tussen die tij's vasgelé. (Indien thij = 0 vir alle

.1

waardes van i behalwe één, dan volg die mde betrekking
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uit (5.38)).
Soortgelyk 1é
(5.40) Zt :OViI’ j:lgzgaongk

i

nog (k-1) onafhanklike line8re verbande vas. Daar
bestaan dus minstens (m+k-1) onafhanklike lineére betrek-
kings tussen die tij's, sodat die rang a van die momente-
matriks van die tij's hoogstens gelyk is aan

mk - (m+k-1) = (m-1)(k-1). (Sien CRAMER(1946)
pp. 110 en 312).

Haar a > (m-1)(k-1). Dus
(5.41) a = (m~1)(k-1).

Omdat die wvariante tgj asimptoties, vir N-w,
gesamentlik 'n normaglverdeling besit met momentematriks
van rang a = (m-1)(k-1), volg uit stellings 5.1, 5.2 en
5.3 en lemma 5.4 dat TI agimptoties 'n x2wverdeling met
(m-1)(k-1) g.v.v. besit. (Let op dat
(5.42) T =T, -~ T - T uit lemma 5.1, sodat

E(TI)

Il

E(T,) - B(Ty) - E(T,)
(mk-1) - (k-1) - (m-1)

il

(m-1) (k-1) ).

l

Hiermee is die stelling bewys,

N
.
9V
.
\Ji

Die Betekenis van TS, Tm, Tk en TI.

TS kan beskou word as 'n toets vir ,sel-effekte"
omdat dit meet in watter mate die selgemiddeldes a4 4.
van die totaalgemiddeld a6 verskil.

Die toetsingsgrootheid Tm kan gebruik word as 'n
toets in hoeverre die ry-gemidceldes a,, van die totaal-
gemiddeld a verskil; Tm meet dus die sogenaamde
nry-effekte,

Analoog aan Tm meet Tk die ,kolom-effekte",

Elke selgemiddeld aij; is onderhewig aan
i) ry-effekte; ii) kolom-effekte; iii) ry-kolom inter-

aksie,
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In die toetsingsgrootheid

(5.43) T; = (N-1)or T %.?( i30T 217205, +a)°
_ (n ~1 ~2 2
= (N-1)DbN 2ul(a;y,-a.)-(ay ~a.,)-(a, 4, -8,)]

i3]
word getrag om ry- en kolomeffekte uit te skakel deur
aftrekking van a, = en a, 5. sodat T, beskou kan word
as 'n maat van die interaksie tussen rye en kolomme,
Skematies kry ons:

TABEL 5.1,

Opsomming van Toetsingsgroothede.,

Variasiebron Toetsingsgrootheid | G.v.V.
Ry-effektie T, = (K- 1zkb 2(ay, - a, )2 (m-1)
No i
a
Kolomeffekte Ty, = (B~ %mb 2.(a 5.7 2, )2 (k~1)
Ko a J
Interaksie |T;= (i"l>bZZ( ~a. 8, +a )2 m-1)(k-1)
NoS ij 19 J
Sel-effekte T, = - 1; % 2 j.- @ )2 (mk-1)
= - 1J -

U

. 3.6, Spesiale gevalle van TS, Tm’ T, en TI.

Deur YN(é) gelyk te stel aan spesifieke funksies,
kan verskillende spesiale gevalle van die toetsingsgroot-—
hede verkry word (sien byvoorbeeld §2.5). One bespreek
slegs twee gevalle.

Eenvoudigheidshalwe neem ons aan dat in geval
van knope daar deur die lotingsmeganisme rangnommers
toegeken word, sodat ons die voorkoms van knope verder

kan ignoreer.

5.3.6.1. YN(éijh) = Bijh (sien 82,5.2.1).
(5.44) T, = (N-1)kbN " 0 % Z(ay =, )%  uit (5.10)
i
- L2 s, - 2ke(me1) 17
Nkb(N+1) i jh *9
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Netso is

(5.45) T, = —=2— S[Z3r ., -#mb(I+1)1°  en
Nmb(N+1) j ih -9
(5.46) TI = 12 = .JEMKEJri.h—~m§ZZri.h szZrl L+
N(N+1)bk“m“ij n 97 in Y in 1
+ %mkb(N+1)]2 .
[ J = 3 5
5.3.6.2. vyp(6,45) = Q(8;55,)  (sien §2.5.2.3).
In hierdie geval is:
(5.47) 1y = (1-1) 2122008y h)Tz/[kaQ (607
i
(5.48) 7y = (R-1) T LE3Q(6;47,)1°/1 bm (6,)1 en
: j ih
(5.49) T, = (N-1)[bk“n? 3 Q7(s )3*122[mk>j Q6. .y ) -
o) % ijh
D i3] h
bulh .l A al 2
~m22Q(8; . ) - k2206, ., )]
PR NS iy b

Soorteelyk kan dear nog ander toetsingsgroothede
gekonstrueer word (sien vorige hoofstukke se spesiale
gevalle van Yﬁ(é)).

5.4. VERGELYKING TUSSEN DIE PARAMETRIESE ENN NIE-
PARAMETRIESE TOETSE.

By die gewone tweefaktor analise van variansie
vir homogeniteit van gemicdeldes met b waarnemings per
sel, het ons die volgende skema:

TABEL 5.2.
Veriansietabel.
Variasiebron Som van Vierkante G.v.V
Ry-effekte qp = Kb T (3, - % )? (m-1)
i
¥olom-effekte qp = mb?}(xoj.-xn.)z (k=1)
J
Interaksie A, = bZZZ(XijO—Xi.-Xoj +x.°,)2 (m-1) (k-1)
) . . L ee g
: 1
’)
Subtotaal Oy = bZJZ(X ig. "X v ) (mk-1)
1]
. R )
Residu Q = 22503 5, - %55, mk(o-1)
iih ¢
Totaal Q0 = 50 (%s iy = Xena ) (mkb-1)
th
idh
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Hierby stem g, ooreen met T (sien tabel 5.1)
in soverre dat albel ry-effekte meet, 45 med Ty, Ay met

TT en QS met Ts' Let op dat

nodef i cy=l —2 s _ 2
g = (B-1)N77 o %?i(aijh a. )
= (¥-1) 07%. o2 wit (5.8)

il

(N-1)
= 'n bepaalde waarde vir vaste m;, k en b wat dus
geen waarskynlikheidsverdeling besit nie, Die rede hier-

voor is dat 22 2a.., = konstant.

ijn b
Vir ry-effekte toets ons in die geval van
tabel 5.2 met
(5.50) F, = mk(b-1)q;/[(m~-1)q,) .

F. besit 'n P-verdeling met (m-1l) en mk(b-1) g.v.v.

1
As b-ow, gaan die verdeling van (m~l)Fl oor in
'n xg—verdeling met (m-1) g.v.v. (XENNEY en KEEPING(1951)
vol. II p. 183) en kry ons presies dieselfde toestand
as in die verdelingsvrye geval hierbo waar ons vir ry-
effekte toets met Tm wat asimptoties x2 verdeel 1s met
(m-1) g.v.v. as b-m,
Soortgelyk toets ons vir kolom-effekte met
(5.51) P, = mk(b-1)q,/[(k-1)a,]
waarby (k—l)F2 asimptoties, vir b-w, 'n X2—verdeling
met (k-1) g.v.v. besit (vergelyk Tk)°
Vir interaksie toets ons met
(5.52) Py = mk(b~1)q3/E(m~l)(k—l)q4]
waarby (m-—l)(k—l)F3 asimptoties, vir b-w, 'n X2_
verdeling besit met (m-1)(k-1) g.v.v. (vergelyk TI).
Asimptoties, as b->w, toon ongs toetse en die
gewone variansie-analise toetse 'n groot ooreenkoms.
Hierdie ooreenkoms blyk verder duidelik indien cns die

verskillende toetsingsgroothede se formules met mekaar
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vergelyk. Byvoorbeeld vir ry-effekte vergelyk ons
(m—l)Fl med T,
(5.53) (m-1)F, = mk(bml)ql/q4 uit (5.50)

1
| - 2 pos 2
= mk(b»l)kb%(xi‘;xu,) /ZZJZ(Xijh—Xij,)
1 ijh
- 1 <« 2 —-— 1*" v s 2
= (1= 2)bk 2(x. ,~Xewe ) /M50 0(%5 =X s )T
b PR iin ijh 7ij

Uit (5.%0) volge

5 m — __; S e e 2 -2

(5.54) T, = (-proia; ma.)/ 4.

Stel
- 2 -1 2
(3' /5) O]—J - b i(xlah XlJ'> en
(5.56) 02 = (mk)™FTTe%. .

\ . J__J
i
Dan 1s

Il

. , 1 2, 2
(5.57) (m-1)F; = (1-%) kbz{(xi"-x“.) /og -
llee:n ons byvoorbeeld YN(é) = Q(8) = é—l(é),

dan sal og asimptoties gelyk wees aan 1 (STOKER(1955)
)

o]
Ul
)

Die toepassing van die F-toets is gebaseer op

die veronderstelling cat die x 'e normasalvariante is,

>)
Gevolglik is 03 esimptoties in waarskynlikheid gelyk

—

aan 02, die variansie van die normaalvariante., Dit skyn

voor die hand liggend te wees dat T en (m~1)Fl asimp-

toties ekwivalent is onder H_ met F die normzal (0,1) v,f.
'n Belangrike vraag is: hoe groot moet b wees

alvorens die T-toetse (d.w.s. TS, T T, en T toegepas

1)
kan word. GHierdie vraag is moeilik te beantwoord., Vir die

m’ ~k

geval _van 2 rye, _2-kolomme_exn 10 waarnemihgs per sel met
YN(G)zQ(é) is vir 'n aantal gevalle die T- en F-toetse se
oorskrydingswaarskynlikhede bereken waarvy die waarnemings
wit WOLD, H(1954): ,Tracts for Computers: Random normal

deviates" getrek is. Die toepassing van die F-toetse is
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alleen geregverdig indien ons te doen het met normaal-

variante met gelyke variansies,

Die berekende oorskrydingswaarskynlikhede van

die T- en F-toetse word in tabelvorm saamgevat waarby

die frekwensies vir die toetse vir ry-effekte deur {-},

vir kolomeffekte deur (+) en vir interaksie deur [-]

in elke sel aangedui word.

TABEL 5. 3.

Oorskrydingswaarskynlikhede van die T- en F-toetse,

Oorskrydingswaarskynlikhede

T | 0 - |0.025-/0.05-]0.10- |0.20~ |0.40- |0, 60~

F 0.025]|0.05 | 0.10 | 0.20 | 0.40 | 0.60 | 0.80
0 - o
0.025 |(2hl1]

© 10.025-

% 0.05 {2},[2] [1]

5 10.05- (1],02]

21 0.10 (1) | )

)]

§ 0.10 - feh, 0111}, 01]

=1 0.20 (1) | (1)

)

510.20- 3},[2]

- 1y |t

| 0.40 (3)

f‘cé 0.40 - .21 19

S| 0.60 (2) | €1)
0.60 - {3}
0.80 W) @)

Dit 1lyk asof die T- en F-toetse in die geval

onder beskouing min of meer ooreenstemmende oorskry-

dingswaarskynlikhede lewer, maar geen besliste uit-

spraak kan gelewer word alvorens bale meer berekeninge

gedoen is nie,
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5.5. ASTMPTOTIESE RELATIEWE DOELTREFFENDHEID.
5.5.1. 1Inleiding.

Vervolgens wil ons die asimptotiese relatiewe
doeltreffendheid bereken van die T-toetse met betrekking
tot die F-toets vir alternatiewe van verskuiwing en met
betrekking tot Bartlett se toets vir alternatiewe van
verspreiding., Vir eers word aangeneem dat daar kij
waarnemings in die sel (i,j) is (ter wille van aanslui-

ting by die notasie van hoofstuk III),.

5.5.2, Toetse vir Ry-effekte,

Beskou alle waarnemings binne 'n bepaalde ry as
een steekproef, of k steekproewe uit dieselfde populasie,
Dan is daar m sulke steekproewe van grootte ki- ’
i=1,2,...,m. Dui die verdelingsfunksie van die i%® ry
aan deur Fi,, i=1,2,...,m. Ons wil nou die nulhipotese
Hye By, =F;, = ... 2F  =TF toets onder die aanname

dat daar geen kolom- of interaksie-effekte is nie. HO

word getoets teen 'n alternatiewe hipotese H, naamlik

dat nie alle Fi. identies is nie.

Stel nou
(5.58) vyy, = ky /N,
(5.59) v, = 1lim vg. ,
) ) N-MDVhl.

< x)/k.. vir vaste i en

(5.60) Fi;ki.(x) = (aantal x. i

ijh =
VlI‘ j:lyggoacgk; h=1927..',kij 9
(5.61) Hy(x) = ZivNi_Fi.ki‘<X) )

(5.62) H(x)

2V
1 N

;. F;.(x) en

1l

®
(5.63) s, _%é JN[HN(X)]dFi-ki.<X) waarby Jy 'm

willekeurige funksie is wat voldoen aan soortgelyke voor-

waardes as in hoofstuk III (voorwaardes (3.10)-(3.14)

en (3.93)).
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Soos in lemma 3.14 volg dat

(5.64) 1im E(t, [H) = [ J(H)4APF,
M -»m 1 I 1

Dui ons die variansie van ti- onder H aan deur
var(ti.lH), kan daar op analo& wyse as in lemma 3.15 'n
uitdrukking vir var(ti'lH) afgelei word.

Laat

~

(5.65) t. = (N-k. )%[t

i i. ;. - B(ty, [H)IIN var(ti.lH)]“%.

Onder HO reduseer ti- na die vorm aangedul
in (5.30).

vou definieer ons as toetsingsgrootheid

( ) I%l,\z.
5.66) T_ = X t
Boi=

In notasie is daar nou aangesluit by dié van
hoofstuk III., Alle resultate van hoofstuk III kan aan-
gepas word vir hierdie geval, Soosg in stelling 3.6
volg onder analo& voorwaardes dat Tm onder H asimptoties,
vir N-w, 'n xz—verdeling besit met (m-1) grade van
vryheid.

Op soortgelyke wyse as in §° 3.6.2 en 3.6.3 kan
toetse vir verskniwing en verskil in verspreiding gede-
finieer word met a.r.d.-eienskappe wat ooreenstem medt
dié van hoofstuk III.

Analoog aan die metode van hierdie paragraaf,
kan toetse vir kolomeffekte gekonstrueer word onder die
aanname dat daar geen ry-effekte en interaksie voorkom

nie.

5.5.3. Toetse vir Sel-effekte.
Beskou die waarnemings binne elke sel as één
gsteekproef uit 'n verdeling met verdelingsfunksie Fij.
Dan is daar mk steekproewe van grootte kijg i=1,2,..,m;
=F

j=1,2,...,k. Die nulhipotese H_: F, =T

17 % F iy
moet getoets word onder die aanname dat daar geen ry-
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of kolomeffekte of ry-kolom interaksie bestaan nie.

Stel
(5.67) Viij = k../N,
(5.68) Vij = %{ivalJ ,
(5.69) FlelJ(x) = (aantal X5 in < X)/kij vir vaste i
en j en vir h:1’2’°"’kij’
(5.70) Fy(x) = Ty Py gy ()

1]
22 Vs s Fas(x)  en
1 Nij—ai3

(5.71) H(x)

(5.72) by

/ J [H (X)]dF x, (x) waar JN voldoen
—® 1] 13

aan soortgelyke voorwaardes as in hoofstuk III.

Dul die verwagtingswaarde en varisnsie van tij
onder H aan deur E(tijiH) en var(tij]H).

Last

s 1

i L ' ' ' L
) = (N-X. VT4, . - B(s. . |H) 1) 17E,
(5.73) by 5 = (W=k. )%0%, 5 = B(oy 4 [H)IIN var(t, 5 [H)]

Dan definieer ons as toetsingsgrootheid
(5.74) 7 = 36,2
3 : 1J
i]
Soos in stelling 3.6 kan aangetoon word dat TS
asimptoties,;Mirpﬂéﬁnyﬁtnf&2—¥eydﬁling besit met (mk-1)
grade van vryheid en kan soos voorheen a.r.d.-uitdruk-

kings afgelel word vir alternatiewe van verskuiwing en

verskil in verspreiding.

5.6, SLOTOPMERKINGS.

1). Dic hoetse gebaseer op T,» Ty en T  in die
geval YN(S) = Q(8) byvoorveeld vir verskuiwing, is (onder
die genoemde aannames, waaronder dat geen ander effek as
dié een wearvoor getoets word, teenwoordig is nie)
asimptovies ten minste net so goed soog die F-toets

(E, > 1).

T, s I 2
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2). Met behulp van tabelle in VAN DER WAER-
DEN(1957) is die toepassing van bogenoemde T-toetse
(opmerking 1 hierbo) dikwels makliker as dié van die
F-toetse,.

3). Die vraag oor hoe groot b moet wees alvo-
rens die T-toetse toegepas kan word, 1is nog nie bevre-
digend beantwoord nie.

4). Die volgende probleme is onder andere nog
onopgelos:

a). Die uitbreiding van die voorgaande teorie na
die geval waar die aantal waardes in die onderskeie
selle verskillend is.

b). A.r.d.-uitdrukkings vir interaksie-toetse.

c). 'n Volledige verdelingsvrye ekwivalent van die
parametriese variansie-analise, naamlik waar byvoorbeeld
die toetse vir ry- en kolomeffekte (asimptoties) onaf-
hanklik bly wanneer daar ry- en/of kolomeffekte of

interaksie bestaan (m.a.w. H, nie geld nie).

5). 'n Ander interessante benadering tot die
probleem van 'n verdelingsvrye variansie-analise word
gevind in die volgende twee artikels:

HODGES, J.L. en LEHMANN, E. L.(1962) ,Rank methods for
combination of independent experiments in the analysis
of variance", Ann. Math. Stat, 33, pp. 482-497, en
LEHMANN, E. L.(1963) ,Asymptotically nonparametric
inference: An laternative approach to linear models",

Ann, Math. Stat. 34, pp. 1494-1506.
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BYLAAG A,
Indien
(2.40') 1lim N~ 2,(a N)22_5>O en
N-m h
« - \4
(2.42") i(th-wN) = o(N)
dan voldoen die variante %i aan die voorwaarde
(2.50) Lim B|E, [°*° <o vir i=1,2,...,k.
N->w
. 5 = 2
Bewys: Stel MN"%i(ah_'YN> en
- 4 4
P.=2(a, -¥.) 2 (Yo = F) 7
N h h N }1 Nh ™ N

Op analo& wyse as in lemma 2.2 volg dat

n, (N-n, ) (N°+N-6Nn, +6n°) -
E(Ei‘EI-)4=: i i i i PN N
* N(N-1)(N-2) (N=3)

3ni(ni—l)(N—ni)(N—ni—l). 5
N(N-1)(N-2)(N-3)

+

Uit (2 4) volg
t; = (N-n )% [t ~E%, J[n, (N-n )N —l(N—l)—lMN]—%

l\‘JIH H-

= [t;-Et,1(n, (N-1)" lMN]

E't |4 -2

i

_.l'
\ E[Ei—EEi] [0, (8-1) 71y ]
) (N—l)(N—ni)(N2+N—6Nni+6n§):P
niN(N—z)(N—3)M§ N

3(N-1) (N-n, ) (N-n,-1)(n;-1)

+
n;N(N-2) (N-3)

= 0(1)
¥ SN (g = B NI By, - )7
= 0(1) uit (2.40') en (2.42').

want RNN%
Gevolglik geld E|%, |°*® = 0(1) met 0<¢ 6 <2,
Opmerking.
Onder voorwaarde (2.40) geld voorwaarde (2,40')

met waarskynlikheid een.
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Onder die voorwazardes (3.10) - (3.13), (3.28) en

1
7(8) | < K[H(1-H)]™T*+°

(3.141) (m) ~m-%+6

JHE) | < RK[H(A-E)TTTET® , m=1,2 en 6>0

geld die voorwaarde

(3.76) lim E!t |2+(S (@ vir i=1,2,...,k en 0< &< 2.
N-owm
N1 . l+36
Bewys: p|f, |20 | — L E|t,-B6, |“0 uit (3.56).
Nvar(t.)

Aangesien 0< lim Nvar(t ) <o uit (3.68), is dit
N->w

voldoende om te bewys dat e Elti—Etil2+6

= 0(1).
Uit §3.4 opmerking 3, (3.60) en (3.62) volg:
E(ti) = A(i> + o(N_%) met A<i) gedefinieer

deur (3.61). DNou is

1
P T EALS et E|B(1)+Bé§)+op(N‘2> |2+6
1436 ERE -1 ZS 248
= N"T2°E |Zv,, 0T 2 B (x. B(X ]+0(N2)l .
g Mgl 478 1:1

Die resultaat volg m.b.v. 1emma 3.11 saam met
(3.1) en (3.3) indien bewys kan word dat

ln
Bl 2 5 (x x; ) 1270 = 0.
J

Onder voorwaarde (3,14') word hieraan voldoen

vir §=2, want:

E |n? 2§IS(X J)‘4
= Etn“zgzj%” 2, Byl By g By ey 0By )] waar
alle j's die waardes 1,2,,..,ni deurloop
= 2[§%EB (X )Eﬁg(xij,) +§E§§(Xij)] want Xy4 en
X, 4 is onderling onafhanklik vir j# ' en Eﬁg(xij):O
= 0(1)

aangesien:
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2o s a2 2 _
n; ?%ﬁEBg<XinEBg(Xij) = 0(1) m.b.v., (3.27) en

onder op bladsy 72, en
n£2§ﬁE§§(Xij) = 0(1) soos blyk uit die volgende:
J X. .
13
B .. =
Bg(xs ) [=1 [ 9 [H(x)1aF, (x) |

%,

<K | /Xij 7 [H(x)14E(x) i

X
O

<K DIIMHGy )T |+ [0ta(x )T 1]
1 6_1 .
<K OCHGx O{3-HGxg P17 F + 0(1) uit (3.14).
b, ot 4(6-%)
EB (x..)1"¢<X [ [H(1-H)] T/dH + 0(1)
g 7ii’ " =7 )

11} l
=K [/ [H(1-H)]
0

~1+484m + o(1)

=0(1), =sodat

~ 4
E[Bg(xij)] =0(1).

Hiermee is die bewys voltooi.
Opmerkings.

1). Waarskynlik is die meer beperkende voor-
waarde (3.14') in vergelyking met (3.14) onnodig. Let

in hierdie verband op dat lim EB2

N-o

)<co onder (3.14) -

sien C+S(1958). Verder is nodig vir bogenoemde aflei-

ding dat 1lim n. 22JEB (x )<a> waarby reeds
N->w 1 3

lim nllZIEB (x 1.)«0D as (3.14') geld.
N-w J & J

Daar kan ook op gewys word dat
IBg(Xij)|l< K[J{H(Xij)}] en dat
(3.13) Jy(1) = o(W%).
2). Alle spesiale gevalle van die algemene

toetsingsgrootheid wat in hierdie hoofstuk beskou word,

voldoen aan die meer beperkende voorwaarde (3.14'),
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Aan die voorwaardes

1) Llin £t [7*% = 0(1),
-
ii) Lin E|t:j 12¥ _ 0(1)  en
@
1]
1i1) lin Bt ¥ Z 0(1)  met 650

N-w
word voldoen onder voorwaardes (5.13), (5.14) en

(5.13') N1Z(a -a.)" = o(N).
D b

Bewys: Die bewys.dat aan voorwaardes i) en. ii) voldoen
word, geskied soos in bylaag. A,

Deur -te “skrywe
—aea)=(a, . =8n)

J
kan geredelik aangetoon word dat (5.13') voldoende. is

By B 0 m8y R, = (aijhma"J«( a,,
vir die geldigheid van voorwaarde iii) deur op 'n.
soortgelyke- wyse as in bylaag A -t:.werk te gaan met
gebruikmaking van die tegniek wat in die bewys van
lemma 5.2 ontwikkel is.

Die geldigheid van voorwaarde (5.13*') word

verder implisiet aanvaar.
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SUMMARY,

DISTRIBUTION-FREE TESTS FOR THE DPROBLEM
OF TWwO OR MORE BSAMPLES.

Distribution-free tests are constructed for the
k—~semple problem (kzZ). Some of these tests are extensions
of two-sample tests proposed by WILBOXON(1945), TERRY(1952),
MCOD(1.954), VAN DER WAKRDEN(1957) and LIVMER and STO-
KER(1960).

The test statistics have esymptotic xg distri-
butions with (k-1) degrees of freedom under the null
hypothesis HO (chapher II), and also under the gencral
hypothesis H subject to cecrtain general conditions
(chapter III - see CHERNOFF and SAVAGE(1958)). L number
of these k-sample distribution~-free vests for difference
in location are cocmparcd withh the parametric F test and
in the case of %tests for dispersion with the Bartiett

4
[

get for homogeneity of veriance by means of their asymp-

[@2]

tovic reletive efficiencies. egveral oif the k-sampie

[}

tests ccmpare fovourahly with the paremetric tests and
are highiy recommended rTor precticsl application,
Necegssary and sufficicnt conditions are giver for the
consistency of these tests,

Different tests are suggested for the problem of
m ran%ings (chapter I7) and their asymptotic properties
derived.

The analysis of variance irn the two-factor case
is studied in chanter V. Different teste for row-,
column- enrd interaction effects are constructed, which.

. 2 . . .
undexr Ho’ possecs agsymptotic v~ distributions and are

distributed independent of each other.
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