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HOOFSTUK IV . 

DIE PROBLEEM VAN m-RANGSKIKKINGS . 

4 . 1 . ALGEhlENE INLEIDING . 

Die probleem van m-rangski kkings is voorgestel en 

bespreek deur FRIEil1lAN( 1937 ) en is breedvoerig behandel 

deur KENDALL(l948) . 

J(END..r\LL(l948) beskou m 11 waarnem·ers ". Elke waar-

nemer rangskik k gegewe 11 items" volgens ' n bepaal de eien-

skap en ken dan rangnommers toe waarby r .. (i=l,2, ... ,m; lJ 
j=l,2, ... ,k) di e rangnommer is van i ten xij. Omdat el ke 

waarnemer opnuut, onafhanklik van die ander waarnemers, 

rangnommers toeken, het ons: 
k 
~ r .. = tk(k+1 ) vir alle i=l,2, ... ,m . 

j=l lJ 
Skematies word bogenoemde Goos volg voorgestel : 

TAJ3EL 4 . 1. 

Skematiese voorste1ling van m- rangskikkings . 

1 

1 r ll 

Vlaarnemers: 2 r21 
. . . . 
m r ml 

'rotaal * ul 

Die kolomtota1e u~ = 
J 

·-
Items 

2 . . . k 

rl2 . . . rlk 

r22 . . . r2k 

. . . . . . . . 
rm2 . . . rmk 

* u2 * uk 

m 
L: r . . ; j =1 , 2 , .. . , k, word 

i=l lJ 

oet mekaar verge1yk 8n gee •n aanduiding van die ooreen-

stemming wat daar tussen die verskillende waarne.mers 

bestaan . Indien alle rangskikkings identies is (vo1kome 

ooreens temmi ng tussen waarnemers), sal die totale u~ die 
J 

waardes m, 2m, ... ,km aanneem (nie noodwendig in die 
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volgorde nie). Indien daar egter min verskil tussen 

die items bestaan, sal die waarnemers beswaarlik tussen 

hulle kan onderskei en flag die totale u~ betreklik min 
J 

van mekaar vers~il. ( 'n Item wat deur een waarnemer 

vroeg in die rangskikking geplaas word 7 k&n deur 'n ander 

waarnemer baie later geplaas word. Sien byvoorbeeld 

Die nulhipotese H
0 

wat ondersoek word, veronder­

stel dat elke rangskikking, onafhanklik van die ander, 

ewekansig gekies is uit die versameling van alle moont-

like permutasies van die getalle l 7 2, ... 9 k. 

FRIED1\I.A.N(l937) het as toetsingsgrootheid voorgestel 

(4.1) x2 = 12S*/[mk(k+1)] waar 

k 
(4.2) s* = L [u~ - tm(k+1)J 2 

j=l J 

en het bewys dat x2 onder H
0 

asimptoties 'n x2-verdeling 

met (k-1) gav.v. besit as ffi-?Q), 

In die geva1 waar ge1yke waarnemings voorkom, 

het :Bl:.:J?ARD en VAN ELTEREN(1953) 'n wysi,~;;·ing aan 2 o X 

aangebring 7 naamlik 

(4.3) x2 = 12S*/[mk(k+1) - T*] met T* gedefinieer in 

( 4. 7 3). ( Sien §4. 4. 3. 2 vir die voorvvaardes waaronder 

x2 se asimptotiese verce1ing afge1ei is). 

Bogenoemde prob1eem is deur BEl-~ARD en VAT:: J.£LTE-

REN(l953) uitgebrei na die geva1 waar die aantal waar-

nemings x .. h van die item x. . (d. w. s. die aantal waar-
lJ- lJ 

nemings in die 11 sel" (i,j)), enige nie-negatiewe heel-

getal k .. is. Die ide rangskikking bevat dan 
lJ 

( 4. 4) k. = 
l 

k 
L k .. 

j =1 J_ J 

l) waarnemings wat weer volgens 

1). Tensy anders vermeld, deurloop i;ir in hierdie hoofstuk 

die waardes 1 9 2, •.. ,m; j en J die waardes 1,2,.d. ,k; p. 
l 

die waardes l,2, •.. ,ki; h die ~aardes 1~2, ... ,kij en 
C,Q die waardes 1,2, •.. ,(k-1). 
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'n bepaa1de eienskap gerangskik word. Daar is Jus a1te-

same 

( 4. 5) waarnemings waarby a1le k. en 
l 

k .. eindig is? tensy anders geSJ)esifiseer. lJ 
BE~~ARD en VAH EI/l'nREN ( 19 53) 

{~[r .. 1 - -&(k.+1)] ind.ien 
~ lJ1 ~ l u .. = h 

lJ 
0 indien 

2) definieer 

k .. >0 
lJ 

k .. =0 
lJ 

vraarby r ijh die T[-?_ngnonuner is van die wnarneming xijh in 

d . .de k',,k. (R d t · 1·1 le l rangs l.ri: lng. 1 angnommers vvor. opnuu ln e .tee 

ry toegeken? onafhanklik van die and.er rye). B+v.E(l953) 

neem. dan 'n funlcsie van die kolomtotale u. as toetsings­
J 

grootheid, waar ~. = ~ u .. (sien §4.4.3.1). 
J i lJ 

In hierdie hoofstuk word 'n veralgemeende toetsings-

grootheid vir die probleem van m-rangskikkings onder H 
0 

voorgestel en 'n uitbreiding na 'n meer a1gemene geval 

behandel. 

4. 2. 'n I·.IEER ALG EHLENE B~NADERING. 

4.2.1. Inleiding. 

Laat o/k.(o)? vir alle waardes van k., 'n wille-
l l 

kettrie;e fu..."YJ.ksie wees wat 6edefinieer en eindig is vir 

iedere 6 op die ope interval (0,1) by alle waardes van k. 
l 

en monotoon stygend (of monotoon dalend) in sy argument 

by vaste k .• (Sien ook hoofstuk II §2.2.1). l 
Beskou 'n funksie van die rangnom.mers, naam1ik 

'Y k [ r . . h/ ( k . + 1 ) ] = t' k ( o . . h) waar 
.. ~ lJ l . i lJ 

(4.7) o .. 1 = r .. h/(k.+l). lJ 1 lJ l 

Let op dat l<r .. 1 <k. vir alle j=1?2, ... ,k en 
- lJ .1- l 

h=1? 2' ... ? k ..• 
lJ 

6 

2). Voortaan word na h:ierdie artike1 verwys as B+v.E(195.3). 
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Opmerking. 

Voortaan skryf ons kortweg ~.(6) in plaas van 
l 

~k.(6), behalwe in gevalle waar ~k.(6) se afhanklikheid 
l l 

van k. beklemtoon r.1oet word. 
l 

4.2.2. Gelyke Waarnemings (Knope)~ 

In die geval van gelyke waarnemings binne 'n 

bepaalde rangskikking (ry), word dieselfde prosedure 

gevolg as in hoofstuk II. Ten opsigte van notasie is 

die volgende aanpassing nodig (alleen die geval van ge-

midde1de range word bespreek): 

D · · ~ · · d 8 d · k · kt t 1 Ul, Vlr ale l ry, le gerangs·l- e s e xijh-

waardes aan deur zil'zi 2 , •• ~ ,zik. waarby 
l 

zi1~zi 2~ ... ~zik.. Gestel daar kom 'n knoop van 1engte 
l 

g voor. Aan elkeen van die gelyke waarnemings ex. 
l 

• ~ • 'J z. l,v.+g 
l o::i 

word dieselfde rang 

toegeken, narunlik: 

(4.8) 

waar 

v. + -f2-(g +1) 
l (X. 

l 

3) 

Op ooreenkomstige wyse word die funksie '±'.(6. ), 
l lpi 

( 4. 9) 6. = r. /( lr. +1) en r. die rangnommer is ve"n 
lpi lpi l lpi 

z. in die ide rangskikking, gedefinieer deur 
lpi 

( 4. 10) '!' . ( 6 . ) l lp. 
l 

-1 = g (X. 
L ~.[(v.+~.)/(k.+1)] 'l l l l 

l ~· l 

vir a1le :p. 
l 

vvaarvo or z . lp. 
l 

= z. , • l,V.+.J.. 
]_ 

Gestel nou daar kom onder die z, 's \. knope 
l'P. l . ~l 

van lengtes g. 1 ,g. 2 , ... ,g.\ voor. Stel l_ l l i 

( 4.11) G = g .1 +g. 2+ ... +g. waar cx:
2
. c: {1, 2, ... \J, en 

<Xi l l lCXi 
G = 0. 

0 

3). 'J:ensy anders gespesifiseer? deurloop ex:. die waardes 
l 

l , 2 , ... , \ . en ~ . die waard e s 1 " 2 ., ... , g • 
l l o::. 

l 
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Definieer 

( 4 . 12 ) a . = g -l ~ '±' . [ ( G 1 + ~ . ) / ( k . + l ) J wann e e r 
lp . a . l o.: . - l l 

(4.13) 

(4.14) 

4.2.3. 

(4.15) 

(4.16) 

(4.17) 

(4.18) 

l l ~. l 
l 

Stel 

02. -1 --, ( - ) 2 = k. 2J a. - '±'. waar al l lp. l p. l l 
\f. -1 2: = k. a. l l lp. p. l 

l 

-1 L ~ '±'.(6 .. h). = k. 
l j h l lJ 

Definisies. 

Definieer 

aijh = aipi indien xijh = 

Stel 

z. lp. 
l 

{:Z:( a. 'h - if . ) indien 
h lJ l u .. = lJ 
0 indieD 

:1 --:s- 2: u. = m ~ u .. 
J i lJ 

:L 

= m-2 ~ ~(a .. h - if . ) 0 

i h lJ l 

Stel verder 

k . j = 2: k .. 
i lJ 

Opmerking. 

k .. )0 
lJ en 

k .. =0 
lJ 

In hierdie behandeling van m-rangskikkings word 

alle rye weggelaat waarin alle rangnornmers dieselfde is 

(een enkele knoop in die ry) of waarin kij = 0 vir enige 

(k-1) waardes van j uit 1?2, ... ,k. Sodanige rye lewer 

geen bydrae tot die studie van bogenoemde probleem nie 

omdat dan geld u .. = 0 vir alle j. 
lJ 
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4.2.4. 'n Aan tal I1 emmas .. 

Lerruna 4.1Q Die verwagtingswac::trde van uj onder H
0 

word, 

vir vaste j 9 gegee deur 

Op analo~ wyse as in ler.nma 2.1 volg ~ 

( ~-. 20) E(u .. ) = E[ >:(a. ·~ - ~~ . ) J 
lJ --- l JD l h ---

E( 2' aijh) = .I -
h 

-1 ,., 
= kijki /._J aip. 

pi l 

= 0 sodat 

E( '7' w ) !...J 

h 
"'i 

k. . \[i . 
lJ l 

Lemma 4-. 2. Die variansie van u. onder H vvord gegee deur 
J 0 

( 4 • 21 ) var ( u . ) = m -l 2: k . . ( k . - k . . ) K . 
J i lJ l lJ l 

waar 

(4.22) 

') 

waar o'-. in 
al 

K. 
l 

(4ol3) gedefinieer is oor alle knopeo 

2 
Bewys: oij = var(uij) 

= E ( u~ . ) omda t E ( u .. ) -- 0 lJ lJ 
= [ \' ( -:- ) J 2 E L; a .. h - 'f. 

}- lJ.:. l 
l 

k. l ' ') = C~l )- z [~(a .. h- w.)J:::. 
hij h lJ l 

waar 2:' die somrnasie oor alle moontlike kombinasies van 

k .. groothcde uit k. aandui~ wat alTial ewekansig is onder 
lJ l 

4). In hierdie hoof~Jtuk word? tensy anders vermeld 9 onder 

die hipotese H gevverk. E( u.) byvoorbeeld dui dus 
0 J 

E(u. IH
0

) aan. In die gevalle waar knope voorkom, word voor­
J 

waardelik onder die gegewe stel waarnemings gewerk. 
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= k .. (k.-k .. )k-:-1 (k.-1)-1 L: (a. 
lJ l lJ l l p. lpi 

l 

netsoos in lemma 2.2 

= k .. ( k. -k .. ) K. soda t 
lJ l lJ l 

- ) 2 
- \jl, 

"l 

o~ = var(u.) 
J J 

= E(u;) omdat E(uj) = 0 (lemma 4.1) 

( -* ·--, ) 2 = E m N ,Gu .. 
i lJ 

-1 "\"' ( 2 ) = m ,wE u .. 
i lJ 

-1 ~I ~ ( ) + m LJ l..J E u ..• u.,. 
·_L·r lJ lJ l,rl 

-1 '\"' 2 0 l 1 . l} . d = rn LJ Cl . . + omda t a1 e rangs :\:l..r: -~lngs on er-
i lJ 

ling onafhank~ik is 
-1 = m ~k .. ( k. -k .. ) K .• 

i lJ l lJ l 

Opmerking. 

Uit K. 
l 

= k -:-1 ( k. -1) -l 2: (a. - \ji . ) 2 vo1g da t 
l l p. lpi l 

l 

(4.25) K. > D > 0 vir alle i omdat die rangnommers r. l - lp. 
• l 

(vir vaste i) nie a1ma1 diese1fde is nie ( oprnerking 

~4.2.3 ); omdat 1.(6) monotoon stygend is in 5 en rn~dat 
l 

a11e k. eindig b1y as m~co. 
l 

Ook is 

(4.26) (k.-k .. ) > 1 vir enige i en j 9 want: 
l lJ 

k.-k .. = 0 a11een1ik indien l lJ 

i) a11e k .. = 0 
lJ 

of ii) k .. > 0, k .. , = 0 vir a11e j' 1- j. 
lJ lJ 

Hierdie twee geva11e word de-vlr die opmerking in 

§4.2.3 uitges1uit. 

Dus 

(4.27) 2 
0 .. 
lJ 

(4.28) 0~ 
J 

> k .. D 
lJ 

en uit 

-1 2:k .. > Dm 
. lJ l 

= Dk ./m > 0. • J 

(4.24)~ 
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Lemrna 4.30 Die kovariansie tussen uj en uj, (j' f. j) 

onder H
0 

word gegee deur 

-1 ( 4 o 29) kov ( u. ,-u .,) = - m 2::k .. k .. , K. 
J J i lJ lJ l 

Bewys ~ l~etsoos in 1enuna 2. 3 vo1g da t 

( 4 o 30) kov ( u .. , u .. , ) = E ( u ..• u .. , ) omda t E ( u .. ) =0 ui t ( 4. 20) 
lJ lJ lJ lJ lJ 

-1 ( ) -1 ~ ( - ) 2 =-k .. k .. ,k. k.-1 6a· -'±'. 
lJ lJ l l p. lpi l 

= - k .. k .. , K. sodat 
lJ lJ l 

Cl .. , = kov ( u., u .,) 
JJ J J 

l 

= E(u .• u .,) omdat E(uJ.) = 0 vir a11e j 
J J 

1 1 

= E (m - 2 2: u ..• m - 2 L: u ., .,) 
i lJ i' lJ 

( -1 "' -1 -., "' ) = E m 6 u .. u .. , + m 1 6 u .. u ., ., 
i lJ lJ if.i' lJ lJ 

= m-
1 ~ E(uijuij') + 0 

l 

-1-
= m L k .. k .. , K .• 

i lJ lJ l 

O:pmerking. 

Die ui tdrukkings vir var ( u . ) en kov ( u . 9 u .,) is 
J J J 

ana1oog aan di~ wat afge1ei is deur B+v.E(1953) verge-

1yking (2.3.1). 

4o3. DIE TOETSINGSGROOTHEID T. 

4.3.1. 'n Limietverde1ing onder H
0

• 

Ste1 

(4.31) v. = ~c .u .. waar die c. 's wi11ekeurige eindige 
l j J lJ J 

re~1e geta1le is, dan is 

(4. 33) 0~ 
l• 

= E( 2:: c .u .. ) 
j J lJ 

= >~ c .E(u .. ) 
j J lJ 

= 0 uit (4.20) 

= var(v.) 
l 

= E(vf) 

( .-, ) ? 
= E ~ c j uij -

J 

en 
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( ,.... 2 2 ''-' "' ) = E w c . u . . + LJ LJ c . c ., u . . u . ., 
j J l J j I j ' J J l J l J 

= 2: c~E(u?.) + l: L: c.c., E(u .. u .. ,) 
j J l J j I j ' J J l J l J 

"' 2 ( ) "" .-. ' k K == LJ c . k. . k . --k. . I{. - L , 6c . c ., K. . . ., . 
J l J l l J l 0 ..L ., J J l J l J l j J r J . 

u i t (4.23) en (4 . 30) 

= K. ~ c . k . . [ c . ( k. - k .. ) - ).~ c ., k .. ,] 
l j J l J J l l J j ' ( I j ) J l J 

= K. ~ c .k . . 2:: k .. ,(c. - c ., ) . 
l j J lJ j ' lJ J J 

Ind i en 

(4 . 34) a? > 0 vir i =l,2, .. . ,m, 
l • 

dan bes i t l.:c . u. asim:pt oties, vir m ->ro, ' n nor-:naal verdeling 
j J J 

onder H
0

• 

Bewys: 

van i , 

Omdat a l le k. e i ndig is, gel d vir a l le waardes 
l 

( 4 . 35 ) 0 < 6 .. 1 < 1 . lJ l 

van i , 

(4 . 1 6) 

Gevol g l ik is 'l' . ( 6. 'b) eindig vir enige vraEtrdes 
l l J -

j en h (uit die definisie van v.(6) ) . 
l 

Omdat all e k. lj e i ndig i s, vol g dus dat 

u. 0 = l:(a. 'h -· iii 0 ) e i ndig i s , sodat 
lJ h lJ- l 

(4 . 36) Eiuij 1
2+6 < ro vir a l le i en j en vir 6 > 0 . 

Vi r e i ndige c . cel d 
J 

( 4. 37) E lc .u . . 12+6 < ro. 
J l J 

(4 . 38) 

Ui t l emma 3 . 11 vol g nou dat 

E I ic .u .. 1
2+6 < ro omdat k eindi g is . 

j J lJ 

Dus 

(4. 39) E jv. 1
2+6 

<CD vir i =l,2, .. . ,m. 
l 

Die groothede vi en vi' is onderl ing onafhanklik 

i ndien ~ J i . Volgens die sentral e limiets telling 
1 m 

(Liapounoff- voorwaarde) besi t m- 2 2·: v . onder voorwaar­
. l l l =. 

de (4.34) asimptoties , v i r ffi-7CD, •n normaal verclel i ng . 
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1 
--..;- ~ '\' m .-.;, LJ LJC .u .. 

. . J lJ 
l J 

= :?~cjuj m.b.v. (4.17). 
J 

Gevolglik besi t }~c j uj asimptoties, vir m ~m, 'n 
J 

normaalverdeling. 

Opm.erking. 

1 n Nodige en voldoende voorwaarde dat 

(4. "'2,/l) 02 .. ~· > 0 vir i=l?2,oot ,m, 
l• 

is dat die c. 1 s nie almal gelyk is nie en vir tenminste 
J 

twee verskillende c. 1 s die ooreen}:omstige k .. 1 s > 0. 
J lJ 

13ewys: Uit ( 4. 2 5) volg K. > JJ > 0 vir alle i. 
l 

Gevolglik is o~ . > 0 as en s1egs as 
]_. 

ic . k .. ~ k .. ,( c . -c .,) > 0 ( sien ( 4. 3 3) ) • 
j J l J j' l J J J 

Llaar ~c .k .. 2: k .. ,(c.-c.,) 
j J l J ,jl l J J J 

= l:c .k.. 2:: k .. ,(c.-c.,)+ l:c .k.. L: k .. /c.-c.,) 
j J l J j' ( < j ) l J J J j J l J j' ( > j ) l J J J 

= ~ 2.: k .. k .. , c J. ( c J. -c J.,) +L. 2: k .. k .. 1 c .,( c ., - c . ) 
j j'( < j ) l J l J J j'( < j ) l J l J J J J 

= ~ 2: k .. k .. , [c. (c .-c .,)+c .1(c ., -c.)] 
j j' ( < j ) l J l J . J J J J J J 

= :~ ~ k . . k . ., ( c . - c ., ) 2 
j jl ( < j ) l J l J J J 

wat positief is as en slegs as bogenoemde voorwaardes 

geld. 

Lemn1a 4. 4. Indien 

( 4 . 41 ) 1 im m -l k. . > 0 vir j =1 , 2 1 c • • 9 k 9 
m~m J 

dan voldoen die uj 's onder H
0 

aan die voorwaardes 

( 4 • tt. 2 ) 1 i~ v ar ( u . ) > 0 vir j =1 9 2 9 • • • 9 k en 
m~m J 

( L) 4 3) 1 · 7:'1 I · '2+6 · · 1 ,..., k s:. o i • · _ 1m ~ u . 1 < m VJ_r J = , c... 9 ••• 9 en u > • 
nl-?CD J 

( ) . -1 
Bewys~ lim var u. > D 11m m k . 

Yfl-?CD J ffi-?CD OJ 
uit (4.28) 

> 0 m.b.v. (4.41), sodat (4.42) 

bevredig vrord. 
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Uit die bewys van stelling 4.1 volg 1 omdat 

alle k. na bo begrens is, dat 
l 

(4. 36') E lu .. 1
2+6 < M <co vir i=l,2, .•. ?m; j=l,2 9 ••• ,k? lJ -

vaste o > 0 en M 'n eindige posi tiewe getal o 

Di t geld in die besonder ook vir o = 2. 

Nou is 

= E[m-tl:u .. ] 4 
i lJ 

[ -2'V'-''V ~· J = E m u 6 LJ LJ u . . u., . u ·u . u . "'. 
i i' :i!' f'' lJ lJ J.: J l J 

gaan van l tot m 

waar alle i 's 

-2'\_, .. ., ( 2) ( 2) -2_, ( 4) = m LJ6E u .. E u.,. +m LE u.. want u .. 
ii' lJ :LJ i lJ lJ 

en u ., . is onderling onafhanklik vir iIi' en lJ 
E ( u .. ) = 0 ui t ( 4. 20) 

lJ 

< co onafhanklik van m uit (4.36' )~ 

Hierui t volg dat (4. 43) geld vir 6 < 2. 

Lemma 4.5. Indien 

(4.41) lim m-1k . > 0 vir j=l,2, •.. ,k 9 
m ~co • J 

dan is die gesamentlike verdeling van die variante u. 
J 

onder H
0 

asimptoties normaal as m ~co. 

:Bewys: Omdat 

(4.42) lim var(u.) > 0 vir j=l 9 2 9 .oo 9 k 9 
m~co J 

( 4. 4 3) lim E lu. 1
2+6 < co vir j =l, 2 9 • o • 9 k en o > 0 

m~co J 

en omdat L:c .u. asimptoties norrnaal verdeel is as m ~co 
j J J 

(stelling 4.1) 5 ), volg die resultaat met behulp 

van lemma 2.5. 

5). Aan voorwaarde (4o34) word in die algemeen voldoen­

vergelyk stelling 4.1 (opmerking). 
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Opmerkings. 

1). :Die karakteristieke f"lmksie van die gesament-

like verdeling van die u. 's het dus die vorm 
J 

waar ~die momentematriks van die u. 1 8 
J 

-?I r , --? 
voorstel, G == ~..G1 ,Q 2 , ••• ,Gk) en Q die ooreenkomstige 

ko1omvektor. 

2). Neem az voorwaarde 

(4.44) ~is van rang (k-1). 

Omdat Zu~ == 0 (sien (4.17)), kan enige u. uitgedruk 
j J J 

word i:c terr,1e van die ander ( k--1) u. 1 s 9 naar,llik 
J 

( 4 • 4 5 ) u .1 == - 2: u . , 
J j ( ;fj') J 

~naar onder voor,·;raar6e ( 4 .. 44) kan u ., ni8 in 1 n k1einer 
J 

aantal as (k-1) u. 1 s uitgedruh word nie. 
J 

Dui die momentematriks van u1 ,u2 , ... ,uk-l aan 

deur A== {~cQ} waar ~en Q nou die waerdes 1,2, ... ,(k-1) 

de1lrloop. Onder voorrve..arde (4.44) is A dus nie-singulier. 

Dui die kofektore van die element ~CQ van A aan 

de ur I A ( C' I . 

Indien 

(4.41) lim m-1k . > 0 vir j==l,2, ... ,k 
lD.-?ffi "J 

en 

(4.44) ~van rang (k-1) is, 

dan besit die toetsingsgrootheid 

asimptoties, vir m -?ffi, onder H 'n x2-verdeling met 
0 

(k-1) grade van vryheid. 

Bewys ~ Die bevvys volg met behulp van lermna 4. ~) en §1. 4. 

 
 
 



Opmerkings. 

l). T kan meer kompak geskryf word in die vorm 

T = waar die simbole soos volg gedefinieer 

word~ 

Beskou die matriks verkry uit 

2 
1012 9 oo .. ,olk9 01 ul 

2 
0 21? 0 2 ? •••• '1 °2k 1 u2 

vu = 0 . 0 . . . . 
2 

. o .. ~ ok '1 

'1u2 ? .... 'uk 9 0 

deur weglating van 'n willekeurige ry en kolom behalwe 

die laaste ry en kolom 9 en bereken sy deterninant j6ulo 

Bes}..:ou ook die matriks 6 verkry ui t 2.": = {o j j'} 
( j 9 j' = 1 9 2, ... 9 k) deur wegla ting van dieselfde ry en 

} .. olom as in die eers te geval, en bereken s;:/ determinc:.nt 

2). Die toetsingsgrootheid Tis 'n uitbreiding 

van die toetsir1o;sgrootheid x2 van B+v.E(l953), naanllik r 

die geval vvaar gewe:rk word met f-;_,_mksies van rangnorrrm.ers 

in plaas van slegs met rangno1J.mers. 

3). Stelling 4.2 kan uitgebrei word na die geval 

waar ~ van rang v < (k-1) is. Hie~op gaan ons nie verder 

in nie, behalwe dat OLS hier 'n stelling van B+v.~(l953) 

vermeld~ I:ndien 'n aantal k .. 's = 0, kan di t e;ebsur dat lJ 
ons in ~ twee of meer komplement~re groepe elemente het 

(vergelyk B+v.E(l953) p. 361), d.w.s. dat in elke ry (en 

elke kolom) van ~ slegs elemente vsn ~~n van die groepe 

voorkom. Hierdie groepe wor\.~. genoem 11 non-cOT.J.}.)a:recl" groe1)e 

elemente, en d.ie aantal sullce groepe word. aangedui 

de ctr s. 
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Le1mna 4.6. (B+v.E(l953) stelling 2)~ As en slsgs as 

do..ar s 11 non-compared 11 groepe elenente in 'n k x k momente-

matriks van die u. 's voorkom~ is die rang van die matriks 
J 

gelyk aan ( k-s). 

4.3.2. Die toetsingsgrootheid van BENARD en VAN ELTE-

RET\ ( l 9 5 3 ) • 

S tel ons ¥ . ( 6 . . h) :::: r . . h" dan 
l lJ lJ. 

herlei u .. van 
lJ 

vertelyking (4.16) na ~ .. van (4.6), 
lJ 

d.w.s. tot die 

tipe grootheid wat deur B+v.E(l953) ge bruik vvord. 
1 ) 

Stel voorts~ u. :::: m-2 L: ~- . 6 
J i lJ 

Definieer 
I'Kul 

= -·-- waar alle simbole soort-
I'K I 

gelyk is as in die voorgaande paragrawe~ behalwe dat nou 

deurgaans geld w. ( 6 .. h) = r · .1 . l lJ lJ 1 

B+v.E(l953) het bewys dat die toetsingsgrootheid 

~x2 onder die voorwaardes ·r 

(4.'~7) die aantal kolonune lr 
-'- is eindig 

( lt. 48) die a2.,ntal rye I1 neig nc:t m 

(4.49) lim )' ~-3 
E ~~. · 13 0 vir j =17 2? ••• 9 k en .::._j o. = 

fl-7ffi i J lJ 

( 4. 50) die rang van diu m.a triks R = {'P j j'} waar 

l . """-' /""''"'"' p . ., = lffi 0 . ., 0 . 0 ., 'J 

JJ Y£l-7ffi JJ• J J 
is gelyk aan (k-1) 9 

asimptoties 'n x2-verdeling met (k-1) g.v.v. besit. 

Hierby word aanceneem dat alle k .. eindig bly 
lJ 

as m -7(D. 

6). In §4.1 is genoem dat B+v.E(l953) met kolomtotale 

u. = .~ u .. werk. Ons wvsig·· e¢:-ter die definisie van uJ. J ·. lJ u '-' 
l 

sodat 0 < lim var(u.) < m. Hierdeur word die toetsings-
m -7CD J 

grootheid i~ (sien die definisie hieronder) egter nie 
befnvloed nie aangesien die addisionele m 'e in 

i~ mekaar uitkanselleer. 

 
 
 



B+v . E(l953) het ook bewys dat die voorwaardes 
- 1 ·-( 4 . 51) lim m >.., k. . > 0 vir j =l, 2, .. . , k 

ffi -7 Cl) i lJ 

7) er.:. 

(4.52) die matriks 
..-..; 

X.ll '1{,12 ' • • • ' 1A" l k 

c = 

- 1 ~ met x.J·J·' = lim m LJ k .. k .. , , is nie ' n matriks van die 
In.-70) i lJ lJ 

t i pe 1') 0 ' 
( ~ Q ) nie waar P en Q v i erkante matrikse is en 

0 en 0 ' uit nulle bestaan, 

voldoende is vir die gel digheicl van (.4 . 49) en (4 . 50) . 

Or.1dat :C(u .. . u .. ,) = 0 as en slegs as k .. k .. , = 0 
lJ lJ lJ lJ 

(sien vergely~ings (4 . 25) en (4 . 30)), kan voorwaarde (4 . 44) 

deur voonvaarde (4 . 52) vervang word (want (4 . 52) impliseer 

dat (4 . 44) geld) . 

4 . 4 . DIE 'rOETSnm~->GROOTHEID T1 .• • ,. 
4 . 4.1 . Inleiding . 

Die toetsingsgrootheid T soos gedefinieer in ver­

gel yking (4 . 46) is baie al gemeen, maar dit is in ' n 

moeilik h:::...nteerbare vorm . 

Ons gaan ons vervolgens beperk tot ' n eenvoudiger 

toetsingsgrootheid Tk vaartoe T reduseer indien alle 

kij = b > 0 . Ten spyte van hierdie beperkir1g , is Tk nog 

'n uitbreiding op die proble e..n van m- rangski kki ngs soos 

deur J!'RIEDMAN(l937) en KENDALL( l 948) behandel . 

7). B+v . E(l953) beweer dat die voorwaarde lim m- 12::k_. > 0 
m -7CD i l 

voldoende is vir hulle s telling 5. Die voorwaarde moet 
et;;ter wees lim m-1~k .. > 0 vir j=l,2, . . . ,k. Hierdie voor­

. lJ ffi-7Cl) l 

waarde is dieselfde as voor.naarde 
( 4 . 4 2. ) 1 im m - l k . > 0 vir j =1 , 2 , ... , k . 

ffi-7Cl) • J 
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4.4.2. Definisie en Limietverde1ing van Tk. 

(4.53) 

Stel k .. lJ = b > 0 vir a11e i en j, dan is 

Laat 

k. = kb 
l 

vir 

k . = mb vir a1le J. en • J 

N = mkb. 

1. b 
u . = m- -~J I: >~ ( a . . - \li . ) s o o s in ( 4 . 1 7 ) 

J i 1l ~1 l J 1l l 

Verder is 

2 1 (4.54) OJ. = m- b(kb-b)LK. uit (4.24) 
. l 
l 

8) 

1 kb 2 
= b(k-1)[mk(kb-l)]- L 2: (a. -'W.) uit (4.22) 

i p=l lp l 

= (k-1)K waar 

( 4. 55) K = b [mk( kb_:l) J - 1 ~ ~ ( aip- ~ i) 2 . 
l p 

Ste1 

(4.56) o~ = o2 vir a11e · J J. 

Verder is 

( 4 • 57 ) 0 j j' = 2 -1) b m ....:K· 
. l 
l 

= - K. 

uit (4.29) 

A = {k(Q} is nou die (k-l)x(k-1) matriks met 

determinant 

(k-1)K, - K - K 

- K ,(k-l)K~·····,- K 

- K 9 - K , ..... ,(k-1)K 

(k-1),- 1 , ...... ' - 1 
k-1 = K - 1 , ( k-1 ) , . . . . . . , - 1 

- 1 '- 1 , ...... ,(k-1) 

Kk-llk-2 = { 9 want: 

Neem A - (a 9 -
1} , 'n 2x2 matriks. · - 'l·-1 , a 

Dan is lA I = ( a+1) ( a-1). 

8). 1l deurloop die waardes 1,2, ... ,ben p die waardes 

1 ' 2 9 •• 0 'kb. 

 
 
 



(a,-1,-1} 
Neem A'= ~-1~ a ,-1 , 'n 3x3 matriks, dan is 

l-1 ~ -1 9 a 

lA' I = ( a+1) 2 ( a-2). 

a ,-1~-1,--i\ 

--1 9 a ,-1,-1! 
--1,-·1 9 a ~-1 

-:-1,-1,-1 9 a 

, 'n 4x4 matriks~ dan is 

I A 11 I = ( a+1) 3 (a- 3) 9 ens. 

Vir A* = 

a ,-1,.000,-1 

-1, a, .... 9 -1 , 'n (k-1)x(k-1) matriks, is 

(4.58) lA*I = (a+1)k- 2 (a-k+2). 

Ste1 a= (k-1) in (4.58), dan is die determinant 

van die ( lr-1) x ( k-1) ma trikG 

1 , .... ,- 1 

9(k-1),o•••9- 1 - k-2 ge1yk aan k . 

-- 1 - 1 9 .• 0 • 9 ( k-1 ) 

As kofaktore van A vind ons: 

(k-1)K 9 - K 
' 0 • 0 ? -- K 

, 'n (k-2)x(k-2) - K , ( k-·1) K, • • • 9 
T·,~ 

- ..!:\. 

- K - K , . .. • , ( k-1) K determ.inant 

( k-1) j - 1 9 
• 0 0 ' 

- 1 

- 1 ~(k-1), 0 • • '1 - 1 

- 1 ' - 1 9 9 ( k-1) 

= 2KL-- 2kk-3 m.b.v. (4.58) met a= (k-1). 

Soortge1yk is 

l J\,. [I I k I) l~ 3 
I '. = K. --c. h:.r:..- vir Q 

s ~ 

Vervo1gens is 

( 4. 59) _0,, ~ 2 = en 
Iii. I Kk 

(4.60) -~~- 1 vir G' I ,.. sodat = I;, 

I 1\ I Kk 

 
 
 



(4 . 61 ) T };: 

k-1 k- 1 
= t: i 

C=l Q=l 

2 ·-, 2 
= >...uC 

Kk ' 
= - 2

- [ ~u7 
Kk ~ 't> 

143. 

lA ~ Q I 
UCUQ - s i en (4 . 46 ) 

lA I 
1 

>-: 2:uc u Q + --
Kk ,.1-,., 

\, "' 

k 
Omdat 2: u. = 

j =l J 
0 uit die def i nisie van uj ' is 

( 4 . 62) 

( 4 . 63) 

2 ~ u~ 2 + 

' 

k- 1 
uk = - 1 u s, 

C=l 

u2 (- 2:: u, ) 2 L' 2 = =; u , k 

' <., 

2.: ~; u(; uC1 = 
G<Q 

= 

>-: 2 ,_, U C + 
c "' 

k 
"' 2 (_, u' 

j=l J 

2 
uk 

~it (4 . 61) en (4 . 62) volg dan 

T = k 
1 ~ 2 6 u . 

K k j=l J 

+ 2 -~ 2: 
C<s1 

= ( k-~) l:u~ uit (4. )4 ) en ( 4 . 56) . 
ko j J 

STELLING 4 . 3. 

Di e t oets i ngsgroo theid 

r.ln _ ( h.-1 ) "'u2 k - ,.. LJ ' 
koc j J 

uCu~, s odat 

besi t onder H
0 

asimptot i es , vir m ~co , ' n x2- verdel i ng 

met ( k- 1) grade van vr yhe i d . 

Bevvys: Tk. is • n spes i al e e_?;eval van T wat onder voorwaardes 

( 4 . 41) en ( 4 . 4 4) asir.lptoties x 2 verdeel i s as m ~m ( stel­

l i ng. 4 . 2) . 

' - 1 -1 Nou is llffi m k . = lim m mb = b > 0 sodat ( 4 . 41) 
m~m • J m~m 

bevredig word . Aan voorwaarde (4 . 44) word ook voldoen 

want I I• I = Kk -l kk- 2 > 0 . 

Die stel ling volg dus direk . 
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Opmerkings. 

1). FRIEDMAN(l937) se bewys deur karakteristieke 

funksies kan uitgebrei word na hierdie geval. 

2) . E(Tk) = (k-1) 
E( ~ u;) 

ko 2 
J 

( k-1) 
>-:: 

2 = 
kCJ 2 E(uj) 

j 

= ( k-1) kCJ 2 
ko 2 0 

= (k-1) 

= aantal g.v.v. van Tk. 

4.4.3. Spesiale gevalle van Tk. 

tr. 4. 3 o 1. J3ENARD en VAN l~LTEREN ( 19 53). 

S tel '1' . ( 6 . . ) = r . . " dan her 1 e i 
l lJY) lJT] 

K. = [kb(kb-1)]-l 2: (a. - '¥. ) 2 - sien (4.22) - na 
l p lp l 

(4.64) K. 
l 

= [k3b3- _2: g~. J/[12bk( kb-1)] ui t ( 2. 61) 1 soda t 
ex. l 

l 

(4.65) o2 = (k-l)K uit (4.54) en (4.56) 

= m-1 (k-l)b2 ~K. 
. l 
l 

= b(k-1) [12mk(kb-l) ]-1 :6 (k3b3- 2: g3 ) . . ex . 
l ex. l 

l 

Verder is 
1 

(4.66) u. = m-2 2:2:[r .. - t(kb+l)] uit (4.53) 
J i'll lJ'Jl 

sodat Tk herlei na 

( 4 . 67 ) T = 12(kb-l) 
B b2: (k3b3-2: g3 ) 

. cc 
l (X. l 

2:[ >-: 2: {r .. - i(kb+l)} J2• 
· . lJTj J l 'f] 

l 

TB is die toetsingsgrootheid wat deur BENARD en 

VAN ELTEREN(l953) in §3.3 bespreek word waarby aange-

neem word da t alle kovariansies o .. , ( sien ( 4. JO) vvaarby 
JJ 

'V. ( 6. . ) = r. . ) gelyk is. Nodig en voldoende hiervoor 
l lJ'll lJ'il 

is d at all e k . . gel y k i. s , s e k . . = b > 0 vir all e i en j 1 lJ lJ 

en dit is presies die geval wat hierbo bespreek is. 
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Opmerking. 

Indien ':!:'. ( 6. . ) = 6. . gene em word 9 herlei Tk 
l lJ1l lJ1l 

4.4.3.2. FRIEDMAN(l937). 

Ste1 k .. = 1 vir a11e i en j, d.w.s. b = 1 in 
lJ 

§404.3.1. Dan her1ei Tk na 

(4.68) Tc = ( k-~) L[m -t ~ (a .. - 'W. ) J 2 ui t ( 4. 53) en ( 4. 6 3) 
1co j i lJ l 

waarby a .. 
:lJ 

gedefinieer is in (4.12) en 

(4.69) o2 = ( mk ) - 1 ~ L: ( a . . - \[! . ) 2 ui t ( 4 o 54 ) en ( 4 . 5 5 ) 
i j lJ l 

met b = 1 
-l v 2 

= m ~..J o o/ . waar 
l -l 

( ) 0 2 -1 'V ( - ) 2 4 • 70 w == k u a . . - 1f' . , soda t dan v o1g 
I· · lJ l 

(4.71) 

(4.72) 

(4.73) 

l J 

Tc 
- ( k -1 ) ~~ [ '\' ( - ) J 2 . 
- k 2.,., 2 ,{_: ~· aij - 1f' i . 

~ .J 0'±'. J l 
l l 

Definieer 

s* = L[ L { r .. - i( k+1)}] 2 ( vergelyk ( 4. 2)) en 
j i lJ 

T* = ( k-1) -l ~ 2: ( g3 - g ) . a . ex . 
l ex. l l 

l 

(vergelyk BENARD en 

VAN ELTEHEN(1953) verge1yking (3.4.2)). 

(4.74) 

(4.75) 

S t e 1 weer 'V . ( b . . ) = r . . ~ dan is 
l lJ lJ 

o2 = [l2mk]-1 2: (k3- 2: g3 ) uit (4.65) met b=1 sodat . ex . 
l ex. l 

l 

o 2 = I 12lr l-1 ( k 3 - '\~ g 3 ) en her 1 e i TC na ~ '±'. ~ ~ LJ ex. ' 
l ex. l 

l 

'r = 12(k-1)S*/2:(k.1- 2:g3) D . o:;. 
l ex. l 

l 

= 12S*/[mk(k+1)-(k-1)-1 L i; (g~.- gC(. )] 
i ex. l l 

l 

= 12S*/[mk(k+1) - T*] 

2 = x van FRIEJEAN(l937) soos aangegee deur 

B+v.E(1953) verge1ykings (3.4.1) en (3~4.2). 
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Indien daar geen knope voorkom nie, d.i. as 

alle g = 1 1 is T* = 0 en herlei TD na~ ex. 
l 

(4.76) TF = 12S*/mk(k+1) 

= 12 [mk ( k + 1 ) J - 1 ~ ( L r . . ) 2 
j i lJ 

(4.77) r .. = r .. - i(k+l). lJ lJ 

waar 

Vergelyk FRIEDMA~~(1937) vergelyking (18) en FRASER(1957) 

p. 262 prob1eem 22. 

FRIEDJVIAh(l937) het bewys dat TF asim:ptoties 'n 

x2-verdeling met ( k-1) go v o v. besi t as m ~co. 

Uit stelling 4.3 vo1g dat die meer algemene toet­

singsgrootheid T0 , wat na TD = x2 herlei indien '1'.(6 .. )=r .. l lJ lJ 
en voorts na TF indien daar geen knope voorkom nie 9 asimp-

toties x2 verdeel is onder H met ( k-1) g. v. v. as m ~co. 
0 

Opmerkings 0 

1). FRIETiffAN(1937) se toetsingsgrootheid is 'n 

spesiale geval van BENARD en VAN ELTEREN(1953) se toet -

aingsgrootheid TB. 

2). l::ENDALL (1948) het die grootheid TF geskryf 

in die vorm 

(4.78) T = m(h-l)W waar F 

(4.79) W = 12S*/[m2k(k2-1)l 

nie, 

Kendall noem W die 11 coefficient of concordance". 

3). Indien daar geen gelyke waarnemings voorkom 

a1le '¥. ( 6) = '¥( 6) en a1le k .. = 1, dan herlei o2 
l lJ w. 

uit (4.70) na 

Dus 

02 = k-lz: [o/(6 .. ) - o/.]2 
~i j lJ 

(j~ 
J 

= o~ (s~) o 

-1 y 2 = m uCJ .. . lJ 
l 

-1 ., 2 
= m 2.J ow 

i ... 

uit (4.24) 

- l 

waar w = k-1 2: ~! [ j/(k+l)] 
j 

 
 
 



Laat S :en die maksinrwn-waarde wees wat S = !:u~ 
j J 

ond.er bogenoemde voorwaardes kan aanneem. Di t word ver-

kry as a1le rangskikkings identies iso Die kolomtotale 

is dan (nie noodwendig in die vo1gorde nj_e)~ 

sm = ?~ Lfm \f ( k 11 ) - ;m if J 2 

J 

= m ~ [ ~~ ( k~1) - W] 2 
J 

= mka~ uit (4.80). 

sodat 

Gevo1g1ik her1ei T
0 

uit (4.68) na 

JJLb.v. 

= m( k-1) S/S~ .ln 

( t. r 9' l+.o ) en (4.80) 

4). TERPSTRA(1962) wys daarop dat YENDl-iJ.JL(1948) 
0 

se bewys dat m( k-1 )Vv asirnptoties xc.. verdee1 is as m ~CD~ 

foutief is (stel1ing VI). 

5). In EHRENB}~RG, A. S.C. (1952): Biometrika 3~, 

pp. 82-87 9 is 'n toetoir1gsgrootheid voorgostel vir die 

probleem van m-rangskikkingse TERPSTHA(1955,1956) 

het die asinptotiese verde1ing daarvan hepaal vir 

m cindig en k~m 1 tcrwy1 VAN ELTEREN(l957) die asimp-

totiese verdeling bepa<:J.l het vir k eindig en m ~en en 

QGnGetoon het dat die toetsingogroothcid in 'n trivia1e 

geval e}~ivalent ·is ann die toetoingsgrootheid van 

FRIEDl\IAN ( 19 3 7). 

4.4.3.3. '±'.(6 .. ) =::' = E(s ) 
l lJrn '-'r.. r .. 

'I lJfl lJfl 

waar ~ip. (~i1 < gi 2 < o•o < ~ik.) die waardes in rang 
l l 

van 'n ewekansige steekproef van grootte k. = kb uit 'n 
l 

normual (0 9 1)--:populasie is (vergelyk TERRY(1952) en 
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In hierdie geval is: 9) 

= 1i. 
l 

= (kb)-1 ~::'. 
~ J_p 

p 

= 0 weens sinm1etrie o 

Verder is 
~ 

( LL 81) u. = m --s- 2:: 2: a .. 
J i 1l lJY) 

en 

(~-.82) o2 = (k-l)K uit (4.54) 

= (k-l)b[mk(kb-1) ]-l ?_: 2:. a~ 
i p lP 

waar 

) -1 (~o8J 8,. = g lD ex. 
l 

2: \f.[(G 1 +1,)/(k.+l)] 
l ex.- t-r l u. l 

'l 

vvann e e r G ex . _1 + l ~ p .~ G <X • 
l l 

met Y.(6. ) = =. in hierdie ~evalo 
l lp '-' l]_) 

Uit stelling 4o3 volg dat 

T (k-1) ";0 2 
k = 2 l_:U. 

kG j J 
onder H asim:ptoties, vir m -?CD, 

0 

1 x2-vera·'e1l.llL.~ met ( 1 l) b •t, n ~ ~- g.v.v. esl·J. 

Opmerking. 

Hierdie is 'n veralgemening van 'n probleem voor-

gestel deur FRASER(l957) (p. 263 probleem 23). Stel 

ons b = l, dan herlei bostaande resultate na genoemde 

probleem van FRASER(1957) en kry ons: 
~ 

u . = m - 2 - L a . . en 
J i lJ 

o 2 = ( mk) -·l 2: -~ a~ . 
i j lJ 

(4.84) Tk = ~(~-~) ~u~ 
). 6a .. 0 i j lJ 

sodat 

9). Ons kan in hierdie geval ook met 'n toetsingsgroot­

heid. van die vorm van ( 4. 46) werk indien die k. . 's nie 
lJ 

almal gelyk is nie. 

 
 
 



Indien geen knope voorkom nie 9 is aij = 3 ij ~ soda t 

(4.85) T-. -- ( k -1 ) ~., [ "'' ,...., J 2 
k ,, "''r-<2 ~ ~~ij 0 

LJ LJ ~ . . J l 
i j\-,JlJ 

Tk is onder H asi~~totiec x2 verdee1 met (k-1) 0 .. .1• l: ,;::> ' 

as m-?m. 

\11.(6 .. ) = Q(6 .. ) 
l lJY) lJTl 

Yvaar Q(q_) die q_de kwantie1 van 'n normaa1 (0?1)-verde1ing 

is (sierr VANDER ~AERDEN(1957) en ~2.5.2.3). 

(4.f6) 

In hierdie beva1 is 

= 0 weens sin1.rnetrie. 

Verder is 
1 

- m-:;,:-"" \' u. - LJLJ 
J i 'il 

a .. 
lJ Yl 

en 

10) 

(4.87) u2 = (k-1)b[mk(kb-1)J-1 >-:2: a~:P uit (4.82) 
i p 

met a. soos in (4.83) waarby ~.(6. ) = Q(6. ). lp l lp lp 

Soos in die geva1 van §4.4.3.3 vo1g dat 

(k-1) 2: 2 
Tk = ko 2 j uj onder H0 asimptoties 1 vir 

ffi-?C0 9 
1 ll x2-verdeling met (k-1) g.v.v. besit. 

O:pmerking. 

sodc:tt 

Ste1 b = 1 9 dan is 
:1. 

u . = m- -~- 2:: a . . en 
J i lJ 

o 2 = ( mk ) - 1 :6 ?~ a? . 
i j lJ 

= m(k-1) \' 2 
\' . ..., 2 ~ uj 
LJ?_J a .. J 
i j lJ 

sodat 

Indien daar geen knope voorkom nie, 

( k -1 ) '\ .. [ L "' ( 6 ) ~ 2 
= =~:-;--~( ) L: .· Q ij _!-

LLJQ- 6i.; J l 
j_ j J 

10). Sien voetnoot 9. 

is a. =0(6.) lp v lp 
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Tk is onder H
0 

asimptoties x2 verdee1 met (k-1) 

g. v. v. as m ~en. 

4.4.3.5. Neem vervo1ge:ns die meer a1gemene fu:nksies 

'f.(o .. h,x .. h) 1 i=1 9 2~ ••• ,m, wat strengstygend (of streng-
l lJ lJ 

da1end) is in beide argu.mente en eindig is vir a11e ein-

dige x .. hen vir 0 < 6 .. h < 1, met lJ lJ 

o'fi > e > 0 vir al1e i en x. 
ox 
Laat (sien byvoorbee1d verge1yking (4.12)): 

(4.90) a. == g-1 ~ 1. [ z. G , (G 1 +/.1.-)/(k.+l)] 
lpl. 0:. l l' l +!J. . (Y.;.- l l 

lll. ex:.- l l 
~"'"l l 

Definieer 

( 4-. 91) 

\Pi 

a. 
lp. 

l 

indien X .. , = 
lJn 

z. 
lp. 

l 

-1 .. .., = k. 1 'f.(x. , 6. ) 
l p. l lpi lpi 

l 

Laat weer 

(4.93) U = >(~ - W_'_.) ij h '"'"'ijh l 
indien k .. ) Oa 

l J ' 

(4.94) u. 
J 

Die resultate van §e 4.2 tot 4.4.2 kan vir hierdie 

geval aangepas word. Ons gee s1egs 'n kart aanduiding. 

Dui die xijh-waardes aan deur z1 ~z 2 , •.. ,zN en laat 

Z = (z1 ~z 2 , ... ,zN). 

Soos in lenunas 4.1 tot 4. 3 kan bewys word da t 

(4.95) 

(4 .. 96) 

E(u.IH ;Z) = O, 
J 0 

o ~ = var ( u . I H ; Z) 
J J 0 

-- -~ l \' - ( . ) -1 ( ) -1 "'1 ( - ) 2 m LJ k .. k.-k .. k. k.--1 LJ a. -'f. en 
i lJ l lJ l l p. l:pi l 

l 
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Ons kies 'n getal w > 0 en vereis dat in elke ry 

tenminste tvvee x 'e in verskillende 11 selle 11 met minstens 

w verskil. Alle rye VIla t nie aan hierdie voorwaarde vol-

doen nie, word weggelaato 

Omdc.:, t alle x_. .h eind.ig is, volg soos in die opmerking 
lJ.·-

na lenooa 4.2 dat o~ > 0 vir m eind.ig, en lim o~ > w1 > 0. 
J J -:m -·->CD 

Neem ons weer v. = :>~c . u .. waar die c . 's eindige 
l -.- J lJ J 

J 
re~le getalle is wat nie almal gelyk is nie, en 
2' aia = var(vi), dan kan ons op analo~ wyse as tevore die 

volcende stellings bewys~ 

STELLING 4.4. 

Indien 
2' (4.98) o. > 0 vir i=l,2, ... ,m, 
l• 

be sit 2: c . u . as imp toties , vir m ~CD , 
j J J 

verdeling. 

Bewys: Soos stelling 4.1. 

onder H 'n normaal­
o 

Soortgelyke resultate word ook gevind as in lemmss 

4o4 en 4.5, sodat ons kry~ 

STELLinG 4.5. 

Indien 

(4.41) lim m-1k,j > 0 vir j=l,2, ... ,k en 
:m~CD 

(4.99) L"; = { o j j'} van rang ( k-1) is vil'"' elh:e gegewe Z 

dan besit 

asimptoties, vir m ~m? onder H 'n x2-verdeling met 
0 

(k-1) g.v.v. 

Bewys: Soos stelling 4.2. 

Stel k .. = b > 0 vir alle i en j, dan is (sien §4.4.2) 
lJ 

( 4 0 l 0 0 ) 0 ~ = ( k -1 ) b [ mk ( k b-1 ) r-l ~ ~ ( a i p - \ji i ) 2 vir all e j 
J l 11 

- o 2 ( s~) 9 en 
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. 1 b 
u . = m --;z >-: ~ (a. . - \ii . ) • 

J i I] =l l J 1l l 

Definieer weer 

dan be sit Tk asimptoties, vir IYL-7CD? onder H 
0 

ling met (k-1) g.vov. (sien stelling 4.3). 

I 2 :-~ n x -vera.e-

S tel no u '¥ . ( x . . 9 6 . . ) - x . . (verge 1 y k PI TiviAN ( 19 3 7 ) 
l lJ'Il lJ'Il lJI] 

Laat x. = ~. 
l l 

= (kb)-1 2;x .• 
l-:1 p .. 1.: 

Dan is 
1 

( 4.101) u. = m -tt ~ 2: ( x. . - X. ) en 
J il] lJil l 

( 4 • 10 2 ) o 2 = ( k -1 ) b [ mk ( k b-1 ) ] - 1 ~ ~ ( xi_) - xi ) 2 . 
l p l: 

Tk = (k-~) ~ u~ besit asimptoties 'n x2-verdeling 
koL j J 

onder H met ( k-1) g. v. v. as lt.. -?CD 0 

0 

Op:-c1erking .. 

Ste1 b = 1, dan reduseer bostaande geva1 na die 

voorgeste1 deur FRASER(1957) (p.262 probleem 21). In 

die geva1 is~ 

-x. 
l 

u. 
J 

- . -1 ·-· ... ,. - .k .G.A .. 

l 

. lJ 
J 

= m -:z ~ ( x .. - x. ) , 
i lJ l 

-1 :-. = m .6 x . . 
i lJ 

= ( mk) -l 2: L ( x . . - x . ) 2 
i j lJ l 

-1 "'' 2 = m LJ S. waar 
. l 
l 

(4.103) s~ 
l 

-1 ~ ( -- ) 2 = k ~~ xij - xi sodat 
J 

( k-1 ) '\"" [ '\.' ( - ) l 2 = 2 i.J 6 X . · - X . : 
k 2:: s. j i lJ l -

. l 
l 

m
2 (k-1) ~(- ~)2 = -----,. - _6 X . - X • 

1,... "' ...... s2 . 0 J .'- 6 . J 
i l. 

- ( )-1--,, 
X = mk _6 .~X .. 

i j lJ 
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Tk besi t asimptoties, vir m -7CD ~ onder H
0 

verdeling met (k-1) grade van vryheid. 

2 'n X -

4.5. ANDER UITBREIDINGS. 

4.5.1. Inleiding. 

In die probleem van rn-rangsL:ikkings ( §e 4 o 1 tot 4-.4) 

is die asimptotiese verdelings van voorgestelde toetsings-

groothede ondersoek indien die &antal rangskikkings m~ro. 

Die vraag ontstaan wat sal gebeur indien alle k. -~ ro, lJ 
of indien k ->ro. 

Alleen eersgenoemde geval lewer 'n sinvolle bydrae 

tot die studie van ons probleen. (Sien oak §4.4.3.2 op-

merking 5 waar 'n geval aangehaal word waar laasgenoemde 

geval ( k ~m) bestudeer word). 

4-.5.2. Geval k .. ~m vir j=l 9 2 9 o o. ,k, i=l 9 2, •. o ,m 9 waarby lJ 
k en m eindig is. 

Hierdie is 'n twee-faktor variansie-analise waar 

rangnominers afsonCcerlik binne ell-~e ry toet;eken vvord. 

Elke ry kan beskou word as bestaande uit k willekeurige 

groat steekproewe (diem rye dui m replikate aan). Die 

teorie van hoofstuk II is dus toepasbaar op elke ry. In 

notasie sluit ons aan by di~ van hoofstuk II. 

Die waarnemings in die sel (i,j) kan beskou word 

as 'n steekproef afkomstig nit 'n populasie met verde-

' lingsfllllksie F. . • Onder E nl. da t alle verdelingsfunk-lJ 0 
sieo F. . identies is vir gegewe i, sC = F. , is c:~lle per-

lJ l 

mutasies van 

Neem 

(~·ol05) y .. 
lJ 

waurnemingu in elke ry ewekansig (H ). 
0 

{ 

:1 

k-:-:r2: (a .. h- ~.) = l,J h lJ .. l 

0 

indien k .. > 0 lJ 

ind.ien k. . -- 0 lJ 
en y. 

J 
= ): y ..• 

. lJ 
l 

ljj_er word veronderDtel dat die \f j_ funksies is van 

rangnonuner~3 E\.lleE;n, c.~ .• vr. s. vc:n d.ie VOJ'.""'m ~. ( 6. _.h) o 
l lJ .. 
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Lemma 4.7. Indien 

( 4 .106) maks [\f. ( 6. ) - w. J 2 = 0 ( k. ) vir k. -?Q) en i=l 0 2 e • 0 9 m 
l -, ll • l l l / I p. ..l...t-'l 

l 

(4.107) (Iedere diskontinu!teit van F.(x))<G <1 vir alle i 
l -

( 4. 108) 1 im k .. /k. > E > 0 vir all e i en j 9 k.-?Q) lJ l 
l 

dan is 

( 4.109) w. = ~c. 0 y .. 
l j lJ lJ 

waar die c .. 's willekeurige eindige re~le getalle is, lJ 
asimptoties normaal verdeel ask. -?ffi 1 i=l 9 2, ... ,m. 

l 

Bewys: Die bewys is 7 vir vaste i, analoog aan di~ van 

stelling 2.3. 

Opaerking. 

Voorwaarde ( 4.108) is nie nodig nie solank k. 0 -?m lJ 
ask. -?ffi (vergelyk stelling 2.3 opmerkine 2), 

l 

STELLING 4.6. 

Onder voorwaardes (4.106), (4.107) en (4.108) en 
, • ,-, A 

onder H lS ~e.y., waarby die eJ~'s willekeurige eindige 
0 j J J 

re~le getalle is en 
A 1 1 -1 

( 4 • 110 ) y . = ( N-k . 0 ) 

2 N-2 y . o . 
J 0 J J J 

2 met o. = var(y.) en k 0 = L:k .. , 
J J •J . lJ 

l 

asimptoties normaal verdeel as N -7ffi. 

J3ewys ~ w. en w ., is onderling onafhanklik indien i I i' • 
l l 

Met behulp van lem.~.lla 4. 7 'Tolg dus da t 

( 4.111) W = 
1
L w. asimptoties normaal verdeel is as N -7ffi 

0 l 
l 

(as N-7cn, geld dat al1e k. 0 -7CD omdat k en rn eindig is 
lJ 

en omdat ons aanneem da t alle k .. van d.ieEJelfde orde 
lJ 

grootte is voorwaarde (4.108)). 

Omdat die c .. 's willekeuri~ is (beha1we in soverre lJ '-' 
dat almal nie gelyk mag wees nie) kan ons sander verlies 

aan algemeenheid stel 

(4 .. 112) c. 0 

lJ 

 
 
 



155. 

Dan is 

( /[ 0 113) 

A 

= 'Ze.y. 
j J J 

m o b o v . ( 4 0 110 ) . 

~e .y. 
j J J 

is dus asimptoties normaal verdeel as N -?CD. 

Lemma 4.80 Onder die voorwaardes (4.106)? (4.107) en 

(4ol08) en onder H gel~ die voorw&e.rdes 
() 

A 

(4.114) lim var(y.) > 0 en 
N -7(D J 

A ? 6 
( 4 o 115) 1 im E I y . I._+ < CD vir j =1 7 2 9 o o • ? k en 6 > 0 o 

N-7m J 

Bew;ys ~ Soos in die O})merki~:1g no., stelling 2 0 2 volg m. b 0 v. 

STOICER(l955) stelling 2.4 dat 

lim inf . var ( y . . ) > c: > 0 0 

r~· -7CD l J -

Tdaar vaT( y.) 
J 

= 2: var(y .. ) . lJ 
l 

sien byvoorbeeld (4.24). 

Dus lim inf. var(yi) ~lim inf. var(yiJ.) > 0 vir enige i. 
N -7ffi v N ->m --

var(;j) = (N-k.j)N-1var(yj) 

= I - k .N-l sodat 
• J 

A 

-2 C). 
J 

lim var(y.) 
N ->CD J 

-1 = 1 - lim k .N > 0 waarmee (4o114) 
}T -7CX) 0 J 

bevredig v1ord. 

Indien, wat verder deurgaans veronderste1 word, 

k-:-1 L (a. - '\!!. ) 4 = O(k.) vir i == 1,2~ ... ,m 
l lp. l l p. l 

l . 

dan vo1g op analoe wyse as in bylaag A d.at 

E ( y .. ) 4 < ~ vir all e i en j . lJ 
Aangesien y .. en y ., . onafhank1ik i:~; indien iIi' 

lJ :I:J 

volg makliL dat voorvn::v:;..rd.e ( 4.115) bevredig word. 
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Lemma 4. 9 . Die variante y j is onder voorwaardes ( 4· . 106) , 

(4 . 107) en (4 .108) gesaner-tlik asimptoties normaal verdeel 

as N" ~ro . 

Bewys: Die bewys vol g direk uit stelling 4 . 6 en lemma 4 . 8 

net behulp van l ermna 2 . 5. 

Opmerking . 

Die karakteristieke funksie van die ,r ' s is dus van 
v j 

die vonn 

waar 2: die momentematriks van die 

yj ' s voors tel, 'G ' = {G1 ,G2, .. . ,Gk} enG di e ooreen­

komsti ge kolomvektor . 

Lemma 4.10 . Die mo!n.entematrik::J 2.: van di e variante yj, 

j=l , 2, ... ,k besit onder H
0 

' n rang van (k- 1) . 

Bewys: !:let b ehulp van ( 4 . 2 3) en ( 4 . 30) volg: 

(4.116 ) var(y .. ) = (k .-k .. )k-:-1 (k. --l) - l l: (a; - ifi. ) 2 
l J 1 lJ 1 1 p. ~Pi l 

- ( k. - k . . ) K. en 
l lJ l 

l 

( 4 . 11 7) kov ( y . . , y . ., ) 
lJ lJ 

( )·1- -1( ) - 1"( - )2 = -- k .. k .. , -k. k. - 1 t..J a. - '.!'. -
lJ lJ l l p. lpi . l 

(4.22) K . 
l 

.1.. 
= - (k .. k .. ) 2 K. 

l. J lJ l 

l 

vir j I j ' 

- 1( )- 1 "( - )2 k. k. - 1 t..J a. - '!:'. • 
l l p. lpi l 

= 
l 

waar 

Die momentematri ks van die y .. ' s (vir vaste i ) is 
lJ 

van rang (k-1), want tussen die elemente van el ke ry be-

s taan ' n line~re verband, naa.11llik 
1. 

(4.118) 2::k . . var(y .. ) + L 2:(k .. k . . .)"2 kov(y; .,y .. ,) 
j lJ lJ jlj' lJ lJ ... J lJ 

= De . ( k . - k . . ) K . - 2:: l:k . . k . ., K . j 1 J 1 1 J 1 j I j ' 1 J 1 J l. 

= De . . K. [ k . - k .. - .6 k .. , J 
j lJ 1 1 lJ Y(l j ) l.J 

= 0 

en geen ander linet§re onafha.nklike verband bestaan nie. 

 
 
 



Die transformasie van y .. na y. is linel§r en nie-
lt.i J 

singulier. Gevolglik is die rang van ~' die moBentema-

triks van die y. 1 s, oak (k-1). 
J 

Opmerking. 

Dui, soos in die opmerking na lemma 4.5, die momente-
A 

matriks van enige ( k--1) y j 1 s aan deur /1. = {'A. C Q} met 

kofaktore lA "",,I. ss 

STEIIL ING 4. 7. 

Indien 

(4.106) maks[\f!. ( 6. ) - ~. ] 2 = o(k.) vir k. -YCO en i=l,2, .. ,:o l lt.). l l l p. .t l 
l 

(4.107) (Iedere diskontinuJ:teit van Fi(x))~G <l vi.r alle i 

( 4.108) lim k . . jk. > E > 0 vir alle i en j 1 
k. ->Q) lJ l -

l 

dan is 
k-1 

T = 2: 
(=1 

k-~li/I.CQ I A A 

2:: --·- y y 
C'=l lA I c Q 

.., -:.r I onc.er h
0 

as irn p toties 

x2 verdeel met ( k-1) grade van vryheid as N -?ffi. 

Bewys~ Uit lemma 4.9 volg dat die momentematriks van die 

I d. Yc s van · le vorm 

is, 

en m. b. v. lenuna 4.10 c.a t 1\ van rang ( k-1) is. 

Die bewys volg nou m.b.v. 81.4. 

Opmerking. 

T kan tot meer hanteerbare vorms vereenvoudig word. 

deur sekere beperkings te stel, byvoorbeeld alle kij = b 

(sien §4.4). Aangesien die prosedure dieselfde is as 

in hoofstuk II, gaan ons nie verder daarop in nie. 

4. 6. DIE AI~TERNATIEW'E HIPOTE~3E. 

Tot dusver in hierdie hoofstuh het ons die geval 

onder H beskou waarby veronderstel word dat alle moont­
o 

like rangskikkingr:J van rc.\.ngnommer~"3 binne elke ry 

 
 
 



ge1ykkansig is. Hier word egter die meer algemenc hipo-

tese H beskou waarby aangeneem vvord dat a1 die km items 

uit diese1fde of verski11ende popu1asios afkomstig is, 

en we1 dat die waarnemings x .. 
1

, h=l,2, ... ,k .. van die lJ 1 lJ 
item x .. , afkom.stig is ui t 'Y.i. popu1asie met kontinue lJ 
verde1ingsfmlksie F .. " i=1 9 2, .. 0 ,rcq j=1, 2, .•. ,k. lJ 

Die 1imietverde1ing van die voorgestelde toetsings-

grootheid vvord onder H be:pa&l indien m ~ CD. 

4.6.2. Definisies. 

reem k ij 
(4.119) t .. = k-:-~ l: '¥.(b. 'h) 

lJ lJ h=1 l lJ 

waar w.(6) eindi& is vir 0 < o~ < 1 en~ = -l ~ uijh 

soos in 

(4.120) 

(4.121) 

I 

t ~ . = lJ 

Stel 

t .. - E(t .. IE) lJ lJ 
1 m 1 

t. = m-~ 2: t .. 
J i=1 lJ 

r .. h/(k. +1) lJ l 

( 4 o 12 2 ) o \ j.) = kov ( t ~ . " t ~ ., I H) = 
JJ lJ lJ 

' ' E( t .. , t .. , jH) vir jlj' want 
lJ lJ 

I I 

(4.123) E(t .. !H) = 0; lJ 
( . ) 

0 '~I = 
JJ 

var ( t ~ . I H ) , lJ 
I 

( 4 . 12 5 ) o . ., = ko v ( t . , t ., I H) = E ( t J .• t J. 1 I H ) vir j I j' want 
J J J J 

(4.126) E(t. jH) = 0 en 
J 

(4-.127) ' 0 .. 
J J 

I 2 I = o . = var ( t . H) . 
J J 

Hieruit vo1g mak1ik dat 

(4-.128) o' ·-1 y (i) t 
! j j' = m 'i o j j' me 

(4.129) 
12 

o. 
J 

~-1 ~ ( i) =m ~o.,. 
. J J 
l 

4.6.3. Die Toetsingsgrootheid TAo Limietverdeling onder H. 

Ste1 

·-· I V. = .6c . t .. waar die c . 's wi11ekeurige eindige 
l j J lJ J 

( 4 .130) 

re~1e geta11e is wat nie a1ma1 gelyk is nie. 
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S~rELL ING 4 . 8. 

IndiE-;n 

(4.131) var(Vi jH) > 0 vir i=1,2, ... ,m, 

d.an besi t >-:c . t . onder H asimJ?toties 9 vir m -->m, 'n normaa1-
j J J 

verdeling. 

Eewys: Uit die definisie van~. vol& dat t ... en dus ook 
l ~ lJ' 

I 

tij 1 eindig is vir al1e i en j ( ki < co vir a1le i). 

Dus 

( 4 . 1 3 2 ) E I t ~ . 1
2 

+ 6 < co vir all e i en j en vir 6 > 0 • 
lJ 

Soos in stelling 4.1 vo1g eerstens dat 

(4.133) 
1 

en vervolcens da t .L:c. t. = m- 2 ~ V. asimptoties 9 vir m ~co? 
i J J . l 
C) l 

'n normaalverdeling besit. 

Opmerking. 

var(VijH) kan ook geskryf word: 

( 4. 134) var (Vi) = E [Vi - E (Vi) J 2 

"' ' :-1 ' ) 2 - E[ LJ c . t. . - E( 6 c . t. . ] 
. J lJ ..: J lJ 
J J 

I 

[ 
·-, I l 2 = E }_~c.t. ·J 
j J lJ 

want E ( t . . ) - 0 
lJ 

I I = 2_; L c . c ., E ( t ... t .. , ) 
j -j' J J . l J l J 

= ~ Z c . c ., a \ ~.) 
j j' J J J J 

Lemma 4- .11. Indj_en 

(4.131) var(Vi jH) > 0 vir i=1,2, ... ,m en 

(4.135) o\~) > 0 vir al1e i en j 9 JJ 
dan vo1doen die t. 's aan di·2 voorwaardes 

J 

( 4 . 13 6 ) 1 im va r ( t _. I H ) > 0 vir j =1 ? 2 9 • • • , k en 
m -70) J 

( 4 . 13 7 ) 1 im E I t . 1

2 + 0 < co vir j =1 9 2 , . . . , k en b > 0 • 
:n:l-7CO J 
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Bewys~ Uit (4.129) volg 

( I ) -l,.., (i) (4 135) 1 var t:J· H = m 6 o .. sodat m.b.v. . vo g 
' i J J 

(4.136) lim var(t. IH) > 0. 
m~CD J 

In stelling 4.8 is bewys dat 

(4.132) E It~. 1
2+6 

<CD vir alle i en j en 6 > 0. lJ 
Soos in le~na 4.4 volg nou dat 

( 4 1 _) 7 ) 1 . E: I ' 1
2 + 0 . -· -1 ') . 0 -. ..: liD u j < CD Vlr J- 9 c:.. 9 .... 9 K en o > . 

m~CD 

Lem.ma 4.12. Indien voorwaardes ( 4.131) en ( 4.135) geld 1 

is die gesamentlike verdeling van die variante t. asimp­
J 

toties normaal as ~n ~CD. 

Bewys~ Omdat 

( 4. 136 ) 1 im var ( t . I H) > 0 vir j =1 9 2 1 ••• , k 9 
m~m J 

(4.137) limE It. !2+6 < m vir j=1 1 2, ... ,k en o > 0 (lem-
m~CD J 

rna 4.11) en 0r11da t ~c . t. asimptoties normaal verdeel is 
j J J 

as m ~CD ( stelling 4. 8) 9 volg d.ie resul taat m. b. v. 

1 ermna 2 . 5 • 

OlJmerkings. 

1). Die karakteristieke funksie van die gesament-

like verdeling van die tj 's is dus 

--*-G I ~ G "' { I } e ~ waar 1 = ojj die momentematriks van 

diet. 's voorstel. 
J 
2). Neem as voorwaarde 

(4.138) ~is van rang (k-1). 

Dui 9 soos in opmerking 2 na lemrna 4. 5 1 die momente­

matriks van enige (k-1) tj 's aan deur A
1 

= {~~Q} met 

kofaktore IA~QI waar C,Q = 1,2, ... ,(k-1). 
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STELLING 4.9. 

Indien 

(4.131) var(V. IH) > 0 vir i=l 1 2 9 ••• ~m9 
l 

(4.135) o\~) > 0 vir alle i en j 
JJ 

(4.138) ~van rang (k-1) is 9 

dan besit die toetsingsgrootheid 

en 

onder H asimptoties, vir m ~m, 'n x2-verdeling met ( k-1) 

grade van vryheid. 

Bewys~ Die stelling volg direk uit lemma 4.12 en §1.4. 

O:pmerkine·s. 

1). 

keld te wees 7 

Die berekening van o~~) skyn baie ingewik­
J J 

behalwe onder H
0 

in welke geval ons dit in 

lemmas 4.2 en 4.3 aangegee het. 

2). Deur allerlei vereenvoudigings kan spesiale 

gevalle uit T A afgGlei word. 

3). Die stelling kan oak bewys word deur van 

karakteristieke flJ_nksies gebruik te maak soos FRIED-

MATJ(l937), maar die voorwaardes is baie meer beperkend. 

as in ons geval (byvoorbeeld.: Vir elke vaste j en j' moet 

o\~) gelyk wees vir alle waardes van i=l,2, ... ,m). 
JJ 

4.7. ASIMPTOTIESE RELATIE~E DOELTR~FFENDHEID. 

Beskou die alternatiewe hipotese 
~ 

(4.140) H ~F .. (x) = F.(x+d..m-2 ) 
a lJ 1 J 

waar die d. 's willekeurige eindige re~le getalle is 
J 

waarvoor sander verlies aan algemeenheic1 veronderstel 

kan word dat 

(4.141) ~ dj = o. 
J 

Ons neem nou deurgaans as voorvvaardes 

( 4 • 14 2 ) 1 im E ( u . I H ) = B . < m vir all e j en 
m~m J a J 

 
 
 



(4,143) lim 
ffi-?CO 

kov(u.ou.,,1H) J, ;J a 

kov( u. '~ u ., IH ) 
J J 0 

162. 

= 1 vir all e j en j' . 

Aan laasgenoemde voorwaarde word waarskynlik 

in die algemeen voldoen 9 d.w.s. onder algemene re~lmatig-

heidsvoorwaardes en kontinuYtei t van die funksies ,1,. en f., 
l l 

I 

waar f. ~ F. • 
l l 

In die res van hierdie hoofst'Llk vvord verorJ.derstel 

dat alle 1. en f. kontinu is, dat daar geen gelyke waar-
l l 

nemings· voorkom nie (alle F. is oak kontinu) en dat alle 
l 

k .. = b > o. lJ 

met.H a 

(4.144) 

met b-l 

Nou volg uit (4.17) 9 (4.119), (4.120) en (4.121) 

in plaas van H~ 

-1 -1 t. = b u. - b E( u. jH ) 
J J J a 

T,( IH ) -tv [b-1 "'EJ.,, ( 6 ) jH } \ji l .1:J u. ,... = m 6 LJ \.'i . . . . _ - .. . • 
J a i 1l l l.J1 a l"" 

Uit stelling 4.2 volg dat 

( ) - , ... , lA ,... ,..., I 
4. 46 T - t t, -~~-~- uCuQ 

onder H
0 

asimptoties 'n x2-verdeling met (k-1) g.v.v. 

besi t as m -?Q). (Aan die voorvvaardes van stelling 4. 2 

word. voldoen. sien stelling 4.3 want vir alle 

k .. = b herlei T na Tk van stelling 4 • .3). lJ 
Omdat lim var(t. IH~) eindig en positief is (lem-

m -?CD J ct 

ma 4.11), volg dat 

(4.145) 0 <lim var(u_.jH'"') <CD vir alle j. 
m -7(() J a 

Uit stelling 4.8 vol2' dat >'c .t. asimptoties nor-· '-' ·-.J J J 
J 

maal verdeel is onder H en voorv1aarde ( 4.131) as m -?CD, 
a 

waar die cj 's willekeurige eindige re~le getalle is. 

Maar 

(4.146) 0cjtj 
J 

= l:c .[b-1u.- b-1E(u.jH )] uit (4.144) 
j J J J a -

-1 ,.., -1"' ( I ) = b L, c .u.-b LJ c .E u. H , sodat ook 
j JJ j J J a 

2:c .u. asimptoties normaal verdeel is onder bogenoemde 
~ J J 
J 
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voorwaardes. 

Gevolg1ik besit die u. 's onder H asimptoties 9 J a 
vir L1-7CO 9 gesamont1ik 'n normaa1 verde1ing indien voor·-

waarde (4.142) ook nog bevredig word. 

Ui t voorvvaarde ( 4.14 3) vo1g da t die u. 's onder 
J 

Ha asimp-toties ~ vir ID-7CD 9 dieselfde momentem.atriks besi t 

as onder H09 namn1ik A. Nou vo1g uit §1.4 dat T onder 
') 

H asi:mptoties, vir m -7CX) 9 'n nie-sentra1e x'--verde1ing a 

besit met (k-l) g.v.v. en nie-sentra1iteitsparameter 

2 \'' ~ . I A ~ " I I I T ( 4 . 14 7) A. = L1 6 11m --- E ( u !" H ) • E ( u ~"' h ) • 
I" I ';, a .,.,., a (: Q 1ll -7CD H 

Uit (4.142) en (4.145) vo1g dat A2 eindig is. 

Aangesien a11e k .. = b > 0 en daar geen knope 
lJ 

voorkom nie, her1ei T na~ 

T-, __ = ( k-~) 2:u~ 
l~... c. J ko- j 

ui t ( 4. 6 3) 

= D!:_-; 2. ~ [m -t Z ~ {'V . ( 6 . . ) - W . } ] 2 ui t ( 4 . 17) 
ko'- j i n=1 l lJTJ l 

met o2 gegee deEr (4.54), (4.55) en (4.56). 

Soortge1yk aan T herlei ~ 2 m.b.v. (4.59) en 

(4.60) na~ 

(4.149) Al~ = lim {J-- 2k 2:[E(ul" IE ) J2+ }~-1 r L 2.:E(u!" IH )E(un.IH )1 
~ -1 .-.:.CD '-- I" ~o a -"-- x~... I" _1. n ';, a ~o a 'J 

11 · 'o 'oFo 

Nou is, vir vaste i 1 
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Dui vervolg ens die verdelingsfunksie van die 

" verdeling van xij'Y) aan deur Fij TJ waarby i=l,2, •. . ,m; 

j=l,2, ... ,k en TJ=l,2, .•• ,b. Dan geld volg ens ~4 . 6 . 1 dat 

" (4 .152) Fi j l 

Vir vaste i i s daar kb verdelingsfunksies 

" F .. 
lJ TJ j=l,2, ... ,k; 7J=l,2 , ... ,b . Dui nou hierdie ver-

I 
delingsfunksies aan deur Fig waar g=l, 2, ••. ,kb sodan i g 

I II I II I II I II 

dat Fil = Fill' Fi2 :: Fil 2 ' '· · ' Fib = Filb' Fi, b+l = Fi21' 
I II 

Fi , b+2 = Fi22' ens . 

Uit (4 . 151) volg dus nou verder 

(4.153) E['i'.(o .. ) IH J = 2: 'i'.(~) P[riJ.T' = IJ IHa] l lJTJ a p l r + ' I 

I II 

kb 
1 

g=l 
CJg) 

I 

dF . + lg 

CD kb I I I 

f TT [1 - F . ...1 lF . nf dF. + 
- CD 1=l l .tJ- 1 0 1 g 

. Ck,g) 

I 

dF. lg 

I I 

F . II dF . l g l g 

waa r F . lg - F.. , d . w. s g = 
lJ TJ (j - l)b + 7J 11) 

kb 
= >.: 1f i Ckl+1 ) • 

p=l 

+ . • • • • + 

• ., kb . 2:: CD kb 1 1 1 I I 

~ 2:... ( 1) I TT [1- F. I]F.nfF ' g " 
g<g" < .• <g p- - CD P=l lp 1 le, l 

( a l mal lg) (I {g, g, . . , g ( p- )} ) 

.. Fi g (p-1) dFig . 

A.~ word nou gevind deur terugsubs t i t usie van 

(4 . 15 3) en (4.1 50) in ( 4 . 1 49 ) . Bosta ande u i tdr ukking 

i s in d i e a l gemeen onhanteer baar . Ons beskou s l egs d i e 

v olgende spes i ale geval . 
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SlJesia1e geva1 ~ '+'.(6 .. ) ~ r .. o 
'"l lJil lJ'Jl 

(4.154) 

Nou is 'f. 
]_ 

( ) -1 ·--· ·-· = kb .~ .6 r .. 
lJrl j ll 

= 12-( kb+1) ' 
" 

uit (4.14) 

u . = m --§- ~ L: [ r i J. 'YI - -~- ( k b + 1 ) ] en 
J l n ., 

o2 = b 2 (k-l)(kb+l)/12 uit (4.65). 

Tk her1ei dus tot 

( 4 . 15 6 ) 'T. ~ = 12 [ m b 2 k ( k b + 1 ) J - 1 ~ [ ~ -~~ {r i j n - t ( k b + 1 ) } ] 2 • 
J l n 

Uit (4.153) vo1g~ 

E(r. . IH ) = lJY) a 
Q) kb 1 I 

/ ,n [1- :B'ip1] dFig + 
-ro p=1 

(fg) 

kb 
+ 2 2: 

g=1 
(fg) 

Q) kb I 1 I 

I TI [1-F'. ,]F.m dF. + 
-ro '=1 lp l 6 lg 

(Jg,g) 

kb ffi kb f t 1 1 

+ 3 L: 2: I n [1-F . .J]F.m F. 11 dF. + •• o. + 
g<g" -ro p=1 l.lJ l 6 lg ~g 
(fg) (fgyg,g") 

Q) kb I I 

+ kb / n F . ' dF . • 
-ro p=l l:p lg 

(tg) 

Deur die terme uit te skryf en te hergroepeer? 

volg dan: 

waarby 

Hierby is 

kb Q) I I 

(4ol58) L I F.m dF. 
g(fg) _00 l 5 lg 

CD 

k b 00 0 11 

= 2:: I 2: I F i '1-nl dF . . -
j'=l n'=l - m J , ' l J 11 

m , 1 

I F. dF. 
-CD lg lg 

= b 2: I F . ., dF . . - t 
j' -CD lJ lJ 

m 1 1 

= b !: / F i (x+dj,m--z) dF i ~x+djm-2 ) - t met 
j' -m 

behu1:p van (4ol40), 
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1 
- 2 

Q) 1. 1 

= b ~ I [F.(x)+(d.,-d..)m-~-f.{x+G(d.,-d.)m-2}JdF.(x) -l 
j' -co l J J l J J l 

m.bov. Taylor se middelwaardestelling, waar O<G<l, 

aangesien f. orals kontinu veronc~erstel word 
l 

~ Q) 

= ~- ( k b-1 ) + bm -~- 2: ( d ., - d . ) I f . ( x 1 ) dF . ( x) waar 
j' J J -co l l 

1 

x 1 = x+G ( d ., - d . )m - 2 • 
J J 

Nou is vir die geval Yi(6ijn) ~ rijn ~ 

1 
- 2 

1 +1 
( 4.159) E( uj IHa) = m-,; f ~E[r ijT] IHa] - im. 2 b ( kb+l) met 

behulp van (4.154) 

1 1 Q) 

= m-·;z~ 2:[l+i(kb-l)+bm--2L:(d.;,- d_.) I f. (x' )dF. (x)]-
. ., J J l l 
l Tl J -CD 

1 
- tm+2 b(kb+l) uit (4.157) en (4.158) 

CD 

= b 2m -l :~ ( d ., - d . ) 2: / f . ( x ' ) dE' . ( x) • 
j' J J i -Q) l l 

Indien vir m voldoende groat geld 

CD 1 

(4.160) I f. ( x+cm - 2 ) dF. ( z) < CD 
-co l l 

waar c 'n willekeurige 

konstante is, dan geld, omdat f. kontinu veronderstel word, 
l 

CD 1 CD 
I f. [x+G(d .,-d. )m-2 ]dF. (x) = I f. (x)di:,. (x) + o(l), 

-CD l J J l -Q) l l 

wac-:.rby O<G<l. 

Aan voorwacJrde ( 4 o 160) wo:rd byvoorbeold voldoen 

indien fi gelybnatig begrens is. 

r~ou is 

2 -1. -, ( ) '\.." = b ill 21 t1 .. , - d . 6 
j' J J i 

Q) 

I f. (x)dF. (x) + o(l) 
-co l l 

CD 
= - b 2km-1 d. I: I f. (x)dF. (x) + o(l) met 

J i -CD J. l 

behuJ_p van ( 4.141). 
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Daar word dus in hierdie geval voldoen aan 

voorwaarde (4.142). 

= 

Uit (4.149)? (4 .. 155) en (4.161) volg~ 

= 12 
lim [ 2Z { E ( u r I Ha)} 

2 + 
b 2k( kb+l) m ~CD C ~ 

+ ~ ~E(ur jH )E(uniH~)] 
CIQ ~ a ~ ~ 

12 l . [ 2 ,_, { b 2 kd "' /CD f ( \ d H1 ( )} 2 
2 lrD. 2J ·-· ( L.J • X; .1.. i X 

b k(kb+l) ffi-"CD s m ~ i -CD l -
+ 

{
2. CD { 2.. 0) 

+ >~ 2: b k d r ~ / f. (X) dF. (X) 1 b k d n :6 f f.( i) dF · (X)} J 
r ..irt m ~ . l l J m ~ . m l l 
"-r"- l -m l -

2 CD ' k 
= _!.2 b k 1 im m- 2 [ L: f f . ( x ) dE' . ( x ) J 2 • :2 d ~ met be hu~ p 

( k b + 1 ) m ~ m i - m l l j =l J 

van (4.141) aangesien s=l~2?••o'J(k-l). 

Vir b = 1 herlei hierdie uitdrukking tot: 

( 4 0 lb.- 3) 2 l2k . -2 [ ." Ak = - llm m L 
(k+1) m~co i 

0) 

f f~(x) dx J2 L:d~ 
l . J 

-CD J 

wat diese1fde is as di~ in VAN ELTEREN en NOETHER(l959) 

verge1yking ( 9). 

Besko1J ons vervolgens d.ie meer eenvoudige hipotese 

' r ~ -t ( 4. 16 4) B ~ F .. ( x) = F L x+ ( 6 . +a . ) m ] ··a lJ l J 

waar die 6. 'sen d. 's wi1lekeurige eindige re~1e getal1e 
l J 

is en die dj 's nog voldoen aan die voorwaarde 

( 4 • 141 ) '6d _. = 0 9 

j J 

dan herlei A~ uit (4ol62) na: 

2 l2b 2k -2 ()) 2 2 2 
(4.165) Ak = --- lim m [ m I f (x) dx ] 2~d. 

( kb+l) m -~CD -m j J 

 
 
 



Die nie-sentra1iteitsparameter van die F-toets 

vir hierdie geva1 kan gevind word Qeur die voorbee1d van 

TANG(l938) op bladsye 137-138 na hierdie geval te ver-

algemeen, waardeur ons vind 

( ) 2 -2 ~ 2 
4.166 ~F = boF ~dj . ( Verge1yk ook VA:rr ELT:CREN en 

J 
NOETHER(1959) vir die geva1 b = 1). 

Die asimptotiese re1atiewe doe1treffendheid van 
I 

Tk met betrekking tot die F-toets is dus 

(4.167) Em, F = ~ 2/~ 2 

.Lk' k F 

= 12kb a~ [ _lJ f2 (x) dx ]2 . 
( kb+1) VJ 

O:pmcrkings. 

1). Ste1 b = 1, dan her1ei T~ in (4.156) na 

(4.168) T~ = ~ 2 i [ l:{r .. - t(k+1)} ] 2 
mk(k+1) j i lJ 

12 --, [ --, 1 ( , ) 2 = _ ___;.,; __ L L:r .. - 2m L+1 ] . 
mk ( k+l) j i l J 

2 ) • Vir b = 1 is 

12k .- [ oF 
(k+l) 

wat diese1fc1e is as c.ie resu1 taat gevind deur VAN ELTEREN 

en NOETHER(1959) verge1yking (7). 

3). Vir die normaa1verde1ing is uit (4.167) 

kb 
( kb+l) n 

Narnate kb toeneem, benader E " die waarde Tk,F· 

3/n = 0.955 (sien VAN ELTEREN en HOETHER(1959) verge-

1yking (7N) en die daaropvolgende tabe1). 

4)o Vir die homogene verde1ing is uit (4.167) 

wat die w~arde 1 benader as kb toeneem. 

 
 
 



Opmerking. 

' Di t blyk da t T1 met '¥. ( 6. . ) ~ r. . asimptoties 
{ l lJ~ lJ~ 

onafhanklik is van verskuiwingseffel~te tussen die 

verskillende rye- sien (4.162). Die toets gebaseer 

' op Tk kan dus gebruik word om vir verskuiwingseffekte 

tussen die kolomme te toets onafha:nklik van eventuele 

verskuiwingseffekte tussen rye. Soortgelyk kan 

rangnommers opnuut binne die kolollline toegeken word 

en die toets aangepas word om te toets vir verskui­

wings tussen die rye (onafhanklik van die voorkoms 1 

aldan nie, van kolom-verGJruiwings). Die toetse vir 

ry- en kolom-effekte moet egter op afsonderlike 

onafhanklike stelle waarnemings toegepas word. 

Slotopmerking. 

In bostaande spesiale geval is dit redelik 

maklik om in te sien dat onder sekere reelmatigheids-

voorwaardes, waaronder die kontinu!teit van alle F., 
l 

aan (4.143) voldoen word. 
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. HOOJ?STUK V. 

DIE ANALISE VAN VARIANSIEo 

5. 1. INIJEIDING. 

Word in die geval van §4. 5. 2 rangnommers a.an 

al die N waarnemings gesctmentlik toegek:en, kry ons 'n 

twee-faktor variansie-analise. Ons gaan di~ geval in 

hierdie hoofstuk behandel. 

5. 2. KORT OORSIG OOR REEDS BER:Sl\:DE \!VERY. 

MOOD(l950) het 'n verdelingsvrye prosedure be-

handel waarvolgens vir ry-effekte, kolomeffekte, inter-

aksie en kombinasies daarvan getoets kan word in die 

tweefaktor rangskikking met b waarnemings per sel. Die 

toetsingsgroothede is gebaseer op die e-fwykings van die 

vvaarne:21ings vanaf bulle me diane. Die verskillende toet..:. 

singsgroothede word kortliks bespreek (sien MOOD(l950) en 

TATE en C~ELLAND(l957)). 

Gestel daar is m rye, k kolormne en b waarnemings 

per sel. Laat A = ~-mb of ±(~b-1), naa:m.lik die een waar-

voor A 'n heelgetal is. Laat t . die mediaan van die 
~ • J 

mb waarnemings in die jde kolom wees en !. die mediaan 
l• 

d . 1,b . . 1 . .de van le .r: waarnem2ngs ln ClG l ry. 

5. 2.1. :·iJediaantoets vir Interak;:;ie. 

MOOD(l950) het as toetsinGsgrootheid vir inter-

aksie voorgeBtel 

2 ( p . . - p . p . /P) 
l J l• • J 

i j P. P . (P. P . -b) 
l• •J l• "J 

1) 

wa8.r die simbole die volcende betekenis het ~ Word ry-

en/of kolommediane van die waarnemings in die tabel 

afgetrek, kry ons negatiewe waardes (aangedui deur 

1). In hierdie hoofstuk deurloop i,~ die waardes 

1,2, ... ,m en j 9 j',j" die waardes 1,2, ... ,k 9 tensy anders 
gesr)esj_fiseer. 
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minustekens), nulle 9 en positiewe waardes (aangedui 

deur plustekens). Nou is 

P = aantal l;lustel<.::ens plus he1fte van clie nul1e in die 

tabe1, 

P .. = aantal !)lustekens -J.:o1us llelfte van die rn111e in lJ -

diesel (i,j), 

P. ,P . ~ aantal plust0kens plus helfte van die nulle 
l g 0 J 

. de de in die l - ry respektiewelik j · kolom. 

Hierdie toets vir interaksie word toegepas nadat 

ry-- en ko1omeffekte (indien enige) verwyder is deur her-

haalde s.ftrekking. 'rrel: neJamlik die kolo:r:nnediane af van 

die waarnemincs in die ond.erskeie kolomme. (Daar kan 

netsovvel met rye begin word). Vir die nuwe stelsel word 

ry-me<3.iane bepae.l en vaE die was.rnemings in die onder-

skeie rye afgetrek. Hierdie prosedure word herhaal tot-

dat die ry·- en kolommediar:.e alr·1al prc:tkties n-c-:..1 is. 

Volgens MOOD(l950) is x~ asimptoties x2 verdeel 

net (m-1) ( k-1) g. v. v. as b ~CD. (Die ben2"derint5 is be-

vredigend asP. P ./P > 2 en (ill-l)(k-1) _> 2 ). 
l• • J 

5.2.2. Mediaantoets vir ry- en interaksie-effekte 

gesamentlik. 

Reduseer die vvaarnemings binne elke kolom om 

hul kolommediaan sodat die toets onafhanklik is van 

moontlike ko1omeffekte. 

Die toetsingsgrootheid 

2 
Xmr 

= m(mb-1) 2: 2: ( p .. _!) 2 
A(mb-A) i j lJ m 

besit asimptoties 'n x2-verdeling met k(m-1) g.v.v. 

as b -7CD. (Die benaderint-; i~? goed vir b ~ 5 of mkb > 20). 

Soortgelyk vir kolom- en interaksie-effekte 

gesamentlik. 
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5.2.3. Mediaantoets vir ry-effekte as interaksie nie 

betekenisvol is nie. 

Reduseer die warrnemings binne elke kolom om 

hul kolommediaan (om m.oontlike kolomeffek:te ui t te 

skakel)~ Die toetsingsgrootheid 

is asimptoties x2 verdeel met (m-1) g. v o v. as b -70) o 

Soortgelyk vir koloroeffekte. 

5. 3. 'n NU\iE UITJ3REIDIEG. 

5. 3 .1. Inleiding·. 

In hierdie hoofstuk word twee ti~es toetse 

bes:preek 7 naaT!llik toetse vir homogeni tei t van gemiddeldes 

en homogeniteit van variansieso 

In die behandeling van MOOD(l950) hierbo word 

Gewerk met die afwykings van die gegewe waarnemings vanaf 

hulle mediane. 

By toetse vir die honogeniteit van variansies 

kan dieselfde gedagte verder uitgebrei word deur die 

waarnemings te reduseer om 'n bcpaalde lokaliteitspara-

I:I.eter ( rekenkundige gemid.deld 9 med.iaan 9 modus? ens.), 

aan die gereduseerde vv-aardes rangn.ommers toe te ken en 

dan 'n toetsingsgrootheid te konstrueer as 'n funksie 

van die rangnom~mers. Die resul tate van hoofstuk II kan 

verrnoedelik na hierdie geval uitgebrei word. onderhewig aan 

bepaalde voorwaardes, bv. simr.1etrie van die verdeling. 

SUKI-iATME(l958) het in die twee-steek:proef geval 

vir verspreidingsalternatiewe soos volg te werk gegaan: 

Ey beskou onaf~nanklike steekl1Y08WG xl? x2? 0 •• 9 xm en 

Y1 9 Y2 9 ••• 9 Yn ui t po:pulasies r;1et verdelingsfunksies 

F(x-~) en G(x-n) respektiewelik waar ~ en~ onbekende 

populasiel)arameters io 0 SU1i::HA'l'J\IE(l958) mank skatti.ngs 
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A A 

s ( x1 1 x 2 , . • . , xm) en YJ(Y1 ,Y29 ... 9 Yn) vans en YJ respek-

tiewelik. Dan werk hy met 'n toetsingsgrootheid gebaseer 

op die U-statistiese groothede van HOEFFDING(l948) 9 

A A 

toegepas op die waarnemings Xi- s en Y j - r1. SUKHATIVIE 

toon onder and.sre aan dat sy toetsingsgrootheid asimp-

toties normaal verdeel en asimptoties verdelingsvry is. 

Die geva1 is deur CROUSE(l960) uitgebrei na m 

steekproewe. 

In hierdie hoofstuk gebruik ons egter 'n geheel 

ander benadering wat, soos aangetoon sal word, 'n groat 

ooreenkoms toon met die gewone analise van variansie. 

5.3.2. Definisies. 

Gestel ons het 'n stel waarnemings xijh verdeel 

in m rye en k kolomme met b waarne~ni:c.gs per sel waar m 

en k eindig is. Laat N=mkb. Ons werk onder die nulhipo-

tese H
0 

dat a1le waarne~ings x .. b afkomstig is uit die­
lJ -

selfde populasie met verde1ingsfunksie F. 

Rangskik die waarnemings x .. h gesament1ik volgens 
lJ 

grootte ir: stygende volgorde. J:(en aan al die N waardes 

xijh rangnonuners toe waarby r ijh die rangnommer is van 

xijh" Dui die gerangskikte xijh-waardes aan deur 

z1 ~ Z 2 ~ • . . ~ ZN. 

Ons beskou nou 'n funksie van die rangnonuners 9 

naam1ik ~N[rijh/(N+1)]. 

In0_ien daar tussen die waardes x .. h 1mope van lJ 
1engtes g19 g 29 .•• ,g\ voorkom, definieer ons (sicn hoof-

stuk II)~ 

(~.1) Ga = g1 + g 2 + ... + ga met a E {1 9 2, ... ,~} en 

G = O, 
0 

waarby aangeneem word dat daar \ lmope voorkom. Onge-

lyko waardes word besL.:cu as knope van lengte een. 

 
 
 



( 5. 2) 

174. 

Laat 

gr:x 
-1 

a.P = gr:x 2.:
1

'±' N[ ( G r:x-1 +IJ.) /( IT+1)] wanneer 
!J.= 

G r:x-l +1 ~ p ~ Ga. 

Definieer 

(5.3) aijh = ap indien xijh = zp. 

(5.4) 

( 5. 5) 

( 5. 6) 

( 5. 8) 

Indien a1le knope van lengte een is 9 is 

aijh = '±'N[rijh/(N+1)] vir a1le i, j en h. 

Laat 

a .. 
lJ• 

a. l 0 • 

a . 
0 l • 

u 

a ... 

2 a a 

-1 L: 2) = b a .. h 
h lJ 

( )-l:z>--, = kb _Ja .. h 
j h lJ 

( ) -1 .. ., " = mb l_j .LJa .. h 
i h lJ 

N 
= ( mk b ) - 1 ~ L l; a . . h = N·-1 L a 

i j h lJ p=1 p 

= N-1 L L L: (a .. , - a ) 2 = N-1 I: (a_ - a ) 2 
.. h lJD ••• p ••• 
lJ p 

5.3.3. Die Toetsingsgroothede T
8

, Tm 1 Tk en T1 . 

Ons definieer die vo1gende toetsingsgroothede: 

( 5 . 9 ) T = ( N -1 ) b N-1 o- 2 ~ ~~ ( a . . - a ) 2 , 
s a . . lJ• ••• 

l J 

(5.10) T = (N-1)kbN-1 o- 2 ~ (a. -a ) 2
9 m a . l, • ... 

l 

(5.11) Tk = (N-1)mbN-lo- 2 Z: (a . -a ) 2 en a . . J • • •• 
J 

( ) ( ) -1 - 2 "" "' ( \ 2 5.12 T1 = N-1 bN o LJLJ a .. -a. -a. +a } . 
a .. lJ• l• • •Jo ••• 

l J 

Lemma 5.1. T = T + Tk + T1 . s m -

B ewy s ~ L ~2= ( a . . -- a ) 2 
= 

. . l J • 00. 

l J 

= 2: .~; [ a . . -a . --a . +a + ( a . -a . ) + ( a . -a ) ] 2 
. . l J • l o o • J o •• • l •o • 00 o J • •o • 

l J 

'"'·-,( ) 2 1-'"-''( ) 2 '\...,( ) 2 = 2: 1 a . . -a . -a _. +a + K.6 a . -a +mw a . -a • 
. . l J • l·· • J • ••• . l •• ••• . • J • .. •• 
l J l J 

2). In hierdie hoofstuk deur1oop h 9 tl die waardes 1 9 2,. ~,b 

en p die waardes 1 9 2 9 oo• ,N, tensy anders gespesifiseer. 
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Nou is 

T = (N-l)bN-lc- 2 ~l:(a .. -a ) 2 
s a . . l J 0 oo• 

l J 

( N-1) b '\' "' ( ) 2 i N-1) bl~"' (a. -a ) 2 + = 2 t_J L.J a . . -a . -a . +a + 2 LJ • • lJ• l•• 0 J 0 
••• • l•• ••• Nca l J Noa l · 

(N-1)mb )' ( )2 + 2 ,:...J a . -a • J 0 ••• Nc J. 
a 

= TI + Tm + Tk .. 

as b -?Q) o 

STELLING 

Indien 

(5.13) maks(a_-a ) 2 = o(N) p 000 

p 
en 

(5.14) (Iedere diskontinu!teit van F(x)) ~ Q < l, 

dan is T onder H asimptoties x2 verdeel met (mk-1) s 0 

grade van vryheid as N -?Q) 
3) 

Bewys~ Definieer 

' (5.15) t .. = 
lJ 2:(a .. h-a ) 

1 lJ 000 n 

= b(a .. -a ). 
lJ'" 000 

' Omdat t.. analoog is aan t. van hoofstuk II, 
lJ l 

volg netsoos in ler®las 2.1, 2.2 en 2.3 dat 

( ) ( ' ) -1 ·-, "'' "'., ( ) 5.16 E t. . = bN .6 L LJ a .. b- a = 0 9 l J . . l J .J.. ••• 

lJh 

en 

Soos in stelling 2.4 volg dat die variansie-

kovariansiematriks van die variante 
"'I j"" I I Jo.. 
t . . = ( F-b ) ~ t . . [ N var ( t . . ) J- 2 

lJ lJ lJ 

van rang (mk-1) is. 

3). I:ie beworings N -7()) en b -7CO kan as ekwi valent beskou 

word omda t m en k vas gehou word as- ·b -70). 
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Kies nou willekeurige eindige konstantes d . . 
lJ 

wat nie al~al gelyk is nie. 

Ond.er voorwaardes (5.13) en (5.14) geld, soos 

in stelling 2.3 1 dat "' "\' I 2~ uC' .. t. . asimptoties normaal i j lJ lJ 

verdeel is as N ~CD. Ten slotte volg, soos in stelling 2.5, 

d.at 2: L(N-b)N-1 (t ~. ) 2 [var(t~.) ]-l e,simptoties, vir 
i j lJ lJ 

2 N ~CD, 'n x -verdeling met (mk-1) g. v. v. besi t. 

Hierby is~ 

~ ;~ ( N--b) N-l ( t ~ . ) 2 [ var ( t ~ . ) J -l 
i j lJ lJ 

- ( ~~-b ) N-l L 1 [ b ( a . . -a ) ] 2 [ b ( N-b ) ( 1'T -1 ) -l o 2 ] -l .. · lJ• oo• a 
l J 

( .,. ) --1 - 2 "' .,..., ( ) 2 = I\-1 bl\ o LJ ~ a. . - a 
a .. lJ· ··· 

l J 

Hieri::lee is die stelling bewys. 

Opmerking. 

( 5 • 19 ) E ( T ) = E [ ( N -·1 ) b N-l a- 2 2: 2: ( a . . - a ) 2 ] 
s a .. lJ• •·· 

l J 

= ( - ) T-1 -2 'V ")'T,' ( __., ) 2 N -1 bN o 6 LJ.D o. . . - a 
0. . . l J • • •• 

l J 

= ( rr ) .,.-1 - 2 ,..., -·, ; -l "I ( ) -1)·, ( ) J.\-1 bN o 2.: ~1ELb 6 a .. h-a b .w a .. ,...,,- a l 
a i j h l J •• • h l J ll eu 

= (N-1 )N-lb-1 o: 2 ~ 2:E[~( a .. ,. -a )1( a. 'b'- a ) J 
GL i j h l J D ••• :d l J ~ ••• 

= (H-l)N-lb-lo- 2 1L var(t~ .) omdat E(t~ .) = 0 
a i j lJ lJ 

= (r-l)N-lb-lo-- 2 ~2:b(= .. '-b)(T'-l)-1 o2 uit (5.17) a . . a 
l J 

= mk(mkb-·b) /N 

= (mk-1) = aantal g.v.v. van T09 aoos wat die geval 
;:;:) 

behoort te wees. 

Definieer vervolgens 

( 5. 20) t. . = 
lJ ~(a .. 1 -a. -a. +a ••• ) 1 lJ . .:l l•• •J• 

... 1 

(5.21) ti· -1~(aijh-a ... ) en 

( 5. 2 2) t. J. = L 2: ( a-i J. b - a ••• ) • 
ih -L ·-
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Lemma 5.2. Die variant e t . . " t . en t . 
l J l• • J 

l
. c< 

;.;;) 9 vir enige 

vaste i en j, onderling ongekorreleerd. 

J3ewys ~ kov( t. 9 t . ) = E l?:2: (a .. ,h-·a )?: L ( al.,J.l,-,''- a ) l l 0 • J . J'l1 l J - 0
•• i' b! ll • • • -

= )~ ~ E [ L (a . .,h - a ) 2: (a . , .,,..,,,- a ) J 
· 1 'I h l J too b' l J ll 00 0 

-

l J . 

- E[ ~(a .. h- a ) l: (a .. ,,..,,,- a ) ] + 
h lJ 000 }j lJH ••• 

4) 
+ ~ i ~ ~ E [ L (a. J·11,-, - a •.. ) 2.: ( a-;,J· h,.- a ... ) ] • 

( i 9 j') 1-( i' ~ j ) h l 'll If ..l-

Neem. die tenne afsonderlik. 

'2 = E( t .. ) 
lJ 

= b(N-b)(N-1)-1 o2 
a 

uit ( 5.17) , 

( 5 • 2 4 ) E [ ~ (a . .,h - a ) l: (a . , . 1,-,f -· a ) ] = - b 2 ( N -1 ) - 1 o 2 ui t 
h lJ •u :h' lJu ... a 

( 5.18) waarby i' i'i en/ of j' f.j in 1aasgenoemde geval. 

Dus ko v ( t . , t . ) = b ( N-b ) ( N -1 ) - 1 o 2 - ( mk --1 ) b 2 ( N -1 ) - 1 o 2 
l· •J a a 

= 0 want N = mkb. 

t. en t . is dus ongekorreleerd. Dit geld vir 
l• • J 

enige moontlike waardes van i en j. 

Verd .. er is~ 

kov ( t. , t .. ) = E [ 1 2: (a. ·n,., - a ) 2: (a .. 1,-,,- a. - a . + a ) ] 
l• lJ j'h lJ·ll 000 If lJH l" 00 •J• 000 

= E [ 2: ?~ (a .. 'h - a ) :6 (a .. 1,-,,,- a ) -2: L: (a. ''h -a ) 2: (a. -a ) . l J 00 0 l J lL •• 0 
• l J 00 0 l 0 0 00 ~ J' h b! J' h - b! 

- ~ 2: ( a . J.'h - a ) ~ ( a . - a ) l l •• • 0 J • 00. • 

j'h h' 

l'Teem. die terme afsonder1ik. 

E [ 2: 2:: ( a . ·n,., - a ) 2: ( a . . , , - a ) ] = . lJ'll .... lJ..,.t1 °00 

J' h ]1 

= E [ 2: ( a . . h - a ) 2: ( a . . b' - a )] + lJ •.. JJ 000 h h' - .L 

+ 2: E[2:(aiJ·'h-a )L.(aiJ·b!-a )] j'(lj) h ... ]1 - 000 

= b(N-b)(N-1)-lo~- (k-1)b2(N-l)-1o2 
a a 

= b 2k(m-1)(N-l)-1 o2 
a 

4-). Hierdie sorr1masie beteken i' ~i en/of j' f.j . 
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E r ~ ,~ ( a . . fk - a ) 2: ( a . - a ) ] 
- j'h lJu ••• h' l.. ooo -

= b 2: E [ Z ( a . .'h - a ) ( a . - a ) ] 
j' h l J •• • l·· ••• 

-·-, ';\ [ "' ( ) -1 -1 ~ .,-, ( ) ., - b 6 E L· , a. ·nr, - a... k b /..J 2..... a . ...; n,,..,. a... _: 
-it h lJu . II lr.4 lJ D 
J . J li 

= k-1 2::~.-·· E[ >=(a. -n- a ) 2: (a . .:tt
1
,- a )] 

'I · 11 h l J J.'l •• 0 
} I l J ·_r .. • J J . :1: 

= k-
1

2: E[ 2: (aiJ·nh- a ... ) L (aiJ""b'- a •.. )] + 
j 11 h h' ~ 

+ k -l ~ 2: E [ ~ (a .. 'h - a ) I: (a .. " 1 , - a ) ] 
j'~ j II h l J oo • }}! l J .J ooe 

= k-lkb(N-b)(N-1)-la~- k-1k(k-l)b2 (N-l)-1 a~ 

2 (· ) ( T )-1 2 = b k m-1 N-1 o 0 a 

E [ ~ :6 ( ai J.'h- a eo• ) 1 (a. J .. - a eo• ) ] 

J'h h' 

= b ., r "' ( ) -1 -1 "' -. ( ) l (_~ E L LJ a .. 'h - a m b LJ L a., ·1r.,,- a 
j' h lJ. uo i' }1 lJH ooo -

= m -l 2: 2:E [ 2: ( a . .'h - a ) L ( a . , . h! - a • 
00 

) ] 

j I i' h l J .. o eo ff J.: J 

= 0 soos in kov(tl. ,t.~) 
0 J 

Ons kry dus~ 

kov(t. ,t .. ) = b 2k(m-l)(N-l)-1 o2 - b 2k(m-1)(N-1)-1 a2 
l• lJ a a 

= o. 
t. en t. . is dus ong·ekorreleerd. 
l• lJ 

Op analo~ wyse cs in die vorige geval~ is 

kov(t .,t .. ) = O'l d.w.s. t.J· en t .. is On<f_jekorre1eerd. 
•J lJ lJ 

!-Iierme e is die 1enuna bevvys. 

Lemma 5. 3. 
II I 

Die (mk+m+k) variante t .. , t. 
lJ l• 

en t 
1 

. vir 5) 
• J 

i=l, 2., ... ,m; j =l 7 2 9 o •• 9 k is gesEJnentlil;:. asimlJtoties nor-

maal verdeel onder die voorwaardes (5.13) en (5.14) 

indien N~ro (d.i. b~m). 

Bewys~ Ons maak gebruik van stelling 2.1, naam1ik dat 

SN = .2::bN d asimptoties norTilaal verdee1 is as N ~CD p p p 

indien die voorwaarde 
II --;1c f 

5). Hier is t .. =b F!.t .. , t. 
lJ lJ l• 
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( - )2 ( - )2 N maks aN -aN maks bN -bN 
( 2 . 2 9 ) 1 im - P :p - l'J p 

N -7CD 2:: (aNn -aN) 2 2: ( bNp-biT) 2 
p .l: p 

-- 0 

bevredig word (sien stelling 2.1). 

= ap vir p=l,2, ... 9 N en 

( mk) -l [ mkc i' j' - m ~ c i' j -- k ~; e i j' + ~ 0 c i j J + 
J l l J 

-1( "', ) . -1(~'" )' ) + km me_., -L.Je. +mk 1-,_e .1 -.uc . 
}• . l• •J . •J 

l J 
vir alle 

p waarvoor z:p in die sel ( i', j') 1~. Bier word oak ver­

onderstel dat die c .. 's. c. 's en c . 's (mk+m+k) 
lJ ' l• "J 

wi11ekeurige eindige kon~3tantes is. (Die c. 's en c _. 's 
l· • J 

is wi1lekeurige konstantes onafhank1ik van die c. . 's). lJ 
Nou is~ 
1 1 

( 5. 2 5) b 2 s = b 2 L b d 
N p Np p 

= ·-;;, ", ,, r ( ) -1 ( . "' "'-' "-'' ~· ~ LJ 6 Lq_ mk mke ., ., -- m LJ e.,. - k ./.J e .. , + LJ LJC .. 1 
i' j' h l J j l J i l J i j l J 

km-1 ( v ) 1 -1 ( k "\' ) l + me _., - L1 c ..: + m { ~e ., -- LJ c . .J a . , .'h 
l • . _._ • 0 J . • J l J 

l J 

= i 2: l:c ., ., a., .'h- k-1 2: 2: ~)~e., .a., .'h- m-l I: Z 2: 2.:c .. , a., .'h + 
i' j' h l J l J i' j' h j l J l J -- i' j' h i l J l J 

( ) -1 " 1 v "" '\-, \,"" -1 "' "' "-' ( ", ) + mk L 6 L: t...J LJ e .. a., ·r, + km 6 6 6 me., - 6 e. a., .'h 
i' j' h i j l J l J l1 i' j' h l • i l • l J 

+ mk--1 1 ~ 2: (ke ., - :~c . )a., ·n. 
i' j' h 0 J j • J l J'l'l 

-

- >'"1 .,..., ..,.., -l "'' "'' \,' "\' -1 \""' '\-, "' .. -, 6 ~ .6 c . . a . . , - k 1...1 6 /_J LJ c . . a . .'h - m LJ LJ LJ 2, c . . a ., . h + 
i j h l J l J D i j h j' l J l J i j h i' l J l J 

( ) -1 .-, .. , .,..., '\..., '0""1 ) "\' "' + mk ~ ~ .6 6 ~ c .. a., .'h + k ,_; c ., LJ 6a ., .'h-
ijhi'j' lJ l:J i' l• j'h lJ 

-1 '\' }, '."' "'' .,.., '\' ·-· - km LJ e l .•. _J 6 LJ a 2.,J.fl/ + m 2.J LJ .6 c. J.' 
i i' j' h 'l.l i' j' h 

- mk - 1 L .z= i: )~ c . a . , ·n 
i' j' h j • J l J ... 1 

= ~?: 2: c .. 2.: a .. h- b)~ ~c .. a. - b 2= >-:c .. a . + b ~~ ~e .. a + 
i j l J h l J i j l J l•• i j l J • J • i J l J uo 

, 
+ k 2:: c . 2: 2~a. 'fl" - bkc: ~~ c . a + m I: c . Z ~a., .1 l" - l J.u l" ••• . 0 J .,· h l J 1 i j' h . i J l 

2 "' - bm LJ c .a . • J J . 
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= 2: 2: c .. [ 2.: (a .. h- a. - a . + a ) ] + k ~ c 2. :.>.; 2: ( a 2. J.'h- a ••. ) 
i j l J h l J l 00 • J • •• • i • j' h 

+ m 2:: c . L L (a.,. h- a ) 
j 0 J i' h l J ... 

=L2:c .. t .. +k~c. t. +m}~c .t. 
i j lJ lJ i ]. . l• j . J • J sodat 

' ... ,.., [ If t '. t' SN= l.~ .6 c . . t . . + c . + c . t . ] 
i j lJ lJ l• l• . J • J • 

If t '. Die variante t ... 
lJ I l• 

j=l,2, •.. ,k is dus gesamentlik asimptoties normaal verdeel 

onder voorvvaarde ( 2. 29) as 1'-f ->m .6) Ons to on vervolgens 

aan dat (2.29) bevredig word. 

Sander verlies aan algecreenheid kan veronderstel 

word dat die c .. 1 s nie almal gelyk is nie, en netso 
lJ 

vir die c . 1 s en die c . 1 s. 
l• • J 

Ondat bogenoemde konstantes almal eindig is, is 

b • maks ( b'TIT - '5,-:-) 2 < K < co. 
p J.'.p 1\ -

V ri . 1 . b 1\---l ·>·-· ( b b- ) 2 er ~er 1s lr.l ~,' :__J F - 1\r 
N ~ro p _,p 1\ 

> E > 0 om.da t die getal 

1. 

le b 2 b vir o.ie versl;::illende selle nie almal gelyk Np 
kan wees as alle c's groepsgewyse nie almal gelyk is nie. 

Onder voorwaarde (5.14) kry ons dan as voldoende 

voorwaarde vir die geldigheid van (2.29) die voorwaarde 

( 5 • 13 ) maks ( a - a ) 2 = o ( N ) . p oo• 

p 

Lemna 5.4. Onder voorwaardes (5.13) en (5.14) besit elk 
II t f' 

van die drie groe\)8 variante t .. , t. en t . ( i=l? 2 9 0 • om; 
- lJ l• 0 J I 

j =l, 2, ... , k) asim:ptoties, vir N ~CD" gesamentlike normaal-

verdelings wat onderling onafhanklik is. 

6). Die bewering geld eintlik alleen as aan 'n ekstra voor­

~aarde voldoen word. Sien bylaag C. 
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Omda t die variante t 1
•
1

•• t~ en t' . vir a11e 
l J I o J 

i en j gesament1ik asirnptoties 'n normaa1verde1ing besit 

( lermna 5. 3), word die karakteristieke f1..mksie van hierdie 

t::esament1ike verde1ing gegee deur ( sien CRA1VIeR(l946) p. 310): 

n n n 
(5.27) ¢(11) = eks:p(i 2:: rn u-ti~ 2: Af ufu,c;) 

g=l g g f=l g=l g 0 

waar Afg die kovariansie tussen tf en tg aandui en 

ti = {u1 ,u2 , ... 9 un}. 

Maar 

mk mk+m n 
= >-: 2: A uf u + 2: 2: "A f uf u + 2: L A f uf u 

f,g=1 fg g f~g=mk+l g g f,g=mk+m+1 g g 

d t d . . t t" t'. om a le varlan e . ·o 
lJ I lo 

re1eerd is (1emrna 5.2) en dus 

"Af = 0 is vir~ .g 

en t' . • J onderling ongekor-

i ) 1 !:__ f .5_ mk en mk + 1 ~ g .s_ n 

ii) mk+1 < f < mk+m en 1 .5_ g ~ mk of mk+m+l < g < n 

iii) mk+nH-1 .5_ f s .. n en 1 ~ g .5_ mk+m . 

Ons kry dus 

mk mk 
( • '\.' 1. 'V "., ) = eksp l l..J m u -· -2· LJ L..J Af ufu .. 

g=1 g g f9g=1 g g 

mk+m mk+m 
( "" 1 ~, "", ) • eksn i LJ m u - 1 L A u u · 

1:-' g=lUk+l g g - 2 
_j .. f g f g f,g=mk+l 

n n 
eksp( i ~~ mO'ug - ~- L ~ AfO'ufu ) 

g=mk+m+1 6 f 1 g=mk+m+1 6 g 

= ¢1(~1)¢2(~2)¢3(~3 ) 9 die produk van drie 

 
 
 



J:.:arakteristieL.e funksies wat e1keen die karakteristiske 

funksie i~3 van 'n :normaa1-verdee1de groep variante., 

( 'H' b . -7 { ! -7 { } .. J.ler y lS u 1 = u19 u 2 9 • •• 9 umkf 9 u 2 = umk+1 9 ••• 9 umk+m 

en 1!3 = {11mk+m+19 . .,., un}). Verc1er is 
-7 It 

¢1 ( u1 ) c~ie karakteristieke funL:sie van die varian te tij 9 

-7 ' ¢2 (u2 ) die karakteristieke f·unksie van die variante ti· en 

¢
3

(1!
3

) die karakteristieke funksie van d.ie var:Lante t:j . 

Die gesament1ike verde1ing van die 
II 

variante t .. lJ 
is asimptoties normaa1 (CR.P>~Jlel1(1946) p. 310). Soortge1yk 

' vir die gesament1ike verde1ings van die variante t. en 
lo 

' t . . Hierdie drie normaa1verde1ings is verc.er ook onder-• J 

1ir..g onafhank1ik omdat die karakteristieke funksj_e van 

die gesament1ike verde1ing gesl~ryf kan word as die pro-

duk van die afsonder1ike karakteristieke funksies en 

gevolg1ik is die drie groepe variante onderling onafhank-

1ik. 

Opm.erking. 

Ui t die voorgaande bevrys volg da t enige funksie 
It 

van die variante t. asimptoties onafhank1ik is van enige lJ 
' funksie van die variante t. en van enige funksie van die 
l• 

' variante t.j (vergelyk CRM~eR(1962) p. 16 stelling 3). 

Definieer nou~ 

1 1 

( 5. 31) t . = (N-mb)~t .[N var(t .)l-~0 
"J •J ·J _, 

Vir t . = L 2: (a .. 1 - a ) kan so o s in 1 emmas 2. 2 
l 0 j h lJ 1 ••• 

en 2.3 bewys word dat 

(5. 32) var(t. ) = kb(N-kb)(F--l)-1 o2 en 
l· a 

(5. 33) kov(t. ,t., ) =- k 2b 2 (N-l)-l o2 vir i'rfi. 
l• l• a 

(50 34) 

(5.35) 

Vir t. j = -~ ~ (aijh- a.oo) is 

var( t . ) = m·b(N-mb) (N-1)-1 o~ 
•J a 

k o v ( t . 9 t . , ) = -· m 2 b 2 ( J; -1 ) - 1 o 2 
o J • J a 

en 

vir j'lj. 
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STELLING 5.2. 

Onder voorwaardes (5.13) en (5.14) besit Tm 

onder H
0 

asimptoties 9 vir H ~m 9 'n x2-vero.e1ing met 

(m-1) grade van vryheido 

13ewys~ O:mdat die ges&-nent1ike verdeling van die variante 

t .' asimptoties 9 vir N ~CD 9 normaal is ( lerama 5. 4) 9 is die 
l• 

gesEL-rnentlike verde1ing van die variante t. ook asimp-
l• 

toties norm.aa1. 

IVIet behulp van vergelykings (5.30), (5.32) en 

(5.33) vo1g~ 
A 

var(t. ) = l 
l• 

-1 - m en 
A A 

kov(t. 9 t.,) = 
l• l. 

-1 - m 

Die variante t. besit dus gesamentlik asimp-
l. 

toties 'n norm.aa1verdeling as N->m met mom.entematriks 

-1 -1 1-m 9 -m , ..•. , 
l -1 - m- , l ·- m ? 0000 9 

-l -1 -m 9 -m 9 •••• 

= I 

waar I die eenheidsmatriks ~· is, m 

-1 
- m 

m 
-1 

die ryvektor 

en ~ die ooreenkomstige kolomvektoro 

Ui t lemma l. 2 vo1g da t h16 van rang (m-l) is 
,..., -1 

omdat 6 m = 1. Uit stelling 1.1 opmerking 2 (vergelyk 
i 

ook. CR.:U;:eR(l946) p. 419) volg dan dat 
A2' 

2:: t. asimptoties, 
. l• 
l 

vir tT ~m, x2 verc1ee1 is met (m-1) g. v. v o 

Hierby is 

= (N-kb )N-l 2:: t~ [var( t. ) ]-1 
. l• l· 
l 

uit ( 5. 30) 

= (N-l)[Nkbo~r1 ~[~J~~(aijh-a •.• )J
2 

uit (5.21) en 
( 5. 32) 

= (N-l)kbN-l o- 2 L:(a. - a ) 2 
a . 1. •• •• o l 

= T uit (5.10) . m 

Hiermee is die stelling bewys. 
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Opmerkingo 

(5.36) E(T ) = E[(N-1)kbN-1 o- 2 ~ (a. -a ) 2 ] 
m a . l•• ••• 

l 

= (N-1)kbN-1 o- 2 2: E(a. -a ) 2 
a . l'' ... 

l 

( N -1 ) k b .·-·· [ 1 "' -v ( ) 1 .,_, .. .., ( ) J = 2 ?E kO ~ 6 a .. h-a... K5 ~ ~ aiJ''h! -a ..• 
No a l J h l J J' ~ 

= ( N -1 ) ~ t~ -:1 [ v ( ) "' ( )] 
2 .?...J t...JE 6 a . . h - a LJ a . . b! - a + 

kbN o i j h l J ••• h' l J •oo 

a 

+ ~ 2: E [ 2: ( a . . h - a ) 2:: ( a . J.,.,, - a ) ] } 
j i j' h l J ••• ~ l ·_u: ••• 

= (N-1 ) ~ [ 2: b(N-b) (N-l)-1 a2 
kbNo 2 i j a 

a 

= mk-1 N-1 Ck.(N-b)- k(k-1)b] 

= (n-1) omdat r = mkb 

~ 2: b 2 (N-l)-1 o~] uit 
jlj' ~ 

( 5. 2 3) en ( 5. 2 4) 

= aanta1 go v o v 0 van T 9 in ooreenste1m11ing met die 
m 

teorie van die x2-verde1ing. 

STELLING 5. 3. 

Onder voorwaardes (5.13) en (5.14) besit Tk onder 

H
0 

asimptoties, vir N ~m, 'n x 2-verde1ing met ( k-1) grade 

van vryheid. 

Bewys: Op analoe wyse as in stelling 5.2 kan met behulp 

van lemmas 1.2 en 5.4 en stelling 1.1 opmerking 2 bewys 

word dat L t 2 . asimptoties, vir N ~m, 'n x2-verdeling 
j .. J 

besj_t met (k-1) g.v.v. 

Hier is 

2: t 2 . = (N-mb )N-l :6 t 2 . [ var( t . ) ]-l 
. •J . '"J •J 
J J 

= ( N -1 ) [ Nm b o 2 ] - 1 2: [ 2: L: ( a . . h - a ) ] 2 ui t ( 5 . 2 2 ) en 
a . . l J ••• J l h 

( 5. 34) 

( ) --1 -2':-1( )2 - N-1 mbN o ~ a . - a 
ct . • J • •• • J 

= Tk uit (5.11). 

Hiennee is die stelling bewys. 

 
 
 



185. 

Opmerking. 

Soos in die orJmerking na Stelling 50 2 kan bewys 

word dat 

(5.37) E(Tk) = (k-1) - aantal g.v.v. van Tk . 

STELLING 5o 4. 

Onder voorwaardes (5.13) en (5ol4) besit T1 onder 

H
0 

asimptoties 'n x2-verdeling met (m-l)(k-1) grade van 

vryheid as N ~roo 

Bewys: 2 T
8

, Tm en Tk besi t asimptoties, vir N ~ro 1 x -
verdelings met respektiewelik (mk-1)~ (m-1) en (k-1) 

grade van vryheid (stellings 5.1, 592 en 5.3)o 

Verder is T
8 

= Tm + Tk + T1 (lenooa 5.1) 

waarby Tm' Tk en T1 onderling onafhanklik is (lemma 5.4). 

Die aantal grade van vryheid van T
8 

is dus 

hoogstens gelyk aan die som van die aantal grade van 

vryheid van Tm' Tk en T1 (SCHEFFe(l959) p. 422). 

(mk-1) i (m-1) + (k-1) + a waar a die rang van 

die momentematriks van die variante t .. voorstel. 
lJ 

Dus a> (m-l)(k-1). 

Beskou 

( 5. 20) t. . = ~ (a .. h- a. - a . + a ) lJ lJ l·· •J• oto h 

= b(a. . -a. -a . +a ) 
l J • l •• • J • Ot. 

Daar is km variante t .. waartussen daar minstens 
lJ 

(k+m-1) onafl1anklike line~re verbande bestaan, want: 

(5.38) 2:Lt .. = 0 l§ een line~re verband tussen die 
i j lJ 

t I c< 
• • 0 

lJ vas . 

Verder is 

( 5 • 3 9 ) 2: t . . = 0 vir i =1 9 2 9 • • • j m • 
j lJ 

Hierdeur word (m-1) verdere line@re verbande 

tussen die tij 's vasgele. ( Ind.ien i ti j = 0 vir alle 

waardes van i behalwe e6n, dan volg die mde betrekking 
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uit (5.38)). 

Soortgelyk 1~ 

( 5. 40) 2: t. . = 0 vir j =1 9 2 ~ ... , k 
i lJ 

nog (k-1) onafhanklike line§re verbande vas. Daar 

bestaan dus minstens (m+k-1) onafhank1ike line~re betrek-

kings tussen die tij's, sodat die rang a van die momente­

matriks van diet .. 's hoogstens ge1yk is aan 
lJ 

mk - (m+k-1) = (m-1) ( k-1). ( Sien CRAMeR( 1946) 

pp. 110 en 312). 

IJaar a > (m-1) ( k-1). Dus 

(5.41) a= (m-l)(k-1). 

Ornda t die variante t'~ . asimptoties 9 vir r ~m, 
lJ 

gesrunentlik 'n nonnaalverdeling besit met momentematriks 

van rang a= (m-l)(k-1), volg uit stellings 5.1, 5.2 en 

5.3 en lemma 5.4 dat T1 asimptoties 'n x2-verdeling met 

(m-l)(k-1) g.v.v. besit. (Let op dat 

(5.42) T1 = T
8 

- Tk- Tm uit ler.~a 5.1, sodat 

E(T1 ) = E(T ) - E(T ) - E(T ) s k m 

= ( mk -1 ) - ( k -1 ) - ( m -1 ) 

= ( m -1 ) ( k-1 ) ) . 

·p. . Q ::1. _Jlermee l..:. o.le stelling bewys. 

5. 3. 5. Die Betekenis van T , T T en T1 . 
s m' k 

T
8 

kan beskou word as 'n toets vir 11 Se1-ef'fekte" 

omdat dit meet in watter mate die selgemidde1des a .. 
lJ• 

van die totaalgemidde1d a ••• verskil. 

Die toetsingsgrootheid T kan gebruik word as 'n 
m 

toets in hoeverre die ry-gemid~eldes a. van die totaal-l 00 

gemidde1d a... verski1. T,., meet dus die sogenaamde 
Il.i. 

rrry-effekte". 

Analoog aan Tm meet Tk die 11 kolom-effekte". 

Elke selgemiddeld a.. is onderhewig aan lJ• 
i) ry-effekte; ii) kolom-effekte; iii) ry-ko1om inter-

aksie. 
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In die toetsingsgrootheid 

( ) ( ) -1 -2--·,·;-,( )2 5.43 TI = N-1 bN o ~L, a .. -a. -a. +a 
a .. lJ• l·· •J• ••· 

l J 

= ( N -1 ) b N-1 
d- 2 ~ ~ [ ( a . . -a ) - ( a . - a ) - ( a . - a ) ] 2 

a . . lJ• ··• l•• ••• •J• ••• 
l J 

word getrag om ry- en ko1omeffekte uit te skake1 deur 

aftrekking van a. en a . sodat T1 beskou kan word 
l •• • J • 

as 'n naat van die interaksie tussen rye en kolorrune. 

Skematies kry ons~ 

TABEL 5 .1. 

Opsonuning van Toetsingsgroothede. 

-· 
Variasiebron Toetsingsgrootheid G.v.V. 

-·~· -·· 

Ry-effekte Tm 
(N-l)kb 2 (m-1) = 

I{o 2 l:(a -a ) ~ ~ ... 
• -L •• 

l a 

Ko1omeffekte (N-l)mb 2::(a . - 2 (k-1) Tk = 
No 2 a ... ) . • J 0 

a J 

Interaksie m _(N-l)b~~( )2 ~m-1)( k-1) ..L. r- 2 a. . -a. -a . +a .. l 1 • l•• •J• ••• No lJ u -a -
Se1-effekte T (N-1)b Z:: 2~ (a .. 2 (mk-1) = r 2 

-a ) 
Cl . . lJ. •• 0 
IV 

\0 l J a -

5. 3.6. Spesia1e gGval1e van Ta, 
0 

Deur 'i'N(6) ge1yk te ste1 aan spesifieke funksies, 

ka11 verski11ende spesiale gevalle van die toetsingsgroot-

hede verkry word (sien byvoorbee1d §2.5). One bespreek 

s1egs twee geva11e. 

Eenvoudigheidshalwe neem ons aan dat in geva1 

van ¥~ope daar deur die 1otingsmeganisme rangnommers 

toegeken word 1 sodat ons die voorkoms van knope verder 

kan ignoreer. 

5. 3.6.1. 

( 5. 44) Tm 

'¥ 'f\T ( 6 · · h ) = 6 . . h ( s i en § 2 • 5 . 2 • 1 ) • 
1'. J.J lJ 

= (N-l)kbN-l d- 2 ~(a. -a ) 2. a . l 00 ••• 

l 

12 )" [ ·~ l-:-1 ..1_ ( J ) 2 = ---- ·l:J 2J-~h-6riJ'h- :~kb N+1] 
Nkb(N+1) 

uit 
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Netso is 

12 '-'' [ '<""1 "\' 1 ( ) J 2 
LJ .6 L_,T . . h - 2'""ln b N + 1 

Nmb(N+1) j i h lJ 
en 

( 5 • 4 6 ) T I = ---1-
2 

2 2 L: :~ [ rak )~ r . . .h - m I: Lr . . h - k I: 2:r . . h + 
N(N+1 )bk m i j h lJ-- j h lJ i h lJ 

5.3.6.2. '±'
1
.T(o .. , ) ;; Q(o .. , ) 
~ J.Jn · lJi1 

In hierdie geval is~ 

(5.48) Tk 

(5.49) T1 

+ -ftmkb(N+l)] 2 . 

(sien §2.5.2.3). 

Soorttelyk kan daar nog ander toetsingsgroothede 

gekonstrueer word (sien vorige hoofstukke se spesiale 

gevalle van ~N(o)). 

5. 4. VERGELYKI~TG TUSSEN DIE PARAI!IETRIESE EI·J FIE-

PARAWIET·RIESE. TOETSE. 

By die gewone tweefaktor analise van variansie 

vir homogeni tei t van gemio_deldes met b waarnemint,s per 

sel 9 het ons die volgende skema: 

TABEL 5. 2. 

Varia:nsietabe1. 

Variasiebron Som van Vierkante G.v.V 
-· 

Ry-effekte kb 2: 2 (m.-1) ql = (Xi,. - X •oe ) 

i 

Kolom-effekte mb I: (x . 2 ( k-1) q2 = - x .•. ) 
j 

e J • 

Interaksie ,, )' ( ) 2 
i. lJ• l•• •J• ~ = b2."·" x .. -x. -x . +x ... (m-l)(k-1) 

_____ J.__ ___________ , __ 

2: --· ( ) ? (mk-1) Subtotaa1 = b L~ X · · - X •• o '-s . . ' lJ. 
l J 

.... '"'-'( )r) mk(b-1) Hesidu q4 = ~~6x .. h-x .. '--

.. 1 lJ lJ. 
l J 1 - ' 

Q~kb-1) 
--

Totaal Q = 2:2: ~(xijh- x ••• ) 2 
l J --- I 

 
 
 



Hierby stem q1 ooreen met Tm (sien tabe1 5.1) 

in soverre dat a1bei ry-effekte meet, q2 met Tk' q3 met 

T1 en Q
8 

met T
8

• Let op dat 

d e f ( ) -1 - 2 ~· "' ·" ( ) 2 T - N -1 N o /~ LJ ?.J a . . h - a 
Q a i j h lJ ..• 

= uit (5.8) 

= ( N-1) 

= 'n bepaa1de waarde vir vaste m~ k en b wat dus 

geen waarskyn1ikheidsverde1ing besit nie. Die rede hier-

voor is da t ~ 2: L:a .. h = konstant. 
i j h lJ 

Vir ry-effekte toets ons in die geva1 van 

tabe1 5.2 met 

( 5 . 50 ) F 1 = mk ( b-1 ) q 1/ [ ( m -1 ) qLtl . 

F1 besit 'n F-verde1ing met (m-1) en mk(b-1) g.v.v. 

As b ~co 9 gaan die verde1ing van (m-1 )F1 oor in 

'n x2-verde1ing met (m-1) g.v.v. (IC8N}~EY en KEEPING(1951) 

vol. II p. 183) en kry ons presies diese1fde toestand 

as in die verde1ingsvrye geva1 hierbo waar ons vir ry­

effekte toets met T wat asimptoties x2 verdee1 is met 
m 

(m-1) g.v.v. as b~co. 

Soortgelyk toets ons vir kolom-effekte met 

(5.51) F2 = mk(b-l)q2/[(k-1)q4J 

waarby ( k-1 )F 2 asimptoties 1 vir b ~co, 'n x2-verde1ing 

met (k-1) g.v.v. besit (vergelyk T~). 
~l.. 

Vir interaksie toets ons met 

(5.52) F
3 

= mk(b-l)q3/[(m-1)(k-1)q4J 
2 waarby (m-l)(k-l)F

3 
asimptoties, vir b~co, 'n x-

verdeling besit met (m-l)(k-1) g.v.v, (verge1yk TI). 

Asimptoties, as b ~CD, to on ons toetse en die 

gewone variansie-ana1ise toetse 'n groat ooreenkoms. 

Hierdie ooreenkoms b1yk verder duidelik indien ons die 

verskil1ende toetsingsgroothede se formu~es met mekaar 
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vergelyk. Byvoorbeeld vir ry-effekte vergelyk ons 

(m-1)1!'1 met T . 
m 

(5.53) (m-l)F1 = mk(b-l)q1/q4 uit (5.50) 

(5.55) 

= mk ( b-·1 ) k b)~ ( X .•• -X .. o ) 
2 ,JL L L ( X · J. h-X l. J. • ) 

2 

i l i j h l 

( _, l) ,.--,( ) 2; -1-. ·-, "'( ) 2 = j_- b bk ~ xi 00-·Xooo N ~ ~h /_..J xijh -xij. 
l l J 

Uit (5.10) volg~ 

T 
m 

Stel 

2 -1 ·--, ( ) 2 
d. . = b 2_; X .. b- X· · lJ h lJ. lJ• 

2 ( ) -1 ·:-, ~ 2 
oN = mk .~J ~ o i j 

l J 

Dan is 

en 

( 5. 57) (m-l)F1 
( l) c, ( ) 2; 2 - 1- b kb 6 X • - X oeo cJT'J 

. l•• l'l 
l 

Nee~ ons byvoorbeeld o/N(6) = Q(6) ~ ~-1 (6), 

clan sal o2 asim:ptoties t;elyk wees aan l (STO:b:=ER(l955) a 

p. 57) .. 

Die toepassi~g van die F-toets is gebaseer op 

die veronderstelling oat dis x 'e normaalvariante is. 

Gevolglik is o~ asimptoties in waarskynlikheid gelyk 

aan d 
2

? die variansj_e van dle norraaal variar~ te. Di t skyn 

voor die hand liggend te wees dat T en (m-l)F~ asimp-m J_ 

toties ekwivalent is onder H
0 

met F die normaal(O,l) v.f. 

'n Belangrike vraag is: hoe groot moet b wees 

alvorens die T-toetse (d.w.s. Ts 9 Tm' Tk en T1 ) toegepas 

kan word. Eierdie vraag is moei1ik te beantwoord. Vir die 

geval __ yan 2 rye~ ... -2-·kolQrrune,_~rLlO_waarnemings per sel met 

'N(6)=Q(6) is vir 'n aa~tal gevalle die T- en F-toetse se 

oorskrydingswaarskynlikhede·.he:rB.ken waarby die waarnemings 

uit WOLD 9 H(l954-) ~ 11 'Tracts for Computers~ Random normal 

deviates" getrek is .. Die toepassing van die J!'-toetse is 
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a11een geregverdig indien ons te doen het met normaa1-

variante met ge1yke variansies. 

Die berekende oorskrydingswaarskyn1ikhede van 

die T- en l'-toetse word in tabe1vorm saamgevat waarby 

die frekwensies vir die toetse vir ry-effekte deur {o} , 

vir ko1omeffekte deur (·) en vir interaksie deur [·] 

in e1ke se1 aangedui word. 

TABEL 5. 3. 

Oorskrydingswaarskyn1ikhed.e van die T- en F-toetse. 

----
Oorskrydingswaarskyn1ikhede 

-

X 0 -:- o~ 025- 0.05- 0.10- 0.20- 0.40- 0.60-
0.025 0.05 0.10 0.20 0.40 0.60 o. 80 

------
0 -

{2} :;[1 J 0.025 

G) 0.025- i 
'd {2},[ 2 j [1] G) 0.05 ,£! 
~-
·rl 

0. 05- I {1} ?[ 2 J r1 
f~ (1) ::>:> 0.10 (1) ~ 
U2 
H 0.10- {2} 9[1 J {1} ,[1 J m 
cd I 

~ 0~20 I (1) (1) 
U2 
t'J) 

{3}9[2] ~ o. 20-·rl 
rtJ 0.40 (1) ( 3) h. I o-J 
H 
~-

{1} 9[ 2 J ( 2} U2 0. 40-
H 1. 
0 0.60 ( 2) {1) 0 

o. 60- {3} 
0.80 (1) (1) 

- ..... ·----- --

Dit lyk asof die T- en F-toetse in die geval 

onder beskouing min of meer ooreenstemmende oorskry-

dingswaarskynlikhede lewer 9 maar geen bes1iste uit-

spraak kan ge1ewer word alvorens baie meer berek~ninge 

gedoen is nie. 
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5.5. ASTI~PTOTIESE RELATIEWE DOELTREFFENDHEID. 

5.5.1. Inleiding. 

Vervolgens wil ons die asimptotiese relatiewe 

doeltreffendheid bereken van die T-toetse met betrekking 

tot die F-toets vir alternatiewe van verskuiwing en met 

betrekking tot Bartlett se toets vir alternatiewe van 

verspreiding. Vir eers word aangeneem da t daar k .. 
lJ 

waarnemings in die sel (i,j) is (ter wille van aanslui­

ting by die notasie van hoofstuk III). 

5.5.2. Toetse vir Ry-effekte. 

Beskou alle waarnemings binne 'n bepaalde ry as 

een steekproef, of k steekproewe uit dieselfde populasie. 

Dan is daar m sulke steekproewe van grootte k. 
l• 

· 1 2 nu· a· d 1· f k · van dl·e l.de ry l= 9 , ••• ,m. l lever e lngs un sle 

aan deur F. , i=l, 2, ..• 9 m. Ons wil nou die nulhipotese l5 

H0 : F1 . = F2. = ••o = Fm• = F toets onder die aanname 

dat daar geen kolom- of interaksie-effekte is nie. H
0 

word getoets teen 'n a1ternatiewe hipotese H, naamlik 

dat nie alle F. identies is nie~ 
l• 

Ste1 nou 

( 5. 58) 

( 5 I 59) 

vN. lo 

'J. 
l• 

= k. /N 9 l• 

= lim \)N. 9 
N ~CD l• 

(5.60) F
2 
.• k. (x) = (aantal x .. ,_ < x)/k. vir vaste i en 

lJ!l - l• 
l• 

vir j =1? 2 9 ••• 9 k; h=l, 2 9 •• I , k .. 
lJ 

( 5 . 61 ) HN ( x ) = ~ vN i . F i . k . ( x ) , 
l l• 

(5.62) H(x) = 2::vN. F. (x) en 
• 1. l• l• 
l 

CD 
(5.63) t. 

l• = I JN[HN(x)]dFi·k. (x) waarby JN 'n 
-CD l• 

willekeurige funksie is wat vo1doen aan soortgelyke voor-

waardes as in hoofstuk III (voorwaardes (3.10)-(3.14) 

en ( 3. 9 3) ) . 
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Soos in lemma 3.14 volg dat 

(5.64) lim E(t. jH) = J J(H)dF. . 
11... l• I l• 
1~ ~CD 

Dui ons die variansie van t. onder H aan deur 
J. § 

var( t. jH), kan daar op analoe wyse as in lemma 3.15 'n 
l• 

uitdrukking vir var(t. IH) afgelei word. 
l· 

Laat 
1 1 

(5.65) t. = (N-k. )2 [t. -E(t. IH)][N var(t. IH)]-2 • 
l• l• l 0 l• l• 

"' Onder H reduseer t. na die vorm aanged.ui 
0 l• 

in ( 5. 30). 

(5.66) 

Nou definieAr ons as toetsinesgrootheid 

T = m 
m "'2' 2: t. . 

. 1 l• l= 

In notasie is ·d.aar nou aanges1ui t by die van 

hoofstuk III. Alle resultate van hoofstuk III kan aan-

gepas word vir hierdie geval. Soos in stelling 3.6 

volg onder analoe voorwaardes dat Tm onder H asimptoties, 

vir N~co 9 'n x2-verdeling besit met (m-1) grade van 

vryheid. 

Op soortgelyke wyse as in §e 3.6.2 en 3.6.3 kan 

toetse vir versk11iwing en verskil in verspreiding gede-

finieer word met a.r.d.-eienskappe wat ooreenstem met 

die van hoofstuk IIIo 

Analoog aan die metode van hierdie paragraaf 9 

kan toetse vir ko1omeffekte gekonstrueer word onder die 

aanname dat daar geen ry-effekte en interaksie voorkom 

nie. 

5.5.3. Toetse vir Sel-effekte. 

Beskou die waarnemings binne elke sel as een 

steekproef uit 'n verdeling met verdelingsfunksie F ... lJ 
Dan is daar mk steekproewe van grootte kij 9 i=1 9 2~ .. 9 m; 

j=l 7 2 9 ••• 9 k. Die nulhipotese H
0

: F11 = F12 = ... = Fmk = F 

moet getoets word onder die aanname dat daar geen ry-
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of kolomeffekte of ry-kolom interaksie bestaan nie. 

Stel 

(5.67) vNij 

(5.68) \) .. 
lJ 

= k .. /N 9 lJ 
= 1 j_m v1,J .. N ~m • lJ 

( 5. 69) F .. k (x) = (aantal xiJ'h .5_ x)/kiJ. vir vaste i 
lJ ij 

en j en vir h=l , 2 9 • o . 9 k .. , lJ 

( 5. 70) HN ( x) = L 2: vN .. F · · k ( x) 
i j lJ lJ ij 

( 5 • 71 ) H ( x) = 2: L VN . . F · · ( x) en 
i j lJ lJ 

I 

( 5. 72) t .. lJ 

aan soortgelyke voorwaardes as in hoofstuk III. 

' Dui d~~ e V0J-n.,va{:J ti~gsvraqrde en vari8nsie van t .. lJ 

onder H aan deur E(t~j jH) en var(t~j jH). 

L2.at 

Dan defjn~eer ons as toetsingsgrootheid 

~ "''2 (5o74) T = 2:2.: t .. ~ G . . lJ 
l J 

Soos in stelling 3" 6 ke.n aangetoon \Nord da t T
8 

. . . . ~ . .~ . .._- 2 . 
as~nrJ::>totJ..E:-s, .. ·:v=-lr-.Jf ~m 9-·- :.'.R ··X -·~.re·~llYJS bssi t met (mk-1) 

grade van vryheid en kan soos voorheen aorod.-uitdruk-

kings afgelei word vir alternatiewe van verskuiwing en 

verskil in verspreiding. 

5 . 6 • SLOTOPNiERKI:i{G So 

1). Dio ~oetse gebaseer op Tm 9 Tk en Ts in die 

geval YH(o) = Q(o) byvoorbeeld vir verskuiwing 9 is (onder 

die genoemde aannames, waaronder dat geen ander effek as 

die een wa.arvoor getoets 'vord 9 teenvroordig is nie) 

asimptoties ten minste net so goed soos die F-toets 
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2). Met behulp van tabelle in VANDER WAER­

DEN(l957) is die toepassing van bogenoemde T-toetse 

(opmerking l hierbo) dikwels makliker as die van die 

F-toetse. 

3). Die vraag oor hoe groot b moet wees alvo-

rens die T-toetse toegepas kan word 9 is nog nie bevre-

digend beantwoord nie. 

4). Die volgende probleme is onder andere nog 

onopgelos~ 

a). Die uitbreiding van die voorgaande teorie na 

die geval waar die aantal waardes in die onderskeie 

selle verskillend is. 

b). A.r.d.-uitdrukkings vir interaksie-toetse. 

c). 'n Volledige verde1ingsvrye eh-wi valent van die 

parametriese variansie-analise 9 naam1ik waar byvoorbeeld 

die toetse vir ry- en kolomeffekte (asimptoties) onaf­

hank1ik bly wanneer daar ry- en/of kolomeffekte of 

interaksie bestaan (m.a.w. H nie geld nie). 
0 

5). 'n Ander interessante benadering tot die 

probleem van 'n verdelingsvrye variansie-analise word 

gevind in die volgende twee artikels: 

HODGES, J.L. en LEHMANN" E. 1.(1962) 11 Rank methods for 

combination of independent experiments in the analysis 

of variance", Ann. Tvlath. Stat. 33, pp. 482-497 9 en 

LEHMANN, E. 1.(1963) 11 Asymptotically nonparametric 

inference: An laternative approach to linear models", 

Ann. Math. Stat. 34, pp. 1494-1506. 
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