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HOOFSTUK IV,
DIE PROBLEEM VAN m-RANGSKIKKINGS,

4,1, ALGEMENE INLEIDING,

Die probleem van m-rangskikkings is voorgestel en
bespreek deur FRIEDMAN(1937) en is breedvoerig behandel
deur KENDALL(1948).

FENDATLL(1948) beskou m ,waarnemers", Elke waar-
nemer rangskik k gegewe ,items" volgens 'n bepaalde eien-
skap en ken dan rangnommers toe waarby rij T W .
j=1,2,...,k) die rangnommer is van iten Xij. Omdat elke
waarnemer opnuut, onafhanklik van die ander waarnemers,

rangnommers toeken, het ons:

k
2 r.. = 2k(k+1l) vir alle i=1,2,...,m.
j=1
Skematies word bogenoemde s00s8 volg voorgestel:

TABEL 4.1,

Skematiese voorstelling van m-rangskikkings,

Ttenms
1 2 . . k
i1 Ill r12 s & & rlk
Waarnemers: r21 r22 Tox
A ml 1ﬂm2 o nk
" ¥ ¥ x
Totaal g u2 uk
a2 m
Die kolomtotale uy = ¥ T, 48 321y Bsinak, word
5 =1

net mekaar vergelyk en gee 'n aanduiding van die ooreen-
stemming wat daar tussen die verskillende waarnemers

bestaan, Indien alle rangskikkings identies is (volkome
ooreenstemming tussen waarnemers), sal die totale u? die

waardes m, 2m,...,kn aanneem (nie noodwendig in dié
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volgorde nie)., Indien daar egter min verskil tussen

die items bestaan, sal die waarnemers beswaarlik tussen
hulle kan onderskei en mag die totale u? betreklik min
van mekaar verslil., ('n Item wat deur een waarnenmer
vroeg in die rangskikking geplaas word, kan deur 'n ander
waarnemer baie later geplaas word. Sien byvoorbeeld
KEINDALL(1948) pp. 80-81).

Die nulhipotese Ho wat onderscek word, veronder—
stel dat ellke rangskikking, onafhanklik van die ander,
ewekansig gekies is uit die versameling van alle moont-
like permutasies van die getalle 1,2,...,k.

FRIEDIAN(1937) het as toetsingsgrootheid voorgestel
(4.1) X2 = 128%/[nk(k+1)] waar

k

% [u¥ - 3m(x+1)1°
=1

en het bewys dat ¥

~~
B
(e
w
K
it

2 oncer HO asimptoties 'n xz—verdeling

met (k-1) g.v.v. besit as m-w.

In die geval waar gelyke waarnemings voorkom,

het BEVARD en VAN ELTEREN(1953) 'n wysiging san x°

sangebring, naanlik
(4.3) %% = 125%/Tmk(k+1) - T%]1 met 7% £inj i
. ¥~ = 1287 /[mk(k+ 1 met T gedefinieer in

(4.73). (Sien 84.,4.3.2 vir die voorwzardes waaronder

X2 se asimptotiese verceling afgelei is).

-

EL T~

i

Bogenoemde probleem is deur BENARD en VAN
REK(1953) uitgebrei na die geval waar die aantal waar-
nemings X4y Ven die item X (d.w.s. die aantal waar-

4 o

nemings in die ,sel" (i,])), enige nie-negatiewe heel-

getal k,; is. Die 198 rangskikking bevaet dan

(4.4) k, = jélkij

1 .
) waarnemings wat weer volgens

1). Tensy anders vermeld, deurloop ijin hierdie hoofstuk

die waardes 1,2,...,m; J en J' die waardes 1,2,...,k; Py

die waardes 1,2,...,ki; h die waardes 1,2,...,k en

1]
C,¢ die waardes 1,2,...,(k-1),
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'n bepaalde eienskap gerangskik word., Daar is dus alte-
same

(4.5) N = Zki = 2 Zki. waarnemings waarby alle k. en
J

i i J

kij eindig is, tensy anders gespesifiseer,

BENARD ern VAT ELTEREN(1953) 2) definieer
2lr. .. = 3(k.+1)] indien k. .>0
Sy~ _ ijh = g 1]
(4.6) Uiy = h
0 indien kij=o

waarby rijh die rangnommer is van die waarneming Xijh in
die ide rangskikking. (Rangnommers word opnuut in elke
ry toegeken, onafhanklik van die ander rye). B+v.E(1953)
neem dan 'n funksie van die kolomtotale ﬁj as toetsings-
grootheid, waar ﬁj = 2 aij (sien B4.4.3.1).
1

In hierdie hoofstuk word 'n veralgemeende toetsings-
grootheid vir die w»robleem van m-rangskikkings onder HO
voorgestel en 'n ultbreiding na 'n meer algemene geval

behandel.

4,2, 'n MEER ALGEMENE BEFADERING.
4,2.1. Inleiding.

Laat ?k (&), vir alle waardes van ki, 'n wille-
i

keurige funksie wees wat gedefinieer en eindig is vir
iedere & op die ope interval (0,1) by alle waardes van k.
en monotoon stygend (of monotoon dalend) in sy argument §
by vaste k.. (Sien ook hoofstuk II B2.2.1).

Beskou 'n funksie van die rangnommers, naamlik
Wki[rijh/(ki+l)] = Yki(éijh) waar

(4.7) 6,

ign = Tign/ (541D,

Let op dat lﬁrijhski vir alle j=l,2,...,k en

h=1729-oo9kijo

2). Voortaan word na hirdie artikel verwys as B+v.E(1953),
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Opmerking.
Voortaan skryf ons kortweg Yi(é) in plaas van

v, (&), behalwe in gevalle waar ¥y (&) se afhanklikheid
i

k.
1

van ki beklemtoon moet word.

4,2.2., Gelyke Waarnemings (Knope).

In die geval van gelyke waarnemings binne 'n
bepaalde rangskikking (ry), word dieselfde prosedure
gevolg as in hoofstuk II. Ten opsigte van notasie 1is
die volgende aanpassing nodig (alleen die geval van ge-
middelde range word bespreek):

Dui, vir die ide ry, die gerangskikte stel Xijh—

waardes aan deur a4 waarby

AR AV
2.9€2:5< vo. £2.,. . Gestel daar kom 'n knoop van lengte
11="1i2-~ -~ lki
8, . Vvoor. Aan elkeen van die gelyke waarnemings
i

Z o 2 o 9 Z

i,vi+1 ’ Zi,vi+2 ’ i,vi+ga word dieselfde rang

1

toegeken, naamlik:

(4.8) &1 S(vi+us) = v, + Bg, +1) .
o i1 i o
ip. i
i
Op ooreenkomstige wyse word die funksie Yi(éip ),
i
waar
4, 5. = T. k. +1 en r. die rangnommer is van
(4:9) 8y = 7yp /(y4) ip, Qe vans
zip in die ide rangskikking, gedefinieer deur
i
r—l Sy
(4.10) Yi(éip,) =g, 2 v;llv+n)/(k+1)]
i i uy
vir alle p; waarvoor zipi = Zi,vj+l .
Gestel nou daar kom onder die z. ‘s xi knope

ip.
i
van lengtes 819850000584y VoOT. Stel
; i

(4.11) G“i = gil+gi2+“°+giai waar o, & {1,2,...Ki} en

GO = 0.

3). Tensy anders gespesifiseer, deurloop 0y die waardes

1’2’-00’)\.-

L en die waardes 1’2"°°’ga .

1
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Definieer
=1
(4.12) a. =g,

ip 2 Yi[(Gmi_l~+pi)/(ki+l)] wanneer

i iy

i
Ga.ml'*l < pi < Ga. .

i i
Stel
2 -1 « = \2
(4,13) 0o = k5 by (aip._'yi) waar
gop i
i
- Sy
P i
i
-1 -
= k& 22 ¥.(8..,).
i i h i*"ijh

4,2.3, Definisies,

Definieer
Stel
>(a. .. - ¥.) dindien k..>0
(4.16) U‘l;] = h th 1 1d en
Oj indien kijzo
1 . o= s ..
(4.17) uJ m % ul:J
= m——é— 2.1 Z(a' . - w )o
in ijh i
Stel verder
4,18 k . = k. .
(4.28) k5 =3k

Opmerking.

In hierdie behandeling van m-rangskikkings word
alle rye weggelaat waarin alle rangnommers dieselfde is
(een enkele knoop in die ry) of waarin kij = 0 vir cenige
(k-1) waardes van j uit 1,2,...,k. Sodanige rye lewer
geen bydrae tot die studie van bogenoemde probleem nie

omdat dan geld uij = 0 vir alle J.
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4,2.4, 'm Aantal Lemnmes,
Lemma 4.1. Die verwagtingswasrde van uj onder HO word,
vir vaste j, gegee deur

(4.19) B(uy[u)) =0 &),

Bewys: Op analo& wyse as in lemma 2,1 volg:

(4.20) E(u,y) = Bl 2(a;., - ¥,)]

ij n idh i
=E( 2 a,.,)~E(2¥Y.)
L idn o 1
- —
= k..k.7 ) a.. -k s ¥
ijiTi D, ip, ij i
= 0 sodat
1
2(u = E(m % 2 u..
() ( . 25 5)
=m 2 3 E(u..
. (v 5)
:Oo

Lemma 4.2, Die variansie van u. onder HO word gegee deur

o — -1 W - —u \ W
(4.21) vur(uj) = m ? kij(hi kij”li
waar
\ - T N S = (2
(4022/ ILl = kl (-K—l l) Z(alp - W1>
p; ti
I
= (Li 1) S

2 . Y . . . .
waar o;i in (4.13) gedefinieer is oor alle knone,

Bewys: oij = var(uij)
- 7 2 T A S ™ 1 —
= L(uij) omdat u(hij) =0
= B[ ¥(a;., - ¥.)1°
h J-
k.
_ N R N = 2
= G )T 2 L 2lagyy ~ 5]

1] h
-l ' . . - - . .
waar 2 die sommasie oor alle moontlike kombinasies van
kij groothede uit ki gandul, wat almal ewekansig is onder

HO, sodat

4), In hierdie hoofstuk word, tensy anders vermeld, onder
die hipotlese HO gewerk, E(uj) byvoorbeeld dui dus

E(uleO) aan, In die gevalle waar knope voorkom, word voor—
Waa}delik onder die gegewe stel waarnemings gewerk,
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(4,23) 054 = kij( i~kij)ki (k;-1) Z,(aip. v,)
; 12 i
netsoos in lemma 2,2
= ;5 (k;-k; )K;  sodat
(4.,24) o? = var(uj)
= E(u§> ondat B(u;) = 0 (lemma 4.1)
i
RS RS 1y
= m %E(uij) + m %#5 E(uij’ufj)
-t 3 oij + 0 omdat alle rangskikkings onder-
i

lirg onafhanklik is

s .
= m %kij(ki-kij)Ki.
Opmerking,
. [ O | 5 V2 oo
Uit X, = ki (Li—l) S;(aipi - Wi) volg dat
i

(4.25) Ki > D > 0 vir alle 1 omdat die rangnommers rip
i

(vir vaste 1) nie almal dieselfde is nie (opmerking
§4.2.3 ); omdat ?1(6) monotoon stygend is in 6 en omdat
alle ki eindig bly as m-m,

Ook 1is
(4.26) (ki—kij) > 1 vir enige i en Jj, want:
ki“ki' = 0 alleenlik indien

J

i) alle kij =0

of ii) kij > 0, kiy =0 vir alle J # j.

j|
Hierdie twee gevalle word deur die opmerking in

B4.2.3 uitgesluit.
(4.27) o?: > k..D en uit (4.24):

id = 14

2 -1
4, : k. .
(4.28) 05 2 Dm % i

= Dk'j/m > 0.



Lemma 4,3, Die kovariansie tussen uj en ui (i £ 3)
onder Ho word gegee deur

~ -1 o
(4.29) kov(uj,uy) = - m %kijkij K, .

Bewys: Netsoos in lemma 2.3 volg dat

(4.30) kov(uij,uiy) = E<uij’uij) omdat E(uij):o uit (4.20)
_ wLog 11 o 12
_"klgli i (K5-1) Z(aip."\yi)
Pi
= - kijkiy Ki sodat
055 = kov(uj,uj)
= E(uj.uy) omdat E(uj) = 0 vir alle j

)

1 o
E(m™2Yu...m 23u.,.
i 1] it 7

-1
= E + m u.
(m %1113u13, %¢§. ij TT)
= l?’E(u ) + O
it
__pls
= -1 %jkijkij Ki'

Opmerking.
Die uitdrukkings vir Var(uj) en kov(uj,uy) is
analoog asn dié wat afgelei is deur B+v.E(1953) verge-

lyking (2.3.1).

4,3, DIZ TOETSINGSGROOTHEID T.

4.,3.,1., 'm Limietverdeling onder H,.
otel

(4.21) v, o= chuij waar die ¢ 's willekeurige eindige

J
re&le getalie is, dan is
(4.32) E(v,) = E(Z,caula)

J

=0 uit (4.20) en
(4.33) og, = var(v,)

_ 2

= E(vi)

- 2
= E(chjuij)

J
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= BEeSus, + X% T 0.0 N Mg
i 1] J%J J J 13 1J

) %
.E(ui.) + ? ? 5C 5 E(ulaulJ)

- 2

2

= 2 b . -
% e 5k, (ky-ky )KL §#?Cjoj Iy ik g By
uit (4.23) en (4.30)

K.2c.k..le.(k.=k,.)- 2 ¢, k)
- J 1d J 1 1] Jt(?é']) J 1J

J
= K. ZJchlJ51kiT(cj—cy).
J J'
STELLING 4.1.
Indien

(4.,34) og. > 0 vir i=1,2,...,m,
dan besit chuj asimptoties, vir m-w, 'n normealverdeling

onder Ho'
Bewys: Omdat alle ki eindig is, geld vir alle waardes
van i, j en h dat

(4.35) 0 « 83 in
Gevolglik is V. (6

£ T
: ; T ioe wasrdes
th) eindig vir enige waarde
van i, j en h (uit die definisie van ?i(é)).
Omdat alle kij eindig is, volg dus dat

(4.16) uig = %(aijh - Yi) eindig is, sodat

(4.36) E]uijlz+6 ¢{® vir alle i en j en vir & > O.

Vir eindige Cj seld

|2+6

(4.37) Eicjuij { .

Uit lemma 3,11 volg nou dat

(4.38) E| 2c 3 J_‘_1[2"'6 < ® ondat k eindig is.
9
Dus
(4.39) B |V |2+6 ¢ vir i=l,2,...,m,

Die groothede V. en v, is onderling onafhanklik

indien i' # i. Volgens die sentrale limietstelling
i I
(Liapounoff-voorwaarde) besit m 2 2, v, onder voorwsar-
b=t

de (4.34) asimptoties, vir m-»mw, 'n normaalverdeling,
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i "‘%3" by —_ "% S
Magr m 22 v, =m %2 2c.U, .
i 1 ij 9L
J

1!

ze.u, m.b.v. (4.17).
i J

Gevolglik begit chuj asimptoties, vir m-w, 'n
normaalverdeling. ’
Opmerking.

'n Nodige en voldoende voorwaarde dat
(4.34) ¢ > 0 vir i=1,2,...,m,
is dat die c.j 's nie almal gelyk is nie en vir tenminste
twee verskillende cj 's die ooreenkomstige kij 's > O,
Bewys: Uit (4.25) volg K, > D> 0 vir alle i.

Gevolglik is o?! > 0 as en slegs as

e el k..o k.. L —C . i el . .
(4,40) ?CJ 13§; KlJ,(cJ cy) > 0 (sien (4,23))

laar ?cjkijiakiy(cj—cj)
= ?Cjkij j(§j>kii(cj—cja'+§cjkij T(§j)kii(cj~oi)
= ? T(gj)kijkii Cj(cj"cj)+§ j(%j) ijkij ci(ci-cj)
= ? T(§j)kijkif [Cj(cj*cj)+cy(cj —cj)]
= ? j(§j)kijkiy<cj—cy)2

wat poeitief is as en slegs as bogenoemde voorwaardes

geld.

Lemma 4,4, Indien

(4.41) 1im m "k, .

> OViI‘ jzlyzyoongkg
m-0 J

dan voldoen die uj ‘s onder HO aan die voorwaardes
(4.42) 1lim var(uj) > 0 vir j=1,2,...,k en
m->w
(2+8

(4.43) 1lim E|u. | <w vir j=1,2,...,k en & > O.
m-w J

Bewys: lim ver(uj) > D lin nlk, uit (4.28)
m-qa mn->w

> O m.b.v., (4.41), sodat (4.42)

bevredig word.
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Uit die bewys van stelling 4.1 volg, omdat
alle ki na bo begrens is, dat
(4.36') Elu, 12*0 ¢ M<w vir i=1,2,...,m; §=1,2,...,k,
vaste 6> 0 en M 'n eindige positiewe getal.

Dit geld in die besonder ook vir &6=2.

Nou is
4y -3 4
E(uj) = Elm %uij]
= E[m_ZZZ'Z" Z,,,uijui'juﬂ';jui"‘j] waar alle i's
i it 4

gaan van 1 tot m

R 2 2 R

m ?Zi;E(uij>E(ui'j>+m ?E(uij) want U 5
en Uy is onderling onafhanklik vir i # i en
E(uij) = 0 uit (4.20)

< ® onafhanklik van m uit (4.36'),

Hieruit volg dat (4.43) geld vir §< 2.

Lemma 4.5, Indien
(4,41) 1im ot
m->W

dan is die gesamentlike verdeling van die variante uj

k'j > OVll" j:l,Zg.ooykp

onder HO asimptoties normaal as m->w,

Bewys: Omdat

(4.42) 1im var(u.) > O vir j=1,2,...,k,
m - J

(4.43) l:'Lm.Elu.tZ“"(S (o vir j=1,2,...,k en & > O
m - J
en omdat 2c.u. asimptoties normaal verdeel is as m-®
J
5)

(stelling 4.1) ;, volg die resultaat met behulp

van lemma 2.5.

5). Aan voorwaarde (4.34) word in die algemeen voldoen -

vergelyk stelling 4.1 (opmerking).
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Opmerkings,
1). Die karakteristieke funksie van die gesament-

like verdeling van die uj 's het dus die vorm

4-_9'—-| '->
"”;l:j@ .}_1 @ 1

e waar » die momentematriks van die uj g

-

>
voorstel, O :-[919@2,0,.,@k}'en Q die ooreenkomstige

L
kolomvektor,.
2). Neem ar voorwaarde
(4.44) 2 is van rang (k-1).
Omdat Zuj = 0 (sien (4.17)), kan enige U ritgedruk
J
word in terme van die ander (k-1) uj 's, naanlik
3 (£3)
maar onder voorwaarde (4.44) kan Uy nie in 'n kleiner
aantal as (k-1) uj 's uitgedrulkk word nie.
Pui die momentematriks van UpslggeeesUy 7 88N
deur A = {Xgn} waar ( en { nou die waardes 1,2,...,(k-1)
°
deurloop. Onder voorwaarde (4.44) is A dus nie-singulier,

Dui aie kofaektore van die element x,g van A aan
©

deur IACQl'

SYELLING 4.2.

Indien

(4.41) 1im m~t

m -
(4.44) 2 van rang (k-1) is,

k~j > 0 vir j=1,2,...,k en

dan besit die toetsingsgrootheid
k=1 k-1 ]A€g|

(4.46) 7 = 2 3

.U
¢=1 ¢=1 |a| ©°

©

asimptoties, vir m-»w, onder Ho 'n ngverdeling met

(k-1) grade van vryheid.

Bewys: Die bewys volg met behulp van lemma 4.5 en B1.4.
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Opmerkings.

1), T kan meer kompak geskryf word in die vorm

o, |
T = «rgr waar die simbole soos volg gedefinieer
A
word:
Beskou die matriks by verkry uit
2
O1 1900 o001 W
2
Vu = L] ° . L[] o ? o t20 L] o
9179 s 0k 0 Wi
U o)

1 Yo s eeee U
deur weglating van 'n willekeurige ry en kolom behalwe

die laaste ry en kolom, en bereken sy determinant lAu .
Beskou ook die matriks A verkry uit 2 = {ij}
(3,3 = 1,2,...,k) deur weglating van dieselfde ry en

kolom as in die eerste geval, en bereken sy determinant
o 9 o

|A

2). Die toetsingsgrootheid T is 'n uitbreiding
van die toetsingsgrootheid xi van B+v.E(1953), naamlik
na die geval waar gewerk word met funksies van rangnommers
in plaas ven slegs met rangnomnmers,

3). Stelling 4.2 kan uitgebrei word na die geval
waar 2 van rang v < (k-1) is. Hierop gaan ons nie verder
in nie, behalwe dat ong hier 'n stelling van B+v.2(1953)
vermeld: Indien 'n aantal kij 's = 0, kan dit gebeur dat
ons in 2 twee of meer komplementére groepe elemente het
(vergelyk B+v.E(1953) p. 3€61), d.w.s. dat in elke ry (en
elke kolom) van 2 slegs elemente ven één ven die groepe
voorkom., Hierdie groepe wordl genoem ,non-compared" groepe
elemente, en die aantal sulke groepe word aangedui

deur s.



&
=

ﬂ UNIVERSITEIT VAN PRETORIA
@, UNIVERSITY OF PRETORIA
A 4

YUNIBESITHI YA PRETORIA

139.

Lemma 4.6. (B+v.E(1953) stelling 2): As en slegs as
dear s ,non-compared" groepe elemente in 'n k x k momente-

matriks ven die uj 's voorkom, is die rang vaen die matriks

gelyk aan (k—-s).

4.3.2. Die toetsingsgrootheid van BENARD en VAN ELTE-
REN(1953).
Stel omns yi(bijh) = Ty ips dan herlei uy 4 van

vergelyking (4.16) na u.. van (4.6), d.w.s. tot die

ij
tipe grootheid wat deur B+v.E(1953) gebruik word.
6)

~ —'1—'-.N
Stel voorts: u. =m 2} u..
N :LJ
i
Definieer

Xp = T wear alle simbole soort-

gelyk is as in die voorgaande paragrawe, behalwe dat nou
deurgaans geld wi(éijh) = T3 pe

B+v.E(1953) het bewys dat die toetsingsgrootheid
Ir onder die voorwaardes
(4.47) die 2antal kolomme k is eindig
(4.48) die aantal rye m neig na

(4.49) 1im % 072 B[, |7 = 0 vir j=1,2,...,k en
m-om i J

(4.50) die raug van dic matriks R :'{Ejy} waar

is gelyk aan (k-1),

asimptoties 'n x2—verdeling met (k-1) g.v.v. besit.
Hierby word aangerneem dat alle kij eindig bly

as m->x,

6). In 84,1 is genoen dat B+v,E(1953) met kolomtotale
ﬁj =2:ﬁij werk, Ons wysig egter die definisie van Ej
i
sodat O < lim var(d.) < ®. Hierdeur word die toetsings-—
m-q J

L.~ . . . .
grootheid Xy (sien die definisie hieronder) egter nie
beinvloed nie aangesien die addisionele m 'e in

q% nekaar uitkansclleer.
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B+v.E(1953) het ook bewys dat die voorwaardes

7)

(4.51) lim m‘lggki. > 0 Vir j=1,2,...,k en

m-> i td
(4,52) die matriks
RS PIRRR RSP

~

C = Hog ifgpns v iloy
met A.., = lim m_léjk..k.1 , is nie 'n matriks van die

h»] 1
tipe ( 6 8 ) nie waar P en Q vierkante matrikse is en

0O en O' uit nulle bestaan,
voldoende is vir die geldigheid van (4.49) en (4.50).

) = 0 as en slegs as k. .k 0

3+ iy Litag =
(sien vergelyxings (4.25) en (4.30)), kan voorwaarde (4.44)

Ondat E(ui

deur voorwaarde (4.52) vervang word (want (4.52) impliseer

dat (4.44) geld).

4,4, DIE TOETSINGSGROOTHEID Ty
4,4.1., Inleiding.

Die toetsingsgrootheid T soos gedefinieer in ver-
gelyking (4.46) is baie algemeen, maar dit is in 'n
moeilik henteerbare vorm.

Ons gaan ong vervolgens beperk tot 'n eenvoudiger
toetsingsgrootheid Tk viaartoe T reduseer indien alle

k =b > 0. Ten spyte van hierdie beperking, is Tk nog

%
'n uitbreiding op die probleem van m-rangskikkings soos

deur FRIEIMAN(1937) en KENDALL(1948) behandel.

7). B+v.E(1953) beweer dat die voorwaarde lim m <5k, > O
niedes g+
voldoende is vir hulle stelling 5. Die voorwaarde moet

. -1 . . . .
egter wees 1lim m Lki. d @ vir j=l,25..+:%K. Hierdie voor-
m->m i 1d
waarde 1s dieselfde as voorwaarde

(4.41) 1im o Yk . > 0 vir j=1,2,...,k.

m-> J
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4,4,2, Definisie en Limietverdeling van Tk.

Stel kij =b > 0 vir alle 1 en Jj, dan is

ki = kb vir alle i,
k_j = mb vir alle J en
N = mkb,.
Laat
~te D - 8)
(4.53) u, =m °2 2 (a.. -V¥.) soos in (4.17) .
J in=1 1Jn 1

Verder is

|

(4.54) o? - m‘lb(kb-b)ZKi wit (4.24)
1

1 kD _ .
= b(k-1)[mk(kb-1)1""2 2 (a,_-9.)° uit (4.22)
ip=t P %
= (k-1)K waar
(4.55) ¥ = blmk(ko-1)1"T T 5(a,_ - 7.)°,
AR Iy i
ip
Stel
(4,56) c? = 6% vir alle j.

Verder is

(4.57) 6., = - bzm“llei wit (4.29)
1

= - K,

A = {XCQ} is nou die (k-1)x(k~1) matriks met

determinant

(k"l)Kg - II\- g o 0 0 00 9 - I{

] = - K L(k-1)K,..... , - K
- K 9 - K 90 00 00 9(k"'l)K
(k_]—)s - l 9 ¢ 06 00 o @ 9 e l
= 1 (k1) ..., -1
d l 9 il l 9 ¢ 2 0 0 o 0 ’(k_‘l>

k-1, k-2

= K k%, want:
a -1 - .
Neem A = {_l : a} ; 'n 2x2 matriks,

Dan is |A| = (a+l)(a-1).

8). n deurioop die waardes 1,2,...,0 en p die waardes
Ly25...5KD,
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(a,—l,—l
Neem A' = (-1, a ,-1 , 'm 3x3 matriks, dan is
w:l,nl,a
4] = (a+1)%(a-2).
9"'1 9 "'1 9 "l-\
Neem A" = Ty a,=l,-1 , 'n 4x4 matriks, dan is
a 9"1
a
AT | = 3), ens.
g =1
vir &% = =L (k-1)x(k-1) matriks, is
)

(4.58) |a%| = (a+1)¥ 2(a-k+2).
Stel a = (k=1) in (4.58), dan is die determinant
van die (k-1)x(k-1) matriks
(k-1), = 1 ;...., = 1
=1 (k-1)yen, -1 gelyk aan k2,
-1, = 1,000, (k-1)
As kofaktore van A vind ons:
(k=-1)K, - K , vu. , = K

- .‘B—\. ’(k"‘l>}2:7 LY s = I\j

|Ac€| = , 'n (k=2)x(k-2)
-X , =K , ... (x=1)E determinent
(k-l)? '—'l 9 ° o o 9 "l
_ k2 -1 ,(k1), ... , =1
-1 9 -1 9 e o 9(k”l)
= 2R3 mibav, (4.598) met a = (k-1).
Soortgelyk is
- FE
|Arol e R ¢ £ C,
e
Vervolgens is
Al
(4.59) s -2 en
[A | Kk

Al
(4.60) —=8 =L vir ¢ £ ¢ sodaet
A Kk
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k-1 k-1 lAgg|
(4.61) Ty = ¥ F i U g - sien (4.46)
Yo¢=1 ¢=1 Al e
= %w Zug § = E 20 U
Kk ¢ Kk CAQ © °
=—2—-[Zu§ + 2 2 ucugl,
X £ % £L£e@ ®
k
Omdat 2 u. = O uit die definisie van Uy is
=1
el
By = = 5B
k £l £
D .2 .
us = (_Ejug) =§JuC + 25 Z Ul sodat
¢ ¢ cce €
(4.62) 22112 + 2 22 ueuy = Zu§+ ui
£ ° €<¢ g
k
= 3 us,
j=1 ¢
Uit (4.61) en (4.62) volg dan
k
(4.63) & = A ¥ ut
Kk j=1 9
= =1 592 uit (4.34) en (4.56).
ko® j 9

STELLING 4. 3.

Die toetsingsgrootheid

Ty = (h—é) S0
ko J J
besit onder Ho gsimptoties, vir m-w, 'n xgnverdeling

met (k-1) grade van vryheid.

Bewys: Tk is 'n spesiale geval van T wat onder voorwaardes
(4.41) en (4.44) asimptoties X2 verdeel is as m-~® (stel-

ling 4.2).

Nou is lim m Yk, . = lim m™*

mb =b > 0 sodat (4.41)
m-m ¢ mowm
bevredig word. Aan voorwaarde (4.44) word ook voldoen

_k—lkk—2

want |A| = K ¥ B

Die stelling volg dus direk.
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Opmerkings.
1), TFRIEDMAN(1937) se bewys deur karakteristieke
funkesies kan uitgebrei word na hierdie geval.

. (D) g3
W= S5 R

= LE:%l 2 E(u2>

2). E(T

= (k-—l )
= aantal g.v.v. van Tk.
4,4,3, Spesiale gevalle van Ty

4,4.3.,1. RENARD en VAN ELTEREN(1953).

Stel Yi(é.. ) = r.. , dan herlei

idm iin
K, = [kb(kb-l)]—l%(aip— ,.i)2 _ sien (4.22) - na
(4.64) X, = (k703 -3 g3 1/[12bk(ko-1)] uit (2.61), sodat
. l
l
(4.65) 6° = (k=1)K uit (4.54) en (4.56)
= m H(k-1)p° T K
1
= b(k-1)[12mk(kb-1)1"1 3 (1303 - z gl ).
l l
l
Verder is
(4.66) uy = 7 Z2lr; n-—%(kb+l)} uit (4.53)

in
sodat Tk herlei na

12(kb-1) S , 2
(4,67) T4 = S nAr.. -3(kb+1l)r]
B -bz (1{3b3—2 go% ) i i n { iJm ® }

i oy i

TB is die toetsingsgrootheid wat deur BENARD en

VAN ELTEREN(1953) in E3.3 Dbespreek word waarby aange-
neem word dat alle kovariansies OJJ (sien (4.30) waarby

¥y (513ﬂ) = rijn> gelyk is. Nodig en voldoende hiervoor

is dat alle kij gelyk is, sé kij = b > O vir alle i en j,

en dit is presies die geval wat hierbo bespreek is.
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Opmerking.
Indien Yi(éijn) = 6ijﬂ geneem word, herlei Ty
ook na TB.

4,4,3,2, FRIEDMAN(1937).
Stel kij =1 vir alle 1 en j, d.w.s, b =1 in

84.4.3.1. Dan herlei Tk na

(4.68) 1 = L2 50073 (2, - ¥,)12 wit (4.53) en (4.63)
1

ko b}
waarby & 5 gedefinieer is in (4.12) en
(4.69) 0% = (k)™ T 3(ay; - T;)C uit (4.54) en (4.55)
i
met b = 1
= m“liioi waar
i i
2 -1 < - \2
(4.70) Oy = k2 (a.,.-9%.)°, sodat dan volg
N FRE i
(4.71) 1, = KL 505 (e, - 702,
k%o j i Y
> Py
i fi
Definieer
(4.72) s¥% = Z[}]{rij—-%(k+l)}]2 (vergelyk (4.2)) en
j i

(4.73) 1F

Il

(k—l)_lZI 2 (gg ~ &, )  (vergelyk BENARD en
i oy i i

VAN ELTEREN(1953) vergelyking (3.4.2)).

Stel weer V. (u ) = r.., dan is

1j ij
6 = (1omk]™ 12;(k3- 2 gé ) uit (4.65) met b=l sodat
i o i
1
(4.74) of = (12k17(x’~ % gl ) , en herlei T, na:
i ai i
(4.75) Ty = 12(x-1)5%/% (k- Tg3 )
- i oy i
= 12(k-1)8*/[mk(k°-1)- 2«{Z,g S-S
1oy i i i
= 125%/[nk(k+l)- (1)1 2 3 (g2 -8, )]
i o oy i
i
= 128% /[nk(k+1) - 7]
= x2 van FRIEDMAN(1937) soos aangegee deur

B+v.E(1953) vergelykings (3.4.1) en (3.4.2).
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Indien daar geen knope voorkom nie, d.1i. as

alle 8y, = 1, is ™ = 0 en herlei TD na:
i
(4.76) Ty = 125%/mk(k+1)
= 12[mk(k+l)]_l Z(Z}?ij)z waar
J i
S - i
(4,77) Tij = Ty (k+1),

Vergelyk FRIEDMAN(1937) vergelyking (18) en FRASER(1957)
p. 262 probleem 22.

FRIEDMAL(1937) het bewys dat TF asimptoties 'n
xz—verdeling met (k-1) g.v.v. besit as m-w.

Uit stelling 4.3 volg dat die meer algemene toet -
singsgrootheid Ty, wat na I, = X2 herlei indien Wi(éij)zrij
en voorts nsa TF indien daar geen knope voorkom nie, asimp-
toties x2 verdeel is onder H  met (k-1) g.v.v, &s m->w®,
Opmerkings.

1). TFRIEDIAN(1937) se toetsingsgrootheid is 'n
spesiale geval van BENARD en VAN ELTEREN(1953) se toet -
cingsgrootheid TB.

2). I¥ENDALL(1948) het die grootheid Tp geskryf
in die vorm
(4.78) Tg
(4.79) W

Kendall noem W die ,coefficient of concordance".

=

m(k-1)W waar

128*/[m2k(k2-1)1 .

3). Indien daar geen gelyke waarnemings voorkom

nie, alle Yi(é) = ¥(8) en alle kij = 1, dan herlei 05
“i

uit (4.70) na

(4.80) 05 = k_lil[w(éij) - ?]2 waar U = kulilY[j/(k+1)]
1 J J
= 05 (s8).
) By .
Dus Oj =m ijoij uit (4.24)
= m—l 2 05
;o
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Laat Sm die makginum-waarde wees wat S = Zuj
m 3

onder bogencemde voorwaardes kan aanneem, Dit word ver-
kry as alle rangskikkings identies is. Die kolomtotale
is dan (nie noodwendig in did volgorde nie):

| l ’ 2 P): fonl y o
J/m V(Kij>y /m W(E:T)a cee 5 /M Y(E¢I) sodat

S = 2U/E (gD -/ ¥
= n3 [v() - 91°

k+1

= mko© uit (4.80).

v
X

Gevolglik kerlei T, uit (4.68) na

Té = LE:%l Sl m.b.v. 4,69) en (4,80)
koy Y

11

m(k-—l)S/Sm .

4). TERPSTRA(1962) wys daarop dat FENDALL(1948)
se bewys dat m(k-1)W asimptoties X2 verdeel is as m-wm,
foutief is (stelling VI).

5). In EHRENBERG, A.S.C.(1952):Biometrika 39,
pp. 82-87, is 'm toetsingsgrootheid voorgestel vir die
probleem van m-rangskikkings. TERPSTRA(1955,1956)
het die asimptotiese verdeling daarvan bepaal vir
m cindig en k-w, terwyl VAN ELTEREN(1957) die asimp-
totiese verdeling bepaal het vir k eindig en m->m en
acngetoon het dat die toetsingosgrootheid in 'n triviale
geval ekwivalent is aan die toetsingsgrootheid van

FRIEDMAN(1937).

4.4,3.3. vi(&ijﬂ) =

(1}
i

r,. =EGL )
1JM 1JM
e e I3 & o= P . Ioa o -
waar Dipi (Sil CBip < unn < %iki) die waardes in rang

van 'n ewekansige steekproef van grootte ki = kb uit 'n
normsal (0,1)-populagie is (vergelyk TERRY(1952) en

82.5.2.2).
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In hierdie geval is: 9)
oy =Yy
- (kb)"lZSip
ol
= 0 weens simmetrie,.
Verder is
1
(4.81) u. =m *Y 3 a.. en
J i n 14M
(4.82) 6° = (k-1)K uit (4.54)
= (k-l)b[mk(kb—l)]—lEJZvag waar
; ip
1p
S
i ) & = .L~r T ; .
(4.83) ip gai 2 w1“<ca%~l'ﬂy/(k1+l)]
\i haed
wanneer Ga.~l'£L$ p £ Ga.
i i

met Yi(éip) =y 1o hierdie geval.
Uit stelling 4.3 volg dat

Ty = LEZ%l Zug onder H_ asimptoties, vir m-w,
J

ko J
'n XZ—Verdeling met (k-1) g.v.v. besit.
Opmerking.
Hierdie is 'm veralgemening van 'n probleem voor-
gestel deur FRASER(1957) (p. 263 probleem 23). Stel

ons b =1, dan herlel bostaande resultate na genoemde

probleem van FRASER(1957) en kry ons:

uj =m %jaij en
6° = (mk)mlzfi ai. sodat
i3 J
(4.84) 1, = BED) 5,2
kK T o2 ]
2 Lai. 3
i

9). Ons kan in hierdie geval ook met 'n toetsingsgroot-
heid van die vorm van (4,46) werk indien die ki. 's nie

J
almal gelyk is nie.
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Indien geen knope voorkom nie, is aij = :nij’ sodat

(4.85) 1, =Ll sryz 9°

k N ) . \—’la
Ty is onder H, asimptoties XZ verdeel met (k-1)
g.V.V. ag m-m,
4‘04’0304'@ w-(é-. ) EQ(&..")

waar Q(q) die qde kwantiel van 'n normzal (0,1)-verdeling

is (sien VAN DER WAERDEN(1957) en §82.5.2.3).

In hierdie geval 1is 10)
9 =Y
= (k)T s, )
> ip

IY
= 0 weens simmetrie.

Verder is

1
Y — TESY
(4.86) uy = %j% 834y ©n
Q 2 \ ~loo 2 .
(4,.87) ¢ = (k-1)b[mk(kb-1)1""3% % aj, uit (4.82)
ip
met &3, 5008 in (4.83) waarby Yi(éip) = Q(éip),

Soos in die geval van B4.,4.3.3 volg dat

T, = (K"%) 5l onder H_ asimptoties, vir
k kO{_ J J O

m->w, 'n Xz—verdelinﬁ met (k-1) g.v.v. besgit.

Opmerking.

u. =m “xa.. e
%:@13 n
0 = (mk)_lijﬁ 2. sodat
P Y
1
(4.88) 7, = BU=l) 5.2
ZZJaij j o
id
Indien daar geen knope voorkom nie, is a._ =Q(8..)
ip ip
sodat
(:69) 7, = =LA 51z ae, )12 .
TZZQ(6,L) 3 4
i ] +J

10). Sien voetnoot 9.
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T, is onder H  asimptoties X2 verdeel met (k-1)

g.V.V., as m-wm,

4.4,.3.5, TNeem vervolgens die meer algemene funksies

Yi(é ), i=1,2,...,m, wat strengstygend (of streng-

ijh’*ijn
dalend) is in beide argumente en eindig is vir alle ein-

dige Xijh en vir 0 < 6ijh < 1, med
oVv. . .
il > ¢ > O vir alle i en Xx.
0xX

Laat (sien byvoorbeeld vergelyking (4.12)):
-1

(4.90) Pip, = g“i HL‘ v [ 25,6, _ iy 9(G°"i“l +uy)/(k+1)]
i i
vir Gai_l-ﬂ.g p; £ Gai .
Definieer
(4.91) aijh = aipi indien X4p = Zipi ,
- S .
(4.92) ¥, =k.7 2 wi(xip. ) bip_)
D i i
i
-kl s oAl
i = 1p1 *
Py

Laat weer

= R i i .
(4.93) U4 g(aigh Yl) indien li > 0,
1
4,94 o= m Rru. ..
(4.94) U iu”

- e . . . .
Die resultate van 8° 4.2 tot 4.4.2 kan vir hierdie
geval aangepas word. Ons gee slegs 'm kort sanduiding.

Dul die x..h—waardes aan deur z en laadt

1J
Z = (7119227.5.9211\“—;)0

19Z29uu-7Z:N

Soos in lemmas 4,1 tot 4.3 kan bewys word dat
(4.95) E(uylH;2) = o,
(4.96) o? = Var(uj HO;Z)
- m"lZ]kij(ki~kij)k£l(ki«l)"l Z(aip.-?i>2 en
i 1 i
(4.97) o4y = kov(ujyuj|Ho;Z)
- - m"lé?kijkiy KT (ke -1) 7 Z(aipi-?i)g.

Py
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Ons kies 'n getal w > 0 en vereis dat in elke 1y
tenminste twee x 'e in verskillende ,selle" met minstens
w verskil, Alle rye wat nie aan hierdie voorwaarde vol-
doen nie, word weggelaat,

Omdat alle Xijh eindis is, volg soos in die opmerking

: 2
na lemma 4.2 dat o? > O vir m eindig, en lim oj > w' > 0,
>

Neem ons weer v, = chuij waar die 5 's eindige
J
re&le getalle is wat nie almal gelyk is nie, en
oio = var(vi), dan kan ons op analo& wyse as tevore die

volgende stellings bewys:
STELLING 4.4.
Indien
(4.98) 62 > 0 vir i=1,2,...,n,
besit Zc.u, asimptoties, vir m-w, onder Ho'rlnormaal—
J
verdeling.

Bewys: Soos stelling 4.1.

@

Soortgelyke resultate word ook gevind as in lemm&

4,4 en 4,5, sodat ons kry:

STELLING 4.5.

Indien

(4.41) lim m~t

m->m
(4.99) 2 = {Ojj} van rang (k-

k'j > OVlI‘ -i:ly2gotvyk en

A%

vir elke gegewe Z

-
-t

dan besit

asimptoties, vir m-»®», onder HO 'n XZ—Verdeling met
(k-l) geVoV#
Bewys: Soos stelling 4.2,

Stel kij =b > 0 vir alle i en j, dan is (sien B4.4,2)

(4.100) o? = (1-1)blak(kb-1)1"1 2 5(= lp-—?i)g vir slle j
ip

o,
= 0% (s8), en
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iy 3 )
u, =m 22 2 (a.. =-¥.),
J $poy iino i
Definieer weer
T, = LE:%l 5 us
ko J J

. . . . . 2 .
dan besit Tk asimptoties, vir m->w, onder HO 'n Yy —-verde-

ling met (k-1) g.v.v., (sien stelling 4.3),

o - = relvk PITLIAN
Stel nou Yi(“ijﬂ’éijn> = X4, (vergelyk PITHAN(1937)
en B2.6.2).
Laat x. = ¥,
i i
= (kb)*lijxiﬁ.
p
Dan is
4,101) u. = m_%"“" Xe. = X. en
(4.101) u, 520y g = %)
2 ) -1 - \2
(4,102) ¢° = (k=1)b[mk(kb-1)]1""% ¥(x, -X.)°.
- ip i
1p
.___} -
T, = (k 5) 2 u? besit asimptotics 'n Xg—verdeling

J
onder H_ mnet (k~1) g.v.v. as m-wo,

Oprmerking.
Stel b = 1, dan reduseer bostaande geval na dié
veorgestel deur FPRASER(1957) (p.262 probleem 21), 1In

dié geval is:
1

= -1 S . = _ —Lly = _ -1l
Xx; =k z,Aij ) X,y =1 gJXij , x = (mk) ;JZXij ;
J 19
i ,
u,j = Z:E(Xl;]- l)?
6° = (mk)"TE (%, . -%,)°
. 1J 1
1]
= mle]Si waar
i
(4.103) 32 - k_lij(x:.-x ) sodat
i FENE i
-1)  srs = 42
(4.104) T, = < SES (., - %)
Koy S§ R 1
i
2 . } '
_ m(h—-l) .ZJ(X'J-"‘X>2°



UNIVERSITY OF PRETORIA
YUNIBESITHI YA PRETORIA

+
&

“ UNIVERSITEIT VAN PRETORIA

4

153,

Tk besit asimptoties, vir m-w, onder ho 'n x -

verdeling met (k-1) grade van vryheid.

4,5, ANDER UITBREIDINGS.
4.5.1. Inleiding.

In die probleem van m-rangskikkings (8% 4.1 tot 4.4)
is die asimptotiese verdelings van voorgestelde toetsings-
groothede ondersoek indien die santal rangskikkings m->w.
Die vraag ontstaan wat sal gebeur indien alle kij% w,
of indien k-,

Alleen eersgenoemde geval lewer 'n sinvolle bydrae
tot die studie van ons probleen., (Sien ook §4.4.3.2 op-
nerking 5 waar 'n geval aangehaal word waar laasgenoemde

geval (k-m) bestudeer word),

4,5,2, Geval kij—xn vir j=1,2,...,k; 1=1,2,...,m, waarby
kenm eindig is.

Hierdie is 'n twee-faktor variansie-angliss wear
rangnommers afsoncderlik binne elke ry toegeken word,
Elke ry kan beskou word as bestaande uit k willekeurige
£ro0t steekproewe (die m rye dui m replikate aan)., Die
teorie van hoofstuk II is dus toepasbaar op elke ry., In
notasie sluit ons aan by dié van hoofstuk II.

Die waarnemings in die sel (i,j) kan beskou word
as 'n steekproef afkomstig uwit 'n populasie met verde-
lingsfunksie Fij’ Onder H; nl, dat alle verdelingsfunk-

o~

sies Fij identies ig vir gegewe i, 8¢ = F is alle per-

i’

nutasgies van wacrnemings in elke ry ewekansig (HO).

Neem
1
k> (a.., -¥.) dindien k.. > O
4o _ iJ ijh 1 i]
(r,J.OB) le h
0 indien k.. = 0O
1J
en y. = 2 Vi e
J i~ 1d

Hier word veronderstel dat die Wj funksies is van

).

rangnommers alleen, w.w.S, van die vorm Yi(éijh
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Lemma 4.7. Indien

(4.106) maks[v. (6, %—?.]2 = o(k.) vir k. »® en i=1,2,..,m
0. 1t ips i i i
i

(4.107) (Iedere diskontinuiteit van Fi(x))gg <1 vir alle i

(4.108) 1im k. ./k, > ¢ > 0 vir alle i en j,
k.- 1o 1=
i

dan is

4 — S T
(4.109) W, o= %Cijbij
waar die cij's willekeurige eindige re&le getalle 1is,

esimptoties normasl verdeel as ki—ﬁn, i=1,2,...,m.

Bewys: Die bewys is, vir vaste 1, analoog aan dié€ van
stelling 2. 3.
Opmerking.

Voorwaarde (4,108) is nie nodig nie solank kij—xn
as ki—xn (vergelyk stelling 2.3 opmerking 2).

STELLING 4,6,
Onder voorwzardes (4.103), (4.107) en (4.108) en
R
onder HO is ;ejy
J
re€le getalle is en

i waarby die ej's willekeurige eindige

1
-3 -1

ol

(4.110) §j = (¥-k, )

2 ,
met ¢ = var(y.) en k . = 2k. .

] (v3) L3 = Ry
asimnptoties normaal verdeel as N-w,

Bewys: Wi oen wy, is onderling onafhanklik indien i # 1i' .
Met behulp van lemma 4.7 volg dus dat
(4.,111) W :IZVH_ asimptoties normaal verdeel is as N-w
i
(as N-w, geld dat alle kij-xn omdat k en m eindig is
en omdat ons aanneem dat alle kij van dieselide orde
grootte is - voorwaarde (4.108)).
Omdat die Cij 's willekevrig is (behalwe in soverre
dat almal nie gelyk mag wees nie) kan ons sonder verlies

aan algemeenheid stel

1Y

- Lot -1 . .
.11 LLo= -k )N =e.o. o e 1.
(4 2) C 5 (X °J) N eJOJ vir alle i
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Dan is
(4.,113) W =22c..y
1] 13719
55 (hek )¥w e o7t
= i~k )N e 0.7y, .
1] J J J "1d
1 1
N TS -—l
= 2(N=-k_.)=*N ® 2 N
= 2l €497 7
J
= 2e.y. m.b.v., (4.110).
i J7d
Zejyj is dus asimptoties normaal verdeel as N->wm.,
J

Lemma 4.8. Onder die voorwaardes (4.106), (4.107) en
(4.108) en onder HE_ geld die voorwasrdes

0
(4.,114) lim.var(y ) > ern
N-=w J

(4,115) lim E ly i2+6 o vir J=l1,2,...,& en & > O,
-0

Bewys: Soos in die opmerking na stelling 2.2 volg m.b.v,
STOXER(1955) stelling 2.4 dat

lim inf. va 1(y ) > e > 0.

I >

Magr var(yj) = var(yij) - gien byvoorbeeld (4.24),
i
Due lim inf,. V%r(y ) > lim inf, var(v ) > 0 vir enige i.
"\T _903 "\T __>CD
var(§.) = (N-k .)N—lvar(y.) 572
J °J J dJ
=1 - k.jN°1 sodat

lim var(y.) =1 - lim k..N_l > 0 waarmee (4.114)
N->w J M-0

bevredig word.
Indien, wat verder deurgaans veronderstel word,

K13 (o, - 9% = 0(x,) vir i=1,2,...,n

. ip. "1
Pi 1
dan volg op analo& wyse as in bylaag A dat
E(yij)4 (o vir alle i en J.

Aangesien y.. en y.. onafhanklik iu indien 1i#1',

1] it
volg maklil: dat voorwaarde (4,115) bevredig word.
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Lemma 4.9, Die variante Y 5 is onder voorwaardes (4.106),
(4.107) en (4.108) gesamentlik asimptoties normaal verdeel

as N-w,

Bewys: Die bewys volg direk uit stelling 4.6 en lemma 4.8

net behulp van leama 2,5,

Opmerking.

Die karakteristieke funksie van die yj 's is dus van

die vorm

4838

waar 2 die momentematriks van die

yj 's voorstel, §| = {91,92,...,@k} en 8 die ooreen-

komstige kolomvektor,

~

Lemma 4,10, Die momentematriks 2 van die variante y.,

J
j=l,25.4.3,Kk Dbesit onder HO 'n rang van (k-1).
Bewys: Met behulp van (4.23) en (4.30) volg:
. e o AL el g 42
(4.116) Vdf(yij) = (ki Kij)ki (Li 1) ,Z(aip. _i)
Py Ui
= (kimkij)Ki en
(4.217) kov(yy 5734) == Oy K, Bz (e, -1) (e, - 7,)2
Iij iTAgr Tl ig. "4
Py !
% —_— 3
= - (kijkij)“Ki vir j £ J waar
_ o=l 4=l R
(4.22) K, = k;(k;-1) pZ(aipi ¥.)°.
i

Die momentematriks van die y. (vir vaste i) is

ij
van rang (k-1), want tussen die elemente van elke ry be-

staan 'n line€re verband, nasamlik

w 9
(4.118) %kij var(y; )-%7 2.‘(1=lJ 13) kov(y 1T)
J 3£
= ¥ - oSy
= gkij(ki kiJ) 5 %#ykia 55 K
= Jle K. (k<k:w 7 k.:]
il R

=0

en geen ander lineére onafhanklike verband bestasn nie.
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Die transformasie van Vi ne yj is lineér en nie-
[ [3

singulier. Gevolglik is die rang van 2, die momentema-
triks van die §ﬁ 's, ook (k-1).
Opmerking.

Dui, soos in die opmerking na lemma 4.5, die momente-
matriks van enige (k-1) §j 's aan deur A = {ng} met

kofaktore ]A(g

STELLING 4.7.

Indien
: 5 12 . -
(4,106) m%ks[wi(oipi) - vi] - o(ki) vir ki—nn ent 1=1,2,..,0
i

(4,107) (Iedere diskontinufteit van Fi(x))§9.<l vir glle i

(4.108) 1im k. ./k. > ¢ > O vir alle i en j,
k. o 9 01T
i

dan is
k=1 k-1 A

—

ggi o -

—_—22 7.y oncer H' asinptoties
¢=1 g=1 |4 ¢ ¢ o

T =

g

X2 verdeel met (k-1) grade van vryheid as N-ow,

Bewys: Uit lemma 4.9 volg dat die momentematriks van die

V- 's van die vornm
° '
3T AT .
e 5t is,
en m.b.v, lemma 4.10 dat A van rang (k-1) is.

Die bewys volg nou m.b.v, Sl.4.

Opmerking.
T kan tot meer hanteerbare vorms vereenvoudig wora
deur cekere beperkings te stel, byvoorbeeld alle ki* = Db
J

(sien B4.4). Aangesien die prosedure dieselfde is as

in hoofstuk II, gaan ong nie verder daarop in nie.

4,6, DIE ALTERNATIEWE HIPOTESE,
4,6,1, Inleicding.

Tot dusver in hierdie hoofstuk het ons die geval
onder ho beskou waarby veronderstel word dat alle moont-—
like rangskikkings van rengnommers binne elke ry
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gelykkansig is. Hier word egter die meer algemenc hipo-
tese H beskou waarby aangeneem woerd dat al die km items
uit dieselfde of verskillende populasics afkomstig is,

en wel dat die waarnemings x h=1,2,...,k van die

i3h? 1]

item X4 alfkomstig i1s uit 'n populasie met kontinue

J
verdelingsfunksie Fij’ i=1,25...,m3 J=1,2,...,Kk.
Die limietverdeling van die voorgestelde toetsings-—

grootheid word onder H bepasl indien m-> .

4,6,2, DTefinisies,

Feem

k|
-1 .
4,11 .. o= kT4 v (6, .
( 9) i3 13 hzl 1(854p)
waar Yi(é) eindig is vir O ¢ 6 < 1 en &ijh = rijh/(ki+l)
soos in B4.1., Stel
f
(4.120) tij = tij - E(tij]H) ,
i {
J iz
i ] 1 1 1 ! . . o
(4.122) ogi) = kov(tij’tij‘H) = E<tij’cij H) vir j#j want
(4.123) E(tij H) = 0
(1) _ o
(4.124) 0,3 = var(tij!H),
(4.125) oéy kov(5, %, [H) = (.6 [H) vir jAJ went
(4,126) E(t.|H) = O en
j
(4.127) 033 - 032 = var(s, [H).

Hieruit Volg maklik dat

m"1§:o<i) net

Il

t
(4.128) 055

7 3
(4,129) 032 = m"lg?o§§>.
4,6.3., Die Toetsingsgrootheid TA“ Limietverdeling onder H.
Stel
(4.130) v, = ?cjtij waar die ¢y 's willekeurige eindige

regle getalle is wat nie almal gelyk is nie.
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STELLING 4.8,
Indien
(4,131) Var(ViIH) > 0 vir i=1,2,...,m,

dan besit chtj onder H asimpltoties, vir m-®, 'n normaal-
J
verdeling.

Bewys: Uit die cdefinisie ven Yi volg dat tij’ enn dus ook

1
.

65 50 eindig is vir alle i en j (ki <@ vir alle 1i).
Dus

oy s (248 . .
(4.132) Eltijl <o vir alle i en j en vir & > O,

Soos in stelling 4.1 volg eerstens dat

12+6

(4.133) E[Vi <o vir alle i=1,2,...,m

5 . : .

en vervolgens dat chtj =m *2V. asinptoties, vir m-w,
J’ bt

J

'n normaalverdeling besit.

H- 0V

Opmerking.
var(VilH) kan ook geskryf word:

(4,134) var(Vi) = E[Vi-E(V4)]2

=B[Sc.t., - B(Zec.t,.)1°

FRS RS ER A
= E[%ﬁcjt;j}2 want E(tij) = 0
- ?%"cjcj, E(t J,tij,)
-2Zepey oy

Lemma 4.11., Indien

(4.131) var(VilH) > 0 vir i=1,2,...,m en
(4.135) 053) > 0 vir alle i en j,

dan voldoen die tj 's aan dis voorwaardes

(4.136) 1im var(t.|H) > 0 vir j=1,2,...,k en
m -0 J

[\

(4.137) 1lin E|t, |20

m->0

<(D VlI’ j:lg2yoougk en. é > Oa
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Bewys: Uit (4.129) volg
var(tj[H) = m—1§10§§> sodat m.b.v. (4.135) volg
i

(4.136) 1im var(t.|H) > O.
m-m J

In stelling 4.8 is bewys dat

(4,132) E}tijlz+6 <o vir alle i en j en & > O.

Soos in lemms 4.4 volg nou dat

12+6

(4.127) 1lim E|%. <o vir j=1,2,...,k en & > O.

m-aw J

Lemma 4,12, Indien voorwaardes (4,131) en (4.135) geld,
is die gesamentlike verdeling van die variante tj asimp-

toties normaal as m-w.

Bewys: Omdat

(4.136) 1lim var(t.|H) > 0 vir j=1,2,...,k,
m->wm J

(4,137) lim E}tj§2+° ¢ vir j=1,2,...,k en & > O (lem-
m->Q

ma 4.11) en omdat Zojtj asimptoties normasl verdeel is
J
as m-w (stelling 4.8), volg die resultaat m.b.v.

lemma 2.5,
Opmerkings.

1). Die karaskteristieke funksie van die gesament-
like verdeling van die tj 's is dus

L.
emé@ 238 waar 2, = {63j> die momentematriks van

die tj 's voorstel.

2), Neem as voorwsarde
(4.138) 2 is van rang (k-1).

Dui, soos in opmerking 2 na lemma 4.5, die momente-
matriks van enige (k-1) tj 's asn deur A = {Kég} met

kofalktore |Aég| waar C,0 = 1,2,...,(k=1).
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STELLING 4.9.
Indien

(4.131) var(V, |H) > 0 vir i=1,2,...,m,

(4.135) ogi) > 0 vir alle i en j en
(4.138) 2 van rang (k-1) is,

dan besit die toetsingsgrootheid

4ol
(4.139) T, = 33 - ool tetg
£ r
®

¢ ¢ i/\'l ¢
onder H asimptoties, vir m-w, 'n X2—verdeling met (k-1)

grade van vryheid.
Bewys: Die stelling volg direk uit lemma 4.12 en §1.4.

Opmerkings,

1). Die berekening van Og§> skyn baie ingewik-
keld te wees, behalwe onder HO in welke geval ons dit in
lemmas 4.2 en 4.3 sangegee het.

2). Deur allerlei verecenvoudigings kan spesiale
gevallelxrtTA afgelel word.

3). Die stelling kan ook bewys word deur van
kearakteristieke fumksies gebruik te maak soos FRIED-
MAI(1937), maar die voorwaardes is baile meer beperkend

as in ons geval (byvoorbeeld: Vir elke vaste j en J moet

o§§) gelyk wees vir alle waardes van i=1,2,...,m).
4,7. ASINMPTOTIESE RELATIEWE DOELTRZFFENDHEID,

Beskou die alternatiewe hipotese
(4.140) Ha: (X) = F. (K+d 4)
waar die dj 's Wlllekeurlee eindige re&le getalle is
waarvoor sonder verlies aan algemeenheid veronderstel

kan word dat

(4.141) 2 4. = 0O,

b J
Ons neem nouw deurgaans as voorwaardes
(4.,142) 1im E(u JlH ) = Bj (o vir alle j en

n->a
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. |
kov(uj,uy|Ha)

(4.143) 1im

m-wm kov(uj,uylﬂo)

=1 vir alle j en J .

Aan laasgenoemde voorwaarde word waarskynlik
in die algemeen voldoen, d.w.s. onder algemene re&lmatig-

heidsvoorwaardes en kontinuiteit van die funksies Wi en fi,
1
waar f. = F. .,
aa i Fl

In die res van hierdie hoofstuk word veronderstel
dat aile Yi en fi kontinu is, dat dear geen gelyke waar-
nemings voorkom nie (alle Fi is ook kontinu) en dat alle

Nou volg uit (4.17), (4.119), (4.120) en (4.121)

met,Ha in plaas van H:

-1 -1 ‘
4,144) t, = D - D .
( )t %3 i'a
-+ ~l T ] - _'—%_ ? "l “ it -
met b ;u(u:j 5) =m % (b %E{ji(éijn) lH } -0,

Uit stelling 4.2 volg det

(4.46) T =

RIS
(Q 4
=

onder H_ asimptoties 'n xz—verdeling met (k-1) g.v.v.
besit as m-»m. (han die voorwaardes van stelling 4.2
word voldoen - sien stelling 4.3 ~ want vir alle

kij = b herlei T na T, van stelling 4.3).
Omdat 1lim var(t.|H.) eindig en positief is (lem-
m->m J e

ma 4,11), volg dat

(4.145) 0 < 1lim var(uj

H ) <o vir alle j.
m->m h

Uit stelling 4.8 volg dat chtj asimptoties nor-
maal verdeel is onder Ha en voorwaarde (4.131) as m-w,
waar die cj 's willekeurige eindige re&le getalle 1is,
Haar

. s rely L mloe (4
(4,146) chtj = %cj[b U b E(ulea)] uit (4.144)

] ]
= vt Scu-b TS e E(ulH ), sodat ook
jJJ jJJa

chuj asimptoties normaal verdeel is onder bogenoemde
J



voorwaardes,

Gevolglik besit die uj 's onder Ha asimptoties,
vir m-w, gesamentlik 'n normaalverdeling indien voor--
waarde (4.142) ook nog bevredig word.

Uit voorwaarde (4.143) volg dat die U 's onder
Ha asimptoties, vir m-mw, dieselfde momentematriks besit
as onder Ho, naanlik A. You volg uit §1.4 dst T onder
Ha agimptoties, vir m->w, 'n nie-sentrale Xg—verdeling
besit met (k-1) g.v.v. en nie-sentraliteitsparameter

A Ly
(4.147) 2% = £% 1im —=&- E(x (;1” ). E(uglh
CC m-owm |A]

Uit (4.142) en (4.145) volg dat A° eindig is.
Aangesien alle kij = b > 0O en daar geen knope
voorkom nie, herlei T na:

(4,148) T, = Lkl%l Zu? uit (4.63)
J

Ia koc.
(1-1) oo —ks 2 7 192
= =Tml 3 [mTE Y Y wi(éi. )-.wi}] uit (4.17)
k6% ] in=1 N

met ¢° gegee deur (4.54), (4.55) en (4.56).
Soortgelyk aan T herlei V2 m.b.v. (4.59) en

(4.60) na:

2 —_ 2 l U e . -~ .
(4.149) A = ﬂll:sz{I = g[L(ug ih 1%+ ¢ é#zéE(ug ]Ham(ug.ma)}
o (k= l 2 ~ A\ ¥
= 1lin 25 E(u > 2 E H_)E(u,|H_ )b,
m&gn L { )] +‘Q%Q (ugl a> (ug ay

Hierbo is

11

(4.150) B(u,|H,) B {n” 41 SLv. (8, )-Gi]} 5,1

in
mzzz}:[w (6 )!H]— m22w .

l”li

il

Nou is, vir vaste i,

(4.151) ELv, (6,5, [H,) = Blv, (k oli: e
SR
2 Vs () Plry y = pIH,D

p=1
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Dui vervolgens die verdelingsfunksie van die
"

verdeling van Xijﬂ aan deur Fijn WaaArby A=l,244¢4 2003

i - Iy n=1,2,...,b. Dan geld volgens §4.6.1 dat

it
F-- EF‘---

ijb 13

Vir vaste i is daar kb verdelingsfunksies
1]
Fijn 3 35 P evrnell Ml Bheen B, Dl ¥l hiesrdie vel-
delingsfunksies aan deur F;g waar g:l,2,...,kb sodanig

o Byg 8 By Bop B oy cen 4 By S Bgns F i,  pe1 = Fysys
1
Fi,b+2 F122’ el
Uit (4.151) volg dus nou verder
(4.153) BLY; (8,4, ) [H,) = 2 v, (gfy) Plryy, =pIH,]
(o) [ T |
= W, (s T Ll - F r] ar,
1" kb+ - |J 15 ]
(#e)
> kb a)kb ] ' '
+ fl(m) gil _ TI' Ll F ﬁ Flg dFlg +
() (;f

Xo ® kb , ,

+.¥(TI)§£”_I ﬁﬂ Ll“Fp'FJ.'J'Fig" dFig+.....
(#8) (#&,8:8")
® kb ;
i) [ g g ary,
#8)
. 1 - i _ . ll)
waar Fig = Fijn s, dow.8 g = (j=1)b + n
kb
2 P (e
S ® kb , ,
.§<§%< (p 2 c£ ﬁil [1~ F. u]Flg 18"" ig(P_l) dFig
(almdl 745) (#(csbro-!g(p“l}

ki word nou gevind deur terugsubstitusie van
(4,153) en (4.150) in (4.149), Bostaande uitdrukking
is in die algemeen onhanteerbaar. Ons beskou slegs die

volgende spesiale geval.

kb

11). ﬁﬂlF 1 dui die produk F11F12 ceo*F

1
i,kb El.al’la
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Spesiale geval: ?i(&ijn) = 550
Nouw is ¥. = (kb)"lijz r.. ult (4.14)
i ijr
J N
= %(kb+l>9
S A — -5 - (1
(4.154) uy = o %}%Erijn +(kb+1) ] en

(4.155) 6% = b2(%k-1)(¥b+1)/12 uit (4.65).

Tk herlei dus tot

A 21 (v ) 1= S e} 12
(4.156) 7 = 12[mb“k(kb+1)] ?E‘Efﬁ{rijn" L(xb+1)} ]
!

Uit (4.153) volg:

® kb ,
BE( = f —I 7.
lwih ) = -Oﬁ p'il 1 .] ARy, +
(#8)
Lgb ® kb : \
2 r ', aF,
+ 2g=1 _.f il Ll - F ']Flg Flg +
(#g)  (#g,8)
Zk%; ® kb , ,
+ ) 1-F. J]F. I N S
3 geg _4£ ﬂl[ 1ﬁj lg 1g
(#g) (%—g g,8")
® kb .
kb F. N
+ ~%£ ﬁil 1ﬁ dFlg
(#g)
Deur die terme uit te skryf en te hergroepeer,
volg dan:
Kb ® .
4,1 E = 1 . AF. w b
(4.157) (rlJnl ) .+g(#g) (é Flg g Weardy
F. =F,. = F.. y, d.Ww.es. g = (J=1)b + n.

1g 1dn iJ

Hierby is

Gass) ¥ felanl -3 3 f
4.15 ¥ 5y /P
o(de) - 1€ e T gl g Tin ©

o
=]
1l

!
- / F ar.
- ig
5 @
= b ) F . 1F -
Sy any -
® 1 1
=b2 [ P, (X+d m %) dPF, (x+d.m %) =% met
i -o J 1 J

behulp van (4.140),



&, v o ety
166,
i 69)
=bx [ F.Ix+(d,-d.)m *] dF.(x) - %
J' - J

@ 1, 1
-1 5 : _ ~% - -5 S
= D 3 _Oé [P, (x)+(dy-d m ‘fi{x+@(dj, a)m }IaF, (x) - 4

m,b.v., Taylor se middelwaardestelling, waar 0<6<1,

sangesien fi orals kontinu veronderstel word

@
)/ fi(x')dFi(x) waar

= 2(kb-1)+bm™E 3 (a,-4q;
-0

jl

wj-

X' = X+@(djp-d.>m

J
Nou is vir die geval Yi(éijn> =Ty
Lo i
(4.159) E(u. |E.) = m =2 ¥B[r. . |H 1-2mt%b(xb+l) met
i'a T iin'Te

behulp ven (4.154)

ajR

oo —-‘1 @©
=m *%2[1+5(kb-1)+bm *Z(d,-d.) /[ fi(x')dFi(X)]—
iﬂ 5l

J
1
- "o (kb+l) uit (4.157) en (4.158)
2 =1« L ] "
=bm 2 (d,-a.)> [ fi(x')dBi(X).
Indien vir m voldoende groot geld

Q0 1
(4,160) / fi(x+cm_2)dFi(x) <@ waar ¢ 'nm willekeurige
-0

konstante is, dan geld, omdat fi kontinu veronderstel word,

@ kX @
_O{) fi[x+@(dj,-dj)m‘»%]d1vi(x) =~O£ fi(x)dFi(X) + o(1),

waarby 0<6<1.
Aan voorwacrde (4.160) word byvoorbeeld voldoen
indien fi gelykmetig begrens is.
Nou is

)

il

2w l(a - a.)% [ £ (x)dF. (x) + o(1)
. ma(dy - 442 ;(x)aF (x) + o0

(4,161) E(u. |H
J J 1 -

2

i

o)
- bxm . T [ f.(x)aF.(x) +0o(1l) met
Ji ~w 1

behulp van (4.141).



Daar word dus in hierdie geval voldoen aan
voorwaarde (4,142),
Uit (4.149), (4.155) en (4.161) volg:
(4.162) A2 = —22___ 14y [2>{E(uglﬂ )}°
b k(kb+l) m->m

QL(ung E(uglﬂ

C#£C
12 (%K. <
= —s——=——— lin [2L{~ﬁfd€2J / . (k/d“ CYﬂ
b“k(kb+l) mo® i -

2 2 @®
R bk, s
3 25 acT O{) HOLLNCRE RN CLEN (x)}1

2

= 22bk 44 m.ZEZ /f (x)dF. (x)T [2Ld€-+2 ngdg]
(kb+1l) m->w i-m ¢ C£Q
12b°k : 2 2

= === Jim m” [Z ff (X)dF (X)] §3d€+-(§3dg) ]
(kb+1l) m-m i - ¢ ¢

2, @® Ck

oo deb ko450 072 [ ffi(x)dpi(x)]z. 2 3% met behulp

(kb+l) m-w i -m j=1 %

van (4.141) aangesien ¢=1,2,...,(k-1),

Vir b = 1 herlei hierdie uitdrukking tot:

@
12K qinmery g fi(x)dx:]z Sac
(k+1) m-w i - P J

(4.1€63) Kk =

wat dieselfde is as did in VAN ELTEREN en NOETHER(1959)

vergelyking (9).

Beskou ons vervolgens die meer eenvoudige hipotese

1
(4.164) H;: Py (%) = Plx+(6 48 )m ]

waar die 6i 's en dj 's willekeurige eindige re&le getalle
is en die dj 's nog voldoen aan die voorwaarde

(4.141) Sa. = 0,
j J
dan herlei ki uit (4.162) na:

24, o)
(4.165) 22 = 228K 355 72 [0 [ £2(x) ax 1° 2a?
(kb+l) m->m - I
2 ® , 2
= QEQQ~%_[ / fg(x) dx ] 532 .
(kb+l) L - j Y



Die nie-sentraliteitsparameter van die F-toets
vir hierdie geval kan gevind word deur die voorbeeld van
TANG(1938) op bladsye 137-138 na hierdie geval te ver-
algemeen, waardeur ons vind

(4.166) 25 = b0} Zd§ . (Vergelyk ook VAN TLTEREN en
J

NOETHER(1959) vir die geval b = 1),
Die asimptotiese relatiewe doeltreffendheild van

T£ met betrekking tot die F-toets is dus

: -
(4.167) ET&,F = xk/xF

12kb 2 ® 5 2

= —=S—— oy [ [ £°(x) ax 1 .

(kb+1) -

Opmcrkings.
1). Stel b = 1, dan herlei Ti in (4,156) na
(4.168) 1) = —F2— 5[ 3{r,, - $(1+1)}1°
mk(k+1l) § 1 9

- L2 5 [Zri. - %m(k+l)]2.
mk(k+1l) j 1 *Y

2), Vir b =1 is

. © ,
(4.169) Tpn 5 = 12k ¢ op [ £2(x) ax1?
K (k+1) -

wat dieselfde is as die resultaat gevind deur VAN ELTEREN

en NOETHER(1959) vergelyking (7).

3)., Vir die normaalverdeling is uit (4.167)

kb 3

F ™ N

(kb+l)

(4.170) En

Namate kb toeneem, benader ET" 7 die waarde
k?

3/m = 0,955 (sien VAN ELTEREN en NOETHER(1959) verge-

lyking (7N) en die daaropvolgende tabel).

4), Vir die homogene verdeling is uit (4.167)

kb

(4.171) E —
(kb+1)

Tyo F =

wat die woarde 1 benader as kb toeneem,
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Opmerking.

Dit blyk dat T; met Yi(é asimptoties

) 15n) = Tign
onafhanklik is van verskuiwingseffekte tussen die
verskillende rye - sien (4,162), Diec toets gebasecer
op TQ kan dus gebruik word om vir verskuiwingseffekte
tussen die kolomme te toets onafhanklik van eventuele
verskuiwingseffekte tussen rye. Soortgelyk kan
rangnommers opnuut binne die kolqmme toegeken word

en die toets aangepas word om te toets vir verskui-
wings tussen die rye (onafhanklik van die voorkoms,
a2l dan nie, van kolom-verskuiwings). Die toetse vir

ry- en kolom-effekte moet egter op afsonderlike

onafhanklike stelle waarnemings toegepas word.

Slotopmerking.

In bostaande spesiale geval 1s dit redelik
maklik om in te sien dat onder sekere re€lmatigheids-
voorwaardes, waaronder die kontinuiteit van alle Fi,

aan (4,143) voldoen word,
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HOOFSTUK V.
DIE ANALISE VAN VARTANSIE.

5.1, INLEIDING.

Word in die geval van 84,5.2 rangnommers gan
al die I waarnemings gesazmentlik toegeken, kry ons 'n
twee-faktor variansie-analise. Ons gaan dié geval in

hierdie hoofstuk behandel.

5.2, KORT OORSIG OOR REEDS BEKENDE WEEK,

MOOD(1950) het 'n verdelingsvrye prosedure be-
handel wasrvolgens vir ry-effekte, kolomeffelkte, inter-
aksie en kombinasies daarvan getoets kan word in die
tweefaktor rangskikking met b waarnemings per sel, Die
toetsingsgroothede is gebaseer op die afwykings van die
waarnemings vanaf hulle mediane., Die verskillende toet-
singsgroothede word kortliks bespreek (sien MOOD(195Q) en
TATE en CIELLARD(1957)).

Gestel daar is m rye, k kolomme en b waarnemings
per sel, Laat A = $mb of #(mb-1), naamlik dié een waar-
vocr A 'n heelgetal is, Laat X;j die mediaan van die
de

mb waarnemings in die kolom wees en ﬁi- die mediaan

van die kb waarnemings in dic ide ry.

5.2.1. IMediaantoets vir Interakoie.
HMO0D(1950) het as toetsingsgrootheid vir inter-
aksie voorgestel
2
(P,.-P. P, ./P) 1)
S =Ppry —2 2

X
I ij P;.2, (P, P, -0)

wear die simbole die volgende betekenis het: Word ry-
en/of kolommediane van die waarnemings in die tabel

afgetrek, kry ons negatiewe waardes (aangedui deur

1). In hierdie hoofstuk deurloop i,i' die waardes
1,2,...,men j,J,J" die weardes 1,2,...,K, tensy anders
gespesgifiseer,
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minustekens), nulle, en positiewe waardes (aangedui
deur plustekens). Nou is

P = aantal plustekens plus helfte van die nulle in die

tabel,
Pij = aantal plustekens plus helfte van die nulle in
die sel (i,3),
Pio’Poj = gantal plustekens plus helfte van die nulle

)
in die 1%® ry respektiewelik %€ kolom,

Hierdie toets vir interaksie word toegepas nadat
ry- en kolomeffekte (indien enige) verwyder is deur her-
haalde eftrekking. Trelk neamlik die kolommediazne af van
die waarnemings in die onderskeie kolomme. (Daar kan
netsowel met rye begin word), Vir die nuwe stelgel word
ry-mediane bepael en van die waarnemings in die onder-
skeie rye afgetrek., Hierdie prosedure word nerhasal tot-—
dat die ry- en kolommediane alnal prskties nul is,

Volgens MOOD(1950) is X% asimptoties X2 verdeel
net (m-1)(k-1) g.v.v. as b->w. (Die bvenadering is be-
vredigend as PioP.J/P > 2 en (n-1)(k-1) > 2 ).

5.2.2. idediaantoets vir ry- en interaksie-effekte
gesamentlik,

Reduseer die waarnemings binne elke kolom om
hul kolommediaan sodat die toets onafhanklik is van
mnoontlike kolomeffekte,

Die toetsingsgrootheid

2 _ m(mb-1)

S A2

A(mb-4) 1 j J

besit asimptoties 'n X2~verdeling met k(m-1) g.v.v.

as b-w, (Die benadering is goed vir b > 5 of mkb;120).

w

Boortgelyk vir kolom~ en interaksie-effekte

gesamentlik,
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5.2.3., Mediaantoets vir ry-effekte as interaksie nie
betekenisvol is nie.

Redusecer die wacrnemings binne <lke kolom om
hul kolommedisan (om moontlike kolomeffekte uit te

skakel). Tie toetsingsgrootheid

2 _m(mb-1) < . kA2
m T 2 (P =)

kA(mb-4) i
is asimptoties X2 verdeel met (m-1) g.v.v. as b->m.

Soortgelyk vir kolomeffekte.

5.3, 'n NUWE UITBREIDING.
5.3.1. Inleiding.

In hierdie hoofstuk word twee tipes toetse
bespreeck, naamlik toetse vir homogeniteit van gemiddeldes
en homogeniteit van variansies.

In die behandeling van MO0OD(1950) hierbo word
gewerk met die afwykings van die gegewe waarnemings vanaf
nulle mediane.

By toetse vir die homogeniteit van variansies
kan dieselfde gedagte verder uitgebrei word deur die
waarnemnings te reduseer om 'n bepaalde lokaliteitspara-
meter (rekenkundige gemiddeld, medisan, modus, ens.),
gan die gereduseerde waardes rangnommers toe te ken en
dan 'm toetsingsgrootheid te konstrueer as 'n funksie
van die rangnommers, Die resultate van hoofstuk II kan
vermoedelik na hierdie geval uitgebrei word onderhewig aan
bepaalde voorwaardes, bv, simnetrie van die verdeling.

SUKHATME(1958) het in die twee-steekproef geval
vir verspreidingsalternatiewe soos volg te werk gegaan:
Hy beskou onafhanklike steekproewe Xl’z2’°"’Xm en
Y

Y Yn uit populasies met verdelingsfunksies

1rtoee ey
F(x-£) en G(x-m) respektiewelik waar & en n onbekende

populasieparameters is. SUKHATME(1958) maak skattings
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%(.lszgae.,Xm) en %(Yl,Yz,,,.,Yn) van § en n respek-
tiewelik. Dan werk hy met 'n toetsingsgrootheid gebaseer
op die U-statistiese groothede van HOEFFDING(1948),
toegepas op die waarnemings Xi-é en Yj"';‘ SUKHATME
toon onder andere aan dat sy toetsingsgrootheid asimp-
toties normaal verdeel en asimptoties verdelingsvry is.

Dié geval is deur CROUSE(1960) uitgebrei na m
steekproewe,

In hierdie hoofstuk gebruik ons egter 'n geheel
ander benadering wat, soos aangetoon sal word, 'n groot

ooreenkoms toon met die gewone analise van variansie.

5.3.2. Definisies.

Gestel ons het 'n stel waarnemings Xijh verdeel
in m rye en k kolomme met b waarnemings per sel waar m
en k eindig is., TLaat N=mkb. Ons werk onder die nulhipo-
tese Ho dat alle waarnemings Xijh afkomstig is uit die-

selfde populasie met verdelingsfunksie T,

Rangskik die waarnemings x gesamentlik volgens

ijh
grootte in stygende volgorde., Ken zan al die N waardes
Xijh rangnommers toe waarby rijh die rangnommer is van
X.:. Dul die ge: skikt .. —~waardes n deur

ijh ) die gerangskikte Xth aardes aan d

Z9 £ %25 £ oo £ By

Ons beskou nou 'n funksie van die rangnommers,
naamlik v .. ’ .
Indien daar tussen die waardes Xijh knope van

lengtes 8118010018y voorkom, definieer ons (sien hoof-

stuk II):
GO = O9

waarby aangeneem word dat daar A knope voorkom. Onge-

lyke waardes word besicu as knope van lengte een.
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Laat
€y
=t oSy [(c +1) /(11+1) ] wanneer
(5.2) 2, = &y p;l nl (G _q +1) /(T
G 1< p < G
Definieer
(5.3) 8i4p = 8y indien Xj5p = Py
Indien alle knope van lengte een is, is
2 4p = YN[rijh/(N+l)] vir alle i, j en h.
Laat
- _ -l 2)
(5.4) a5, = Izlath
_ “los
(5.5) a = (kb) %%.aijh
0” . = a.-b _,Z
(5.6) 2. . (mb)~ i‘ha idn
-_]_ N
(5.7) a.. = (mkb)~ ZAZZ,al n = 2 a
ijh J p=1 p
(5.8) o2 =N1INT(a, i -a,)° =0 S (a2, )7,
ijh J D b

5.3.3., Die Toetsingsgroothede T_, Tm’ Tk en TI .

Ons definieer die volgende toetsingsgroothede:

(5.9) 7, = (N-1)bN 167225 (a, ., -2, )5,
S 13 oe0
i
(5.10) T_ = (N-1)kbNTo ZL(a o -a.)%,
(5.11) T, = (F-1)mbN~ O;QZ(a. . -a_)° en
7
~ vl =2 2
(5.12) Ty = (N-1)bN o %?(aij, -8y, 8,4, ta,,)
Lemma 5.1. TS = Tm + T+ TI .
Bewys: Z:Z(ai.,--a”.)z =
ij T
2
= > -, - R - a . -
%J[a J Jo e a.Jo+a¢co+(aloe aioo>+( GJa a’ao.)]
=3%(a; 5,0 ma, 5 48, ) S+ ey ma ) Pl (a, 4 me, )P
1] i J

2). In hierdie hoofstuk deurloop h,k die waardes 1,2,..,0
en p die waardes 1,2,...,N, tensy anders gespesifiseer.
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Nou 1is
_ T -1 =25 2
T, = (N-1)bN o }'sz(aijc—am)
1]
T 2 ‘- -
= il_\_}.éll'il ZJ(aij'Mai’°~a°j"+a"’> + ,(T l%b_l,‘:z (aj-: )2 +
N T T : .
hOa i , hoa i
+ (I‘l"lgmbz (a -a_ )2
NoS ] J
= TI -+ Tm -+ TK °
5.3.4., Limietverdelings onder H, ven T, T, Ty en Ty

as b-w,
STELLING 5.1,
Indien
>2

(5.13) maks(ap-—a°°° = o(N) en

D
(5.14) (Iedere diskontinuiteit van F(x)) < 9 < 1,
dan is TS onder HO asimptoties X2 verdeel met (mk-1)

3

grade van vryheid as N-

Bewys: Definieer

' Bl
(5.15) tij = %(aijh"auo>
- b(aij.--am)°

Omdat tij analoog is aan ti van hoofetuk IT,

IS}

volg netsoos in lemmas 2.1, 2.2 en 2.3 dat

. ! _ '-'l'—| gl o
(5016) E<tla) - bN ?%%(aijh—a"°> - OY

(5.17) vezr(ti.) = p(H-b)(N-1)"1 6% en

J a

ba) = - BE(N-1)TT o2

5985 mits i'#Zi en/of j#i

!
(5.18) kov(ti
Soos in stelling 2.4 volg dat die variansie-

kovariansiematriks van die variante

! ';'T' ! ' -
tij = (M-Db) tij[N de(tij)J

Wi

ven rang (mk-1) is.

3), Tie bewerings N-mw en b-w kan as ekwivalent beskou
word omdat m en k vas gehou word as b-w.



Kies nou willekeurige eindige konsbtantes d 1]

wat nie almal gelyk is nie,
Onder voorwaardes (5.13) en (5.14) geld, soos

in stelling 2.3, dat Lle*lJ asimptoties normaal
i

verdeel is as N-»w. Ten slotte velg, soos in stelling 2.5,

dat 2 2(N-b)N ~l(t )2[var(tij)]"1 asimptoties, vir
i

N->w, 'n xz—verdeling met (mk-1) g.v.v. besit,
Hierby is:

4

5 A(N-b)F () )P [var(t) )17t
i 1J

]
= (N-b)N T Z5(b(a, . -a...) 12 00(w=b) (1-1) 277t
ij
PN, [ B 2
= (E-1)bE "o " 22 (a5, -2..)

1J
=T

-~
]

Hiermee is die gtelling bewys.

Opmerking.

(5.19) E(T,) = BL(F-1)oN o T 5(ay . =a,.)°]
i
= (-1 L6T2 Y IE(s, . —a,.,.)?
a , ije
i
o I R S | ~le
(FM-1)DbN o 2. 2ELb Z(aljh—a )b ;(aijw—-a )]
1] h h
TR . e e .
= (I ) b g I%:Ef%l(al;]h a“ )}Zl'(athv a )]
= (-1 et a2§}§ var(tij) omdat E(t;j) =0
= (r-1)N vt a2232b(r—b)(v-1>“1o§ uit (5.17)
i

il

nk(mkb-b) /I
= (mk-1) = aantal g.v.v, van T_, s00s wat die geval
behoort te wees,

Definieer vervolgens

(5’20) tlJ = >"'(le7'1 aj_.,_ a‘.j, + a,,,)
(5.21) t,, =22 (a.:,—-a,, ) en
1 in 1Jh
22) t . =22 (a. .. - .
(3 ) °J 21”%1‘( 1jh 2., )



Lemma 5.2, Die variante tij’ tio en toj ig, vir enige

vaste 1 en J, onderling ongekorreleerd,

. T - By - >y -
Bewys: kov(ti.,t,j) = EL§%<ai3h a"')ﬁiﬁ(aTJH a.,)]

= anE[z (a. Jh_‘a"°)%(afjﬂ*é%“>]
:E[%(aijh )Z( 25~ )1+
v 32 SIBS(a -8 )% (e ,-a.)] . b
(1, 43,5 n B po TP

Neem die terme afsonderlik.

p o 1o
(5.23) b[i<alah )Z (athy a°°.>] = E(tlj)

il

b(N-b)(N~1)”1o§

uit (5.17),

- pE(F-1)"T02 uit

i1

(5.24) Bl 2 (ayg -2, )2 2y an.)]

(5.18) waarby i'#i en/of j#j in laasgenoemde geval.

y—t 2-—(mk~l)b (n-1)"to2

1l

Dus kov(ti.,t..) b(N-Db) (W-1

J

1

O want N = mkb,
t,, en t-j is dus ongekorreleerd. Dit geld vir
enige moontlike waardes van i en J,

Verder is:

kov(t. ,%t.. E[L 2 2(a a . . a .
( e 5 lJ) [ th( J% Y] h! th! Joee .J' Y
)

= B[

. [

HPgn o) BBy e )l s ey gy e ) & (8 e

=

22(esm-a.)2(a, , -2, 0l .
Jh. fal J

Meem die terme afsonderlik.

(aijh—a.,o)%(aijh'—-aooo)] =

= E[}f(aijh >ﬁ(adak' a )+

*azyy Pt Bagm B 2 By e )

-1 .2 -1.2
) Tog - ) o

2
(k-1)b°(N-1 a

b(N-b) (N-1
2

i1

-1.2
) o -

il

bk(m-1) (N-1

4), Hierdie sommasie beteken i'#£i en/of j#£j.
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El 22 = > -
”?lll(alah a. )ill(dl“ a‘eao)nI
= ?-1 & - -
b,_j'_&[i(aij,h a,. )(a;, ~2a.)]
= bIE(S (a4 ~a, )X TT Tla, p,-a)]
L h 1jh ° i J'
-—l SN
=k ~22 EL2 (a. ]
55 [{,l(dlarh a")}l,(le"lf a ,)
- -K %‘”ﬁ[%<aij"h )Z' (al‘]"b' a..)] +
2 Bl 2 )
ZJ'#J" %(a:} ...)h( lJHh! a,,, ]

= k“lkb(N-b)(N—l)"log - X TE(k-1)°(8-2) 712

1}

0% (m-1) (N- 1)7teZ

E[%i(a 0 a',,)%'(a,j, -a,.)]

o -] _l v <
=b2E[ 2 (a, ., -~ m b Blyipy = ]
jl h (alafh aoo. ) %'12:’]!( l'J:h.’ aoco ) -
—1 v
— 3
R B0 (g - 2,) B (g 2.

= 0 soos in kov{(t. ,%t. .)
1 °J

Ons kry dus:

ar RNV S T S - B A a3 —1.2
kox(ti.,tij) = b“k(m-1)(N-1) oo = b k(m-1)(N-1) o
= 0.
ti. en tij is dus ongekorreleerd.
Op analo& wyse as in die vorige geval, 1is
kov(t, oy lJ) = 0, d.w.s. t,j en tij iz ongekorreleerd.

Hiermee is die lemma bewys.

" 1 1
Lemma 5.3. Die (mk+m+k) variante tij’ t;, en t«j vir 2

i=1,2,...,m3 J=1l,25...,k i85 gesanentlik asimptoties nor-
maal verdeel onder die voorwaardes (5.13) en (5.14)
indien N-»o (d.i. b->w»),

Bewys: Ons maak gebruik van stelling 2.1, naamlik dat

Sy = 2b

P
indien die voorwaarde

N dip asimptoties normaal verdeel is as N-wm

" —_— -
5), Hier is t..=Db %t,., t. =b " 5t. en t . =D
i i i .



lllllllllllll

179.
N maks(a,. -a )2 maks (b, - )2
§ Np ™N . Np "N
(2.29) lim —£ — = 0
N-m %(aNp”aN) %(prmbﬁ)

bevredig word (sien stelling 2.1).
Stel aNp = ap vir p=l,2,...,N en

1

= _ -1 . ) S 3

0%y, = (mk) [mkcfj—ln%,cﬁj k%jciy+f§§;cij] +

+ km"l(mcy.~§]ci.)-+mk_l(kc.y-§)cuj) vir alle
LTS 3

p waarvoor zp in die sel (i,7) 1&. Hier word ook ver-

onderstel dat die c. i 'Sy ¢y, 'senc,y 's (mk+m+k)
willekeurige eindige konstantes is. (Die Cy 's en C°j 's
is willekeurige konstantes onafnanklik van die Cij 's).
Nou is
[ 2 —_ 2
(5.25) b SN-b E)prdp
b
= ZE]Z[(mk)_l(mkcw.--mEZC..-k}]c +22c. )
i'j'h g 3 1J i i3 i3 1J
+ km”l(mc -2 c )-+mk"1(ko -2c )] a
R e j°'j - T1h
-—l-—| T
= 520 2C.y & - K TN AN NC By, =T XN C. o &
1,23'11 i3 Figh %. ih By R Ay} ?_,Jhl ig Figm T

+ (mk) l>7LZZc +m{1222( < ci.)a,:.ﬂj,h

- e “.7““3 SRR DAE
1'Jh
= 3%Te. 8., ~ KNS Te. a0 ~ 0T ST T, Ay +
ijh J L4 ijng J L1d ijhi J 1J
_1—. el w il
mk 2 . .8, k¥ = —
+ (mk) %gﬁi.?,cla iy TG ?% it
I - - o
km T Xe, Ll ang +MLAlC o
?‘,_J REEEURDY 1'Jh i'jh g T1h
1 e v oo
. itj'héc'll i'Jh
= rc..%a. ., ~bxic..a. ~bric..a . +bxric..a  +
g 14 ijh 1 1j71 i3 173 g 17 e
+ kSc,, Sla, 4 ~bE Se. a,., +mic, (T 3ay
i i ih ijh ;1 5 iy 1jh
- bng:c_jaoa
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=2xC [Z(a -a . Y1 +k2c, Z2(a. g —a..)
ij 1] n 8. °J 1 1e e 1ijh
+ mXc . a
j oal'h( 1‘Jh ooo)
= ZEICIJ 134—k§jcl ti.+ln%’c'jt-j sodat

" [ 1

K= gg‘[cijtij + eyt + C-jt-j]°

Die wvariante t;j’ ti' en tij vir i=1,2,... 4003
J=1,2,...,k 18 dus gesamentlik asimptoties normaal verdeel
onder voorwaarde (2.29) as N—MD§> Ons toon vervolgens
aan dat (2,29) bevredig word.

sonder verlies zan algeneenheid kan veronderstel
word dat die Cij 's nie almal gelyk is nie, en netso
vir die ¢, 's en die .5 's.

Omdat bogenoemde konstantes almal eindig is, is
& 9

b+ maks (by_ - B)® < E <.

b
Verder is lim Y)N_léj(bw "'BN>é > e > 0 omdat diegetal
N ->m p P F
i
le b%D vir aie verskillende selle nie almal gelyk

Np
kan wees as alle c's groepsgewyse nie almal gelyk is nie,
Oncer voorwaarde (5.14) kry ons dan as voldoende
voorwaarde vir die geldigheid van (2.29) die voorwaarde

)2 = o(N).

(5.13) maks(a_-a
D P

5.4, Onder voorwaardes (5.13) en (5.14) besit elk

Lemmna
. . . 1" 1 13 .

van die drie groepve variante tij’ ti: en t-j (i=1,2,..,m;

j=1,2,...,k) asimptoties, vir lN-w, gesamentlike normaal-

verdelings wat onderling onafhanklik is,

Bewys: Stel It = {ml,mg,...9m } en T = {fl,tz,..,,tn}

met n = nk+m+k, Ly = (t ), €=1,2,...,01, en
n
tij’ 1<id<m, 1<j<k vir 1<glmk

(5.26) t, = by, 1<icm vir mk+l < g < mk+m
t:j, 1<i<k vir mk+m+l < g < n

"
Sodanig dat By =y, b=ty .. Bty by g =thy, By o=too,

6). Die bewering geld eintlik alleen as aan 'n ekstra voor-

vaarde voldoen word., Sien bylaag C,
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Omdat die variante t 157 tf

1 en J gesamentlik asimptoties 'n normaalverdeling besit

en t{j vir alle

(lemma 5.3), word die karakteristieke funksie van hierdie
gesamentlike verdeling gegee deur (sien CRAMER(1946) p. 310):
n

n n
(5.27) ¢(Q) = eksp(i 2 mu_ -+ T A Ul )
g=1 8 € Tfi1 g1 8T8

waaxr ng die kovariasnsie tussen tf en tg gandui en

=
0 = {ul,uz,...gun} .

iaar
n n  mk n  mk+m
f?gzifgufug :fil gilegufug—kle g=£k+lkfgufug +
n n
+ X 2 M pglele

f=1 g=mk+m+l

mk §k+m
= 2 2 Ao ugu_ + » 2 A Vel + 2 Z
f,g=1 fg't g fog=mk+1 Tg'f'g f,g=mk+m+1 fg g

. . H .
omdat die variante tijy ti en ttj onderling ongekor-

releerd is (lemma 5.2) en dus
ng = 0 is vir:

i) 1 ¢ £ < mk enmk+l < g < mn

ii) mk+l ¢ £ < mk+m en 1 < g ¢ mk of mk+m+l < g < n

i~

iii) mk+m+l ¢ £ < n en 1l < g < mk+m .

Ons kry dus

(5.28) #(R) (17 s 5 : 5%
5.28 u)=eksp(i 2mu_ -4 2 2 A uu —-% 2 2 Ao ugu
g=1 €6 g1 T8TE g oy TETE

n

- 3 Ao UpU )
= - o
f,g=nk+m+1 fg'ig

( %? , Bk
=eksp(i 2 mu_~-%2 2 A, u.u) o
g=1 8 g f,g=1 18 L8

« eksp(i m%Tm mu. - &= §k+§ Ao Uou)
g=mk+l & & f, g=mk+1 fe'ie
1 , B
eksp(lg:mﬁ;m+lmgug ) Ef,g%mk§m+legufug)

Q ¢2 )¢3(u ) , die produk van drie
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Lkarakteristieke funksies wat elkeen die karakteristicke
funksie is van 'n ncrmaal-verdeelde groep variante,

, - -
s o _ 1 _
(Hierby is U = {u19u2""’umkj’ u, = {umk+1’°‘°’umk+ﬁ}

_9 7 )
en u = {] o 6 o 1 ° ey 18
3 Ykmel? 9inf> Verder 1is

Ql(al) die karskteristieke funksie van die variante tijy

Q2(32> die karakteristieke funksie van die variante ti. en

¢3(ﬁ3> die karakteristieke funksie van die variante t:j .
Die gesamentlike vercdeling van die variante t;j

is asimptoties normaal (CRAMER(1946) p. 310). Soortgelyk

vir die gesamentlike verdelings van die variante ti, en
t:j . Hierdie drie normaalverdelings is vercer ook onder-—
1ihg onafhanklik omdat die karakteristieke funksie van
die gesamentlike verdeling geskryf kan word as die pro-
duk van die afsonderlike karakteristieke funksies en
gevolglik i3 die drie groepe variante onderling onafhank-
1lik.
Opmerking.

Uit die voorgaande bewys volg dat enige funks
varnr die variante t;J asimptoties onafhanklik is van enige

1
funksie van die variante ti- en van enige funksie van die

variante t. (vergelyk CRAM6R(1962) p. 16 stelling 3).

Definieer nou:

o o) o ey hy -l
(5.29) tij = (N-1) tijL o

~ 1 1

\ r 5 - -5

(5.30) t;, = (N-kb)Zt, [N var(t, )] en

~ 1 _1
(5.31) t.j = (N~ mb)‘t.j[N var(t.j)] =,

vir t, = ,3%3( 1Jh—-a“°) kan soos in lemmas 2.2

en 2.3 bewys word dat

(5.32) var(t, ) = kb(N-kb)(¥-1)"" 05 en
(5.33) kov(t,,, by, ) = - Kp°(N-1)"1 62  vir i,
Vir t . = 5% (a .. ~2a,,) is
) {p b
(5.34) var(toj) = mb(ﬁ~mb)(N«l)"1‘oi en
(5.35) Kov(toj,tcj) = - mZbE(N»l)*logl'vir I
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STELLING 5.2,
Onder voorwaardes (5.13) en (5.14) besit T,
onder HO asimptoties, vir N-mwm, 'n xg—verdeling met

(m-1) grade van vryheid.

Bewys: Omdat die gesamentlike verdeling van die variante
ti. asimptoties, vir N-w, normaal is (lemma 5.4), is die
gesamentlike verdeling van die variante %i- ook asimp-
toties normaal.

Met behulp van vergelykings (5.30), (5.32) en
(5.33) volg:

var(ti.) =1 - m_l en
" " -1
kov(t, ,t, ) =-m
Die variante ti besit dus gesamentlik asimp-

toties 'm normaalverdeling as N->wm met momentematriks

1 - m_l, - m_l 9 e 0 0 @ 9 - Hl—l
P - mt g1 - m“l, cee 5 = mt
6 T . . .
- -l—l y - m—_l 5 e oo 91 - m—.l

> >1
=1 -nmnm

- . s . >! .
waar I die eenheidsmatriks is, m die ryvektor
. -+ > . .
{m M %y, ‘} en m die ooreenkomstige kolomvektor.

Uit lemma 1.2 volg dat My van rang (m-1) is

omdat Sm T =1. Uit stelling 1.1 opmerking 2 (vergelyk
i

ook CRAMER(1946) p. 419) volg dan dat I t5, asimptoties,
i

. 2 .
vir Nom, y° verdeel is met (m-1) g.v.v.

Hierby is
242, = (-kb)N T 62 [var(t; )17t wit (5.30)
i i
- (N-l)[l@kboi]"lz[ZZ(aijh—am)]Q uit (5.21) en
1 Jh (5.32)
el =2 2
= (F-1)kbN ~ o, " 2(a;, - &)

[

= 0 uit (5.10) .

Hiermee is die stelling bewys.



N HEIT VAN PRETORIA
NIVERSITY OF REVD 1A
s

184,
Opmerking.
(5.36) B(T,) = BL(N- 1) kbt 2z(a - )21
-1 -2 2
= (N-1)kbN Oy %?E(ai”-a“,)
(=2 5x [ £33y ppm0) ]
_ LZJ (a ' —a...)
Noi r zﬁ;}h ijn~8 E?.ykf ijh
(-1) <forr <
= 2AYEL Z (a, )Z( —-a, )]+
kbNoz i{; po iiho IR L
¥ gﬁ' B3 (ay gy -a.) 2 (ag -8 2,07}
= U=l 5 s u(-n) (1-1) 7162 - 3 % 02(8-1) 7162 uit
KbNoS i j A 'S =

(5.23) en (5.24)
= mk I R(T-D) - k(k-1)Db]
= (m-1) omdat I' = mkb
= @antal g.v.v. van Tm, in ooreenstemming met die

. . 2 .
teorie van die y -verdeling.

STELLING 5. 3.
Onder voorwaardes (5.13) en (5.14) besit T,  onder
HO asimptoties, vir N-w, 'n Xz—verdeling met (k-1) grade

van vryheid,

Bewys: Op analo& wyse as in stelling 5.2 kan met behulp
van lemmas 1.2 en 5.4 en stelling 1.1 opmerking 2 bewys
word dat Z}t?j asimptoties, vir N-w, 'n x2~verdeling

J
besit met (k-1) g.v.v.

Hier is
232, = (Femb)N L 3 t2 . [var(t, )]t
= (§-1)[Mubo 1 T (2 3(a, 1y - 8,.)1% wit (5.22) en
i in b
(5.34)
= (an)mbN"l'o'zﬁz(a —a.)?
e

it

. =
Tk uit (5.11).

Hiermee is die stelling bewys.
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Opmerking.
Soos in die opmerking na stelling 5.2 kan bewys
word dat

(5.37) E(Tk) = (k-1) = aantal g.v.v. van Ty

STELLING 5.4.

Onder voorwaardes (5.13) en (5.14) besit T, onder

H, asimptoties 'n Xz—verdeling met (m-1)(k-1) grade van
vryheid as N-wm,

T en Tk besit asimptoties, vir N-w, X2'

Bewys: TS, Ty

verdelings met respektiewelik (mk-1), (m-1) en (k-1)
grade van vryheid (stellings 5.1, 5.2 en 5.3).
Verder is T = T, + T + T (lemma 5.1)
waarby Tm’ Tk en TI onderling onafhanklik is (lemma 5.4).
Die aantal gracde van vryheid van TS is dus
hoogstens gelyk aan die som van die asantal grade van

vryheid ven T, Ty en T, (SCHEFF&(1959) p. 422).

I
(mk~-1) < (m~1) + (k-1) + a waar a die rang van
die momentematriks van die variante tij voorstel,

Dus a > (m-1)(k-1).

Beskou
(5.20) tij = %(aijh"ai..‘a.j. +a...>
= b(aij‘-ai"-aoj.a-a",) .

Daar is km variante tij waartussen daar minstens
(k+m~1) onafnanklike lineére verbande bestaan, want:
(5.38) EIZti. = 0 18 een linefre verband tussen die
ij
..'s  vas,
tl,] as
Verder is

(5039> 21’13 = 0 vir i=1,2,...,m .

J

Hierdeur word (m-l) verdere lineére verbande
tussen die tij's vasgelé. (Indien thij = 0 vir alle

.1

waardes van i behalwe één, dan volg die mde betrekking
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uit (5.38)).
Soortgelyk 1é
(5.40) Zt :OViI’ j:lgzgaongk

i

nog (k-1) onafhanklike line8re verbande vas. Daar
bestaan dus minstens (m+k-1) onafhanklike lineére betrek-
kings tussen die tij's, sodat die rang a van die momente-
matriks van die tij's hoogstens gelyk is aan

mk - (m+k-1) = (m-1)(k-1). (Sien CRAMER(1946)
pp. 110 en 312).

Haar a > (m-1)(k-1). Dus
(5.41) a = (m~1)(k-1).

Omdat die wvariante tgj asimptoties, vir N-w,
gesamentlik 'n normaglverdeling besit met momentematriks
van rang a = (m-1)(k-1), volg uit stellings 5.1, 5.2 en
5.3 en lemma 5.4 dat TI agimptoties 'n x2wverdeling met
(m-1)(k-1) g.v.v. besit. (Let op dat
(5.42) T =T, -~ T - T uit lemma 5.1, sodat

E(TI)

Il

E(T,) - B(Ty) - E(T,)
(mk-1) - (k-1) - (m-1)

il

(m-1) (k-1) ).

l

Hiermee is die stelling bewys,

N
.
9V
.
\Ji

Die Betekenis van TS, Tm, Tk en TI.

TS kan beskou word as 'n toets vir ,sel-effekte"
omdat dit meet in watter mate die selgemiddeldes a4 4.
van die totaalgemiddeld a6 verskil.

Die toetsingsgrootheid Tm kan gebruik word as 'n
toets in hoeverre die ry-gemidceldes a,, van die totaal-
gemiddeld a verskil; Tm meet dus die sogenaamde
nry-effekte,

Analoog aan Tm meet Tk die ,kolom-effekte",

Elke selgemiddeld aij; is onderhewig aan
i) ry-effekte; ii) kolom-effekte; iii) ry-kolom inter-

aksie,
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In die toetsingsgrootheid

(5.43) T; = (N-1)or T %.?( i30T 217205, +a)°
_ (n ~1 ~2 2
= (N-1)DbN 2ul(a;y,-a.)-(ay ~a.,)-(a, 4, -8,)]

i3]
word getrag om ry- en kolomeffekte uit te skakel deur
aftrekking van a, = en a, 5. sodat T, beskou kan word
as 'n maat van die interaksie tussen rye en kolomme,
Skematies kry ons:

TABEL 5.1,

Opsomming van Toetsingsgroothede.,

Variasiebron Toetsingsgrootheid | G.v.V.
Ry-effektie T, = (K- 1zkb 2(ay, - a, )2 (m-1)
No i
a
Kolomeffekte Ty, = (B~ %mb 2.(a 5.7 2, )2 (k~1)
Ko a J
Interaksie |T;= (i"l>bZZ( ~a. 8, +a )2 m-1)(k-1)
NoS ij 19 J
Sel-effekte T, = - 1; % 2 j.- @ )2 (mk-1)
= - 1J -

U

. 3.6, Spesiale gevalle van TS, Tm’ T, en TI.

Deur YN(é) gelyk te stel aan spesifieke funksies,
kan verskillende spesiale gevalle van die toetsingsgroot-—
hede verkry word (sien byvoorbeeld §2.5). One bespreek
slegs twee gevalle.

Eenvoudigheidshalwe neem ons aan dat in geval
van knope daar deur die lotingsmeganisme rangnommers
toegeken word, sodat ons die voorkoms van knope verder

kan ignoreer.

5.3.6.1. YN(éijh) = Bijh (sien 82,5.2.1).
(5.44) T, = (N-1)kbN " 0 % Z(ay =, )%  uit (5.10)
i
- L2 s, - 2ke(me1) 17
Nkb(N+1) i jh *9
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Netso is

(5.45) T, = —=2— S[Z3r ., -#mb(I+1)1°  en
Nmb(N+1) j ih -9
(5.46) TI = 12 = .JEMKEJri.h—~m§ZZri.h szZrl L+
N(N+1)bk“m“ij n 97 in Y in 1
+ %mkb(N+1)]2 .
[ J = 3 5
5.3.6.2. vyp(6,45) = Q(8;55,)  (sien §2.5.2.3).
In hierdie geval is:
(5.47) 1y = (1-1) 2122008y h)Tz/[kaQ (607
i
(5.48) 7y = (R-1) T LE3Q(6;47,)1°/1 bm (6,)1 en
: j ih
(5.49) T, = (N-1)[bk“n? 3 Q7(s )3*122[mk>j Q6. .y ) -
o) % ijh
D i3] h
bulh .l A al 2
~m22Q(8; . ) - k2206, ., )]
PR NS iy b

Soorteelyk kan dear nog ander toetsingsgroothede
gekonstrueer word (sien vorige hoofstukke se spesiale
gevalle van Yﬁ(é)).

5.4. VERGELYKING TUSSEN DIE PARAMETRIESE ENN NIE-
PARAMETRIESE TOETSE.

By die gewone tweefaktor analise van variansie
vir homogeniteit van gemicdeldes met b waarnemings per
sel, het ons die volgende skema:

TABEL 5.2.
Veriansietabel.
Variasiebron Som van Vierkante G.v.V
Ry-effekte qp = Kb T (3, - % )? (m-1)
i
¥olom-effekte qp = mb?}(xoj.-xn.)z (k=1)
J
Interaksie A, = bZZZ(XijO—Xi.-Xoj +x.°,)2 (m-1) (k-1)
) . . L ee g
: 1
’)
Subtotaal Oy = bZJZ(X ig. "X v ) (mk-1)
1]
. R )
Residu Q = 22503 5, - %55, mk(o-1)
iih ¢
Totaal Q0 = 50 (%s iy = Xena ) (mkb-1)
th
idh
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Hierby stem g, ooreen met T (sien tabel 5.1)
in soverre dat albel ry-effekte meet, 45 med Ty, Ay met

TT en QS met Ts' Let op dat

nodef i cy=l —2 s _ 2
g = (B-1)N77 o %?i(aijh a. )
= (¥-1) 07%. o2 wit (5.8)

il

(N-1)
= 'n bepaalde waarde vir vaste m;, k en b wat dus
geen waarskynlikheidsverdeling besit nie, Die rede hier-

voor is dat 22 2a.., = konstant.

ijn b
Vir ry-effekte toets ons in die geval van
tabel 5.2 met
(5.50) F, = mk(b-1)q;/[(m~-1)q,) .

F. besit 'n P-verdeling met (m-1l) en mk(b-1) g.v.v.

1
As b-ow, gaan die verdeling van (m~l)Fl oor in
'n xg—verdeling met (m-1) g.v.v. (XENNEY en KEEPING(1951)
vol. II p. 183) en kry ons presies dieselfde toestand
as in die verdelingsvrye geval hierbo waar ons vir ry-
effekte toets met Tm wat asimptoties x2 verdeel 1s met
(m-1) g.v.v. as b-m,
Soortgelyk toets ons vir kolom-effekte met
(5.51) P, = mk(b-1)q,/[(k-1)a,]
waarby (k—l)F2 asimptoties, vir b-w, 'n X2—verdeling
met (k-1) g.v.v. besit (vergelyk Tk)°
Vir interaksie toets ons met
(5.52) Py = mk(b~1)q3/E(m~l)(k—l)q4]
waarby (m-—l)(k—l)F3 asimptoties, vir b-w, 'n X2_
verdeling besit met (m-1)(k-1) g.v.v. (vergelyk TI).
Asimptoties, as b->w, toon ongs toetse en die
gewone variansie-analise toetse 'n groot ooreenkoms.
Hierdie ooreenkoms blyk verder duidelik indien cns die

verskillende toetsingsgroothede se formules met mekaar
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vergelyk. Byvoorbeeld vir ry-effekte vergelyk ons
(m—l)Fl med T,
(5.53) (m-1)F, = mk(bml)ql/q4 uit (5.50)

1
| - 2 pos 2
= mk(b»l)kb%(xi‘;xu,) /ZZJZ(Xijh—Xij,)
1 ijh
- 1 <« 2 —-— 1*" v s 2
= (1= 2)bk 2(x. ,~Xewe ) /M50 0(%5 =X s )T
b PR iin ijh 7ij

Uit (5.%0) volge

5 m — __; S e e 2 -2

(5.54) T, = (-proia; ma.)/ 4.

Stel
- 2 -1 2
(3' /5) O]—J - b i(xlah XlJ'> en
(5.56) 02 = (mk)™FTTe%. .

\ . J__J
i
Dan 1s

Il

. , 1 2, 2
(5.57) (m-1)F; = (1-%) kbz{(xi"-x“.) /og -
llee:n ons byvoorbeeld YN(é) = Q(8) = é—l(é),

dan sal og asimptoties gelyk wees aan 1 (STOKER(1955)
)

o]
Ul
)

Die toepassing van die F-toets is gebaseer op

die veronderstelling cat die x 'e normasalvariante is,

>)
Gevolglik is 03 esimptoties in waarskynlikheid gelyk

—

aan 02, die variansie van die normaalvariante., Dit skyn

voor die hand liggend te wees dat T en (m~1)Fl asimp-

toties ekwivalent is onder H_ met F die normzal (0,1) v,f.
'n Belangrike vraag is: hoe groot moet b wees

alvorens die T-toetse (d.w.s. TS, T T, en T toegepas

1)
kan word. GHierdie vraag is moeilik te beantwoord., Vir die

m’ ~k

geval _van 2 rye, _2-kolomme_exn 10 waarnemihgs per sel met
YN(G)zQ(é) is vir 'n aantal gevalle die T- en F-toetse se
oorskrydingswaarskynlikhede bereken waarvy die waarnemings
wit WOLD, H(1954): ,Tracts for Computers: Random normal

deviates" getrek is. Die toepassing van die F-toetse is
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alleen geregverdig indien ons te doen het met normaal-

variante met gelyke variansies,

Die berekende oorskrydingswaarskynlikhede van

die T- en F-toetse word in tabelvorm saamgevat waarby

die frekwensies vir die toetse vir ry-effekte deur {-},

vir kolomeffekte deur (+) en vir interaksie deur [-]

in elke sel aangedui word.

TABEL 5. 3.

Oorskrydingswaarskynlikhede van die T- en F-toetse,

Oorskrydingswaarskynlikhede

T | 0 - |0.025-/0.05-]0.10- |0.20~ |0.40- |0, 60~

F 0.025]|0.05 | 0.10 | 0.20 | 0.40 | 0.60 | 0.80
0 - o
0.025 |(2hl1]

© 10.025-

% 0.05 {2},[2] [1]

5 10.05- (1],02]

21 0.10 (1) | )

)]

§ 0.10 - feh, 0111}, 01]

=1 0.20 (1) | (1)

)

510.20- 3},[2]

- 1y |t

| 0.40 (3)

f‘cé 0.40 - .21 19

S| 0.60 (2) | €1)
0.60 - {3}
0.80 W) @)

Dit 1lyk asof die T- en F-toetse in die geval

onder beskouing min of meer ooreenstemmende oorskry-

dingswaarskynlikhede lewer, maar geen besliste uit-

spraak kan gelewer word alvorens bale meer berekeninge

gedoen is nie,
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5.5. ASTMPTOTIESE RELATIEWE DOELTREFFENDHEID.
5.5.1. 1Inleiding.

Vervolgens wil ons die asimptotiese relatiewe
doeltreffendheid bereken van die T-toetse met betrekking
tot die F-toets vir alternatiewe van verskuiwing en met
betrekking tot Bartlett se toets vir alternatiewe van
verspreiding., Vir eers word aangeneem dat daar kij
waarnemings in die sel (i,j) is (ter wille van aanslui-

ting by die notasie van hoofstuk III),.

5.5.2, Toetse vir Ry-effekte,

Beskou alle waarnemings binne 'n bepaalde ry as
een steekproef, of k steekproewe uit dieselfde populasie,
Dan is daar m sulke steekproewe van grootte ki- ’
i=1,2,...,m. Dui die verdelingsfunksie van die i%® ry
aan deur Fi,, i=1,2,...,m. Ons wil nou die nulhipotese
Hye By, =F;, = ... 2F  =TF toets onder die aanname

dat daar geen kolom- of interaksie-effekte is nie. HO

word getoets teen 'n alternatiewe hipotese H, naamlik

dat nie alle Fi. identies is nie.

Stel nou
(5.58) vyy, = ky /N,
(5.59) v, = 1lim vg. ,
) ) N-MDVhl.

< x)/k.. vir vaste i en

(5.60) Fi;ki.(x) = (aantal x. i

ijh =
VlI‘ j:lyggoacgk; h=1927..',kij 9
(5.61) Hy(x) = ZivNi_Fi.ki‘<X) )

(5.62) H(x)

2V
1 N

;. F;.(x) en

1l

®
(5.63) s, _%é JN[HN(X)]dFi-ki.<X) waarby Jy 'm

willekeurige funksie is wat voldoen aan soortgelyke voor-

waardes as in hoofstuk III (voorwaardes (3.10)-(3.14)

en (3.93)).
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Soos in lemma 3.14 volg dat

(5.64) 1im E(t, [H) = [ J(H)4APF,
M -»m 1 I 1

Dui ons die variansie van ti- onder H aan deur
var(ti.lH), kan daar op analo& wyse as in lemma 3.15 'n
uitdrukking vir var(ti'lH) afgelei word.

Laat

~

(5.65) t. = (N-k. )%[t

i i. ;. - B(ty, [H)IIN var(ti.lH)]“%.

Onder HO reduseer ti- na die vorm aangedul
in (5.30).

vou definieer ons as toetsingsgrootheid

( ) I%l,\z.
5.66) T_ = X t
Boi=

In notasie is daar nou aangesluit by dié van
hoofstuk III., Alle resultate van hoofstuk III kan aan-
gepas word vir hierdie geval, Soosg in stelling 3.6
volg onder analo& voorwaardes dat Tm onder H asimptoties,
vir N-w, 'n xz—verdeling besit met (m-1) grade van
vryheid.

Op soortgelyke wyse as in §° 3.6.2 en 3.6.3 kan
toetse vir verskniwing en verskil in verspreiding gede-
finieer word met a.r.d.-eienskappe wat ooreenstem medt
dié van hoofstuk III.

Analoog aan die metode van hierdie paragraaf,
kan toetse vir kolomeffekte gekonstrueer word onder die
aanname dat daar geen ry-effekte en interaksie voorkom

nie.

5.5.3. Toetse vir Sel-effekte.
Beskou die waarnemings binne elke sel as één
gsteekproef uit 'n verdeling met verdelingsfunksie Fij.
Dan is daar mk steekproewe van grootte kijg i=1,2,..,m;
=F

j=1,2,...,k. Die nulhipotese H_: F, =T

17 % F iy
moet getoets word onder die aanname dat daar geen ry-
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of kolomeffekte of ry-kolom interaksie bestaan nie.

Stel
(5.67) Viij = k../N,
(5.68) Vij = %{ivalJ ,
(5.69) FlelJ(x) = (aantal X5 in < X)/kij vir vaste i
en j en vir h:1’2’°"’kij’
(5.70) Fy(x) = Ty Py gy ()

1]
22 Vs s Fas(x)  en
1 Nij—ai3

(5.71) H(x)

(5.72) by

/ J [H (X)]dF x, (x) waar JN voldoen
—® 1] 13

aan soortgelyke voorwaardes as in hoofstuk III.

Dul die verwagtingswaarde en varisnsie van tij
onder H aan deur E(tijiH) en var(tij]H).

Last

s 1

i L ' ' ' L
) = (N-X. VT4, . - B(s. . |H) 1) 17E,
(5.73) by 5 = (W=k. )%0%, 5 = B(oy 4 [H)IIN var(t, 5 [H)]

Dan definieer ons as toetsingsgrootheid
(5.74) 7 = 36,2
3 : 1J
i]
Soos in stelling 3.6 kan aangetoon word dat TS
asimptoties,;Mirpﬂéﬁnyﬁtnf&2—¥eydﬁling besit met (mk-1)
grade van vryheid en kan soos voorheen a.r.d.-uitdruk-

kings afgelel word vir alternatiewe van verskuiwing en

verskil in verspreiding.

5.6, SLOTOPMERKINGS.

1). Dic hoetse gebaseer op T,» Ty en T  in die
geval YN(S) = Q(8) byvoorveeld vir verskuiwing, is (onder
die genoemde aannames, waaronder dat geen ander effek as
dié een wearvoor getoets word, teenwoordig is nie)
asimptovies ten minste net so goed soog die F-toets

(E, > 1).

T, s I 2
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2). Met behulp van tabelle in VAN DER WAER-
DEN(1957) is die toepassing van bogenoemde T-toetse
(opmerking 1 hierbo) dikwels makliker as dié van die
F-toetse,.

3). Die vraag oor hoe groot b moet wees alvo-
rens die T-toetse toegepas kan word, 1is nog nie bevre-
digend beantwoord nie.

4). Die volgende probleme is onder andere nog
onopgelos:

a). Die uitbreiding van die voorgaande teorie na
die geval waar die aantal waardes in die onderskeie
selle verskillend is.

b). A.r.d.-uitdrukkings vir interaksie-toetse.

c). 'n Volledige verdelingsvrye ekwivalent van die
parametriese variansie-analise, naamlik waar byvoorbeeld
die toetse vir ry- en kolomeffekte (asimptoties) onaf-
hanklik bly wanneer daar ry- en/of kolomeffekte of

interaksie bestaan (m.a.w. H, nie geld nie).

5). 'n Ander interessante benadering tot die
probleem van 'n verdelingsvrye variansie-analise word
gevind in die volgende twee artikels:

HODGES, J.L. en LEHMANN, E. L.(1962) ,Rank methods for
combination of independent experiments in the analysis
of variance", Ann. Math. Stat, 33, pp. 482-497, en
LEHMANN, E. L.(1963) ,Asymptotically nonparametric
inference: An laternative approach to linear models",

Ann, Math. Stat. 34, pp. 1494-1506.
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