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HOOFSTUK IIT.

'n ALGEMENE TOETSINGSGROOTHEID., LIMIETVERDELING
ONDER 'n ALGEMENE HIPOTESE H.

3.1. INLEIDING,

k
Gegee N = 2 n, onderling onafhanklike variante
i=1

Eij; j=l,2,...,n.5 i=1,2,...,k waar Eij’ vir vaste i,

afkomstig is uit 'n populasie met kontinue verdelings-—
funksie Fi, i=1,2,...,k,.

Die probleem wat hier beskou word, is om die
nulhipotese HO: Fl = F2 = ... = Fpo s naamlik dat alle
verdelingsfunksies F17 i=1,2,...,k , didenties is, te toets
teen 'm alternatiewe hipotese zangedui deur Ha’ naamlik
dat nie alle verdelingsfunksies identies is nie.

Die N waarnemings .. 1) is spr O 2) almal
verskillend 3) omdat Fi kontinu veronderstel word,

In hierdie hoofstuk word 'n algemene toets vir

bogenoemde probleem behandel en sy asimptotiese elenskappe

ondersoek.

3.2. DIE TCEIT'SINGSGROOTHEID SN'

Laat
| ~ -1 . 1 _
(3.1) vy = 0N, den is %VNi = 1.
Laat verder
(3.2) v, = lim v, . en neem zan dat
1 Neq)Nl

1). Tensy anders gespesifiseer, deurloop i, g en g' in
hierdie hoofstuk die waardes 1,2,...,Kk 3 J,J' die
waardes ZL,2,...9n:.L en h die waardes 1,2,...,N.

2). Sien hoofstuk II voetnoot 8.

3). Op die geval van moontlike eventuele gelyke waar-

nemings word in hierdie hoofstuk nie ingegoan nie,
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(3.3) O<v <vy;<1-v <1 vir alle N, vir alle i=1,2,...,k
en vir 'n vaste getal VOS%.
Dan geld ook
3.4) Odv v <l-v <1 vir alle i,
Stel

(3.5) Py, (x) = (santal Xij§X>/ni vir vaste i33=1,2,..,n0;.

Fin (x) is dus die empiriese verdelingsfunksie van
i

aie 19€

ide steekproef,

stel variante x. 1,X12,...,Xlnl , d.i, van die

Definieer

(3.6) Hy (x) = Zv (x), d.i. die gekombineerde empiriese

Wl in.
i
verdellngsfunY31e.
Laat
(3.7) H(x) = ZvNiFi(x), die gekombineerde populasie verde-
lingsfunksie vir die gegewe steekproefgroottes.
Beskou die grootheid
n.
-1 .
(2.8) S = 2c.n. 2 E... waar die E... gcgewe getalle is
1 1 Nij Nij
j=1
en die i willekeurige eindige konstantes, nie almal
nul nie,

Neem die volgende vorm van die definisie, naamlik:
@®
(3.9) 8y = 2c, [ I [H(x)1dF, (%)
N i 1oy NN in,

waar JN 'n willekeurige funksie is wat voldoen zan die

volgende voorwaardes:

(3.10) J(H) = 1lim JF(M) bestaan vir O0<H<1,
N-w
4)
9

(3,11) J(H) is nie konstant nie
. .
(3012> /IN [JN(HI\()_-J(‘%I‘«)]dFlﬂl = OP(I\i ~>9 121927-n-9k9

waar I, die interval is waarin O<H(x)<1 en oy gedefinieer

4), Sien ook voorwzarde (3.28) wat 'n verdere beperking
18, naamlik dat JI(H) nie altyd = O kan wees oor die

oorvleuelingsgebied van die verdelings nie,



is in B1.2.2,

2
(3.13) J4(1) = o(W%) en
/ (m) oy g, —m—t4d
(3.14) | (E | = =5 ¢ KH(1-8)17TF
d}jul
vir 'n 6>0, K 'n eindige positiewe konstante.
Die twee vorms van SN ie ddenties a
. - ; - \‘~'l Sl " i
(.5015> ENij = JN[N ; /jJ'L(kij “/{il J')]
weaa
L(w) = 1 as wo
0 as w0
33 s B
d.1. as By, = = Jy (T /N
wear r.. Cle ra in

1J

rangekikling v

I

3.3, LIMIETVE

Fa
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NENOMMer van X, .
1J

ari die N waardes . .
1d
die interval wees wac

SAVAGE (19%3)).

Laat, v

%¢(§..)
'nnovar

konstante is,

Definie
(3-18) g_,; =
+4d

(3.19) &, =7
J

Lemuna 3.1. Di
™ |

(3.20) u(ﬁiji
Bewys: Omdet

b(sij)

RDELING VAN S, ONDEER
ir g=1,2,..,,k ,

X
/3 tE(x) a7 _(x)

X
O

“M(

iant is

) - EB_(x

X457 g\ 21

byvoorbeeld so0 cat

er verder

o eive = ¢ v B (%)

T g< i Ng g nNi’ a< i3
SR
1)

e verwagtingswaarde van gij

H) = 0,

T‘ . = j_s
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Opmerking.
In hierdie hoofstuk werk ons deurgaans, tensy
anders gespesifiseer, onder H. E(%ij) beteken dus

(%, |H).

X @
Lemma 3.2. [{Hy(x)-H(x); [ J [H(x)IdF,(x)] = 0 met

X -
o e8]

waarskynlikheid een,

1l

X 1 1
Bewys: [ J [H(X)]dFi(X) 0( ;{J (H(x)JaH(x))
XO XO

O(J[E(x)])

L

= O([HG){1-1(x)} 157%) uit (3.14).
HN(X) is die empiriese verdelingsfunksie van 'n
steekproef uit 'n populasie met verdelingsfunksie H(x).
As zl<22< oo <zN die gerangskikte steckproefwaardies 1is,

dan is HN(X)

il

O vir X(Zl

en HN(X) 1 vir X2 Zy e
Indien H(z1~0) > 0, geld
By (x)-2(x) 1 O([H(x) {1-5(x)}1°79)
- o([H(x) 157 1-1(x)157%)

X
— 0.
-

Indien H(ZN)<1, geld
[, (x)-H(x) ] O([H(x){1-8(x)}1°7%)
- o([H(x) 15 Fr1-m(x) 19%)

X
——
O,

Aangesien H(x) kontinu is, geld
H(zl—O) > 0 en H(ZN) < 1 met waarskynlikheid een vir

alle eindige N,

X ®
Dus: [{H,(x)-H(x)} [/ J [H(x)1dF,(x)] =0 met
Ly - X —

@
0

waarskynlikheid een,
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Lemma 3,3, Die variansie van N 2 Z%i word gegee deur:
i
1

(3.21) var(N22g;)= 2v leg(c g% ) (Cavng e ni %8 1B
waar -
(3.22) o 5 = [ [ F(x)[1-F(y)19 [H(x)1 [H(y)]-

g1Tgi —m<x<y< o
LaF (x)dF,(y) + aF 4(x)aF () .

Bewys: Omdat
(3.23) var(g,.) = E(§ )

1]
= b[v lZ(c Vi

VB (x4 )v >(c v
g O

i'Kg™ é VN1 Ng'™~ g Ngﬁg(k )]

- Z 2(c. iVNgCeVri )(c. 1 Ve C Vi

g &

Verder is

)EB (x )ﬁg(xij).

(3.24) var(¥ %) = vt

var(g;)
-1 <.

=N var(?@ij)
-l

=N ?var(gij) omdat gij en éiy vir J' #j onderling

onathanklik is (want X5 en hly is onafhanklik)

- isy-es _

= FoV Wl ?(Civf C”Vh1>(cing )Ep (x )B (Xij)
J g 4

_ oyly oy ~ ~ o '

= v?ig é(cing—cngi)(c Virar vai>EBg(Xij>Bg<xij)'

kR
Die wvariante N *éi en N

1
=

“ér is onderling onafhank-
lik indien i' #i Gevolglik is

(3.25) Var(ZN 2% ) = yvar(N~ “é )
i i

Sy -1y
i

l

2 2(e vy vy ) (o e v VBB, (3 1) B4 40
(=]

[._l.

Nou moet E§g<xij>§g(xij) nog bereken word,

® ®
(3.26) Bg(Xij>~EBg(Xi):_ﬂ£ Bg(X)dFil(X>~ [ B - X)dF (x)
vir j=1,2, o g
- [ B (x0alF (-2, ()] ’
~@
CO ( X \1
\. J [H(X)]ng(X)jd[Fil(X)~Fi(X)}

O



(3.

68,

i

X @
[gé)J [H(X)Jng(X)}{Fil(x)-Fi(x)}14n -

- / [F (X)-Fi(x)]J‘[H(X)]dF (x) deur parsiéle
- g

integrasie. M.b.v, lemma 3.2 5) volg verder
® '
—.4£ [Fil(x)-Fi(X)]J [H(X)]ng(X) met waarskynlik-
heid één, sodat
27) EB,(x; )B,(x, _E{_Ofo Oém L (X)=F; (x)10F ;) (3)-F, ()1
-7 [H(x) 13 [H(y) JaF, (x)aF 4 (3)}

= / / B[P, (x)-F, (X)][Fll(y) ~F, (y)]J [H(X)]
- -
g [H(y)]dF (X)dF (y)

= [ [ F(x)[1-F, (y)]J [H(x)]J' [H(y)]dF (x)dF (y) +
-0<{xKy< @

+ [ [ P (y)[1-F, (X>]J [H(x)13 ' (H(y)1dF g (¥)aF4(¥)
~D<Y<KL @

uit (3.22), want:

= J
Bnggl

Neem byvoorbeeld x<y:

=

As x.<x, is F.;(x) =1 en Fil(y) =
As x<x.<y, is F;(x) = 0 en F 4 (y) = 1.

O

As X0y, is Fil(X) =0 en Fil(y) =

E(F; (x)-F, (x)1[F;1 (¥)-F; (¥)]

il

!

[1-F, (x)1[1-F, (3) IPLx; <x] - F, () [1-F, () IPIx<x, <y ) +
+ Fi(X)Fi(y)P[§i>Y]
[1-F, (x) J[1-F, () 1F, (x) - B, (x)[1-F, (y) I[F, (¥)-F, ()] «
+ P (07 ()= ()]
[1-F_ () 1F, ().
'n Soortgelyke resultaat volg vir y<x.

Hiermee is die lemma bewys.

Opmerking.

(3.232) var(gij) Z(c v
g

Met behulp van (3.27) herlei (3.23) tot:

Ne CeVni) (CiVigCa Nl)oBnggl .

5).

Sien vergelykings (3.3), (3.50) en (3.51).



RIA

94.

Gevolglik besit t. en ti/ni asimptoties dieselfde
verdeling onder H, Alle resultate ten opsigte van ti geld
dus ook asimptoties vir ti/ni en ons kry uit 83.4 op-

merking 3 en (3.59), (3.60), (3.,62) en (3.63):

. ' . 0 -
b(ti/nilﬂ) = [ J[H(x)]dFi(X) + o(N™®),
-®
Opmerkings,

1). Onder Hys Fp =F, = .., =7

5 = F geld

k

(3.95) E(ti/ni’H ) = ;DJ[F(X)]dF(X) + o(N—%).

0
e
2). Vergelyk
o1 A W 2 T p . i »'{_q}‘
(&42)mﬁ@(%md%) = o(N), d.w.s. m%ﬁhNhlszN),

wat soortgelyk is aan (3.92).
3). Onder voorwaszrde (3.93) sal, vir O<H<1,

(3.96) 1lim Y [NH/(F+1)] = lim Iy (H)
N->m N-m

= J(H) wuit (3.10).
4)., Voorwaarde (3,93) 1& die verband tussen die
toetsingsgroothede van hoofstukke II en III. Ons kon,
as alternatiewe prosedure, ook geneem het

JNrHN(X)] = YN[EHN(X)/(N+1)].

3.6.,2, Toetse vir Verskuiwing.
3.6.2.1. 'm Algemene uitdrukking vir die asimptotiese
relatiewe doeltreffendheid van een toets met betrekking

tot 'n tweede toete.

Begkou die elternatiewe hipotese
-+ S ‘
(3.97) H : F.(x) = F(x+d.N"2) vir i=1,2,...,k
a i i
waar die di 's willekeurige eindige refle getalle is,
1
Neen aan dat f(x) = F (x) oral bestaan, kontinu

en gelykmatig vegrens is.
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STELLIICG 3.7.
Incdien
/ L
(3.92) ¥[N/(W+1)] = o(N¥),
. . ~4
(3.93) {[iJN[HN<x>J—wN[hHN<x>/(h+1)3ldFinA<x> = 0, (%)
N €
vir i=1,2,...;k en
_1 - NS .
(3.98) |£(x+6,0 )T " [Tvy, Fx+b,, W2) 1] < M(x) vir N vol-
it &
@

doende groot en [ M(x)dF(x) < @, waar die 6, 's wille-
-®

Lkeurige eindige re&le getelle is, dan geld

L 1 i 1
(3.99) %%gDNdEE<ti/niIﬂa>—E(ti/niIHO)J =

= (d.—di) fpf(X)J'[F(X)]dF(X) waaxr
-®

(30100) d. = ?}Vi' dit .

Bewys: Onder H_ is

_i
(3.101) Fi(x) = F(x+d, I ®)

(Y

|

G

!

1
—-%1

= Plx+d N +(dﬂ—di)N

a2
= Fi[x+(dﬂ~d4)N_“] vir alle i

1
_ TR e
= Fi(x+9i,h ) waar
(3.102) 9, = dymdy 5 1 =l,2,..04k, sodat
1
"T X - ~5 . S \
(3.103) H(x) = %er Li<X+@f NT®) uit (3.7).

Uit die eerste middelwasardestelling in k verander-

likes geld vir die funksie G(@l,@g,...,@k):

o 3G(9,9,544450,,)
(3.104) G(&1,9,,...,0,) =6(0,0,..,0)+30,, 1’2 s

it 36, 3=

1

waar 8 = (81:655..50;) en ]@ﬂ]<|®f! vir alle i (sien
STEVART, C, A, (1940) ,Advanced Calculus').
Stel nou

@
(3.105) G(@l,gzg°,,®k) = N”_{é J[H(X)]dFi(X)
1

w
= N= § . ~E\13m s
= N / J[%vNﬂ Fi(x+®ﬂ N ‘,]dri(x) uit (3.103),

den is:



&, sl ooy
960
i @ .
(3.106) G(0,0,..,0) = W% [ J[F(x)]dF(x)
-0

en met behulp van (3.104) volg dan

(3.107) G(919@ ,@k) - G(0,0,..,0) =

2,.3

@ A 1 1
= . . (X . Tz s c+8 =
%er Qr_{é £, (x+8,, WTF)g [%yNﬂ|Fi(x+@ﬂ,N )1aF, (x)

sodat m.b.v., (3.94), (3.105) en (3.106) volg

N , ' o ®
%ﬁinh [E(ti/ni!Ha)—E(ti/nilHO)]:%vr 9r_4£ f(x)J'[F(x)]aF(x)

@
= (d.-d,) [ £(x)J'[F(x)1aP(x).
-®

Die differensiasie m.b,t, die @f onder die inte-
graalteken en die neem van die limiet vir N-wm onder die
integraalteken, is toelaatbaar onder voorwaarde (3,98)
(sien CRiMER (1946) pp. 66-67, GIBSON (1954) p. 441 stel-
ling III) sangesien J'[F(x)] en f(x) kontinu veronderstel
word.

Hiermee is die stelling bewys,

Opmerkings.
1). Voorwaarde (3.98) kan in die volgende vorm

omskrywe word, nasamlik:

=X
—

i : —
(3.108) |f(x+cN_2)J‘LXOF(X+cN )+ (11 )F(x4+e"87 %) 1| < #(x)

@

vir N voldoende groot met [ H(x)dF(x) < ® waar >0
-0

en die ¢ 's eindige re&le getalle is,
2). 'n Voldoende voorwaarde vir die geldigheid van
(3.98), is
(2.109) if(X+CN~%)J'[F(X+d P‘%)]] <M <o gelykmatig in x
vir N voldoeunde groot waar ¢ en ¢ willekeurige eindige
re8le getalle is,
STELLING 3.8.
Onder die voorwaardes (3.10)-(3.14), (3.92), (3.93)
en (3.98) besit
(3.110) 7, = S(W-n,)[;-E(t, [H )I°N var(s, [H,

1 -~
. . . . : 2 .
onder Ha asimptoties, vir N-»w, 'n nie-sentrale yx -verdeling

)37t



met (k-1) grade van vryheid en nie-sentraliteitsparameter

@
(3.110) 2] =0 [ £(x)3"[¥(x)1aF(x) 1%5v, (d.-a,)2 -
A - CI) i l
‘[1lim N lZ(Y

. )27t
- n Nh~ N

Bewys: Definieer, coos in vergelyking (2.4),

! - L t ' '
(3.112) %, = (N~n)2[ti—E(ti|HO)][N var(tilH

AT

)17E.

o]

1

Beskou ook
~ ey
ty = (W-n)*[+,-E(t, [H )N var(t, [H )17,

(3.56)

Uit stelling 3.6 volg dat die momentematriks van

~

. . ) . > 1
die ti 's onder ha asimptoties gegee word deur A = I-vv

met karakteristieke wortels 1,1,...,1 en O as N-wm 9).
Fou is:

(3.113) - (W-n .)%[t /n -E(t. /p IH )1 [ Wvar(t. ;/ny }H 1T £

uit (3.112)

1
L -
(F-n, )%, /0, ~B(t, /o, |F_) I Nvar(t, /o, [H )]

e

—

= +
1 t , 1 ! i
- 2 : T ] - -2
+(N-n, ) [E(t,/n, H) E(ti/nilHO)][Nvar(ti/nilHo)]
~h
= ti VNi + ENi wear
. -‘g ! !
(3.114) Ey; = (N~ni)<[E(ti/niIHa)-E(ti/nilHO)]-

! -
R ol N - )
[hvar(ui/nilHo)] ,

4
£ en

A 1 t 1 -
(3,115) ti = (N—ni)2[ti/ni~E(ti/niIHa)][Nvar(t;/nilHa)]
1 -1
(2.116) Vs = [var(ti/ni|Ha)]2[var(ti/niIHO)] 2
Hier is

= 1im (F-n, VENETE( b, /g |8 )-E(t, /0, [5)1
N-w

(3,117) 1lin E

N%mlh

1] _.-_
L] - 4 " - 2
(W Var(“i/nilﬂo>4

x1 L

v:;;(d..—dg_cﬁ £00)3 [FG0) 18R () - Lm [N (v =Fyp) #173
uit (2.20), (2.21) en (3.99)

= konstant <o m.b,v. (3.98) en (2.41) omdat F(x)

kontinu is.

il

9), Onder voorwaarde (3.97) word daar voldoen aan vVoor-
waarde (3.72) vir N voldoende groot.
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Nou volg dat (vergelyk onder andere lemma 3.23)

L !
Nen = |t./n.~E(t. /0. |H t.-E(t. |H
lim P SR S 1/ ) ol ) elH | =0
K- N a
M i

1l a
Gevolglik besit %i en ti asimptoties dieselfde

[var(ti/nilHa)]% —[var(tilHa)]%

waar € > O,

verdeling onder Ha en volg met behulp van (3.113) dat

(3.118) 1im var(%f H lim V2 var(t. |1 ).
N> 1la> N >0 Ni ( 1Ia)
Maar

(3,119) 1im VN = lim [var(+t, /n IH Y1 lvar(t. /n l*o)]_l
N->w N-wm®

1l

lin [var(t, Ia)][var(tiiﬂo)]‘l met behulp
N->wm
van lemma 3,23

1 uit lemma 3,22
Dus

(3.120) 1im var(t IH ) = lim var(t |H )
N->wm N>

waarby O < llm var(t |E ) <o uit (3.77),
N>

Soortgclyk is

(3.121) 1lim kov(t t |H ) = lim kov(t lH o
N-m N-m

Pie momentems.triks van die %; 's onder Ha ig dus
ook asimptoties gelyk aan A = I-9v' met karakteristieke
wortels 1,1,...,1 en O (lemma 1.2),

Uit (3.113) volg:

i 1 ' '
%VE(N_ni)Q[B(ti/ni[Ha)'%(ti/ni o)
[N var(ti/ni[Ho)]_‘

A ~q
al 2 =y T_
IVER(S, [5,)

i

uit (3.114), sodat

= 2vi By
1
1A 1
(3,122) 1im >vZ B(%. |H ) = 2v? lim E
pn 3vr B0 ) = Bvi e B

Wik

2
7,02

Zvﬁ(d.—di) fDL(X)J [F(x)]aF(x) lim [h_l>(w
i = -® N-w

= 0 met behulp van (3.100), sodat aan (1.27) voldoen

word,
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(02 gt

~y
Op analo¥ wyse as in lemma 3,21 volg dat die ti 's
se gesamentlike verdeling onder Ha asitptoties normaal is
(vergelylk ook lemms 3.23 met sy bewys),

Uit etelling 1.1 ocpmerking 1 volg dat T
asimptoties, vir N-w, 'n nie-sentrale x2mverdeling besit

met (k-1) g.v.v, en nie~genitraliteitsparaneter

It A
(3.123) A2 = 1am » [B(E] (B )7°
’ N-oom i=1 - =

— i ' t )
(FMen )P[E(t. B )-B(t. 1H )]
= 1im ¥ = e
- 1 [Nver(t, [HJ)1”
o T Iy k_' | \-.._ ! 7 N 2
Cn v (¥ ni)LL(Li/niiHa, E(ti/ﬂiihoj] 7
o Tj Ty o ' )y
K- i NVuf(ti niIHO) J
o , 2 < 2
[ [ #(x)d r#(x)1ar(x) 1% 2v, (do-d,)
= -2 o ?2 — uit (3.117},
lim 7 A(¥ e ~¥p)
¥-wm h T

Opmerkings,

1). Veoorwsarde (2,93) 16 die verband tussen Jw en ?N‘
() B
2). ki ken ook 1n 'n ander vorm geskryf word,

Onder voorwsarde (2,93) kan, socs in lemma 3,23, sangstoon

word dat
m

. . . - . -1
(3.124) lim [ T B (x)JdH(x) = lim N & 2¥. (8, ),
N->m - Nm i M- hN h

Indien verder ook geld

[49)
(3.125) [ |950H, () 1-¥20Ey (x) /(041) T [aH (%) = o (1)

7
-0 Y

dan volg op 'n analog wyse ag 1in die vorige geval dat

0 ao
(3.126) Lim  [Lo (8 (x)] - /T0H(x) 1A (x) 1765, (x)

- @ 7 -
. ~1 = . o
= lin XU R(¥, ~Ty)
- noo '

mite die uitdrukkings almal bestaan en eindilg is,

Die nie~sentraliteitsparameter wora dan

CO. |i__1 12 < ,\2
T f(x)YT [P{x)lar{x)] %vi(d.mdi,
z - (1) i
(3.127) »Z=
k o

o -
: - o OaT ’ 8-5
lim f{JN[hN(X)]~ IJNLHN(X)jddN(X)} QHN(X>
Tow-m 5 - ‘ : |
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100,
STELLING 3.9,
Onaer voorwaardes {(3.10) - (3.14), (3.92), (3.93)
en (3.98) is die asimptetiese relatiews doeltreffendheid

t
ven 1, met betrekking tot die variensieverhoudingstoets F:

. - o ' 2 2 g y2q-1

(3.228) By o = 0 [f(x)J " [F(x)1aF(x)1%05 Lim (% 90y ~F) <)

e e ¥ M=o Bl’ Mh "N
waar

az Qo -
(3.129) o2 = [ x°a¥(x) - [ [ x ar(x)12,
-0 -

Bewys: Iadien 62 bestaan en eindig is, besit die F—toots

T
onder hd ook agimutotics, vir Wow, 'n nie-gentrale xz-

verdeling met (k-1) g.v.v. en nie-sentraliteitsparemeter

I%
-

(2.130) K% = Oiz Xvi(d.—di)z —~ sien byvoorbeeld
i

TANG(1938) pp. 136-139.

1 .
Die a.r.d, van T} m.o,6, P is dan {(sien él.é)

oo

{(3.131) ; L = /X
k?
o s - oD 1 - 2.-1

= L JE(x)d [P(x)]aF ()] 0y 1im [ 5 2(Yy, N) ]

- @ T N-ewm Th L

[ty )T [F(x) 17 (x)1%03 #
_ -0
©
S 2
Hil 1. - 4 3 Dl L (

indien zan veorwaarde (2.125) ook nog voldoen word,
Cpmerkings.

1), 48 asn {3,98) voldoen word behalwe in 'n ver-
sameling punte var maat nul m.b. . F, geld alles voorgaande
regsultate ook, Dit impliseer det f(x) nie gelykmatig
vegrens hoef te wees sn J ' [F(x)] nie zan voorwasrde (3.14)
hoef te voldoen in 'n versameling punte x ven mnaat nul
nie., {(Vergelyk byvoorbeeld die opmerking hieroor in
ANSART en RBRADLTY (1G¢0) p. 1183).

2Y), TIndisn J'{P{x)] begrens is vir alle x, word

vodrwaarde (3,.98) ommiddellil: bevredig.

* Hierdie uitdrukking is onafhanklik van k sodat dieselfde
resultaat vir die a.r.d. verkry word as in die geval wvan

twee gteekproewe, Sien cok die voetnoot op bladsy 92.
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Vervolgens bespreek ons enkele spesiale gevalle
van Tg. In ons verwysings ne toetsingsgroothede van
hoofstuk II, hou ons in gedagte dat alle 8y = 1 met
wearskynlikheid een omdat die verdelingsfunksies Fi hier

kontinu veronderstel word,

3.6.2.2. YN(éij) = 513 (sien B2.5.2.1).

Hiexrvoor is
(2.59) %, = sr;./(F41) net toetsingsgrootheid
J
(2.65) Ty = 12(N+II.)N_1 2 tg/ni - 3(N+1) indien alle gyt
i T
otel

(3.132)  Jy(F)

i

yN[NF/(N+l)] vir O<F<1
RF/(N+1),

il

dan is J(F) = F vir O<F<1,
Aan voorwaardes (3.10) - (3,14), (3.92) en (3.93)
word voldoen (sien ook CAPON(1961) B5 (F)).

Fou is f(x)J'[F(x)] NG

H

il

(x) %%%%%

= f(x).
f(x) is 'n funksie waarvoor ons aangeneem het
f(x)iK<cn (sien §3,6.2.1). Dear word dus voldoen aan
voorwaarde (3.98) - sien stelling 3.7 opmerking 2.

Verder is

@ (¢9]
[£(x)J'[P(x)1dF(x) = [£(x)aF(x)
- -
L o
= [ £°(x) dx en
-0
R, [ - \2 . N-1 .
lim N~ 2(v,..-¥..) = lim - m.b.v. (2.61)
¥ oo R Moo L2(H+T)
L
- 12

Die nie-sentraliteitsparameter van (3.123) herlei
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2 P s 2
(3.133) Ay =120 [ £9(x) ax]© Zv;(d.-4;)".
' - 1
Die a.r.d. van T,, m.b.t. F is dus
2

S 2
= 1205[ [ £9(x) 6x]° m.b.v. (3.130) en

k =R (3.131).

g ¥

Oprierkings.

Tde X is dieselfde as die a.r.d. van WIL-

=

Wt

COXON(1945) se toetsingsgrootheid m.b.t. die t-toets in
die twee-steekproef geval - sien HODGES en LEHMANN(1956).
F:B/TT'

2). Vir die normaalverdeling is B
Vir die homogene verdeling is I, B = : Y

HODGES er LEMMANNM(1956) het bewys dat ET 7 SV
Wi

minimum-waarde van 0,864 bereik vir die verdeling met

ViE

B2 :
sl = ‘{sfg(J—X )/20  vir X2 £ 5
0 Sl

3). CHACK0(1963) het vir die k-steekproef geval
die uitdrukking in (3.134) gevind vir die meer beperkende
geval dat alle n, = n.

(€r ) -~ pien B2.5.2.8.
ij ij

i
5

—
-
—

14

(W%

/A
no
(%

=
—
on
S
]

In hierdie geval 1is
(2.68) t; = ? - Y met toetsingsgrootheid T gegee in
(2.71) waarby alle ga=l (sien die slot van @3.6;2.1 1139003 A
die kontinuiteit van die F, en die feit dat alle ga=1).
Volgens CHERKOFF en SAVAGE(1958) 85 is J gelyk
a.ar JO, ¢ie inverse funksie van die normaal (0,1) verde-

lingsfunksie &, Vergelyk ook CAPON(1961) 85 (B). Gevolg-

t

1lik zeld: u = 3[J(uw)] sodat

Fra(u)1d' (u) deur differensiasie na u

waarby ¢(u) die frekwensiefunksie van die normaal (0,1) -

verdeling is.
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Dus
(3.135) 3" (u) = 1/¢0L3(w)] .
Uit lemms 3.12 volg dat voorwaardes (3.10) - (3.13)

bevredig word indien (3.14) geld. Volgens CAPON(1961) 85
word ook aan (3.14) voldoen. Ook voorwaardes (3.92) en
(3.93) word bevredig (m.b.v. C+3(1958) 84 en 86 en verge-
lyking (3.12)).

Omdat daar met waarskynlikheid een geen knope voor-

kom nie, volg m.b.v. STOKER(1955) p. 55 dat

1im WL E(th~v"zN)2 = lin N1 3 Si
N ->m h - h

= B(g?)

= var(g)

=1,

Vir enige willekeurige vercelingsfunksie F (waar-
voor aan (3.98) voldoen word) geld nou uit (3.123) dat

Tt 2 2
[ /£(x)3"[F(x)1aF(x)]° Zv,(d.-d;)

(3.136) k%
-0 1

P e(x) a7 1., 2
F( Zv.(d.=d.)°.
[-{é gra{r(x)3}? ' X)J e i)

il

Die a.r.d. van TERRY(1952) se toets m.b.t. die F-
toets word gegee deur

- 2. P , 2
(3.137) E, = opl [ £9(x)d ' [F(x)lax]

02[ /Oo f2(x) dx]g.
Fl-o ¢lo{P()}]

‘ierdie resulteat is presies diecelfde as dié

verkry deur C+S(1958) vir die a.r.d. van die Terrytoets ¥
m.b.t. die t-toets in die twee-gteekproef geval lO)' -5
CHERNOFF en SAVAGE(1958) het bewys dat genoemde uit-

drukking groter of gelyk aan een is met gelykheid in

10). Let op dat daar 'n drukfout in hulle uitdrukking
(5.5) is. Die 62 moet in die teller staan en nie in die

noemer nie.
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geval van die normealverdeling, sodat one ook direk kan

beweer dat ET

P2t
Opmerkings,

1). Die gelykheiad Ey y =1 in die geval ven die

normaalverdeling kan maklik aangetoon word, want indien
F(x) die normaal (p,oz) - verdelingsfunksie is, volg:
X -
F(x) = —=— [ ekspl-#(y-u)°/c°1 ay
o/ 2m -
= @(E%E) en frekwensiefunksie
_ . 1 2,2
f(x) = ekspl-2(x-u)</0°]

o/ 2m
= LgXopy g
= Oﬁ( = ) sodat

JIR(x)] = a7 e (X))

§%E en

PLa{r(x)}] = g(=E)

1]

6 f(x) met o = Op

Ten slotte is:

@® 2
(3.236) 22 = | 7 EE w0 | B, (a.-0)% wit (3.136)
- oFf(x) it

2
[ fDdF(X)] 05° v, (d.-a,)°

® i
_ =25 (a 2
i
2
= XF sodat

2). et betrekking tot voorwaarde (3.109) onder—
gsoek ons twee gevalle.
a). F(x) = 8(x), die normaal (0,1) verdelingsfunksie,
Ons het bewys J'[F(x)] = 1/#L3{F(x)}] sodat vir

Zgs die grootste van die xij~waardes9 geld:
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ol

£ (zy+el” %) [F(zy+e'N™ )] = = @(zp+cl” # )/[F(zp+e'0%)]
omdat f(x) = Q( )
ekspl-E(zy+cN~ 4) +3(zg+e ' T “) ]

eksp[O(zN. N )1,
1
Vir die normaalverdeling is zy = or(z 1ogeN)2]

volgens CRAMER(194€) p. 374.
0

il

Dus f(v +cN g)J [w(47+c'N 4)] "7574 e 1
waarmee aangetoon is dat aan (3.109) voldoen word, en

dus ook aan (3.98) - sien stelling 3.7 opmerking 2.

b). Neem F(x) die Laplace (dubbel eksponensiaal) verde-

lingsfunksie met frekwensiefunksie
-1

f(x) = $2 "eksp(- |x

Volgens CRATER(1946) p. 373 is Zy = O(Kloge%N).

Laat u = é"lEF(zW+c'N"§)3, 2> 0.
1
s(u) = F(zN+c'N_“)

4
1-3(u) = luF(zN+c‘N_*)

Neem die linkerkant en regterkant afsonderlik,

@
L.E =—- [ eksp(—$t ) dt
2m U
= -t u"l[eksp(—%uz)][l + O(u_z)].
J 2T
1 ov
R.EK. = 5% il 1 eksp(~t/)) dt
zN+c'N =
=--;'-D--I\el;s_»‘,p(—t/)\)]C0 ik
2\ ZM+C'N =

= eksp[(~zy-c'N” ')/KI

1 =l o 1 -2 3 5 -3
Dus —- u [eksp(—au Y11 + 0(u 9)] = gekSp[(—zNho'N ) /A,

Jen
Vir N groot kry ons benaderd

i Lekapl-3ue) = (/8 ) Reks n( ~zy/A)
2

In u + $u = p/k - ln(n/2) wvaar 1n u = log, u
i
(1 22X -z /h - 1n(n/2)®
1.2 N
Ia
in u %

uw(l + 2 Foua)= (EZF/k - 1n §)¢



As eerste benadering is u = O(JzN). Hiervan naak
ons gebruik om te skryf

u ks (DK ~1n 3 )% - s
' 2

AT

(2ZN/K wla Z Y JEE
f(ZN+CNh%)J‘[F(ZN+°'N—%)] = T(zyg+ell” %y, PLI{F(zy+c' N
uit (3.135)
~% -1r .
flzytel ®)/ gl F(zy+c N %)}
f(ZN+CN”%)/ g(u)

i
1 terepl- (2, 4cllTE) /0]

m[p-

)

—

Il

e

w

ekspl- §J(2zﬁ/K i 0 L O(zix 1n zﬂ)}gj

(2m)” ;

r"lr—\

Il

- -
(%)“k leksp[wl 1(ZF+CT

2 - _1
= (%)“k leksp[—k l(ZE+CN 3)+%{éz Sk 1113 +O(z ‘ln ZP) -

- 0(1n ZEJ}J

T S , - 1 TF - 2
= (E) A Tekspl-zy/) ~cN “+ZN/X -% 1ns +O(ZN T ZN) 1
ekspl-0(1n zy)]
Moo,
s J

waarmee aangetoon is dat (3.109), en dus ook (3.98),

vevredig woxrd.

I

)

36+ 2% ?N(éia

Q(&ij) ~ gien 82.5.2.3.
Hier is

(2.73) 4, =

/(1+1)] met toetsingsgrootheid T
i = 0

29l
J
6

gegee in (2,76), Stel nou

il

{ 31489 JN(H) YIFE/(N41)] vir 0<¢H3<1l, dan is

J(H)

lim Y[NH/(X+1)]
& =56

éul(H) waar & die normsal (0,1) - verde-

li

lirigefunksie is, sodat

(3.135) J'(u) =1/ @[JI(u)] soos in TERRY(1952) se geval,

Aen alle voorwaasrdes var stelling 3.9 word voldoen -

sien onder andere C+35(19%3) 86 B voorbeeld 2.

+4{IZZN/R 3112)“ O(zv“ln WPJ}E



Uit STOZER(1955) p. 57 volg nou dat

lim N1 5(v
N-w h

Vir enige willekeurige toelaatbare verdelingsfunksie

= Lin N7F £ Q%(s,) =1

'T}'—?N) 2
Bh ¥ o n

F geld nou uit (3.123) dat

(3.141) x% =[ f?(x)J'[F(X)]dF(X)]2 Xvi(d.~di)2
N - i

o £l AR (3 °s 3 2
= & i'(' rZ‘ 3 ‘—d')
Lﬁ GIFG) K).] el

wat diecgelfde is as k%

Opmerkings.,

1). T, en T, is albei, onder diessifde voorwaardes,

i Q
. . 2 - ; i :
asimptoties y° verdeel met (k-1) gZ.v.v. as F-»®m en nie-

seuntraliteitsparaneter

& 2
[ [ £0) dF(X)} S, (8.-6.)°.
~o PLa’r(x)}] i

Die a.r.d.-eienskappe va. TQ is dus dieselfde as
dié van TT’ g00s in die twee-steelkproef geval - sien
C+S(1958) B6 B voorbeeld 2.

2). TDie re:zultate van 83.6.2.3 opunerking 2 geld
ook vir hierdie geval.

3). Gestel dat ons met 'n gewysigde Van der Yaerden
toeteingsgrootheid werk, en wel waar J = F"l ll).
Dan is u = F[J(u)]

1 = £[J(uw)ld' (uw)

J'(u) = 1/f[J(n)]

L

i - L - —_
£(x4cl )T [F(x4c'07%)] = £(x4cN )/ £[F*{F(x+c'¥

.
) )]
" ke
= £(x+cK 2)/ £(x+4c!N ~)
HNeem F die Laplace-verdelingsfunksie, dan is volgens

CRARSR(1946) p. 373 &y = O(A log, ) sodat

N 2
4 . -+ -k
f(zN+cN—“)J'[F(zF+c'R =)] = K ekSp[—(ZN+cN ”)/R+(ZN+C'N %Y\
&
= K eksp[O(N #2)]

__.N_)I/_ < @
m A L

11). Hierdie F moet voldoen asn (3.10) - (3,14) en (3.93),
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Ook in hierdie geval word aan voorwaarde (3.109),
en dus ook aan (3.98), voldoen.

4), HODGLS en LEHMANN(1961) het vir die twee-
steekproef geval die a.r.d. van Wilcoxon se toets m.b.t.
Van der Waerden se toets [Ewa(F) 1 bereken vir verskil-

lende verdelingsfunksies F, IHulle het bevind dat

E, Q(F) < 6/m .
Ty

3.6.3. Toetse vir Verskil in Verspreiding.
3.6.3.1. 'n Algemene uitdrukking vir die asimptotiese
relatiewe doeltreffendheid van een toets m.b.t., 'n
tweede toets,

Beskou die alternetiewe hipotese
(3.142) H : P;(x) = F[X(l+diN_%)] met

@
[ x aF (x) =0, i=1,2,...,k 12)

-~

waar die di 's

willekeurige eincige re&le getalle is,

Om slegs verspreidingseffekte te toets (en nie ook
verskuiwingseffekte nie), moet alle verdelings gelyke
mediane of gemiddeldes besit, of alle waarnemings moet
om 'n lokaliteltsparameter gereduseer word. Die probleem
in hierdie geval is egter det die populasie-parameters
meestal onbekend is - sien byvoorbeeld @5.3.1, SUK~
HAT?E(1958), ANSARI en BRADIEY(1960) 89 en CROUSE(1960)
§4.12

Neem aan dat f(x) = F'(x) orals bestaan en

kontinu is en dat f(x) gelykmatig begrens is.

12). CROUSE(1960) werk met die alternatiewe hipotese

Fi(x) = F[(X-p)(l+diN_§>]

waar u = [ x dFi(x), i=1,2,...,k.
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STELLING 3.10.
Indien
N
(3.92) ¥ [W/(N+1)] = o(W*),

-

il

(3.93) G:IJN[HN(X)]-YN[NHN(X)/(N+1)]|dFini(X) op(N“ ),
N
i8ladiwin; & &0

i ot
1) o e T 1 A 3 N =) i E
(3.143) |£Geebyx05)T " [Zupry Plxedy ;0 7)1| < 5ilx) vir
@
N voldoende groot en [ x M(x) dP(x) <@ waar die 6, 's
-

willekeurige eindige re&le gevalle is,
dan geld

Y 1 . '
i 2l < Bl%E ., /1 ] =
(3.144) %{iDN [m(ti/ni[Ha) E(Ui/ﬂilﬁo)j -

= (d.-d,) ;gf(X)J'[F(X)]dF(X),
-0

Bewys: Onder Ha is

(3.145) P (x)

F(x+d, XNfé)
= F[X+diXNn%+(df—di)XN_%]
= Fi(x+@f XN_%) waar
(3,102) @f dirdi .
(3:248) Hlw) = vy B (3495 XE) uit (3.7),

It

Pl ens ok 3 sodat

Stel nou
o @D
(3.147) G(81,855..440,) = Nz_{ﬁ JlH(x)1aF, (x)
ey -% :
= h“_ﬂé J[ngﬂ F, (x40, xN )3dFi(x) uit (3.146),

dan 1s

(3.148) G(0,0,...,0) = N% fDJ[F(x)]dF(x).
@

Op soortgelyke wyse as in stelling 3.7 volg
met behulp van (3,94), (3.104), (3.147) en (3.148) dat
pa ! !
. =B - _
%%inw [m(ti/nilHa)nﬂ(ti/ni|HO)} =

= (d.-4,) fgf(x)J'EF(X)]dF(X)a
-
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STELLING 3.1,
Indien voorwaardes (3.10) tot (2.14) geld en
(3.28) Var(o ) > O vir slle 1 en ],

dan geld onder H vir vaste F, en vy, (1=1,2,...,k) dat

S-S T - b 2
o '""]\ "“"I\ -..-;—;- o
lim P |— <t o= L [ eTFF ax
N-m §U /21 -
waar

(3.29) 1lim ES, = »ec. [ J(H)AF. en
Moo N 117 =

2 . -1
3.30) lim Nog = lim IV sl c. v —c vo. ) (cL v
( Nowm "N N-om i D‘lg &!( Vh\g gv ) 1V - g‘le)
e G - .
zi’gi

Bewys: Die bewys gaan zan die hand van 'n aantal hulp-
teoremas,
Opmerkings.

1). Stelling 3.1 is 'n uitbreiding van stelling 1
van CHERNOFF en SAVACE (1958) van twee na k steekproewe,
Die bewys geskied op 'm analcé wyse en verskeie resultate
van bozenoemde stelling word hier gevruik,

2). Voorwaardes (3.10) tot (3.14) ten opsigte van
J 1is fundamenteel en word deurgaans in hierdie hoofstuk
aanvaar (by alle lemmas en stellings),

3). In lemma 3.9 opmerking 1 word sangetoon dat

(3.31) 1lim Ncé

N->w N

> O onder (3.3) en (3.28).

4), Voorwasarde (3.28) vereis dat var(%ij)>0 vir

alle i, waarby

(3.23a) var(é ) vrz > 2(c.v —C vy )(c v )
Fig G iNe i Vg SV ByiBai
en
(3.22) © - [/ P (x)[1-F.(y)17 [H(x)1J [F(y)].
BoiBoi —oodicyc o T 1

-[ng(X)ng(y):Fng(X)ng(y)] .
Dui nou die frekwensiefunksie van die verdeling met ver-

delingsfunksie F aan deur T _, aannemende die afgeleides
o
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van die P, (i=1,2,...,k) bestaan. Indien die veriasiege-

blede van die verdelings met verdelingsfurnkeies P oen F,
g &

'n gemeenskaplike gebied bevat van maat (ten opsigte van

beide verdelings) > O (m.a.w. nie disjunk is nie), s& ons

dle frekwensiefunksies f  en f, oorvlievel meksar.

Indien fi seeneen van f  of f , corvlieuel nie,

£ £

. 5% - . .
is Og B = 0.7 Indien f. slegs £ _ oorvieuel (en nie ook

od o‘l 1 =]

&

. . 2 -
g rie), is o5 =0y > 0eno ) =0 (selfs
© &1 girgl gi gl

indien fg en f _, melkaar oorvlieuel).

Alleen indien fi sowel T _ as f , ocorvleuel, is
g

op » > 0, & #&.
Toltgl
Var(éij) > O 1mpliseer dus dat daar tenminste een

iie ko&ffisiént

[N

waarde van g#1 bestaan (L.W., as g=i is

van op g in (3.23a) zelyk zan nul en ook as & =1i)
YeiTe

2 . . . R .

waarvoor o > 0, Dit beteken dus dat die frekwensie-
s

funksies f. en f_ mekzar oorvlieuel, ZHlke frekwensiefunk-
i 8

sie fi moet deur terminste 44r snder Tfrekwensisfunkeie

oorvleuel word (var(%i;)>0 vir alle i=1,2,...,k), Daar
1]

kan dus onder voorwasrde (3.28) geen frekwensiefunksies

weeg wat alleen 18 nie,

Sien ook die opmerking ne die bewys ven stelling 3. 3.

By

Cﬂ

Leimnma 3.4. S, kan soos volg ongesplite words
N 5
+ 2 C

+ Boy AT
2N T2y Yl

(3.32) 8y = & + Byy

(3.33) A = Zcy [ J(H)aF,

3. I
(2.34) Byp= 2c; [ J(m)a(¥F,  ~-I.)
1N 1 T in, 71
(3. 3‘)> B2 T: >.4 / (1TT1"FI)J (TI>
S T
<3- ‘)6) ClNM\;_ f (HN"'i/J ( )d(Flnl"F:L)

[ASR l Il\_}" l
Die geval waar die variasiegebled van een verdeling bevat

word in die variasiegebied van 'n tweede verdeling sonder

dat hulle mekaar oorvleuel, word uitgesluit.
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(3.38) Cyy = - pey [ LI(H)+(E-0)g' (4)1aF,
=1 !
I
'40 O T = 2:4. .U; - o
(3 ) 5N icllﬁ;ﬂ.JN(wh>Qiini
- 9]
Bewys: Sy = ?ci (é Iyl Hp(x)Jar, (%)
- 1
= ?ci G:[JN(HN)~J(HN)]dFi +20, / J(H)eP, +
T i i 1\ J_
Sv‘. - nl
1 T H.=1
N
= Cyp+dey {[{J(H) BT 3 (H) +5(H-H) J“[QHN+(1-g)H1}dFini
N

+ Cgy met 0<gl

= Cypq+2C. (J(H)+(H-H)J"(H)JaA(F.  -F.+F.) -
4501 O<§<lh (H)+( ) () Ja( in, T3 )
-2c. [ (H)+ Hy~H J'(H)I4F. +
1 lv‘~1 ) +(E )J (H) ] in,
NT
Y = -H 2 " o )17
+_4i,ci GZE(HN H)<J L¢HN+(1 J)JJdFini + Csy
N
= O+l [ J(H)AF.+2c. [ J(H)A(P.  -F.) +
T g 14+ omaa in; "1
. \K___,._,. T —‘—“‘—"—4——.‘
+2e; [ (E-E) (B)AF 42, f (H, _v)j(q)d(p -Fi )+
i~ O<HeL i1 Tosa By
M

+ Oy + Oy + Oy

= A T
= C4N+A+JlN+B2K+C -+O3N+C +Cx 5N
p e U
Opnmerking.

Die A-, B~ en C-terme stel die ,konstante", ,eerste
orde stogastiese” en ,tweede orde stogastiese™ terme

van 3, Voor.
N

Lemma 3,5. Die term A is eindig.

Bewys: A = 2¢ f d(F)dﬂ uit (3.33).
i I

Uit (3.7) volg dat F. (X)<VN H(x) - sien vergelyking

3.50) - sodat:
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(3.41) | I JLH(x) AP, (x) <K f[H(l 1)15 %38 wit (3.3)
-

en (3.14)
= X B(b+d,642) O
=K' <,
Omdet die c;'s eindig is en cdie sommasie oor 'n

eindige santal terme gaan, volg uit bostaande dat A

bestaan en eindig is,
Lemma 3,6, Vir I: O<H<1 geld

(3.42) [ U/ &' TH(x)JaE(x) TalT,, )7, ()

I X

= [ J[E(x)1a0F, . (x)-F4(x)]
T By

Bewys: f [ / J|PU(X>]dH(X)]d[Fin.(X> —Fi(x)]

X i
= [ JrHE(x)lalF, . (x) -F;(x)]
I 0y
SIECRILIENNCOR OO
= G:J(H)d(Fini—-Fi).
_ - | ~ .
Lemms 3.7. Vir 5.5 7 Vm Z(c vhé~cbvr.)Bg(Xij) geld

onder voorwaarde (3,28):

(3.43) 0 ¢ var(%ij) < .

Bewys: Uit (3.22) volg

oy p .= [ Fi(x)[1-F;(y) 19" [H(x) 10 " [E(y) 3
TeglTgl —o<dxKy< @
=[ng(x)ng(y>+de‘Lx)ng(y)1

<K [ [ H(x)[1-H(y)1d'(H(x)19' [H(y)ldE(x)dH(y)
~D<{xLYy< @©

(sien (3.52) en (3.53)), sodat m.b.v. (3.14) volg:

op g <o vir alle g,2 en i (vergelyk CHERNOFT en
gl gl

SAVAGE(1958) p, 989),

6)., B dui die gewone betafunksie aan en die K 's konstante

getalle.
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Uit (3.3) en (3.23a) volg dus dat
(3,44) var(gij) < @,

Die resultaat volg m.b.v. (3.28),

STELLING 3.2.
Indien
(3.28) var(%ij) > 0 vir alle i en j,
dan is /ﬁ(BlN + BZN) onder H asimptoties ormaeal verdeel

indien N-wm,

Bewys: Uit (3.34) en (3.35) volg

=Toy [ I()A(Ry, )y ()3 (H)aF

(2,45) B,..+B

1N 72N

X
=sc ) [/ I'[E(x)IQH(x)IA[F, (%) -Fy(x)] +

i I x
° i

+Z_clLNx }/JH x))a L (x)] -

O -®

X
—Zciéz[ / J'{J(X)]dFi(X)]ﬁ He(x)-H(x)] deur parsigle
. v ]
i X
integrasie en n,b,v. ler wa 3.6, Uit lemma 3.2 en
vergelykings (3.6) en '3.7) volg verder met waar-

skynlikheid een

Beyf T ijJ'[H(xnagv. F (AT, (0 P (0] -
- £ ) .
»%ciflrxfo (x,dF, (x)]d[2v ng(X> “gV"QFé‘(X)]
X
= %ciévﬁg /I r X{ '[H(X)]ng(X)]d[Fini(x) ~F.(x)] -

X
- Je. SOTE AF. ()71 2y ArF | -F
2 / [X/ H(x) 1dF; (%) ] ZVxg r 8ng(X) g(x)]
want d(Zv

B :JTdF
oo & Mg

= ZciZJv / B Ax)arr, (1’) -F.(x)] -
iig 1

- iciQ) / By x)af gng(x> —Fg(x)] uit (3.16)

[f B ar.. -/ BvdFi~/ Bidb +6:B dF ]
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By
i Y '—'1 =y l .
= LC.2vy (0.7 2 {é X EB N=IB. (x
(oigvmelt 2 ( (x )} -ng 76{}3 J) l(yg)}]
n. n
SosTugnit 28 (x-S Svy nt £ F. (x, ) uit (3.17)
= 4 LA > . - PR "'"__‘C. o) - . s DL . ) °
TigNgTl POl SR B A 1gVNgn5 A Xp) ui 3
ng oy
"l NG T <
= 24C. 2N, n.- 2B -2 3
Si % Ng™i j=1 %( lJ) écb z Ni'i leB (%5 J) *

Omdat die sommasies in die vorige re&l onafhanklik
vanmnekaar 1g, kan c¢ile indekse in die tweede uitdrukking
verwissel word. Verder kan eindige sommasies verwissel

worcd, sodat bostaande

n7l 2B (x..) - % Je venst OB (x..)
J

- e

— > >_;C\)T ot -
7 g 1’ Ngri E i | i . 8 M1 Frg 1]
_ srpTl oy =
= AMnj] % g(c Vi CgVNi)Bg(Xij)q
T--l e
= N 285 m.b.v, (3.18)
i Hd
-yt 26, sodat
i

N!H

(3.46) /T\?(BlN +B2N)

Z%i met waarskynlikieid een.
i

Vir vaste i 1is dear ny onderling onafhanklike,
identies verdeelde variante % i3 3:1,29.,.yni , elk med
eindige positiewe variansie (sien lemma 3.7) £008 gegee
in (3.23a).

Volgens die sentrale lianietstelling (CRAMER(1946)

-
i i3
. 215) is die som N *E. = N = 2 &.. asimptoties normaal
J =
verdeel as ny 2o (0<v <ny /N L1-v <1).
a _l
Die variasnte N Qgi en N ET is onderling onafhanklik

) 1
indien i' # i. Omdat elk van die k variante N €. asimp-
toties normaal verdeel ig, besit die som /ﬁ(BlN+BZF)=N“§Zgi

i
agimptoties 'm normaalverdeling as N-w 7>.

7). Voorwaarde (3.3) impliseer dat alle n,> o as N> o,
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Lemma 3.8. Die asimptotiese verwagtingswaarde van SN
word gegee deur
(3.29) lim B(S8y) = Jc. [ J(H)dr. .
Mo 1T 1
s (R R R .
Bewys: L(BlN+B2N) = E(N % ?513) uit (3.45)
=¥ 3 (s, )
i J
= 0 uit (3.20),.
ES
Elk van die C-terme = op(N**) - sien lemms 3.10 .,

i

Cevolglik is lim E(Sy) = & uit (3.32)

N->w

Ze, J J(H)AF; wuit (3.33).
it +
Opmerking.

lim E(SN) = A is eindig - sien lemma 3.5,
M-

Lemma 3.9, Die asimptotiese wasrde van die variansie

i
van N*3, word gegee deur:

N . o . o =1 - o
( 1 \e] =11" 2_, . a Vo - S : Voo - )"
(3.30) %%ﬁnhu N N{in iVNl é é(clvkg ngm1)<clvkg CQVNI)
s 0
ByiBas
waarxr
1
(3.22) 06 « = [ ] Fi(x)1-F(y) 13" rB(x) ] [H(y) ]

Bgi”gi — <Ly @
-[ng(x)ng(y)-deg(x)ng(y)]

Bewys: var[/W(BlN+B2N)] = var(lN Z%Qi) uit (23.46)

Vo (Civi=C Vi ) (CiVe g =C Ve )0 uit
Ni i"Ng “g'Ni i ¢g g'Ni BgiBgi

[
H- 1V
0y bV

2
g
(3.25) en (3.27).
i
Omdat A konstant en N¥ x die C-terme asimptoties

in waarskynlikheid gelyk is aan nul (sien lemma 3.10), geld:

2
(3.47) 1im NoZ = 1lim Nvar(B, +Ba)
Nowm °F N >0 1N 2N

. O '—l b d
= 1im vy 2 2(c. vy =C Vi ) (CLVigy =C Vs ) O
¥ om 1 N1 g o i Ng “g Ni 1iNg g N1 BgiBgi
Waar Op g gegee is in (3.22).

gi gl
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Opmerkings.

1). et behulp van (3.23a) volg uit (3.47):
(3.48) 1lim Nog = linm §v var(E ).
Nom "N Fom i 0+ 1

Deurdat O<voﬁvNi§l—vo<l vir alle i, en die sommasie
oor 'm eindige aantal terme gaan, volg m.b.v. (3.43) dat

(3.49) 0 ¢ 1lim ho% < ®.
MN->m "N

2). Stel k=2, c,=1, ¢,=0, vy=h, v,=1-1, F,=F en

2
F2=G, dan reduseer lim N02 tot:

N-wm N
2
lim ng = (l»k)o% +-££%;l—0§ waaxr
- N 12 21
2
op._ =2 [ [ e(x)11-6(y)17 [H(x)13 ' [H(y)1aF(x)ar(y) en
12 -0<{xLy< @
op, =2 [ ] T(x)r1-3(y)13'16(x) 15" H(y) e (x)ac(y)
21 -0y @
wat presies dileselfde is as lim No% van CHERNOFF en
N~ N
SAVAGE(1958) 8),

Lemma 3.10. Die C-terme is almal asimptoties in wasar-

a
- _i
skynlikheid van kleiner orde as N =,

Bewys: Die volgende resultate word gebruik, naamlik
(sien C+S(1958)):
Vir alle waardes van 1 geld:

(3.50) H > V“1F1 > véFi’

(3.51) 1-F; < (1-H)/vyy £ (1-H)/v,
-2

Ni

(3.53) dH > vy dF; > v dF..

(3.52) ¥;(1-F;) < HO-E)v{ < H(L-E)v;? en

Laat (a. ) die interval SNe wees waar

e N
(3.54) Sy, ={x: 5(1-1) > ﬂevO/N} .

Mg kan9 onafhanklik van Fi eIl Vpis SO gekies word
Te? j:l,29.,.,l’li; i2192,...,K]_>_1-;8,
Uit vergelykings (3.36) tot (3.40) volg agtereen-~

dat Pf%ij e 8

volgens:

8). Voortaan skryf ons kortweg C+S(1958) in plaas van
CUERNOFF en SAVAGE(1958).
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Coqr = 2C. H~H)J (H)d -
1y = 20y [ (HBE) (B)a(Fyy ~Fy)
) 1 / (ZVNg ”I‘é, —)g Ng g)J (R)a(F l“j_mFi) m.o.v. (3.6)
en (3.7)
= ! ] n
1 / zng< en, Fg)J (H)d(Fini~Ei)
— z" Z; B \ — 1 _
: clv“ G:(Egn F,)d (H)d(Fini F.)
— 1 1
= $Clvm 4[(Eini“Fi)J (H)d(Fini“Fi)
+ 2 o - ' . -F.
: ﬁ Vg G:(ang Fg)J (H)d(Flni Fl)

_;__
= 0 (N7%) op analod wyse as by C+S(1958) se Cip~ en

P
CZN—terme.
- 2 . T
Cop = 2c; [ %(HN—H) J"[ﬁHN+(l-¢)h]dFin_ ,  0<@l
i IN i
_1
= 0_(N %) netsoos C+5(1958) se C.,.—term.
P 3N
..CBN: i:cl Tj[-:l H)+(H SONRNG: )m'Fin
-
—_ R a —
= op(h ) soos C+5(1958) se Cpp—term.
Coy = ?Ci [ Ty () - () 1P, )
i

L
= op(N—z) uit (3.12).

Coy = 2c. [/ J.(H, )dF.
5N ! szl Ny ing

R -1
= o(8*®)0(N™") wuit (3.13)

e
= o(N *),

Bewys van stelling 3.1.

Volgens stelling 2.2 is /W(B1N+BZN) asimptoties
normaal verdeel as N-w, en wel met positiewe eindige
variansie (lemma 3.9 opaerking 1).

Omdet A eindig is (lemma 3.9%) en die C-terme asimp-
= .
toties in waarskynlikheid van kleiner orde as N * is
1

(lemma 3.10), is N®S, ook asimptoties normaal verdeel met

N
asimptotiese verwagtingswaarde en variausie s00s gegee in

lemmas 3.8 en 3.9, want E(B1N+B2N> = 0,
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1 1 i3
[N‘bW~E(N‘§N)][vaT(N3ST)] % is dus asimptoties

= —N

normaal (0,1) verdeel. Gevolglik is

[SN—E(SN)][Var(SN)]"% asinptoties normaal (0,1)
verdeel as N-w,

Hiermee is stelling 3.1 bewys,
Opmerking.

Die bewys kan uitgebrei word na die geval waar die
Fi en Vi nie vas 1is nie. Onder die voorwaardes van stel-
ling 3.1 geld die ssimptotiese normaliteit gelykmatig met
betrekking tot die F, en Vipge O<V Ly L=V <L

Die bewys van hierdie bewering gaan analoog asan
dié van ,Corollary 1" van C+S(1958)., Soos in C+3(1958)

)|2+6 < ® en met behuln van

kan bewys word dat ElBi(X
lemma 3.11 hieronder kan verder bewys word dat

2+6
1 . -
ElglJI <o,
Lemma 3.11. Indien vir 'n ry funksies Gg(x), £=1325...,K
|2+6

geld = 0(1) vir 6>0 en k eindig, dan volg

G (x)
g( )
uit 'n stelling van Taylor (TAYLOR, A, E. (1958) ,Intro-
duction to Functional Analysis" p. 16) dat

) |2+é

E|Z G (x = 0(1).
)

Ié

Lemma 3.12. (C+35(195£)): As JF(£

) die verwagtingswaarde
is van die hde waarde in rang van 'n ewekansige steek-
proef van grootte N uit 'n populasie met verdelingsfunksie
die dinverse Iunksie van J en

, meiag
IJ(m)(U)] < Fru(1-u)1T™TEYC yir 850 en m=0,1,2, dan is

lim JN(H) = J(H) O<H<L,
N->m ™

1
Jy(l) = o(N#=) en
-
/ [JW(HN>”J(HH)]dFin. = OP(N £).
I, i
N
Bewys: Die lemma volg regstreeks uit C+3(1958) se

teorema 2.
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3.4, DIZ TOETSINGSGROOTHEID Ty
Stel

Q@
(3.55) t, = [ JN[HN(X)]dFin‘(X)
-~ 1

waarby Fini(x) en Hy(x) in (3.5) en (3.6) gedefinieer is
en JN 'n willekeurige funksie is wat voldoen aan voor-
waardes (3.10) tot (3,14),

Lact

= oy -
(3.56) %3 = (F-n)®[4,-B(t, () 1[Nvar(t, [H)17% .

Dan definieer ons as toetuingsgrootheid:

_ Ko~
(3.57) T, = 5 %5 .
) i=1

Opmerkings.

1). Die groothede ti, t. en Tk ig elmel afhanklik

i
van N,
2). Uit (3.9) volg dat Sy = by as
(3.58) ¢ = (1 indien 1 = i

(0 indien i' # 1 .

3). ti tan geskryl word in die vorm
(3.59) ti = A(i> + B&é)+ Béé) + O(i>
netsoos SN’ Omdat die A<i>—terme in hierdie feval ool
konstant en N% x die C(i>—terme esimptoties in waarslkyn-
likheid gelyk asan nul is (sien byvoorbeeld lemma 3,10),
is alleen die B(i)»t@rme van belang by die bvepaling van
die asinptotiese variancies en kovarisnsies van die ti 's.

Uit (3.45) volg m.b.v., (3.58) dat

n. n
| (1) o(1) _ 5 -1 -1 B
(3.60) Byy'+Bay’ = gVNg[ni j;lBg(Xij)~ﬂg jilBi(ng)]

il

tg , S&.
4), Met behulp van (3.58) volgz uit (3.33) dat

(3.61) alt) -y J(H)ar; .
T



3.5, LIMIETVERDELING VAN T, ONDER H.

Lemma 3.13., Die verwagtingswaarde van t word gegee deur

(3.62) E(t))

Bewys: Uit (3.60) volg

E(tg) = 0 omdat Eﬁg(xij) = 0 vir alle i, g en j.

Lemma 3.14, Die asimptotiese waarde van die verwagtings-
waarde van t. word gegee deur

(3.63) 1lim u(t ) = f J(H)dFi <,
I

N->w
Bewys: Met behulp van (3.58) volg uit (3.29) dat

lim F(t )
N-w

il

/ J(H)dFi (sien B3.4 opmerking 1)
T

K <@ soog in lemma 3.5.

H

. . . 1]
Lemma 3,15, Die variansie van ti word gegee deur

(3.64) Nvar(t, )= \)\T PR —22V +2V
Ng 'Ng” B YNy B LB N B
* g @ Ve TeE,; gl g "8 Sgitii g "% Cig
en die kovariansie tussen t; en tw vir i' # i deur
"
(3.65) Nkov(t. ) =2V AV ~F O
oVl BlgBlg o NgB, By "o Na B 4B,
. . 2
waar o gegee is in (3.22) en ¢ = 0 '
PgiPei Pig 7 Piglig
Bewys: Nkov(t;,t;) NE(tl,t ) vir i,i' =1,2,...,k
n. n
_ -1 G, < -1 8~ .
-—NI]@kNN n ﬂ% Bg(le)—Lngng .% Bi(xgj)]
J= g J=1
n.,
. -1 I~ _1 g
R R ,
= E[Zngni ‘Z Bg(x J> o vag 2 b g(Xry>] (=4 &8)
g i=1 g o=l
» b (x; )2 lig’ﬁ (% 45)] (=B’ s0)
~-El2v, n 2, B (x 2 B (x = S
Ngmi 2y TidTg g 1y
n(*‘ l'l«, t
~ _.l o e
SEIS 8B, (x0Tt Sy, B B (x0)] (=¢' se&)
g j=1 irgy gt Ng =1 g 1
l P o ) o
+EDv, n=— 2B (x_)h 2 Bolx_)] . (=D s8)
g Ng™g j=1 1 g g2 =1 g
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Neem die terme afsonderlik,

oy . _111. ??2v N
[L Mvpé lig! n. v NTJ 2 leBg(Xij)BQ(XﬂT)J
O indien i # 1 want dan is B (x. J) en ﬁd(xfj)
g
onafhanklik varmekssr en EBg(Xij) = O,

Indien 1" = i, is

—lv~l
i "Ni

)]

n S(x

2 gv Vy EFZBg(X )Bg(x ) 2 ZB (x ) .

g & i£3 8

L Dol 088, (g )Ty )43 VB
g o 8 et j & 87117 54y

ij

ni VNi &(Xij>Bg(Xii)]
-1 -1 5

n.

1 VN1 + O omdat Xij en X, 4 onaf-

gitgi J

'
Netsoos B , is

P% Bgr Bif

n“lE[> f;B (x )ﬁ.(x

)] wat nul is behalwe

as g =gen J =]

Indien i i, volg dat

il

- 2
+2,V O .
: 1 B, osBys o NgTBs
g o ci~g g gi~ii g ig



Indien i # i, volg dat

N. nov(t t,) = ZVT =2V O =2V
3! Ng B Blg o hg Bngr o Ig B 311

Hiermee is lemma 3,15 bewys,

Opmerkings.
1). Omdat A(l) konstant en die C(i)—terme asimp-
. . , . -4
toties in waarskynlikheid van kleiner orde as N * is, volg:

(3.66) 1im N var(t ) = lim N var(t ) en
N-m N-w

(3,67) 1lim N kov(t 4. ) = 1lim N kov(t m) , i £ i,
N->0m N->wm l

2). Substitusie van (3.58) in (3.30) lewer die-

selfde uitdrukking vir lim N Var(t ) as dié in (3.64).
N-w

3). Iet behulp van (3.58) volg uit (3.49) dat
(3.68) 0 ¢ 1im N var(t ) <®. (Sien ook (3.23a) en

N->w
lemma 3,7).

Lemma 3.16. Die verwagtingswasrde van Tk onder H word

gegee deur E(Tk) = (k-1).

Bewys: E(T

i

1) E{%(N—ni)[ti—E(ti)]ZgN var(ti)j"l}

5(1-n; /M) B[t,-E(t,))°/var(t,)
1

(k-1),

1

Lemma 3,17. Laat

MH

(3.69) e, = Kc, (h-n )~ “[var(t )RE

dan besit

(3.70) 8 = Zeyt;
1
asimptoties 'n normaalverdeling as N-w,

Bewys: [SN”E(SN)J/OS is asimptoties normeal (0,1)
' N

verdeel as N-o (stelling 3.1). Gevolglik is

b
Nz(SN—ESN) asimptoties normaal verdeel as N-w omdat
(3.49) 0 ¢ lim No5 < .

K- "N
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Maar uit (3.9) en (3,55) volg

5 o e .
(3.71) N*(S;~E8y) = N® gciLtiwﬂ(ti)]
T 5 (hen . VBl R
= N %(R—ni) N [Var(ti)J ei[tinE(ti)]
(sien lemma 3,15 opmerking 3)
= Je. ; (N-n ) [5;~E(%5) 3N var(t, )1*2
i
= Ze t. uit (3.56)
; i
i
= S, waarmce die lemma bewys is.

Opmerking.
Deurdat die ¢y 's willekeurige eindige getalle 1is,
kan die ey 's ook beskou word as willekeurige eindige

getalle (uit (3.69) en lemme 3,15 opmerking 3).

STELLING 3.3,

Incdien
(3;72) Enige twee frekwensiefurnksies wat mekaar nie reeds
oorvleuel nie, albel deur 'n gemeenskaplike derde frekwen-
~siefunksie oorvlevel word (oorvleuelingsgebiede van maat,
m.b.t. elk van die ocorvleuelende verdclings, > 0 ),

dan is die momentcmatriks M, var

a3

1
Gie variante N“ti onder

(98]

H asimptoties van reng (k-1) as N-wm.

Bewys: Die bewys gzen aan die hand van enkele hulpteoremas,
Opmerking.
Onder (3,50) impliseer voorwaarde (3.72) die

geldigheid van (3.28).
Lemms 3.18, Stelling 3.3 geld onder H .

Bewys: Onder HO isg Oy 3 = konstant, sé = ¢~, vir
alle i,i g en .

Vergelyking (3,64) word dan:

N var(t?) = 2(v ~L oy 1) omdat 2V, =1
1 Ni g Iq
= o%(vy - 1)

(1- iy )VP .
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Vergelyking (3.65) word:
1 1 2 2
N kov(ty,ty) = 6°(1-1-1) = -¢°,

Dus:
- .,32 " _.?5 n % " - %, " % 1"
ZVNiKOV(N ti,N tﬂ> = vNﬂvar(N tf) + 2 vNikov(N tin tﬂ)
i(#1)
2 2
= (1=vye) 0 + 2 Voo (=0
N 2
= (1= Zvy.)o
N Ni
= 0,

M3 is dus hoogstens van rang (k-1).
Vir alle vNinO>O volg onmiddellik dat
- Lo Low
'(2 )vNikov(N‘ti,N“tﬂ) # 0 en verder bestaan daar geen
i(#r
getalle s socanig dat

T Ln
-z aikov(N“ti,Nztf) = 0 vir alle i' nie.
i(#£r)

Hiermee is lemma 3.18 bewys,

Lemma 3,19, Onder die hipotese Ha’ naamlik dat die
propulasies met verdelingsTunksies Fi nie almal identies

is nie, is M3 asimptoties hoogstens van rang (k-1).

Bewys: Die lemma word bewys deur aan te tocon dat die
determinent van MB asimptoties gelyk is aan nul., Nodig
en voldoende hiervoor is dat daar asimptoties 'n lineére
verband tussen die k kolomme van die matriks bestaan,
naamliks

(3,73) 1lim Znikov(ti,tﬂ) =0 vir i =1,2,...,k.
N-w 1

Mear

lim n.kov(t.,t.) = 1im v .N kov(t.,t.,)
N > i’ N > Ni i? 73!

Y wit (3.67)

H 1
= lim v, I kov(t,,t,,

-

N->w

L on L n
— ; - ) 2
= %%ﬁDvNikOV(N ti,N tﬂ).

Nodig en voldoende vir die geldigheid van (3.73) is

) ERI R
(3.74) linm  Zvg kov(F¥t, ,¥t.)=0 vir i =1,2,...,k.
N-wm i
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et behulp van (3.64) en (3.65) kry ons:
,1

. L A on - iom
? 1\llkov( b5, N56,) = vNﬂvar(thf)+i(2 Virs kov(th Natﬂ)
= 2 Vg Vo O >v +V L +
o g Ve lg Bgi'Bg’i' Vit Vg 0z Bogr By I VNg B
. « .
T D RV - 2 WiV O
. . YNV LT YN r LB
i(#1) g = BlgBrg i(#1) g =t Ng BngTl
- 21 AVygiVo O
(A1) g Mt NE Bga Byy
= 2 2V Vo, O + 20 Ly
“Ng g B T
=~ 2 2NVpgs Vo O - 2 2Vari Voo G
; V : .B.,. T2V Ve . B..
i NiNg Bngrl iz Ni g Bgr Blr
= % Zvvo Net OB 3. * % IVaVia 95 p. -
g g i Tgit g g ° T Tggtiy
- >:J Z_:\) ,.,,\)'r ¥l 0] 7 ZI\)
= 2 AV, V (64 - -0 )
T T}{ T
g g €T Bugbiug  Baa By
= 0,

Dit geld vir enige waarde van 1i' .,

Lan voorwaarde (3.73) word dus voldcen. Daar
bestzan dus asimptoties 'n lineére verband tussen die
k kolomme van die matriks mq.

fdiermee is lemma 3,19 bewys,

Bewys van stelling 3. 3.

In lemma 3.18 is bewys dat M3 van rang (k-1) is
onder HO en in lemnme 3.19 dat MB asimptoties hoogstens
van rang (k-1) is onder .

Ons bewys nou dat MB onder Ha ook asgimpltoties,
vir -w, van rang (k-1) is.

1 n

Dui die momentematriks van die variante Nzti aan

deur M4. Indien die rde ry en kolom van M4 eggelaat

. r
word, ontstaan 'n matriks aangeduil deur N( ). Ons moet

aantoon det dear geen line8re verband tussen die kolomme

(r

an w4 ) bestaan nie,
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3 oy Lo g . .. de . ) . )
Beskou die 1! ry., In lemma 3.19 is bewys dat

] - L on L on
Ly v . " 2 <
(3.74a) évNikOV(N 55 ,0%t,) = 0,

Ons wil nou bewye dat
N 7= N L Lo
(3.75) 2 a,kov(F*t,,Nt.) £ O
i(#r) * +
waar die aj 's willekeurige ko8rffisi&nte is (nie almal
nul nie).
"
Al

- Lon s - L n Lo
2, aikov(Nzti,h“tl) = (8 =vyy YooV (W54, , T3 0,,) +

1(#r) i)
g oV (155, Noh L) —vr 0w (540, N2t.)

B 7 ( .)1 {[% 1" r_})_ " . T%. 1 21;. n
_i<¥r) b4~ Vg cov (1 IEE tf)—erkov(h Ty N tr)

met behulp van (3.74a).

Uit vergelyking (3.65) volg dat

= on doon .
kov(N=%.,N*% = 2. Syl G - )
(563, X580 = 2 O, B "2Vrg%B., B _~*VNg'B ., B_. °
& g™ re g rgr g gt Trd!
Hierin word terme soos OB y On 7 en
Ir~agr g1 Tri
on 3 (6=1,25...,k) bevat wat nie almal in
g g

it

ti) voorkom nie, waaronder by-

-

- dow
2 (a.-v..)kov(N=t,, I
1(741,) 1 N1 1

voorbeeld ¢ 5 (r#i") en o

8

Aangesien die a. 's
i i
irTrr ri -

B3 ro

nie en omdat die indekse in

0]

nie funksies van die Fi e i

B, en By, van oy (sien vergelykings (3.16), (3.17)

en (3.27)) nie verwissel kan word nie, behalwe onder HO

in welke geval die rang ven die matriks M, reeds as (k-1)

3
bewys is (lemma 3.18), volg dat
] ]
2, a.kov(NZt. ,N~t.) # O mits nie alle o, - ,
i(£r) * + + i Py
. . o . .
OB - en 0p 3 vir vaste I en r nul 1s nie.

[ = .
g1 Tril g7 rg

Voldoende hiervoor is dat ff en fr mekaar oorvleuel, of
dat daar tenminste één fg (g # iyr) bestaan wat sowel

fj, en fr oorvlieuel, Voorsiening hiervoor word deur

voorwaarde (3,72) .emaak,

Daar bestaan dus in die algemeen geen lineére ver-

. U .
band suscen die (k-1) kolomme van Mg ) nie,
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Gevolglik is |M§T)i £ 0.
M, is dus van rang (k-1).

. . . . " it
Omdat lim N kov(t.,%t.,) = 1lim N kov(t.,t.)
o 17 74 i?7 79
N->m N-w
(sien (3.67)), is I, dus asi ~ ir T
sien .07, )s 1s i, dus asimptoties, vir N-w, van
2

rang (k-1).

Hiermee is stelling 3.3 bewys.

Opmerking,
Indien aan voorwaarde (3.72) nie voldoen word nie,
verminder die rang van M3. Word f., en fr nie albei deur

enige ancer frekwengiefunksie fg gesny nie, dan 1s alle

¢ o ) s0dz
B, B » O B en OB,W B_., nul, sodat
g rg TirTgr gi' Tri
kov (5t WEt') = 0. I
% vIN*t,,N=t = 0, ldes ons a, = A G '
N EOVII =L, r S ous a, Vg VAT alle i, dan
: L . . o
is ) a.kov(N*tiwh“ti) =0 en is die rang van MB

i(#r)
hoogstens (k-2).

STELLING 23.4.
Indien
(3.72) Enige twee frekwensiefunksies wat meksar nie reeds our—

vlisuel nie, albei deur 'n gemeenskaplike derde frekwensie-
funksie oorvleuel word (ocorvleuelingsgebiecde ven mest,
m.b.,t. elk ven die ocrvleuelende verdelings, >0),

dan is die momentematriks M5 van die variante ti onder H

asimptoties ven rans (k~1) as N-w,

__1_ A
Bewys: Die transformasie van Nﬁti ne, ti is lineér en
nie-singulier. Cevolglik is die rang ven die matriks M5
asimptoties dieselfde as dié van matriks MS’ naamlik

(k-1) (stelling 3.3).

Lemma 3.20, Onder voorwaardes (3.10) tot (5.145 en (3,28)
(of (3.72)) voldoen die variante t; aan die voorwaarde
(3.76) 1im Bt [=*0
N->® :

<w vir i=1,2,...,k en 6>0,
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en §5> 0.

Opmérking.
Voorwaarde (3.14) word hier vervang deur

1
ey 7(1) | < K[H(1-H)7"F +©
IJ(m)(H)I < K[H(1-H)]-5+8 m=1,2
In alle verdere verwyeings na voorwaarde (3.14)

word implisiet bedoel (3,14').

Bewys: Sien bylaag B,
t290°'9—tk

Onder voorwacrdes (3.10) tot (3.14) en (3.28)
. L

Lemma 3,21
(of (3.72)) is die gesamentlike verdeling van t

asimptoties normaal as N-wm,
Bewys: Omdat
~ - - N "'l _"39;'
(3.77) var(t;) = (m~ni)N var {[ti~ETti)][var(ti)] N}
(sien (3.68))
=1 - ni/N , is
(3.78) lim var(t;) > O m.b.v. (3.4),
e
Omdat ons verder ook bewys het dat
(3.76) 1im E|%. [°*° <o vir i=1,2,...,% en 650
Noom
(lemma 3.20) en dat, vir willekeurige eindige konstantes e.,
(3.70) S = Ze;t,
i
asimptoties normaal verdeel is as N-w (lemma 3.17), volg
uit lemma 2.5 dat die gesamentlike verdeling van
tl,t2,..,,tk asimptoties 'n normaalverdeling is as N-w,
en (3,72) besit

(sien lem-~

STELLING 3.5,
.t
met (k-1) gra-

CigCig¥g it

Onder die voorwaardes (3,1C) - (3.14)
's deur M5 bepaal word

o

T =22
iig

(32.79)
's en yg

waar die c,
L ig
ma 1.1), onder H asimptoties 'n x“-verdeling

de van vryneid.
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Bewys: Die variante +,,t 9% met E(%i) = 0 vir alle i,

177277 %k
momentematriks A (= M5) wat asimptoties van rang (k-1) is
(stelling 3.4) en karakteristieke wortels MyoMogees s hy q
en O besit asimptoties gesamentlik 'n normaalverdeling

(lemma 3.21) met karakbteristieke funksie

e—%% 'A%

t .
wasr t' = (tl,tg,...,tk) en T die oor-
eenkomstige kolomvektor,

Uit lemma 1.1 volg dat T asimptoties 'n X2~verdeling

met (k-1) g.v.v. besit as N-w,

Opmerkings.,

1). Vir elke spesifieke alternatiewe hipotese
is dale momentematriks A bepaald en kan die karakteristieke
wortels bepaal word - sien lemma 1.1 opmerking 3.

2). Die toetsingsgrootheid T is baie algemeen,

(6]

maar die bepaling van die variarsies en kovariansies en
uit A die karakteristieke wortels ns is nie so maklik nie,
indien dit wel moontlik is. Aangesien ons slegs in asimp-
totiegse relatiewe doeltreffendheids-alternatiewe belang-
stel (d.i. alternatiewe hipoteses Ha waarby
\

(3.80) H, —— H_),
is dit voldoende om 'n toetsingsgrootheid soortgelyk
aen dié van hoofstuk II te bestudeer (sien (3.57)).

3). 'n Alternatiewe vprosedure kan ook gevolg word,

naamlik: Enige (k-1) ti's besit asimptoties gesamentlik

die nie-singuliere normaalverdeling (vergelyk lemma 3,17

met Ci = 0 = e, en stelling 3.4). Dui die momentematriks
~ ~ ”~ -> ' . ) ‘

van tl’tE’“"’tk—l aan deur M(k) en laat t(k) die ryvektor

(tl’t27"°’tk~l) voorstel met %(k) die ooreenkomstige

kolomvektor,
Dan besit %ek)Mzk)%(k) asimptoties, vir N-w,
'n Xz*verdeling met (k-1) g.v.v. waar Mzi> die inverse

matriks is van M(k) (sien stelling 1.1 opmerking 2).
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STELLING 3.6.
Onder die voorwasrdes (3.10) - (3.14) en onder
hipoteses Ha van die vorm
2 H o ] ? -
(2.81) H,: Fi(x) = F(éiNX + EiN)
waar die 6 's en e 's willekeurige eindige re&le getalle

N N .
is sodanig dat 6iN ?5—91 en ey ?5~>O i=1,2,4..,K,

asimptoties, vir N-w, 'n xg—verdeling met (k-1) g.v.v.

A
Bewys: Die momentematriks van die ti 's word soos volg
verkry indien IT-w:

Uit (3.64) en (3, 66) volg

lim Nvar(t ) lim [v.t ¥ Lv Voo =22,V .0 +
T i P > 5'Ne ot B 1By g N&"B B,
e 2
* AVpgoy
& 1g
waar
(3.22) o 5 = [ [ TP (x)[1-F;(y)I7"[H(x)15" [H(y) -

gi gl —mixKy< @

-[ng(x)ng(y)-+ng(X)ng(y)]

= .//F( 6iNX+€ ) [l_F( blh»y'l"ClN) ]J ' [-z:'vl\:{ll}?( 611 NX+E]‘_!N> ] ¢

iN
J LZ\)N:L'P((Sl‘ AR ]{dF X+Eg )dF(ég.NngN) +

omdat J en T oral kontinu is, volg(sien GIBSON(1954)IL441?:
(3.83) lim op p =2 [ F(x)[1-F(y) 33 '[F(x) )T "[F(y) 1
Nom “gi gl —oxKy<®
cdF(x)dF(y)
vir alle i, g en g

= ¢° (s8) (< ® uit lemma 3.7, Sien
ook lemma 23.18).

Gevolglik is

N 2
(3.84) iiiDN var(t ) = [v N é ﬁ)g 22\)g + zvg]o
= [v;l~1]o

-1 2
(l“‘\)l)\)l O °

il



Soortgelyk volg:

(3,.85) 1lim Nkov(t 3 Ty ) o= lim [ 2V, 0 -2V
N-m N-w g g BlgBlg & Ng Bngr
-2V O ]
g V& By By
= [2v_ =2v_ =2v_] 6°
gbéggé
= - 0

Nou is m.b.v. (3.77)

(3.86) llm var(t ) = 1-v, en
>m
1
[(1-vy. ) (A=vpes,) I3NkovV(t. , o,
(3.87) 1dm kov(t ,L ) = lim Ni YNiY <oV ( i’ 1>
N-w N> N var(t )-N var(t.)]z

L L) (v 1F(6?)
ITEEN 11 T Iviet1®
== ViVa

In die limiet, as N->wm, i1s die momentematriks

van die ti 's dus

i 1
A = % /35359 I=vo seenes- vZka>
- S [ogaeeees lovyg
=T - W

. . . . -
waar I die eenheidsumetriks is en v :(le,/vz,...,/vk ).

Omdat Zvi = 1 en alle v;>0, volg uit die bewys
van lemna l.Zldat alle karakteristieke wortels van A
gelyk is aan 1 behalwe één wortel wat O is.
Die toetsingsgrootheid T van stelling 3.5 herlei
dus m.b.v. (1.13) nas
k

(3.88) T = 3 t°
i=1

i

5 7 2r "‘l .
%(N—-nl)[tl—-l’l(ti)] K,N- Var(tl)] m.b-V0 (30 56)
= Tk'

Hiermee is die stelling bewys.
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Opmerkings,

1). Voorwaarde (3.81) impliseer die geldigheid
van (3.72) vir ¥ voldoende groodb,

2). M. L. PURI het in dieselfde rigting gewerk
en skynbaar soortgelyke resultate gevind - sien Ann,
Math. Stat. (1961), abstract 6, p. 1350. Sover 4it aan
ons bekend is, is die volledige artikel nog nie gepubli-

» N
seer nie.

Lemma 3.22. Vir alternatiewe hipoteses van die vorm

N - _ N N
(3.81) H: Fiﬁa)_r(é N e I.) waar 6. ——1 en e, —0,

i=1,2,...,k , volg dat

N var(t. |H.)
(3.89) lim = 2. -1
N->wm N var(ti!HO)

Bewys: Soos in stelling 3.6 volg

(3.84) lim N var(t, [ ) = (V' -1)¢°

waar

(3.83) ¢ =2 [ [ PF(x1-F(y) 13 [M(x)]7"'[P(y)1aF(x)ar(y).
-0y @

NS
o)

Uit

(3.22) o5 5 = [/ P[P 10" [HG) 1T ()1
gi gl  —o<dxKy< @

-[ng(X>ng(yiﬂ~dEngldEg(y)]

volg onder Ho dat

2
g = 0, Dus
ByiByi
. - . SO 2
.90) 1lim ¥ ver(t. |H = ) PNV NV, =22V 42V 10
(3.90) N{ND (£, 1H,) = [vy : ; A é g]
= <v11 ~1)6°

sodat m.b.v., (3.84) volg

N var(t, |i©,)
(2,89) lim = =1,
¥ow N‘var(L H )

* Yierdie artikel het verskyn nadat die proefskrif reeds
getik was, nl, in Ann. Math, Stat. 35, Maart 19¢4,pp. 102-121
Puri beskou slegs verskuiwingsalternatiewe by die a.r.d.-

bepaling.



3.6. ASINPTOTIESE RELATIEVYE DOELTREFFENDHEID.
3.6.1, TInleiding.

In hierdie paragraaf word die asimptotiese rela-
tiewe doeltreffencheid (hierna genoem a.r.d.) van enkele
gspesiale gevalle van Tk met betrekking tot die F-toets

of Bartlett se toets vir die homogeniteit van variansies

bereken,
Beskou
) ®
(3.55) %, = / Il (x)1aF. (x) en
-® i
oy
1 - )
(3.91) o= 2 YT(bij) soos in (2,1) gedefinieer, waar
J:
bij = rij/(m+l) en Ty die rangnommer is van x;4 in die

gesamentlike rangskikking van die N waarnemings Xij;

J=L,2,.. .50 5 1=1,2,...,k.

Lemma 3.23, Indien

(3.92) veln/(m+1)1 = o(N%) en

(3.93) / |J,[H (X)]—YP[?Eﬁifz]ldF. (x)=0 (N—%), i=1,2,..,k
I, [ N . ing P 1E9 009

dan is, onder 'n algemene hipotese H,

(3.94) B(t;/n, [H) = é JCH(x) 187 (x) + o(NF).

Bewys: Vir e>0 geld uit die stelling van Tchebycheff:

P[lN%(ti—ti/ﬁi)|Ze] < EEIN%(ti~t;/ni)[]/e

1 @ - ']
_ %E[Nﬁ‘—{é iJN[HN(x)]—?N[NHN(X)/(N+1)1}dFini(X)|]

/ |9 (B () =¥ o [NE (%) /(W41) T |aF x)]
@

= =E[N= G:|JW[HN(X)] ¥ [H (%) /(W41) 1laF,, (%)
l

[ 1l () 1=ty NHp (%) /(M+1) T |aF; ) (x)]
' 1

)+N30(N 2)1 m.b.v. (3.13), (3.92) en (3.93)
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Opmerkings.
1). Voorwaarde (3.143) kan soos volg omskryf word:
-1 — -
(3.149) [£(x+cxN #)J " [A F(x4exlN =) +(1-) )F(x+c"xN =N (x)

™
vir N voldoende groot met [ x M(x) dF(x) < ® waar >0
-

en die ¢ 's willekeurige eindige re&le getalle is.
2). 'n Voldoende voorwaarde vir die geldigheid
ven (3.143), is
(3.150) |f(x+cxm‘%)J'[F(x+c'xN“%)]} <M <o gelykmatig
@®

in x vir N voldoende groot waarby [x d4F(x) < ® met ¢ en
-

c' willekeurige eindige re&le getalle,
STELLING 3.11.

Onder die voorwaardes (3.10) - (3.14), (3.92),
(3.93) en (3.143) besit Tk (sien (3.110)) onder H_  asimp-
toties, vir N-»w, 'n nie-sentrale xz—verdeling met (k-1)

£.v.v, en nie-sentraliteitsparameter

(3.151) 22 = Jx£(x)9 ' TF(x) 1aR(x) 12 v, (a.-a, >2
..co i
) ' 2 (YY) e

Bewys: Soos in stelling 3.8 volg dat Tk agsimptoties, vir
N-wm, 'n nie-sentrale Xz—verdeling besit met (k-1) g.v.v.
en nie-sentraliteitsparameter

_ (N-ny )NLE(t;/n, |E)-E(t, /0, |H_)1°

O

N—;D i Ngvar(t;/nilHo)
uit (3.123)
(an )(d.-d. ) n (N-1)

]

r / F(x)T! [F(X)]dF(X)] lim 2
N->m i N(N—ni)i(YNh— N)2

uit (2.20), (2.21) en (3.144),
)2

t

@
R{éxf(X)J'[F(X)]dF(X)]2§vi(d.—dl /%%ﬁbN i(th -



lllllllllllll

111.

Opmerking,

2

Soos in opmerking 2 na stelling 3.8, kan Mg

onder voorwaarde (32.125) ook nog in 'n ander vorm geskryf
word, naamlik

P Y 2 < 2
[ Jxf(x)Jd 17(x)1dF(x)] 2, vi(d.-di)

= 2 .  -® 1
S Xk_1 /O? [He(x)] foo [Hy (%) JaE(x) } St (x)
im e b e (X)) = [ LH (%) JaE(X H.(x
N%qa—af'h N -a>h K ' N

STELLING 3.12.

Die asimptotiese relatiewe doeltreffendheld van
T& met betrekking tot Bartlett se toets B vir die homo-
geniteit van variansies, is

o . 2
= [ [x£(x)3 "[F(x)IaF(x)1°(B,~1)"
K’ -® | -1 5 \24-1
04 1im W7 2(¥yy -Yy) 7]
N-w h 7 ‘

waar Bg = p4/p§ CLL M., die r*® orde sentrasle moment is

ven die verdeling met verdelingsfunksie F(x).

Bewys: Bartlett se wysiging van die Neyman-Pesrson

L, - toets word gegee deur

oo

(3.155) B = NI 1oge(N_

waaxry s% die veriansie is ven die i%® steekproef.
Volgens CROUSE(1960) B4.11 besit B onder Ha asimp-
toties, vir N-w, 'n nie-sentrale Xg—verdeling met (k-1)

v.V., en nie-gentreliteitsparemeter

2

2
3 )

£ e
(3.156) A

if

4(p,-1)"" Lim v

(a.-d,
N-p i °7F 1

i

. -1 s N
Die a.r.d. van Ti m.b.t., B is dan (sien (3.131)):

‘ 2.2
(3,157) Ept g = xk/xB

11

6 9]
(B,-1) 0 Jxf ()3 [F(x) IaF (x) 1%+
- @ -1 < 5 2.1
L4 1dm N7 (¥ V) 7]
N->wm 1 ‘

.

N



Definieer
1
Dan is TP

tot die klas van

(3.186) 1im P[T
M-

tese H in die klas -

3.7.2.
STELLING 3.13.

'n Belangrike

%, it e
122,
2 2
1 B =
Xgq deur PLx™ 2 xg 1H,]

asimptoties onderskeidend met betrekking

hipoteses B waarvoor

> XUIH] =1 vir

Stelling.

Onder voorwaardes (3.10)-(3.14),

elke alternatiewe hipo-

sien B1.3 en CROUSE(1960),

(3.92) en (2.93)

is Tﬁ esimptoties onderskeidend met betrekking tot alle

H waarvoor minstens een A

Bewys:

(3.187) linm (T,
N-m

(3.188) »[T) < ¥

I~

52 1
P{ 5 < X !

~L
= PLIt, | <y,

1

= P[Iti/ni -E
!

Pl t./n, -E

= PL(%. /r

Omdat lim x (1~ vy

ia~

%: 1
‘_ni)'(ti/ni
io|
io

~I 25,

Neem eerstens

)/Cio

lO

~B; )/ (W0, )
—
=]

il
2

“]

< Xaoio(l~VNi>

< %gO46(1=vey)

a)/Oia < 1o

)7 =

b i

-

lim Vs < 1 uit

N~

wi-

Xm(l“VNi)
groot N, sé& vir
Derhalwe

(3.289) Pl /0,

[ 72N

(ti/n.

1
PL (6 /ni B,

(3.4)), volg

_(Eia”E o)/oio

N> No

geld vir N > N
- a)/oi 10 1a{k (1~ ~ Vi

)/Oi%'>olo 1a‘x

)/Olcl

D')

1O ll

= +® Vvir enige

| < X,

]

_1 -+
15 (X (Amvygy ) 5= (B =By ) /o

“g"(Eia"E

X {L=vigg )= (B

= solank net (3.72) geld.

bepaalde 1 uit

io}]‘

kongtant < @ (want
uit (3.187) dat

negatief is vir voldoende

1

) zw(EianEio>/OloI]
o Ol]

2
a"Eio)/Oio} .



Dui die rangnommer van z, aan deur Ty,
(29£25< o0 <2y)

Omdat rh/(N+l) nie strengstygend in h is nie en
die verdelingsfunksie F(x) wel monotoon strengstygend is
in x, i1s 'n aanpassing in die definisie van JN[F(X)]
nodig sodat aan voorwaarde (3.93) voldoen word. Stel

naamlik

(3.158) J.[F(x)] = JFF(x)/(M+1)  vir F(x) <
. 1-NP(x)/(N+1) vir F(x) >

s e

Dan is

JIF(x) :‘{'F(x) vir F(x) <
1-F(x) vir P(x) >

[SIRV

Nou is

J'[F(X)] ::<fl vir x < X5

-1 vir x > x

waarby F(Xo) = % (sien E3,3, net na vergelyking (3.17)).
D.w.s, X, is die onbekende gemeenskaplike mediaen van
die verdelings Fi .

Ligar in die p»unt x = XO bestaan J'[F(X)] nie,
Aan voorwaardes (3.10) - (3.14) word voldoen (sien
ANSLRI en BRADLEY(1960) p. 1183), behelwe aan voorwaarde
(3.14) in die punt = = x,. Die bewye slaag egter nog
omdat bogenoemde 'n punt van meat nul is; Voorwaardes
(3.92) en (3.93) word bevredig. Verder is

f(x) |0 [F(x)]] = £(x) < ¥ <, sodat (3.143)

bevredig word (sien stelling 3.10 opmerking 1).

an X @
(3.159) [xf(x)J'[F(x)18F(x)= - [ xf(x)dP(x)+ [xf(x)aT(x),
-

Uit (2.80) en (2.90) volg m.b.v, (2.20) dat
. -1 - 2 1
3,160) 1lim N s(v. =V = o

Substitusie van (32.,159) en (3.160) in (23.152) lewer
x

(3.161) A2 = 480 [x(3)aP(x) - [xF(x)a7(x) 12w, (4.4, )°
1

X -
o €9



sodat met behulp van (3.156) en (3.157) volg
X

Q 0 o
(3.162) By 5 = 12(B,-1)[/xf%(x)ax - [ x£°(x)ax]®,
5°? X -

0
Opmerkings.

1). DBostaande uitdrukking is dieselfde as dié
verkry deur ANSARI en IRADLEY(19€0) vir die twee-steek-
proef geval en is ook dieselfde as die a.r.d, van SUK-
HATME(1957) se T-toets m.b.t. die F-toess (in die twee-

steekproef geval). Sien ook XLOTZ(1962) vergelyking (3.3).

2). Vir die normaal (0,1l)-verdeling is

2
E = =
..JTQ,B 6/ﬂ' 0.61
C
Vir die homogene verdeling is E = 0,60 .,
T,,B
Vir die Laplace-verdeling met f(x) = %e_}xl is
ET B = 0.94 (sien ANSARTI en BRAILEY(1960)).
é?
v : —_ \ L 2 AWO? 5 { L1 3]
3.6.3. 3, YN(bij) = (bij L) (gewone toekenning van

rangnommers ).

Nou is
(2.101) t; = 5(6, ~$)° met toetsingsgrootheid T, gegee
in (2.109).

Stel Ju[F(x)] = v [NP(x)/(F+1)1 vir O<F(x)<1

= [NP(x)/(F41) 212,

[F(x) - +1° met
2[F(x) - %]
= 2F(x) - 1 en

Dan is J[F(x)]
J'[F(x)]

f(x)J' {7 (x)] = f(x)[2F(x) - 1] < K < sodat
(3.143) bevredig word. Dit volg maklik dat voorwaardes
(3.10) = (3.14), (3.92) en (3.93) bevredig word.
Met behulp ven (2.20) volg uit (2.103) dat

R J 7 v2 _ 1
lim N Yy =F ) = TS5 -
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Uit (3.152) volg nou:

g = 3 P
(3.163) \p = 1800 [fxf(x)[2F(x)-114F(x)] Zvi(d.—di)
- i

sodat m.b.v, (3.156) en (3.157) volg:

@® , ® -
(3.164) B, = 45(B.-1)[2 [xf (x)P(x)dx- fxf (x)dax]",
o B “ -® -

Opmerkings.

1). Hierdie uitdrukking is dieselfde as die
a.r.d. van MOOD(1954) se tcets m.b.t. die P-toets (sien
SUEHATME(1957)). Dit is in ooreenstemming met wat ons
verwag, want T, is 'n uitbreiding ven MOOL(1954) se
toetsingsgrootheid van twee na k steekproewe (sien
§2.5.3.2). Sien ook KLOTZ(1962) vergelyking (3.2).

2). Vir die normaal (C,l)-verdeling is

B . 0.76 (sien MOOD(1954) en
LB pnt

DWASS(1956)).

Vir die homogene verdeling is ET
M?

Vir die verdeling met frekwensiefunksie

leo

£(x) = $(1-a)a® T x| -a¢x{a, o<l

is B, ¢ = 5(1—@)(5—a)_1 wat na 0 neig as «->1 (SUK-
T ?

HATME(1957) ).
Vir die verdeling met frekwensiefunkeie

.(1+::c2)_m
B(%'ym-%)

f(x) = - < x {®

geld Ln  2® as m-2.5 (CROUSE(1960) ).

“M
Vir die Laplece-verdeling met f(x) = %e_lxl
is K = 1.08 (ANSARI en BRADLEY(1960)).
Lys B
3.6 Fuile YN(S..) = (6.4—%)2 (rangnommers van weerskante
14 1J

af toegeken).
Hierdie geval stem presies ooreen met die vorige
(sien B82.5.3.3 opmerking 2) en word nie verder bespreek

nie,
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3.6.3.5. YN(éij) = 653 (gewone toekenning van rang-
nommers).
Hier is
(2.121) ti = ?rij/(N+l)2 met toetsingsgrootheid Ty
gegee in (2.129).
Stel Jy[F(x)] = [NF(x)/(M+1)1%, dan is
JF(x)] = FZ(X) met

3 [F(x)]

I

2F(x) en word alle voorwaardes,
soos in §3.6.3.3, bevredig.
Voorwaarde (3.143) word bevredig omdat

£(x)3 [F(x)] = 2£(x)P(x) < K < o.

. N _ 4
Uit (2.127) volg: 1im N T3 (v.. -¥. )2 = sodat
. Now n N L)
(3.165) xé = 45[ [xf(x)F(x)dF(x)]2§]vi(d.-di)z uit (3.152).
-® i

Uit (3.156) en (3.157) volg:

(3.166) E = 2 -1 222 (3)F (x)ax]2
. T.,B -~ 4 \P2 ‘
-
Opmerkings.
1). Vir die normaal (0,1)-verdeling is
15
327

E =

Ty, B = 0.047

2

Vir die homogene verdeling is
R
ETRsB =5 = 0.0625.

2). Bostaande toets word eintlik aanbeveel as
toets teen verskuiwingsalternatiewe. Die a.r.d. van

T, m.b.t. die F-toets is uit (3.131):

R

@
= 450 [ £2(x)F(x)ax]® o2 .
RyF & X X X F

Vir die normaal (0,1)-verdeling is

Eq

: _ 45
Ep ¢ =1¢7 = 0.895

R’
Vir die homogene verdeling is
1o

R?



3.6.3.6, ¥ (6..) =&

¥ . (rangnommers ven weerskante af
NM7 13 1]

toegeken).
Fier is

(2.130) t; = Zrij/(N+l)2 met toetsingsgroothede T, en
J

T, g&egee in (2.138) en (2.145) namate T ewe of onewe is.
I &
- ¥ (N+1 ir P(x) < %
Laat JN[r(X)‘ (27 (=) /(24 )] v%r (x) j
[1-1F(x)/( €+l)] vir F(x) > &
Dan is J[F(x)] = 4 (X> vir B(x) < %
[1-%(x)1° vir P(x) > %

Stel weer F(XO)

Gevolglik is

TUIF(x)] = {j 2F (x) vir x < x

-2{1-%(x)] vir x > X,

Alle voorwaardes word ook in hierdie gevel bevredig.

Uit (2.136) en (2.143) volg

- . —~1 = N2 1
(3.167) 1lim N 2V =¥.)C = ——
Hom  n el 180
CI) L
(3.168) [xf(x)J [F(x)laF(x)
- X, o
= [xf(x)2F(x)dF(x) - [xf(x)2[1-F(x)1dF(x)
-® X,
%5 Ies
= 2[ [xf(x)F(x)dF(x) - [xf(x)dP(x) +
-® %o ®
+ [xF(x)P(x)aF(x)]
X
o O
= 2[ /Xl x)F(x)a¥(x) - [xf(x)d¥(x)],
-® X,
Met behulp van (3.151) volg nou vir sowel TG as TH;
2 L 0 L o 2 2
(3.169) XGH = 7200 [xf°(x)F(x)dx - [xf“(x)dx] ;vi(d.—di),
- x i
0

Ten slotte volg uit (3.156) en (2,157):

(3.170) E - 180(p.~1)0 Jxf2(x)P(x)dx - [2£2(x)ax12 |
Trirs B 2
GH - X
0
Opmerking.
Vir die normsal (O, l>~verdeling is
T : (/3 - 1) = 0,41
TopB T 0P
Vir die homogene verdeling is Eq B = 0.25
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3.6.3.7. ¥ley;) = Q2(6ij> _ sien §2.5.3.6.
In dié geval is
(2.146)

_ ZQz(éi ) met toetsingsgrootheid Ty egee

£ .
1 J Io

in (2,149),

[Q{NTF(x)/(N+1) 1%,

[Q{p(x))1°

= [ HF(x)}1° en

Stel JN[F(X)]

t

Dan is J[F(x)]

"l”T. 2
(3.171) J'[F(x)] = LEEFE)!]

dF(x)
_ ALt ()17 ast i IR(x)]
a8~ P (x)7 4P (x)

A
_ 2@_1EF(X>] uit (3.135), sodat
gla{F(x)}

% _1 -lrp —
¥) 1=t (x+oxy )22 _[F(x+e xN

o

)]
Q[@’l{F(X+c'XN—§)}]

Vir byvoorbeeld die normaal (0,1)-verdeling is

1 .
f(x+cxN 2)J ' [F(x+c'xN

i -t
2@ (xrexl =) (xc'XN° %) _ (y)

i, 1
f(x+cxll 2)J ' [P(x+c'xE 2)] = I
F(x+c'xN =)

(D/‘
Omdat [x%d35 (%) {w, volg dat aan voorwaarde
-m

(2.149) voldoen word.

Llle ander voorwaardes word bevredig - sien

croUSE(1960) 14,

llet behulp van (2.171) is

PR,
(3.272)  [xr(x0)3'(R(0)1aR(x) = 2 | AT gxy),
~o ~o gl {F(x)]}]

Uit STOKEBR(1955) p. 57 volg

=1 AT Cor
lim N ZQh = [ &Y ds(g).
N->w h -
Dus lim N-l ZQi =1 - gsien 83.6.2.4 -~ en
- h
1im §t ZQﬁ = 3.
- h

14). Sien H. S. SCHOEJAN (nog onvoltooide proefskrif),
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In hierdie geval is

(3.173) Lin X - 2(¥pp,- T° = Lin T 1% - %%invﬁ
= lin N l>Q§: - 1im (N LQ2)2
N-mw h ™ - h
=3-1
=2 .,

Met behulp van (3.172) en (3.173) volg uit (3.151):

) “1r,.
(3.174) xé = 4] fDXI(X)f (G gp(x)12, 33 v, (d.-a, )2
2 -~ gla T {F(x)}] 1

sodat ten slotte

(3.175) B 5 = (g,-1)I Pt e RG] 4, 42

-1
0y o gre T {P(x)}]
(Sien byvoorbeeld FLOTZ(1962) verpselyking (3.1)).

dx ]

Opmerkings.

1). KLOTZ(1962) beweer dat O < E, 5 L. Hy
-N 9
Qb
kon egter slegs bewys dat 0.47 < i ,B L@, waarby
G
‘2
En = 0.47 vir ¥(x) = 3(x%) met a-wm.
Th ,B
%

2). Vir die normaal (0,1)-verdeling is

2 _
En 5 = 2(3-1)[ [ gy 42
-o  F(x)

= [ ;ngﬁ(X) ax 1°
-m

2
_pz

= 1, wat ooreenstem met wat KLOTZ(1962)
beweer vir die twee-steekproef geval.
3). Vir 'n vergelyking tussen die toetse van
§° 3.6.3.2, 3.5.3.3 en 3.6.3.7 (in die twee-steekproef
geval) vir ses spesifieke verdelings, sien FLOTZ(1962),

. 2
‘ & ) = B
3.0'3,\), FI\T(éla) - u(grlJ)

CROUSE(1960) B4.14 en CAPON(1961).

—

- sien B2.7.3.7,

Hier ig
' N
(2.150) t. = ZE(%? ) met toetsingsgrootheid Tn  gegee
- N ij 2
in (2.153),
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1 n - — ™ .2 A =R A o=} B

et JN[}(X)] = M(QNF(X)) word voorwaarde (3,93)
bevredig. 0ok die ander nodige voorwaardes word in die
algemeen bevredig - sien byvoorbeeld CAPON(1961).

Uit STOKEH(1955) p. 55 volg
1im 1L

@ @
2ES = [ 8Ter(3) mits [ [g]|TaP(§)< o,
I-w h ~-®

-
Vir F(x) = 8(z), die normaal (0,1)-verdelingsfunk-
sie, volg op soortgelyke wyse as in 83.6.3.7 dat

lim N0 3(¥p, -7,)° = 2.
Nom  n b8 T

iiet behulp hiervan en vergelyking (3.157) volg:

. 1 L 0 ' 2
(3-176) ET B = g(ﬁz_l)[ /Xf (X>J [F(X)]dX]
’ -

T2
= %(52-1)[ ;DXZ géél dz]2 vir F(x)=%8(z) -

sien CROUSZH(1960) 84.14
Hierdie toets is bespreek deur CROUSE(1960) en
CAPON(1961) in die twee-steekproef geval. KLOTZ(1962)
beweer (sonder bewys) dat hierdie toets asimptoties
ekwivalent is san dié van §83.6.3.7 vir k = 2.
CROUSE(1960) het vir die twee-steekproef geval

bewys dat die a.r.d. van TT m.b.t. die F-toets gegee word
2
deur

® 2
(8,-1) 0 [ x£5(x) 7" [F(x) Jax]

- 1
(3.177) B, o =3
i g L

ll\ 9'ﬁ

2
wat ekwivalent is aan EmQ B in (3.,175) en ook dieselfde
RS 9

as die ooreenkomstige uitdrukking (3.176) in die geval van
k steekproewe, (Die aantal steckproewe k speel geen rol
in die a.r.d.-uitdrukkings nie).

Opmerkings.

1). Vir die normaal (0,02)—verdeling is B, p=1
T 9
2

en vir die homogene verdeling is By 5 = (CROUSL(1960)).,
e T ’
2
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2). CROUSE(1960) se vermoede dat B > 1

word weerspreek deur KLOTZ(1962) wat bewys het dat

B = 0,47 vir die verdeling met verdelingsfunksie
Trm s B

2 ,
F(x) = 8(x%), «-o (sien §3.6.3.7 opmerking 1),

3.7. ASIMPTOTIESE ONDERSKEIDENDHEID.
3.7.1, Inieiding.

Uit (3.110) volg

(3,178) Tg::%(Nuni)[ti/ni—E(ti/ni]HO)]ZENvar(ti/ni[HO)]"l.

Stel
(3.179) Eio

(3.180) B

o 2
(3.181) 956

2
(3.182) 65,

2! -
E(ui/niljo),
t
E(ti/niiha>,

!
Var(ti/ni

It

i

HO) en
' '
var(ti/niiHa),

Uit stellings 3.8 en 3.11 en vergelyking (3.178)

volg dat
02y ' S(w ! _ 2rr 2 -l
(3-1V3> 'L‘K = %(N ni)[ti/ni ElO] U\Oio]

onder voorwaardes (3.,10)-(3.14), (3.92), (3.93) en

st
— .
(3.97) Hy: Fi(x) = F(X+diN 2y, i=l,2,...,k en (3.98)
(ol
— @
(3.142) H,: Ei(x) = F(X+diXN 2) met [x dﬂi(x) = 0,

-
j_:lgg,cooyk en (3'143)9

asimptotiesy, vir N-w, 'n nie-sentrale xy -verdeling besit

met (k-1) g.v.v. en nie-gsentraliteitsparameter

2

(3.184) M

e v o 12pp 2 q-1
§%$D %(N—ni)[pia B, 1°[N65, ]

Il

- 2
%(l"vi)yi waar

gf

[eh

(3.185) v lim |(B,_-E

N-o % %

)/

iot ‘
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Definieer Xi deur P[x° > xilHO] = a.

Dan is T; asimptoties onderskeidend met betrekking

tot die klas van hipoteses H waarvoor

(3.186) 1in P[ XZIH] =1 vir elke alternatiewe hipo-
- < Mo
N->w

tese H in die klas - sien B1.3 en CROUSE(1960).

3.7.2. 'n Belangrike Stelling.
STELLING 3.13.

Onder voorwaardes (3.10)-(3.14), (3.92) en (3.93)
is T£ esimptoties onderskeidend met betrekking tot alle

H wearvoor ninstens een Yi =@ solank net (3.72) geld.

Bewys: Neem eerstens

(3.187) 1inm (Z. )/cio = +® vir enige bepaalde i uit

X 5o ia~Pio
1,2, y K
Dan is
P By o VD 2
(3,188) _[lk < xgt o= Pl ;tﬂ < Xa]
' 2
4 P[t < X

~j
P[lti‘ < Xa]

I

PL | (5-0,)% (%, /n; ~E, )/(F%0, )] < x,]

o -

i

1
(l—\)Nl) A:]

-

<

. !
PHEi/ni _Eiol Xa%i0

(1-v. %]

!
P[ t,/n; -B;, < oy

io Xaoio

(VAN

[ka(l VT'> %—(Eia“Eio)/Oio}]‘

1
P[(ti/ni _Lia)/oia < 0309%a
N
Omdat lim x (1- vy ) “ = konsgtant < ® (want

I -

lim v < 1 uit (3.4)), volg uit (3.187) dat

N->0

Xa(l“VNi)

Ni

wi

-(B, -E; )/olO negatief is vir voldoende
groot NN, sé& vir I > 1P

Derhalwe geld vir N > N
1

3.289) P, /ﬂ “E;3a)/%30 < O30 1a<k (v ) 2"(EiamEio)/Oio}]

1a

[ L
7 . =T
PL|(t;/n3~E;,)/04, 1290 1a‘X Vi) (Bj =By ) /04,11

o 2, 2 2 - ~%_ . 2
(63/5-E;,)%/05, 2 05,075 (X (1=vig3 ) (B4 =B4 ) /03 }°)

I~



met behulp van

Tchebycheff se ongelykheid.
Onder voorwaarde (3.72) volg m.b.v. (3.68) en

lemms 3,23 dat

(3.190) 0 < 1im AOz < en

N-w
(3.191) O < lim NoS_ <, sodat
N-w

(3.192) 0 < lim ©
N->m

ITou volg m.b.v. (3.188) en (3.189):

10/01a <.

2
lim P[T, < x=1 = 0, d.w.s
T k o ’

2y

(3.193) 1lim *[Tl > xgd = 1.

K=
Té is dus asimptoties onderskeidend indien (3.187)

geld.,

Beskou vervolgens

(3.194) 1im (E._-~ )/6. = - vir enige bepaalde i uit
¥ m ia P10/ %
1,2,...,k.
m 2 2 2
(3.195) PLTy > x5 ] = Pl it o
T2 2
2 P[ti 2 Xoc]

PLIS; | 2 %]

Il

1

— — =)

= P[ |+, /0B o] 2 X045 1=V ) TF]

- 1 -3

- P[I@./h”—E. )/ 2 05 0Tax, (T=vyy) TFT

L
Omdat lim x (1-v * = konstant < w, geld vir

)~
e Ni

alle N voldoende groodt:

zo!u

(3.196) P[Ht;/ni_Eio)/Oiawlzolo 1ax (1-v 1) ] 2
2 PE(ti/ni"Eio)/oia O10 igX (1 YN ) %]
= 1= PL(t;/n3-By,)/05, 205,075 (o (1-vppy ) 54 (B -Bs )6,  }]

-1 - - -2 :
2 1"[“°io°ia{xa(l"VNi> HBy =By ) /050p 170 vir ¥

voldoende groot m.b.v. Tchebycheff se ongelykheid, want



124,

-1 -5 ; -
- Oiocia[xa(l"VNi> + (Eia—Eio)/oio] > 0 vir N vol

doende groot,

Dus
(3.197) lin BT} > Xi] =1
N-w

waarmee bewys is dat Tk asimptoties onderskeidend is as
(3.194) geld.

Hiermee is die stelling bewys.
Opmerkings,

1). Neem alternatiewe hipoteses van die vorm
(3.97) B : F.(x) = F(X+diN_%), 1=1,2,...,k ,
dar geld onder voorwaarde (3.98) dat

(3.198) v; = lin [(Z

N o ia_Eio)/Oiol

il

- N-
uit (3.117)

= konstant < ® m.b.v., (2.41) omdat F(x) kontinu
veronderstel word, sodat
(3.199) 0 < v; <@ vir i=1,2,...,k,

Vir alle Y3 eindig besit Tk onder voorweardes
(3.97), (3.98) en die voorwzardes van hierdie stelling
asimptoties 'n nie-sentrale Xg—verdeling met eindige
nie—sentraliteitspar&meter

(3.184) x >(1 vy) f (stelling 3.8).

Gevolgllk is Té nie asimptoties onderskeidend
indien alle vy, eindig is nie (sien ook KENDALL en
STUART(1961) vol. II p. 231).

2). Vir alternatiewe hipoteses van die vorm

@®

1
(3.142) H: Fi(X) = F(x+diXN_2) met_%éx dFi(X) = 0,

i=1,2,..,k kan onder voorwaarde (3.143) en die voor-
waerdes van hierdie stelling analof resultate bewys word

as in opmerking 1 hierbo.

L 1 @ b
vE(1-v,)TH@.~d,) [E(x)J" [F(x)IaF(x)1im OV 1>(th 7, P17



RIA

3). Uit (3.94) volg

%%ﬂD1EiawEiol £ 0 as

Q @
(3.200) [ J[H(x)laF (x) # [ JLF(x)lar(x) .
-0 ~Q

1
laar uit (3.191) is iy = O(N" %)

Dus y; = %im [(E5,-B4,)/0,,] =@ onder (3.200).
e

T£ is dus asimptoties onderskeidend met betrekking
tot die klas van alternatiewe waarvoor (3,200) geld

onderhewig aan (3.72).
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