
6 3. 

HOOFSTUK III. 

1 n ALGEIVIENE TOETSINGSGROOTH:SID. LilviiETVER:DELING 

ONDER 'n ALGEMENE HIPOTESE H. 

3 .1. II\TLEIDING. 
k 

Gegee N = ~ n. onderling onafhanklike variante 
. 1 l l= 

xl. J.; j=l121 ... ,n..;; i=l~2 1 ... ,k waar x .. , vir vaste i, 
- ..L -lJ 

afkomstig is uit 'n populasie met kontinue verdelings-

funksie Fi 1 i=l,2 7 ••• ~k. 

Die prob1eem wat hier beskou word, is om die 

nulhipotese H
0

: F1 :::::: F2 ~ ... = Fk, naam1ik dat alle 

verdelint;8funksies Fi' i=l,2, ... ,k, identies is, te toets 

teen 1 n alternatiewe hipotese e,angedui deur Ha' na2m1ik 

dat nie alle verdelingsfunksies identies is nie. 

Die N waarneming·s x. . 1 ) is SIJr 0 
-lJ 

2) al:c1al 

verskillend 3) omdat F. kontinu veronderstel word. 
l 

In hierdie hoofstuk word 'n a1gemene toets vir 

bogenoemde probleem behandel en sy asimptotiese eienskappe 

ondersoek. 

3.2. DIE TOETSINGSGROOTHEID sl'r 
Laat 

( 3. l) -1 dan is ~\)Ni 1. \)Ni = n.N 9 = l 
l 

Laat verder 

( 3. 2) \). = lim \JN. en neem a an dat 
l N~CD l 

1). Tensy anders ges}Jesifiseer, deurloop i, i!i", g en g 1 in 

waardes 1,2 1 ... 9 n. en h die waardes 1,2, ... ,N. 
l 

2). Sien hoofstuk II voetnoot 8. 

3). Op die geval van moontlike eventuele gelyke waar-

nemings word in hierdie hoofstuk nie ingegaan nie. 

 
 
 



64. 

( 3. 3) 0<v0 <vN.<l-v <l - l- 0 
vir alle N, vir alle i=l? 2? .•. 9 k 

en vir In vaste getal 
\i O·~t • 

Dan geld ook 

( 3. 4) O<v <v.<l-v <l 
0- l- 0 

vir alle i. 

Stel 

( 3. 5) F. (x) = (aantal x .. <x)/n. vir vaste . . 1 ') 
lll. lJ-- l l; J = 1 c.. , •• 9 ni. 

l 

F. ( x) is dus die emr)iriese verdelin!§:sfunksie van lll. 
l 

d . . de t 1 . ~-. . le l s e varlan~e x. 1 ,x. 2 , ... ,x. , d.i. van dle l l ln. 
ide steek:proef. 

l 

Definieer 

(3.6) HN(x) = ~vm.F· (x), d.i. die gekombineerde empiriese 
. r~l lll. 
l l 

verdelingsfunksie. 

Laat 

( 3. 7) H( x) = l:v1\-:-. F. ( x) , die geko:c1bineerde populasie verde­
. Hl l 
l 

lingsf'unksie vir die gegewe steekproefgroottes. 

Beskou die grootheid 

n. 
l ___, -1 

( 3. 8) SN = .6c..: n. 
i .L l 

:6 E1\T .. 
j=l l~lJ 

vvaar die E11 .. gsgewe getalle is \lJ 

en die c. willekeurige eindige konstantes, nie almal 
l 

nul nie. 

Neem die volgende vorm van die definisie, naamlik~ 
CD 

(3.9) sl\J = 2:c. I J1\J[HiiT(x)]dF.Y' (x) 
L · l l' l'• lJ..L · 

l -co l 

waar J 1 n willekeurige funksie is 1.va t voldoen aan die 
N 

volgende voorwaardes: 

(3.10) J(H) =lim Jv(H) bestaan vir O<H<l, 
N -7<.D l.,! 

(3.11) J(H) is nie konstant nie 4) 

die interval is waarin O<Hw(x)<l en o gedefinieer 
J.l p 

4). Sien ook voorwaarde (3.28) wat 'n verdere beperking 
I 

1~ 7 naamlik dat J (H) nie altyd = 0 kan ·vvees oor die 

oorvleuelingsgebied van die verdelings nie. 

 
 
 



is in §1.2.2, 
1 

(3.13) JN(1) = o(N8 ) en 

6 ~­_) e 

dm_~ 'I 1 6 - ~ K[H(1-H)l-m-~+ vir m=O,l,2 en 
cU-Jm I 

vir 'n 6>0, K 'n eindige positiewe konstante. 

Die twee vonns van s
1

.,. is iden.ties as 
\~ 

( ) [ -1 ~ ~ ( ) ].15 EN ... = J 1\T N .(_. /.J L x .. -x_., ., J 
- l J 'I i' j I l J l J 

waar 

::J • a. 1 .• 

L(u) ={1 as u2:_0 
.. 0 as lJ.<O 

as E-r-r . .: = J.
1
,,,-r( rl. ti/N) 

.L'll J ' d 

Y/aar r .. c.ie 
lJ rangnomrne r va.n x .. in die gesament1ike ]_ J 

van die N waardes x~ .: 
..LJ 

Lant I die interval wees wa~rin O<H<l. 

(3.16) B_,.(x) = 
f:) 

X t 

I ~J [ H ( X) J dF (Y• ( X) 
6 

en 

( 3 " 17 ) Btr._:'. ( 3Sl· J. ) = I3 ( X . . ) - EI~ ( X . ) - g -lJ g -l 

waar x. 'n variant is met verde1ingsfunksie F. en x 'n 
-l l 0 

konstante is, byvoorbee1d so dat H(x
0

) = t. 
Definieer verder 

( J .18) ): = ':J •. lJ 

(3o19) r;. = l 

Lem:na 3. 1. Die verwagtingswaarde va~ 

(J.20) 

I3ewys ~ 

E(>- .. i'H) = 0. ., lJ 

Omcl r:;~ t EB ( x . . ) = 0 o is g lJ J 

r: 
'::l •. lJ \vord gegee d.eur 

E ( s J_.: J.) = I~[ v~~1l. :i~ ( c .
2
. vFc"' -· c ''~' v1\-. )B·:· ( x. J.)] _,_, g -'irs c~ 1-. l b l 

- v::-~ x: ( c . v"{lf - c c~ VT\fl' ) EB_,,. ( xl. J. ) 
.L'~ l J~' l .L\;g u ~· c.::;; , 

0 

= o. 

 
 
 



66. 

Opmerking. 

In hierdie hoofstuk werk ons deurgaans 9 tensy 

anders gespesifiseer 9 onder H. E( ~ .. ) beteken dus lJ 

{
. I X 1 _ CO 

J., emrD.a 3 • 2 • [ Hi'r ( x ) - H ( x ) J I J [ H ( x ) ] d F . ( x ) ] 
· x l -co 

0 

= 0 met 

waarskynlikheid een. 

X t X 1 

Bewys: f J [H(x)]dF.(x) = 0( I J [H(x)]dH(x)) 
X l 

0 xo 

= O(J[H(x)]) 
I 1 

= O([H(x){l-H(x)} ] 0
-

2 ) uit (3.14). 

HN(x) is die e:mpiriese verdelingsfunksie van 1 n 

steekproef ui t 'n pO}Yulasie met verdelingsfunksie H( x). 

As z1 <z 2< o •• <zN die gerangskikte steekproefvvaar(tes is 9 

dan is HN(x) = 0 vir x<z1 

l vir x>z1.,.. - ~ 

Indien H(z1-o) > 0 9 geld 

[HN(x)-H(x)] O([H(x){l-H(x)}J 6-~) 
= O([H(x)]B+t[l-H(x)] 6-t) 
X 
~o. 
-CD 

Indien H(zN)<l 9 geld 

[HN(x)-H(x)] O([H(x){l-H(x)}J 6-t) 
= O([H(x)] 6-i[l-H(x)] 6+i) 

-~ 0 +CD • 

Aangesien H(x) kontinu is, geld 

II(z1-0) > 0 en H(zN) < l met waarskynlikheid een vir 

alle eindige N. 
X 1 CO 

IJus ~ [ {Hi\T ( x)-H ( x )} / J [ H ( x) ] dF i ( x) ] = 0 m~ t 
.._, x -co 

0 

waarskynlikheid een. 

 
 
 



waar 

Bevv-ys ~ Omda t 

(3.20) 

(3.23) 

E(s . . ) = 09 is 
lJ 

var ( s . . ) = E ( s ~ . ) 
lJ lJ 

= E[ vN-;~2:( c. vN -c _ vN. )B ( x .. ) v~~I;( c. v1\T~--c c-r~VN .)B~( x .. ) ] 
lg l g g l g lJ Dl~ l ~6 6 l 5 lJ 

- 2,~ ··; ( ) "-' "-' 
= Vl\r1·LJ ~ c. v 1:r .-c .v 1~. (c. Vl\r--~-c~.,vl\.,.. )EBr (x .. )B,_,(x .. ) • 

D g g l ~g g (l l ~g G ~l ~ lJ ~ 1J 

Verder is 

J. ,-1 ( ) (3.24) var(N-~~.) = ~ var ~· 
l l 

= N-1var(2:s .. ) 
j lJ 

-1-, ( ) _i = N ~\'ar S. . o~~o .. a t S . . en S .. , v; -r j' _rj oncier1ing 
j lJ lJ lJ 

ona±"hanklik is (··Nant xij en xij' is onafhank1ik) 

1~ -2~ ~c )( ) ~ c )~ c ) = mL'Vl\r·L l.J c.'JF -c(Y'\ll\T' c.'JN-~-c~\lN. EB~ x .. B~ x .. 
J.':J• l·;lp· .a' 1 ~\g 0 l~l l 6 0 l g lJ g lJ 

0 C:> 

= -1 '\, ) .. , ( ) ( ) ,...._, ( ) rv ( _ ) 'Vl\r. -~ ~- c. 'JN -c ,vN,. c.: 'Vl\r--,rc _.vl':r. EB x .. B_..., x. . • 
1\lg· --14 l g g l j_ l':t:) 8 l'il g lJ 0,' lJ 

' b 
1 1 

Die variante N--r::·s. en N-2 ; ., is onder1ing onafhank-
l l 

1ik indien ~ tio Gevo1g1ik is 

(3.25) var(iN-ig.) = ~var(N-~g.) 
. l . l 
l l 

= 2:\l::;.~~ 2:(c.\ll\1 C"-Cr,.Vu· )(c.\ll\Toi-Cc-rt'Vl\r· )EB,.(x .. )B.-.t(x .. ). 
. 1 ~ l --t 1 1-. 0 0 1\1 l l 1 ~ b 5 1·~ l g l J tS l J 
l g g 

Nou moet EB (x .. )B~(x .. ) nog bereken word. 
g lJ 0 lJ 

ro en 
( 3. 2 6) B (X .. ) - El5 (X. ) = I B (X) dJT . 1 (X)·- I B (X) dF . (X) 

g lJ g 1 -co g 1 -en g 1 

vir j=l 9 2 1 ••• ~ni 

= 
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{
X 1 CD 

= [ I J [ H ( X) J d Fg (X)} { F . 1 ( X) - F . ( X ) } J 
x l l -co 

0 
CD I 

- -~ [F il (x) - F i (x) ]J [H(x) ]dF g(x) deur parsiele 

5) integrasie. M.b.v. lemma 3.2 volg verder 
CD I 

- - -~ [F il (x)-F i (x) ]J [H(x) ]dF g(x) met waarskynlik-

heid een, sodat 

(3.27) 
CD Q) 

EB ( X . . ) B of (X . . ) =E { I I [ F . 1 (X) - F . ( X) J [ F . 1 ( y ) - F . ( y) J • 
g lJ 0 lJ -0) -CD l l l l 

. J I [ H (X) J J t [ H ( y) J dF g (X) dF g ( y)} 
Q) CD I 

= I I E[F. 1 (x)-F.(x)][F. 1 (y)-F.(y)]J [H(x)]• 
-(J) -CD l l l l 

1 

•J [H(y)]dFg(x)dFg(y) 
I I 

= I I F.(x)[l-F.(y)]J [H(x)]J [H(y)]dFg(x)dFnf(y) + 
-co<x<y< ml l o 

I I 

+ I I F.(y)[1-F.(x)]J [H(x)]J [H(y)]dFg(x)dFnf(y) 
-co<y<x< col l es 

- o uit (3.22), want: - B .Baf. 
g1 5 1 

Neem byvoorbeeld x<y~ 

As ~i~x, is Fi1 (x) = 1 en Fi1 (y) = 1. 

As x<x.<y 1 is F. 1 (x) = 0 en F
1
. 1 (y) = 1. 

-l- l 

As x.)y 9 is F. 1 (x) = 0 en F. 1 (y) = 0. 
-l l l 

E[Fi1 (x)-Fi(x)][Fi1 (y)-Fi(y)] 

= [ 1-F i (X) ] [ 1-F i ( y ) ] P [Xi~ X] - F i ( X) [ 1-F i ( y) ] P [X< Xi ~y] + 

+ F. (x)F. (y) P[x
1
. >y] 

l l -

= [1-Fi(x)][l-Fi(y)]Fi(x)- Fi(x)[l-Fi(y)][Fi(y)-Fi(x)] + 

+ Fi(x)Fi(y)[l-Fi(y)] 

= [1-F.(y)]F.(x). 
l l 

'n Soortgelyke resultaat volg vir y<x. 

Hiermee is die lemma bewys. 

Opmerking. 

Met behulp van (3.27) herlei (3.23) tot: 

(3. 23a) var(s .. )=vN-~ L L:(c. \)N -c \)N.) (c. \)Nnt-caf\JNi)oB .B . · 
lJ l g g l g g l l 6 5 gl gl 

5). Sien vergelykings (3.3), (3.50) en (3.51). 

 
 
 



' Gevolglik besit t. en t./n. asimptoties dieselfde 
l l l 

verdelinc onder H. Alle resultate ten opsigte van t. geld 
l 

' dus ook asimptoties vir ti/ni en ons kry uit §3.4 op-

merking 3 en (_3.59), (3.60), (3.62) en (3.63): 

Opmerkings. 

1) . Onder H TI - u - - F - F 0~ ~1 = ~2 = ..• = k = geld 

, m 1 

( 3. 95) E(t .jn. !H ) = f J[F(x) ]dF(x) + o(N-2 ). 
l l 0 -m 

2). Vergelyk 

( 2 . 4 2 ) maks ( '1' 1\Tl - '±' N) 
2 = o ( N) , d • w. s . maks I '±' l\Th I 

h l\ J. .•. h L'J..L 

wat soortgelyk is aan (3.92). 

3). Onder voorwaarde (3.93) sal, vir O<H<l, 

(3.96) lim ~p[NH/(N+l)] = 
N~m ~ 

lim (JN(H) 
N~m 

- J(H) uit (3.10). 

4). Voo~vaarde (3.93) l~ die verband tussen die 

toetsingsgroothede van hoofstukke II en III. Ons kon~ 

as alternatiewe prosedure, ook geneem het 

3.6.2. Toetse vir Verskuiwing. 

3. 6. 2 .1. 'n Algemene ui tdrukl~ing vir die asimptotiese 

relatiewe doeltreffendheid van een toets met betrekking 

tot 'n tweede toets. 

Beskou die alternatiewe hipotese 
1 

(3.97) H: F.(x) = F(x+d.N-2 ) vir i=l,2, ... ,k a l l 

waar die di 's willekeurige eindige re~le getalle is. 
I 

Neer,1 aan dat f(x) = F (x) oral bestaan, kontinu 

en gel;y·klna tig bet,;rens is. 

 
 
 



9 5. 

Inc.ien 
.l. 

(3.92) ~N[N/(N+l)] = o(N 2 ), 

( 3. 9 3) I I {J 1\""J [ H1\T (X) J-! 1\T [ NH1\J (X) I ( N + l ) J I dF . (X) = IN ~ l, D l• llli 

vir i=l?2?••• ,k en 
. 1 1 

(3.98) lf(x+o.N-2-)J' [L:v1\T.;F(x+6., N-2 )] I < M(x) vir N vol-
l ~ ~l l 

CD 
doende groot en f M(x)dF(x) 

-CD 
<CD? waar die 6. 

l 

L:eurige eindit;e reele gete.1le is, dan geld 

.]_ I I ' I ( 3 • 9 9 ) 1 im N 2 
[ E ( t . In . H ) - E ( t . In . 1-I ) ] = 

r~CD l l a l l 0 

CD 
= (d.-d.) 

l 
I f(x)J'[F(x)]dF(x) 

(3.100) d.= >-~v., d., e 

i' J.: l 

Eewys: Onder H is a 

-CD 

G.,= 
l d i'-d i 9 i' =l 9 2 9 • • • ? k ~ 

1 

= LVN ., F. (x+G ., N-2 ) ui t 
-~1 1 l l l 
..L 

H(x) 

sodat 

(3.7). 

's wille-

waar 

die eerste midde1waardestelling in k veran~er-

likes geld vir die funksie G(G1 ,G 2 , ... ,Gk)~ 

·-·, 6 G ( G1 , G 2 , •• , Gk) 
( 3 • 10 Li- ) G ( G l 9 Q ~) 'J • • • 9 Q k) =G ( 0 , 0 , o o 9 0 ) + ?_,G . , ---·--'- _., ]_ ~g 

l 0 i' 

waar ~ = (G1 ,G 2 ,.~,Gk) en ~~~I< IG~I vir al1e ~ (sien 

STE'NAHT, C. A. (1940) 11 Advanced Calculus 11
). 

Stel nou 
1 CD 

(3.105) G(G1 ,G 2 , .. ,Gk) = N~ I J[H(x)]dFi(x) 
-CD 

= N! t J ['Zvr ., F. ( x+G ., N-l) ]dF. ( x) ui t ( 3.10 3), 
-(X) i' \! l l l l 

dan is~ 

 
 
 



96. 

1. 0) 

(3.106) G(O~O~o· 9 0) = N~ J J[F(x)]dF(x) 
-CD 

en met behu.lp van ( 3.104) volg dan 

( 3.107) G(G1 ,G 2 , .. ,Gk) - G(0 9 0 9 •• ,0) = 

sodat m.b.v. (3.94), (3.105) en (3.106) volg 
1:_ I f 0) 

lirn N2 [E(t.;/n. IH )-E(t./n. IH )]=2~v., G., I f(x)J' [F(x)]dF(x) 
l'T ~ m ~ l a l l o j_' l l _ 

00 
0) 

= (d,-d.) f f(x)J'[F(x)]dF(x). 
l 

-Q) 

Die d.ifferensiasie m. b. t. die G., onder die inte­
l 

g:ro.al teken en die neem van die limiet vir N ->CD onder die 

integraalteken, is toe1aatbaar onder voorwaarde (3.98) 

( sien CRAMeR ( 1946) lJP. 66-6 7, GIBSON ( 1954) IJ. 441 stel-

ling III) s"angesien J' [F(x) J en f( x) kontinu veronderstel 

word. 

Hiermee is die stelling bewys. 

Opmerkings. 

1). Vooi'\vaarde ( 3. 98) kan in die volgende vorm 

omskrywe word, naamlik: 
1 1 1 

(3.108) jf(x+cN-2 )J 1 
[:\

0
F(x+cN_ 2-)+(l-:\

0
)F(x+c 11 N--2 )] I < l\T(x) 

Q) 

vir N voldoende Groot met I lVI (X) dl!1 (X) 
-Q) 

en die c 's eindige re~le geta1le is. 

< m waar ;, >0 
0 

2). 'n Voldoende voorwaards vir c1ie ge1dit_;hej_d van 

( 3. 98) 9 is 
1 1 

( 3.109) jf(x+cN-2 )J-' [F(x+c' N-2 )] I .5. M < m ge1y1<Jnatig in x 

vir N vo1doende groot waar c en c' vvi1lekeurige einc1ige 

reele geta11e is. 

S'.lELL ING 3. 8. 

Onder die voorwaardes (3.10)-(3.14)? (3.92)~ (3.93) 

en (3~98) besit 

(3.110) T~ = ~(N-ni)[t~-E(t~jH0 )] 2 [N var(t~IH0 )]-l 
onder Ha asim~toties, vir N-->co, 'n nie-sentrale x2-verdeling 

 
 
 



97. 

met ( k-1) grs.de van vryheid en nie-sentralitei tsparameter 

CD 

(3.111) ~~ =[ f f(x)J'[F(x)]dF(x)] 2~~.(d.-d.) 2 • 
Q) . l l 

- l 

Bewys: Definieer, soos in vergelyking (2.4), 
"'t l 1 1 t _;L 

(3.112) ti = (N-n~2 [ti-E(tijH0 )][N var(tiiH
0
)]- 2 • 

Beskou ook 

Uit stelling 3G6 volg dat die momentematriks van 
"' 

die ->-?I 
ti 's onder Ha asimptoties gegee word deur A = I-v~ 

met karakteristieke worte1s 1,1, ..• 9 1 en 0 as N-?CD 
9) 

Nou is~ 
"'I 

(3.113) ti = (N-n. )~[t~/n.-E(t~/n. IH )][Nvar(t~/n. jH0 )]--~ 
l l l l l 0 l l 

uit (3.112) 

( ) 
_1_ I I I I t I _l = K-n. ~rt. n.-E(t./n. H )][Nvar(t./n. H )] 2 + 

l - l l l l a l l o 

( + I ' ' I I I ) _l + N-n
2
. ) 2 [E(t./n. IH )-E(t./n. H )][Nvar(t./n. H

0 
] 2 

l l a l l o l l 

"'II 

= t. Vv· + EN. waar 
l l~l l 

~~ I I 

(3.114) Err·= (N-n.) 2 [E(t./n.jH )-E(t./n.IH )l· 
~l l l l a l l o -

•[Nvs.r(-G~/nijH0 )]-~, 
( 3.115) t~ = ( N-ni) ~-[ t~/ni -E( t~/ni IHa)] [:Nvar( t~/ni IHa)] -t en 

I l I _l 
(].116) V11T· = [var(t./n.IH )] 2 [var(t./n.jH

0
)] 2 • 

l'll l l a l l 

(3.117) 

Hier is 

lim ENi 
N-?CD 

.1.. J.. I I I I =lim (N-n.) 2 N2 [E(t./n. H )-E(t./n. H )]• 
N -?CD l l l a l l o 

2 ' 1 ·[Hvar(t./n.jH )]-2 
l l 0 

)._ !()) ' ( ) ( ) [ -1 '\.., ( - ) 2 J - t = ~ ~ ( d. - d . ) f ( x) J [ }t' x ] dF x · 1 im N LJ 'I' Fb- :l' N . 
l l -CD N -?CD h ' . 

lli t ( 2. 20) ? ( 2 . 21) en ( 3. 9 9) 

= konstant < ro m.b.v. (3.98) en (2.41) omdat F(x) 
kontinu is. 

9). Onder voorwaarde ( 3. 97) vvord daar voldoen aan voor­

waarde (3.72) vir N voldoende groat. 
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Nou volg d.at (vergely-k onder andere lemma 3o23) 

tr
:N-ni}t t : /n . - E ( t ~ /n . I H ) t ~.J...· - E ( t l. I Ha) ] 

lim p -- . l l l l a [H = 0 
N->m N [var(</ni\Ha)J2 [var(ti\Ha)li- > 

0 

a 

waar £ > 0. 
A AJI 

Gevolglik besit t. en t. asimptoties dieselfde 
l l 

verdeling onder Ha en volg met be~1lp van (3.113) dat 
• AI 2 A 

( 3.118) llm var( t. IH ) = lim V1,T-· var( t. I H .. ) • 
N -?CD l a N -?co ~'ll l a 

Maar 

2 (3.119) lim VN. = 
N -700 l 

lim rvar(t~/n.IH )J[var(t~/n.IH )J-1 
N -?ffi- l l a l l o 

= lim [var( t. IH ) ] [var( t. lH ) ]-l met behulp 
N-?co l a l o 

van l erm~a 3 . 2 3 

= l uit le~~a 3.22 . 

Dus 
AI A 

( 3.120) lim var( t. IH ) = lim var( t. jH ) 
N -7 co l a l'T --7 co l a 

A 

waarby 0 <lim var(t. IE ) <co uit (3.77). 
"' l a l.~ -7 CD 

Soortgelyk is 
A I ..... I 

( 3.121) lim kov( t. , t ., IH ) = 
N -?Q) l l a 

lim kov( t-i 1 t ., !Ho) • 
1\' - l \:.-o 
1' ->co 

,.. I 

JJie momentemc_triks van die t. 's onder H is dus 
l a 

ook as~mptoties gelyk aan A = I-~~' met karakteristieke 

wortels 1,1, 0 0. ,1 en 0 (le.m:ma 1. 2). 

Uit (3.113) volg: 
..1. A f , 

2~v~E( t. IH._J 
. l l c;., 
l 

..l. .],._ I I I I 
= 2:v~(N-n.) 2 [E(t./n. H )-E(t./n. H )]• 

. l l l l a l l o 
l I ..1. 

• [N var( ti/ni IH
0

) ]- 2 

:1. 

= ~vf ENi uit (3.114), sodat 
l 

( 3 . 12 2 ) lim -~ v? E ( t ~ I H ) = 2: v ~- 1 irn El'J . 
F -7 co i l l a i l N -7 co l\ l 

= Zvi (d.-di) rf(x)J I [F(x) ]dF(x) lim [N-12.('l'Nh-i¥N) 2 r~· 
l -co N -?CD h 

= 0 met behulp van (3.100), sodat aan (1.27) vo1doen 

word. 
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AI 

Op analo1:i wyse as in lemma 3,21 volg dat die ti 1 S 

se gesamentlike vercieling onder H asi··;•ptoties normaal is 
a 

( vergelyk ook lemma 3. 2) met sy bewys). 
1 --.A I 2 

Ui t stelling 1.1 opmerking l vole; da t Tk = .Lt. 
. i l 

asimrJtoties, vir JIT-•ro, 1 n nie-sentrscle x2--verdeling besit 

met (k-l) g. v. v. 

(3.123)\ 2 = k lim 
N---7CD 

= lin 
I' ->ro 

en n:ie-r~entralitei tspararneter 

k A I ? 
)~ [:C(t" IHq)J~ 

i:::::l .,.~. a 

..1. I I 2 

t(N-n. )"[.E(t. IE .)--E(t ... IH )]] ;;· ___ l l _a l o 
-.-J I - -

i rNvar(t. IH )F .. l 0 

I I ') 

[

(!•i-n. )l:C(t./n. iH )-E(t./n. IE )J~l 
= lim 

I\ _.ro 
~ l .· l l a l l o 
l ------ Nvar( </ni IH

0
) J 

[ 
CD . 2 2 I f(x)J 1 rF(x)]dF(x)] ~v. (d.-d.) 

-CD i l l = ---""----- ·--.. ~---~----· ·'--"·-------~ 
l . ~-1 ~(• w \2 

ui t ( 3 . 117 ) • 

Opmerkings. 

1) . 

2) • 

ln1 l •, Li -" 1\~-h -- .1. J",• I 
1'->CD h " 

Voorwaan1e ( J, 93) lil die verband tussen J 1,, en '±'N. 

2 \k kan ook in 1 n ander vonn gesk:c;;rf word. 

Onder voorwe;arde ( -'· 93) lmn, soos in lemna 3. 23, aangetoon 

word dat 

(3.124) lia 
}\~ ---70) 

Indien verder ook geld 

CD 

(3 .12 5) I IJ~[HN( x) ]- '±'i[miN( x) /( N+l) J i<IHN( x) 
-ro 

= 0 (l) , 
]J 

dan volg op 'n analo~ wyse as in die vorige geval dat 

(3.126) lim 
J:T -70) 

CD CD 
I [J 1,cn!T( x) J - I J JIT[HN( x) J dHN( x) J 2oH1~( x) 

-m -m 

= lim -l -, ( - ) 2 N -~ 'Y TI'P - :Y T\T 
h ,.,[l "' 

·:nits die ui td .. :cukkint~s almal bestc-tan en eindic is. 

Die nie-sentralitei tsrx1raneter word dan 

( 3.127) 
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'' rrn:•] T I" G 3 9 !-...' •'- j_; ...J..lJ J., J" 0 D 

Onder voor>.;;,raardes (' 1 0) ( · 14) ( 3 9~) ( 1 93) J.~ - j, .. 9 • C. 9 :_,, 

Gll ( 3. 98) is die asil'IIJtotiese re1atiewe c'.oe1treffendheid 
I 

van Tk met betrekkinc tot die vecriansieverhoudingstoets F: 

(3.128) = [ /~(x),J '[F(x) ]crF'(x)J 2 o~ 1. [1 "("' w )2]-1 _lill -N, L.J r T\rv- k T\Y 
">\J ____,. rY'I l J.', J.l .L 

waar 

(3.129) 0~ = 

-(I) 

(I) 2 
I x d:F(x) 

-(I) 

(I) 

[ I x dF(x)J 2 • 
-(I) 

J.l, -, u..J 1 

Bew~{s: InC.ien o~ bostaar. en eindig- is, besi t die F-tosts 
~ 

2 onder Eu ook asi~n)tot:i_es 9 vir H _:;.CD, 1 n nie--ser.:.trale y_ -

verdelillC ~net (k-1) c;;.v.v. en nie-S8l:traliteitslXlrE~meter 

( ) 2 -2 ,.. ( ' ) 2 3.130 Ac,l = 01, L,V. d,-Q. 
_[' , . l l sien byvoorbee1d 

l 

'C'J,NG(1938) pp, 136-139. 
I 

Die a.r.d. van Tk m.b.t. F is dan (sien §1.4): 

( 3. J.31) :;;_r 1 F = A. 12c/ic~ k' ~ 

- [ 
cc ,., 2 

j 'i'( ·),.I[''(' ) '1"'(' I J c. X J ,_r X jc., X, 0];, 
-(I) ~ 

CD n r· 

[ /f(x)J 1 [F(x)ldF(x)]c:o; 
-(I) . 

= ------~CD------~---- aJ 

lim f { J li'[HlJ( x)] - f J N[HN( x)] dH1,( x)} 2dE,~( x) 
}T-7(0 -Q) -d • -CD _, 11 

indien aan voorwaarde (;.125) ook nog voldoen word. 

l). As aan ( 3. 98) '/Oldoen word behalwe in 'n ver-

sat11eling punte van me. at nul. n~.o b ~ t. :P ~ geld alle voorgaande 

resu1 tate ooL. Di t i .. ·ccp1iseer d2,t f(x) n:'.e ge1ykmatig 

begreruo hoef te wees en J 
1 [P(x) J nie :::.em voorwa8.rrle ( 3.14) 

hoef to vo1doen in 1 n versame1ing rmnte x van maat nul 

nie. ( Verge1yk b:/voorbee1d d.ie opmerking hieroor in 

1183). 

2) . bt.:'\~Tens j_s v:ir alle x? word 

voorwaarde ( 3. 98) onmiO.de11:Lk bevredig. 

* Hierdie ui tdrukking is onaf'lmnk1ik van k sodat diese1fde 

resu1taat vir die a.r.d. verkry word as in die geva1 van 

twee steekproewe. Sien ook die voetnoot op bladsy 92. 
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Vervolgens bespreek ons enkele spesiale gevalle 
I 

van Tk. In ons verwysings na toetsir:gsgroothede van 

hoofstuk II 9 hou ons in gedagte dat al1e g~ = l met 

waarskynlikheid een omdat die verdelingsfunksies F. hier 
l 

kontinu veronderstel word. 

3.6.2.2. '±'N(6
1
.J.) = 6 .. (sien §2.5.2.1). lJ 

Hiervoor is 
I 

(2.59) t. = ir.~/(N+l) met toetsingsgrootheid 
l j lJ 

(2.65) Tw = 12(N+l)N-l ~ tf/ni - 3(N+l) indien a1le ga=l. 
i 

Stel 

(3.132) JN(F) = YN[NF/(N+1)] vir O<F<l 

= I~F 1 ( n + 1 ) ? 

dan is J(F) = F vir O<F<l . 

. Aan voorwaardes ( 3.10) - ( 3.14) 9 ( 3. 92) en ( 3. 9 3) 

word voldoe:n (sien ook CL.l'ON(l96l) §5 (F)). 

Nou is f(x)J'[F(x)] = f(x) dJ[F(x)] 
d F(x) 

= f(x) dF(x) 
dF(x) 

= f(x). 

f(x) is 'n fmlksie waarvoor ons aangeneem het 

f(x)~K< co ( sien §3. 6. 2.1). Tiaar word dus voldoen aan 

voorwaarde ( 3. 98) - sien stelling· 3. 7 opmerking 2. 

Verder is 

CD CD 
/f(x)J'[F(x)]dF(x) = /f(x)dF(x) 

-CD -m 
CD 

/ f 2 (x) dx en 
-Q) 

ll·m N.-1 ~( - )2 
l' /h_.J '±' J,:h- '±' N 

I\" ~Q) 
. N-1 ( ) = ~ ~m00 i 2 ( N + J.l. m. b • v • 2 • 61 

1 
= 12.. 0 

Die nie-se:ntra1iteitspararo.eter van (3.123) herlei 

na: 
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( ) 2 r /CD 2( ) . 2 ,, c )2 3. 133 >..,,11 = 1 2 _ f X dx] LJV· d .-d. . 
:y • l l 

- CD l 

Die a . r.d . van~. m. b . t . F is dus 
(! 

m. b.v. ( 3.130) en 
( 3.131) . 

1 ) . l~r,1 1i' i s dieselfde as die a. r. d . van '·iiL­
-'-VI ' -

Coxo ]'i_-f ( 1 9 A 5) t t . -1. . " b t " . t t t . ~ se oe Sln&ssroocne la m .. . ale - oe· s 1n 

die trvee- steekpr oef geval s i en HODGES en LEHMANN(l956) . 

2) . Vir dle norm.aa l verdeling is ET F = 3/n . 
Yl' 

Vir die homogene verdeling i s Em F = 1 . 
.J.W ' 

!IODGES eE LE~~.1AN~T( l956) het bewys dat ET F sy 
W' 

minimum- WP..<:":.rd.e van 0. 864 bereik v ir die verdeling me t 

vir x2 < 5 
vi:r' x2 > 5 

3) . CH.ACKO( l963) het vir die k- steekproef eeval 

die uitd.rukking in ( 3.134 ) [,evind vir die meer beperkende 

geval dat alle n. = n. 
l 

3. 6 . 2 . 3. '±'1i~(o . . ) -_,_, l J '-'r .. 
l J 

- E( s ) r .. 
lJ 

- s ien 82.5 . 2.2 . 

In hierdie e,evo.l i s 

(2. 68) ' >-:; 
,-, 

t . = ..... ;.aet t oe t s i ngsgrootheid TT gegee in l j 
........ r .. 

l J 
(2.71) waarby a.lle g =-~1 

0: 
(sien di e slot van §] . 6 . 2 . 1 m. b . t . 

die kontinuJ:teit ve..n die F. en die feit dat alle giV=l ) . 
l v. 

Vol gens CHERNOFF en SAVAGE( l 958) ~5 is J gel yk 

aan J 
0

, t:j_e in~rerse ful1l~s ie van die normaal ( 0,1) verde­

lingsfu:.1kcie ~ . Verge l yk oak CAPOI,!(l9Gl ) §5 (B) . Gevolg­

lik geld: u = ~[J(u)] socat 

1 = ¢[J(u)]J ' (u) deur differensiasie na u 

waarby ¢ ( u) die :frek\rvens iefunksi e van die norm.aal ( 0 7 1 ) -

verd.eling- i s . 
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Dus 

(3.135) J'(u) = l/¢[J(u)] . 

Uit lemma 3.12 volg dat voorwaardes (3.10) - (3.13) 

bevredig word indien (3.14) geld. Volgens CAPON(l961) ~5 

word ook aan (3.14) voldoen. Ook voorwaardes (3.92) en 

(3.93) word bevredig (m.b.v. C+S(l958) B4 en §6 en verge­

lyking (3.12)). 

Omdat daar met waarskynlikheid een geen knope voor-

kom nie, volg m.b.v. STOKER(l955) p. 55 dat 

lim r-1 '>-,( - )2 lim N-1 2: /"""( 2 •J h '±'Nh-~N = ~h 
N-7CD N-7CD h 

= var(s) 

= 1. 

Vir enige wi1lekeurige ver0e1ingsfunksie F (waar-

voor aan (3.98) voldoen word) geld nou uit (3.123) eat 

( 3.136) 2 
fl.m = [ 

J.. 

CD 
/f(x)J'[F(x)]dF(x)J 2 Zv.(d.-d.) 2 

. l l 
-CD l 

= [ /:n f(x) 
-CD ¢ [ tT { F ( x) } J 

Die a.r.d. van TERRY(l952) se toets m.b.t. die F-

toets word gegee deur 
2 CD 2 2 

(3.137) E~ F =oF[ f f (x)J'[F(x)]dx] 
-~co, -m 

Rierdie res~t&at is presies dieselfde as did -J 
verkry deur C+S(l958) vir die a.r.d. van die Terrytoetsl >K 

10) J m.b.t. die t-toets in die twee-steekproef geval 

CHEHNOFF en SAVAGE(l958) het bewys dat genoemde uit-

clrulcking groter of gely·k aan een is met gelykheid in 

10). I,et op dat daar 'n drukfout in lnule uitdrukking 
(5.5) is. Die o2 meet in die teller staan en nie in die 
noemer nj_e. 

 
 
 



104. 

geva1 van die norro.aa1 verde1ing, soda t ons ook direk kan 

beweer dat ET F 2 1. 
T' 

Opmerkings. 

1). Die ge1ykheid ET F = 1 in die geva1 van die 
. T' 

norm.aal verc.e1ing kan maklik aangetoon word, want indien 

F(x) die normaal (!J,o 2 ) - verdelingsfunksie is, volg: 

J?(x) = _1_ 
o/2n 

X ~ 2 
I eksp[-t(y-!1)~/o ] dy 

-Q) 

= ~ ( X~!J) en frekNensief"Lmksie 

l 2 2 f(x) = -- eksp[-t(x-!J) /o ] 
o/2n 

= !¢(X-£) sodat 
0 0 

J[F(x)] = ~-l[~(X~P)J 

¢[J{F(x)}J 

X-IJ 
= =-c. en 

0 

= o f(x) met o = oF . 

Ten slotte is: 

= [ fQ) _!i_~ dl~ ( X) J 2 ~ V . ( d • -d . ) 2 
-m oFf(x) i l 

2 

-- [-~CD dF ( X) r CJ F 2 r vi ( d • - d i ) 2 

= OF- 2 ~v.(d.-d.) 2 
. l l 
l 

= A. 
2 sode,t F 

(3.139) ET F ~ 1. 
T' 

uit (3.136) 

2). l'/.Iet be trekking tot voorwaarde ( 3.109) onder-

soek ons twee geva1le. 

a). :P(x) = 9?(x), die normaa1 (0 11) verdeliDgsfunksie. 

Ons het bew;ys J'[F(x)] = 1/¢[J{F(x)}J sodat vir 

zN' die grootste van die xij-waardes, geld: 
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1. 1. 1. 1 

f(zN+cN-~)J '[F (zN+c' N-~)] = ¢(zN+cN-~)/[¢(zr+c'N-~)J 
omdat f(x) = ¢(x) 

1 2 1. 2 = eksp[-i(zN+cN-~) +i(zN+c ' N-~) J 
1. 

= eksp [ O(zN.N-~)]. 
.1. 

Vir die normaalverdeling is zN = 0[(2 log
8

N) 2
] 

volgens CRM1~R( l946) p. 374. 
1 1 N 0 Dus f(zN+cN-2)J'[:B'(zN+c'N-~)J _

00 
e = 1 

waarmee aangetoon is dat aan (3.109) voldoen word, en 

dus ook aan (3 .98) - sien stell ing 3. 7 opmerking 2 . 

b) . Neem F(x) die Laplace (dubbel eksponensiaal) verde-

lingsfvJlksie met frekwensief1L.'1ksie 

f(x) = i~-1eksp( - lxl /~) . 

Volgens CR.AE~R (l946) p. 373 is zN = 0( !c loge~-N). 

JA:tut u = Q- 1 [F(z +c ' N- i)l 
N - ' 

.1. 
= F(zN+c ' N-<l ) 

_1_ 

= 1- F(zN+c'l\T- B) 

Neem di e lin.keTkant en reg t erkant afsonderlik. 
0) 

L. K. = -~-- / eksp( - t t 2 ) dt 
/2n u 

ELK. eksp(-t/~) dt 

1 

= ieksp[( - zN-c ' N-~)/~] . 

1 

Dus 1 

/2TI 
u--l[ eksp(--&u2 )][1 + O(u- 2 )] = ieksp[(-zN-c ' N-~)/~] . 

Vir N sroo t kry ons benaderd 

u - 1 eksp( - t u2 ) = (n/2) ±eksp ( - zN/~) 
ln u + tu2 = z:r/~ - ln( n/2) i- waar l n u - l og

8 
u 

iu2 (1+ ln u) = zNj>, - ln( n/2) i 
1-_u2 
2 

> l n u 1 
U \1 + ~ + . • • )= (2zN/~ - 1n ~) 2 . 
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As eerste benadering is u = 0(/ zN) . Hiervan maak 

ons gebruik om te s Lryf 

u 
TT 

1 

u . ( 2zN/>. -1n 2 
)1Z ln u 

1n zN 
0( --- ) 

/zN 

n 1 ·- (2zN/~ - 1n )"" .:, 

2 

f(zN+cN- i)J'[F(zN+c ' N- t)J = f(zN+cN- i)/ ¢ [J{F(zN+c ' N- t)}J 

uit (3.135) 

= f ( zn+cN- t) I yf[ <2 -
1 {:E' ( zN+c ' N-~-)} J 

1 

= f(zN+cN-~)/ ¢(u) 

tx-1 eksp[ - (z~+cN-t)/~J 
-~ '\ = ------ --- - - -·-- --- - - ··-----

-,. t - 1 - r · 2- 1 :r - -+- 2 = (2) \ eJ:::spL - ZN/~ -cN-lO+zN/~ - ;3' ln-2 +O( z,l'~~ln zN) ] • 

N ·. 0 
CD 

• eksp[ - O( l n zN)J 

waarmee aang etoon is dat (3 . 109), en dus ook (3. 98 ) 1 

bevredig word. 

3 . 6 . 2 . 4. ( ) ( ) 8 ,-'1' 1\J 6 - . - Q, 6 . . - s i en '=' 2 . ) . 2 . 3 . 
J •. J.J lJ 

Hier i s 

(2 . 73) t~ = ~Q[rij/( N+l)] met toetsingsgrootheid TQ 
J 

gegee in (2 . 76). Stel nou 

( 3 .lL~O) J 17 ( E) = 1' [m-I/U~+l) J vir 0<~-1<1 1 d2.n is 

J U:r ) = 1 im '1' [ NH/ ( 1': + l ) ] 
l; -) (J) 

- g- 1 (H) waar 0 die normaal (0 1 1) - verde-

lingRflmksie is 1 sodat 

( 3.135) J ' (u) = 1/ ¢[J(u)] soos in TERRY(l952 ) se geval . 

.Aan al l e voorrvaardes var:. stelling 3. 9 word voldoen -

sien onder andere C+S(l958 ) §6 B voor bee1d 2. 
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Uit STOYER(l955) p . 57 vo1g nou dat 

-1 -· c - )2 - 1 . .., 2< ) lim N ~ vfh-~N = lim N ~ Q bh = 1 . 
N -7ffi h .. ... N -7m h . 

Vir enige wi1lekel.J.rit:;e toe1aatbare verdeiingsfunks ie 

F geld nou uit (3. 1 23) dat 

(3 .141 ) A. 2 = [ 
Q 

m 
/f(x)J ' [F(x)]dF(x) J 2 ~vi(d .-di) 2 

-w 1 

= [ l' { (X) , - dF (X) 12 
2:;v . (d . -d i) 2 

-co ¢[J F(x) {] .... i l 

wat dieselfde is 

Opmerki ngs. 

1). T,.r en 'l~Q :.s a l bei 1 onder dieselfd.e voorwaardes, 

asimptoties x 2 verd.ee1 met ( k-1 ) r:;. v. v. as r -7C0 en nie-

se:t:i-tro.li tei tspara·~'leter 

Die a . r . d. - eienskappe va~ T0 is dus diese1fde as 
~ 

die van T"'1, soos in die twee - steel-:::proef gev21 - sien ... 

C+S(1958) §6 B voorbeeld. 2. 

2). Die re ~~ultate van §3 . G. 2.3 op~n2rkir:g 2 geld 

ook vir h icrdie [eva1. 

3) . Gestel dc:>t ons met ' n ,zew;rs i gde Van der ':!aerden 

-1 11) toetsi11gsgrootheid \Verk, en we1 wac•.r J = F 

Dan is u = F[J(u)] 

1 = f[J(u)]J ' (u) 

tT I ( u) = l If [ J ( u ) J • 

f(x+cH- -1·) tT1 [F(x+c ' l'T- t)J -- f(x+cN- 1}-)/ f[F- 1 {F(x+c ' Jv- t)J] 
j,_ _1_ 

= f(x+cl\- 2 )/ f(x+c ' l'f-;-) . 

Neem F die Laplace- ';-erde1ingsfunks ie, dan j_s volgens 
r;r 

CRAii.ieR(1946) p . 373 z"·r = O(A log
6 

-2 ) sodat j•, 

:i. ~. _l, .1. 
f(zN+cN-~)J ' [F(zN+c ' N-~)] = K eksp[ - (zN+cN- 2 )/A. +( zN+c ' N- 2 V~ 

- --------

1 
= K eksp[ 0 ( N- -2 ) J 
N -r,- < 

~.r:.. m. 

11). riierd.j_e F ,·10et vo1doe:t1 aan ( 3 . 10 ) - (3 . 14) en (3 . 93) . 
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Ook in hierdie geval word aan voorwaarde (3.109)9 

en dus ook aan (3.93), voldoen. 

4). HO:OG:SS en LEtE'!lANN(l961) het vir die twee-

steekproef geval die a.r.d. van Wilcoxon se toets m.b.t. 

Van der Waerden se toets [~19 Q(F) ] bereken vir verski1-

lende verdelingsfunksies F. Hu11e het bevind dat 

3.6.3. Toetse vir Verski1 in Verspreiding. 

3. 6. 3 .1. 'n A12e~:11ene ui tdrukl::ing vir die asimptotiese 

relatiewe doeltreffendheid van een toets m.b.t. 'n 

tweede toets. 

Beskou die alternatiewe hipotese 
1 

(3.142) Ha: F1 (x) = F[x(l+diN-~)] met 
CD 
I x dF.(x) = 0, i=l,2, ... ,k 

-CD l 

12) 

willekeurige eincige reele getalle is. 

waar die d. 's 
l 

Om slegs verspreidingseffekte te toets ~n nie oak 

vershv.iwingseffekte nie) 9 moet alle verdelings gelyke 

mediane of ge~idde1des besit, of a1le waarnemings moet 

om 'n lokaliteitsparameter gereduseer word. Die probleem 

in hierdie geval is egter dat die popula.sie-parameters 

meestal onbekend is- sien byvoorbeeld §5.].1, SUK-

HATI<E( 195B), AI.rSAHI en BRADI·EY( 1960) §g en CROUSE(1960) 

§4.12 . 

Neem aan dat f(x) = F'(x) orals bestaan en 

kontinu is en dat f(x) ge1ykmatig begrens is. 

12). CROUSE(l960) werk met die a1ternatiewe hipotese 

 
 
 



STELLING 3.10. 

( 3. 92) 

( 3. 93) 

Indien 

i=l, 2, ... , k en 

109 . 

.1. 
= o(N~), 

Q) 

N voldoende groot en I x M(x) dF(x) < m 
- Q) 

willekeurige eindige reele ge~alle is, 

dan geld 

) j._ ' I ' I I ) ( 3 . 14 4 1 im N 2 [ E ( t . I L. . I H ) - E ( t.: n . H ] = 
N -70) 1 1 a 1. 1 o 

Q) 

waar die 6. 's 
l 

=(d . -d.) lxf(x )J ' [F (x)] dF(x) . 
l 

-Q) 

Bewys: Onder Ha is 
1 

( 3.145) E' .,(x) = F(x+d ., xN~""il) 
l l 

(3 .102) 

(3 . 14-6) 

dan is 

J._ j._ 

= F [x+d .xN-~+(d.~d . )xN- 2 ] 
l l l 

.J__ 

= F . ( x +g . , xN- 2 ) waar 
l l 

Gi, = di,-di , i ' =1, 2, ... , k 
1. 

H(x) = ~v~r· r F . (x+g ., xN_2 .) uit 
i ' ! \ l l l 

Stel nou 

sod.at 

(3. 7) . 

..l. Q) 

= N~ I J[H(x)]dFi(x) 
- Q) 

l Q) 1 

= N2 / J[2~vN. , F'.(x+G., xN-2 )]dF.(x) uit (3 . 146), 
-Q) i ' l l l l 

1 Q) 

(2 .• 148 ) G(O, O, ... ~0) = N·:z· I J[F(x)]dF(x) . 
-Q) 

Op soortgelyke wyse as in stelling 3. 7 volg 

met behulp van (3.94), (3.104), (3 . 147) e~ (3 . 148) dat 

* I I I I lim N2 [E(t.ln. H )-E(t.ln . H )] = 
m 1 l a l l 0 
H-70) 

(l) 

= (d . -di) /xf(x)J ' [F(x)]dF(x). 
- Q) 
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STELLING 3.1. 

Indien voorwaardes ( 3 0 10) tot ( ~\ .lL~) geld en 

(3.28) var(sij) > 0 vir alle i en j? 

dan geld onder H vir vaste F~ en vN. (i=l,2, ... ,k) dat 
..L .J..l 

rsi.,-ESI.-., _,1 l t :J. 2 
lim p t--.'~o ~ < t == -- I e---2X dx 
N -->m ~r: J /2rT -m 

waar 

(3.29) lim E£N = 
N-7CD 

( 3. 30) lim No~ = lim 
0 N -7CD r~ N -1CD 

I J(H)dF. 
I l 

en 

•du ..,... 
.!..) . • .D nt. 
gl 5 l 

Bewys: Die bewys gaan aan die hand van 'n aantal hulp-

teoremas. 

Opmerkings. 

1). Stelling 3.1 is 'n uitbreiding van stelling l 

van CEEHNO:?F en SAV.AGE ( 19 58) van t·wee na k steekproevve. 

Die bewys geskied op 'n analo~ wyse en verskeie resultate 

van bocenoemde stelling word hier gebruik. 

2). Voorwaardes (3.10) tot (3.14) ten opsigte van 

J is fundamenteel en 'NOrd d.eurgaans in hierdie hoofstuk 

aanvaar (by alle lerruns.s en s tellings) . 

J) • In le7.IL"TT.a 3. 9 opmerking l word e:1-ang8toon da t 

( ~ 31) l • TIT 2 .../. lm l\: d s 
N-7CD N 

> 0 onder (3.3) en (3.28). 

4). Voorwaarde (3.28) vereis dat var(sij)>O vir 

alle i, waarby 

(3.23a) var(s .. )==v~? 2: L:(c.vN -cO'vl\T" )(c.vl\T ,.-c~vN. )oB B 
lJ l~l g g l g b l~l l l~g 5 l gi gi 

en 

(3.22) ' ' f / F.(x)[l--F.(y)]J [H(x)]{J [H(y)J· 
-ro<x<y< co l l 

• [ dFg (X) dJi.1 (i y) +c~ F1 c~( X) dJ? 
0

. ( Y) J • 
6 b 6 

Dui nou die frekv7ensiefun}~sie van die verdeling met ver-

delingsfunksie F(" aan d.eur f"', aannemonc1e die afgeleides 
b b 
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Vnn ~l·e· ~ (J'-l ? 1-) 0., l.. .L i .. - ~ '-· ? 0 0 0 ? \. bestas.,n. Indien die variasiege-

biede van die verdelings met vercielinr:·sfunk;::d es }11 en :B., ~ 
~ . - g g 

'n gemeenskaplike gebied bevat van maat (ten opsigte van 

beide verdelings) > 0 (m.a.w. nie disjunk is nie), sg ons 

die f::celnverJ.siefu.nksies f en f d oorvl~:·n.1.el IYlekD.ar. 
0 0 

Indi8n fi geeneen van fg of fit ooi·vlel.:~.el nie, 

is On -~~ = 0 ~ Indien fl. slegs f ~-·· oorvleuel (en nie ook 
.. L ~-•l' _t: )fl' b 

b f_;, 

2 -f~ Lie), is oB = oB ~ 
O gi giLgi 

> 0 = 0 (self's 

indien f en i __ , meLaar oo:rvleuel) . 
g 6 

Alleen ind.ien f. sowel f as f oorvleuel? is 
l g g 

oB .B~. > 09 g lg. 
[!;l t:.._,l 

var( s . . ) > 0 impliseer dus de.t daar tenminste een lJ 
waarde van gli bestaan (L.W. as g=i is die ko~ffisi~nt 

van o~ B in (J.23a) ~elyk aan nul en oak as g =i) 
_,_) r,' l. utl' 

b b 

? 
waarvoor oc_ > o. 

E . gl 
Di t beteken dtlS da t die frekvvc::nsie-

fll:t'.ksies f. en f .meKaar oorvleuel. I-i:lke frekvvensiefunk-
l G 

sie f. l~loet deur ter:;_minste eer e,nc"Le:r frekvvensiefunksie 
l 

oorvleuel word (var(~~~)>O vir alle i=l,2, ... ,k). Daar 
-~J 

kan dtu3 onder voorYva<:-:,rde ( 3 0 26) geer. frekwensj_efunksies 

wees wat alleen l§ rie. 

LeEu-aa 

( 3. 32) 

waar 

( ') ~ '.) ) \ _). j _) 

Sien ook die op:rnerking ns. die be,trys van stelling 3. 3. 

-. 4 C' "1;-n"Y\ ,--.008 \-Ql ,., Q"Y). 'Y·c:::.anll' -{-a iHQrcJ· e j o o !-)_II-~ .1.:\..U.U. 0::) / ..LC;, J.; (:; v 01J u 0 IV "o 

, 5 
3 r\~,l = A + ElF + B2N + ,?~ C •1IJ 

Y~l=l L ' 

)~c. 
·. l 
l 

j . T ( TT) d ( 1i' . ·-· T· . ) (. _,_l .L .• t. 

I lni J. 

( 3 . 3'5 ) B 2 N= ~ c i /I ( HN-H) J" T ( H) dF i 

(3.36) clN= Ici ~ (gN-H)J'(H)d(Fini-Fi) 

( ~ • ..J-:; 7 ) C - >. c j ~1-- ( T-r - F ) 2 J " L-- rx'p -.. + ( l- rx' ) H ] d 1-i' . 0 < n< ~ 1 
_~ ____ 21-\f_-_i'i IN;,;:; .. .LN ~ 'f.J.L~··T - 'P ···~ ·'"ll1i? 'P 

* Die geval waar die variasiegebied van een verdeling bevat 

word in die va:riasiegebied van 'n tweede verdeling sander 

dat hulle mekaar oorvleuel, word uitgesluit. 
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£ci I [J(H)+(Hm-H)J'(H)]dF. 
l f.T -1 l\ ln. 

~- l 

(3.39) c4N = 

( 3. 40) C 5N = 

= c41\T+i,c. I J(E)dF.+2~c. I J(H)d(F. -P.) + 
~ i 1 O<H<l l i 1 O<H<l 1 ni l 

\._____________ ________ --- ---------------

+~Cl. I (Hl\T-B)J' (E)dli'. +i:c. / (H11T-H)J(H)d(F. -F.)+ 
i O<H<l li _l i 1 O<H<l 1

' 
1 ni 1 

~ 

+ 03N + 02N + 0 5N 

= 04N+A+BlN+B2N+ClN+C3N+C2N+C5N 
~ 

Opmerking. 

Die A- 9 ::S- en 0-terme stel die :;konstanto" 9 neerste 

orde stogastiesen on ntvveede orde stogastiese" terme 

van SN voor. 

Lerrnna 3o 5. Die term A is eindig. 

Bewys: A= ~c. I J(H)dF. 
i l I l 

ui t ( 3. 3 3). 

Uit (3.7) volg dat F.(x)<v;r~H(x)- sien vergelyking 
l - l' l 

(3.50) - sode.t~ 
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(3.41) 
CD l 
I J[H(x)]dFi(x) I~K f[H(l-H)] 0--~-dH uit (3.3) 

-CD 0 
en (3.14) 

6) 

= K 1 < CDo 

O.m.dc., t die c. 1 s eindig is en die sor.ninasie oor 1 n 
l 

eindige aantal terme gaan, volg uit bostaande dat A 

bestaan en eindig iso 

Leama 3.60 Vir I~ O<H<l geld 

X 

(3.42) I C[ J'[H(x)]dH(x)]d[Fin.(x)-Fi(x)] 
I x

0 
l 

= J J[H(x)]d[F. (x)-F.(x)]. 
I lni l 

X 
Bevvys ~ f [I J'[E(x)]dH(x)]d[F. (x) -F.(x)] 

I X ln. l 

Lemma 3.7. 

0 l 

= f J[H(x)]d[F. (x) -F.(x)] 
I lni l 

- J [ H ( X ) ] j d [ F' . ,- ( x ) -Fl. ( X ) ] 
o I l.:.li 

= I J(H)d(F. -·F.) 0 

I lni l 

onder voorwaarde (3.28): 

( 3. 4 3) 0 < var ( s i j ) < CD. 

Bewys: Uit (3.22) volg 

o:B .B.= J I Fi(x)[l-Fi(y)]J'[H(x)]J 1
[H(y)J· 

gl t}l -m<x<y< CD 
. [ d.F g (X) d:F'g~( y) + dF g{:X) dFg (jr) J 

<2K I I H(x)[l-H(y)]J 1 [H(x)]J
1
[H(y)]dH(x)dH(y) 

- -m<x<y< co 

(sien (3.52) en (3.53)), sodat m~b.v. (3.14) volg: 

oB B <co vir alle g,g en i (vergelyk CHERNOFF en 
gj_ gi 

SAVAGE(l958) p. 989), 

6). J3 duj_ die gewone betafunksie aan en die K 's konstante 

getalle. 
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Uit (3.3) en (3.23a) volg dus dat 

( 3. 44) var( s i j) < co. 

Die resultn.n.t vola· m 1-, v ( ") ?8) ~. ~- b .l 0 u 0 • _) 0 ,_ • 

STELLING 3. 2. 

Indien 

(3.28) var(~ij) > 0 vir alle i en j, 

dan is /N(B1N + B2N) onder H asirrq:Ytoties ormaal verdeel 

indien N ->co. 

Bewys: Uit (3.34) en (3.35) volg 

(3.45) B11J+B2N =l:c./ J(B)d(~~~. -F.)+)- ;.f (H-r.r-H)J' (H)dF. 
~ i l I lni 1. l I 1'1 l 
X 

=~ci/ [/ J'[H(x)]dH(x)]d[Fi
11

.(i) -Fi(x)] + 
l I X l 

0 

( X CO 
+ ~ c i [ t HN ( X ) - H ( X ) } f J I [ H ( X ) J d- i ( X) J 

l x ~co 
0 

X 

-~c.f r f J'rH(x)]dF.(x)]~ _H1,1(x)-H(x)] deur parsi~le 
ili·x - l . 

0 

integrasie en ~n.b.v. lerr 1a 3.6. Uit lemma 3.2 en 

vergelykings (3.6) en 1 3.7) volg verder met waar-

skynlikheicl een 
X 

=Ic./ r I J'rH(x)]d~~- ~Fg(x)]d[Fl.n.(x) -Fl.(x)]-
ili·x - g._, l 

0 

1
[H(x)]dFg(x)]d[Fi

11
.(x) -Fi(x)]-
l 

X 

- !~c .J r I ,- i,H(x) ]c1Fl. (x) J L~NTgd[F.o·n (x) -Fg. (x) J 
. li·· bO' o J? 

J_ XC o 

want d(~~ gFa) = i~mg·dFg g b g ll 

= ~c-~~IT I B (x)d[F. (x) -F~(x)] 
i lg ~g . g - llli l 

- ~c i j !N g /I B i ( x ) d [ F gn g ( x ) - F g ( x) ] ui t (3 . 16 ) 

=~c.~~~~[/ B~dF. -/ BO'dF.-/ B.dFO' +~B.dF,J i lg '·o I 0 lni I c:, l I l 5 ng l g 
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n. n 

= ?;c i ~ VNgr [ n:;: l :~J. {B cr ( xi ;)-EB . ( x .) }-n -l f f B . ( x , . ) - EB . ( x )}. ] 
l b J =1 b •-' g l g j =1 ~ l g J l g -

n. n 
\-, 2""' -1 .2-'"'-J . 1 g = wCig~vl\Tgni 2J B0'(x .. )-.2::c.2.~vl\1 rn: 2~ B.(x .) uit (3.17) 
i -· . j =1 b l J i lg nc:.s 6 j =1 l g J 

n. n. 

- >=c.; Yv'f\Tgn-l.
1 ~l B_ (x .. ) - J~:c ~vl\1 .n-:- 1 l Br.(x .. ) 

i -'- g 1 ', . j =1 g l J g g l l ~ l l ~j =1 g l J 

Omdat die so:rrunasies in die vorige reel onafhank1ik 

vanmekaar is" kan c~ie indekse ir.c die tweede ui tdrukking 

vervvisse1 word. Verder kan eindige somr:1<:~sies verwisse1 

word, sodat bostaande 

= i r n -:-
1 i: I: ( c . Vr - c vl\T. ) B . (X .. ) J i · l j g l 1\g g 1Yl g lJ -

( 3.18) 

1 

( 3. 4 6) -/N(B1 N +B2N) = N-2-~si met waarskyn1iki.:.eid eeno 
l 

Vir vt:~ste i is de.ar n. onder1ing onafnank1ike" 
l 

itenties vordeelde variante s .. " j=1"2 9 • 0. ,n. ? elk met 
J.J l 

eindige posi tiewe variansie ( sj_en lerruna 3o 7) soos gegee 

in ( 3 o 2 3a) • 

Volgens die sentra1e liillietste11ing (CRAM~R(1946) 
]_ 1 11i 

p. 215) is Ciie Som l'J_ 2 _E - l'J-"E' \' E" ac·l·,n-<"'~tOtl· eo D0rill"'''"'1 
... ~.' .;> • - ·'-' LJ ;:) . . ), ..._, .1. • ..r:--' 0 J.. .1.. ~- Cl,a., 

l j=l lJ 

verdeel as n . ~ Q) ( 0 < v < n . /N < 1-v < l ) . 
l o- l - o 

1 1 

Die variante N-~P. en F-~~ is '::ll 'i ;:,i' onder1ing onafhank1ik 
1 

indien i' I= i. Omda t elk van die k varian te I~--2-s i asirnp-
1 

toties normaal verdeel iEJ 1 ·be sit die som /N(B1N+B2N)=N-2-~si 
asinlptoties 'n normaalverdeling as N~m 

7) l 

7). Voorwaarde (3.3) impliseer dat allen. -7 CD as N -7 ro. 
l 
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IJemma 3. 8. Die asimptotiese verwagtingswaarde van SN 

word gegee deur 

(3.29) lim E(S1J) =~c. I J(H)dY .. 
l'iJ ~co \ i l I l 

Bewys: E(B1N+B2N) = E(N-l ~ ~~ij) uit (3o45) 
i J 

= 0 ui t ( 3. 20) • 
1 

Elk van die C--terme = o ( N--£") 
p sien le~ma 3.10 . 

Gevolglik is lim E(SN) =A uit (3.32) 
N~co · 

=~c. / J(H)dF. uit (3.33). 
i l I l 

Opmerkint,. 

lim E(SN) =A is eindig 
F~co · 

sien lerrLro.a 3. 5. 

Le::nma 3. 9. Die asi:m:ptotiese wau.rd.e van die variansie 
1 

van N2 _eN vvord gegee de•.:trz 

( ~ 3 0 ) l . 1\T 2 _, . ')' -1 )~, "' ( ) ( ) , J. . lm l'•os =j_lD L.Jv1r. __ L, c.: v,v .-c, v1,;. c. vl\T~ -c ~vl\.,.. • 
1- TIT 1\T • \ll g·l .l. l; g g · .L I l l l 'i ["J 5 l ~ l ,; ~co .L\ n ~m l g -

waar 

•0 'D B -.L!~· gl 5 l 

(3.22) oJ3 .B ,. = 
gl gl 

I I I I Fi(x)(l-Fi(y)]J [H(x)]J [H(y)]· 
-CD (X(y( CD 

· [dFg(x)dFg'(y) + dFg'(x)dFg(y)] . 

~ 

Bewys~ var[/N(B1N+B2N)] = var(N-~~si) uit (3.46) 
l 

= L VN-~ L 2.: ( c . 'Vr· - c r~ vl\T . ) ( c . vl\T at - c o-4 vl\T . ) OB B ui t 
i l g g l ~g ~ 11l l D 5 6 ~l gi gi 

(3.25) en (].27). 
1 

Omdat A konstant en N-:z x die C--terme asimptoties 

in waarskynlikheid gelyk is aan nul (sien lemma 3.10) 1 geld: 
? 

(3.47) lim No~ =lim Nvar(B1N+B2p) 
N ~co 0 N JV -~co 1 

= lim 
N~m 

V'laar o 
J3 . B ,. gl gl 

gebee is in (3.22). 
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Opmerking·s. 

1 ) . l\1 e t be h ul p van ( 3 . 2 3 a ) v o lg ui t ( 3 . 4 7 ) ~ 

(3 .48) lim No~ = 12·~11 ~ (~ ) (.,:' .u L.JV1\T. var ~. . . 
N ->(J) UN N -?CD i l' l lJ 

oor 'n eindi&'e aantal te...,..,me go:"lan volrt m b v '-' .J.. J uc 9 6 . . • . (3.43) dat 

( J. 49) 0 < lim No 2
8 < m. 

~J -7CD } N 

2). Stel k=2, c1 =1, c 2=0, v1 =~, v2 =1-~, F1 =F en 

F2=G, dan reduseer 

waar lim No~ = (l-~)o 132 
1':-?co N 12 

2 
OB 

12 

2 
0 

B21 

= 

= 

2 f / G(x)~l-G(y)]J
1

[H(x)]J 1 [H(y)]dF(x)dF(y) en 
-ro<x<y< ro 

2 f f F(x)rl-F(y)]J'[H(x)]J'rH(y)]dG(x)dG(y) 
-ro<x<.y< en 

wat presies dieselfde is as ~im No~T van CHERNOFF en 
I~ ->CD r:-1 

SAVAGE(1958) 8) 

Lerlli--na 3.10. Die C-terxne is almal asimptoties in wa&r-
1 

skynlikheid van kleiner orde as N-2 -. 

J3ewys ~ Die volgende resu1 tate v.rord gebruik, naam1ik 

(sien C+S(l958)): 

( 3. 50) 

Vir alle waardes van i geld: 

H > Vwr · F · ) \i · :F · 1 l!l l - 0 l 

(3.51) 1-Fi ~ (1-H)/vNi ~ (l-H)/v
0 , 

(3.52) F.(1-F.) < H(l-H)v;J? < H(1-H)v·
0
-

2 en 
l l - l~l -

( 3. 53) dH) Vl'ir.dF. ) V dF .. 
- .L<l l - 0 l 

Laat (aN,bN) die interval SNe wees waar 

( 3. 5~t) SNE = { x: H(l-H) > r1
2 

v
0
/N} . 

n kan, onafhanklik van F
2
. en vm·, so gekies word 

£ l'vl 

dat P[~ij € SY!c, j=1,2, ... ,ni; i=l,2, ... ,k] 2_ 1..:..e. 

Uit vergelykings (3.36) tot (3.40) vo1g agtereen-

volgens~ 

8). Voortaan skryf ons kortweg C+S(1958) in plaas van 

C£IEH:GTOFF en SAVAGE ( 19 58) e 
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! ( HI,J--H ) J I ( H) d ( F . - F . ) 
I ·· lni l 

- ~cl. /I (~o-~Ng·Fbryn -~~mY )J
1

(H)d(F. -F~) m.b.v. (3.6) l 6 g g 1,g g lni l 

en (3.7) 
= ~:c i /I 2: ~Ng ( Fgn - Fg) J I (H) d ( F ~ - :E' . ) 

l .o· - ~ ..t.ll . l 
0 6 l 

= L: c i v J'T i /I ( JJ' l. n - F . ) J I ( H ) d ( F . - F . ) 
i ' i l lni l 

+ ~ ~civPg f (F~n -F )J
1
(H)d(F. -F.) 

i~g , I b g g lni l 

1 

= op(N-~) op unalo§ wyse as by C+S(l958) se c1N- en 

c2N-terrne. 

= ~~c i / t( Hl\T-H) 
2 

J 11 
[ ~Hl\T+ ( 1-¢) H J dF

2
. n 

l IN 1
. r. i 

0<¢<1 

1 

= op ( N-~·) netsoos C+S ( 19 58) se C 
3
N-term. 

-c_')l\:= ~c 2. I f"J(H)+(Hl\,.--n)J-' (H) ldF. 
11~ ~ p l - J.'! ~ ll1. . 

..L ~.;.N= l 

1 

= op(N-2 ) soos C+S(l958) se c4N-ter.m. 

=~c. I [Ju(H~)-J(Hm)]dF. 
. l I 1~ 1~ 1~ ln. 
l F l 

Eewys van stelling 3.1. 

Volgens stelling 3. 2 is /N( B11v+B2N) asimptoties 

normaal vercleel as N ~CD 7 en wel met posi tievre eindige 

variansie (lemma .3. 9 op1nerking l) . 

Omdat A eindig is (lemma 3.5) en die C-terme asimp-
1 

toties in waarskynlikheid van kleiner orde as N- 2 is 
l 

( le-:rm1a 3 10) ~ o IJ-2'c• ool'· asimlJto ties normaal verdeel met ' . a • 9 J. o \ 0N l... .t 

asimptotiese verwagtingswaarde en variaL.sie ;::.;oos gegee in 
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_:),.. ..1. 1. 1 

[N 2.§,11-E(N~§.N)] [var(N_2_§.N) ]-2 is dus asim:ptoties 

nor:maal ( 0 9 1) verd.eel. Gevolglj_k is 
1 

[Sn-E(SN)][var(SN)]--·-2 asiiYl})·toties normaal (0 9 1) 

verdeel as N~wo 

Hiermee is stelling 3. l bevvys. 

Opmerking. 

Die bewys kan uitgebrei word na die geval waar die 

Fi en vNi nie vas is nie. Onder die voorwaardes van stel­

ling 3 .l geld die af3imptotiese nor,;1a1i tei t ge1ykma tig met 

betrekking tot die F. en v1J. 9 O<v <v1\lJ'<l-v <1. l ~l 0- ~l- 0 

Die bewys van hierdie bewering gaan analoog aan 

die van 11 Coroll2vry l" van C+S(l958). Soos in C+S(l958) 

kc.,n bevvys vvord dat BIB. (x) 1
2 +6 < m en met behulp van 

l 

lemma 3.11 hieronder kan verder bewys word dat 

I I 12+6 E s. . < m. lJ 

I1ermaa 3.11. Indien vir 'n r;y f:,:nksies Gg(x) 9 g==l 9 2 9 ••• ,k 

geld E IG (x) 1
2+6 == 0(1) vir 6>0 en k eindig 9 de,n volg g 

ui t 'n. stelling van Taylor ( TI_YLOR 9 A. E. (1958) , Intra-

duction to ll'unctional Analysis" p. 16) dat 

Lermna 3 012. ( C+S ( 19 5t3) ) : As J r; ( ~) d.ie vervvagtingswaarde 

• ;J • ..t..de :1 • , - • t k lS van ule ~ waarQe lYL rang van n eweKans1ge s ee .~ 

proef van grootte N uit 'n populasie met verdelint:.;sfunksie 

die inverse funksie van J en 

( ) ..1. t:. 
I J- m ( U) I < E[ U ( 1-U) J - m- 2 + 0 vir 6 > 0 en m==O , l 9 2 , dan is 

lim JN(H) == J(H) O<H<l, 
IT -7CD 

1 

J}j(l) - 0 ( l\(2-) en 

J [J 1~(!~~)-J(H1~)]dF.n II- , .~.. . l i 
'~ 

~Be~?:ys ~ Die le.mma vo1g regstreeks ui t C+,:3( 1958) se 

teorema 2o 
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3. 4. DIE ~-'OETSil'TGSGROOTHJ:;ID Tk. 

Stel 
CD 

(3.55) tl. = f J~[Hm(x)]dF. (x) 
_CD 1\ J\: lni 

waarby Fi~.(x) en H~(x) in (3.5) en (3.6) gedefinieer is 
l 1. 

en JN 'n willekeurige funksie is wat voldoen aan voor-

waardes (3.10) tot (3.14). 

(3.57) 

Dan definieer ons as toet~ingsgrootheid: 

k "0 

T1~ = >.:: t~ . 
J:'_ • 1 l 

l= 

Opmerking·s. 

1). Die groothede ti, ti en Tk is alTial afhanklik 

van N. 

(3.58) 

( 3. 59) 

netsoos 

2 ) 0 

c., l 

3). 

Uit ( 3. 9) volg dat C' UN = t. l as 

(1 indien i' = i = lo indien i' I i '-. 

t. kan geskryf word in die vorm 
l 

(i) u(i) (i) (i) 
ti = A + ~lN + B2N + C 

sl\T. 
1'.! 

1) d t d · A ( i) t · · "h • ' • :'-Y·e·vc-=-;.1 oo..~.1.r , m ·a _le ..L"l. - er}ne lD. Hlerc~.le ~ _ .... 

konstant en N~ x die C ( i) -terne asimptotios in wa<:~rskyn-· 

likheid gelyk aan ntLl is ( sien byvoorbe,eld lemma 3.10)? 

is alleen die B(i)_terme van belang by die bepaling van 

die asinptotiese variansies en hovariansies van die t. 
l 

(3.60) 

(3.61) 

Uit (3.4·5) vole m.b.v. (3.~~8) dat 
n. n 

( i ) ( i ) '}., VJ:iTg [ 11-. 1 ._2- .-v ( ) -1 -R '"'-' ( ) J B11;r,, +B2l\J = LJ 2..J Bcr x .. -n 2J B. x(J'. _ 
~ • - l J. __ 1 5 lJ g J. __ 1 l sJ g 

= t '·' s~. 
l 

4). Met behulp van (3.58) vol& uit (3.33) dat 

A(i) =I J(H)dF. 0 

I l 

Ia o, 
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3.5. LDIIETVERTIELING VAN Tk ONDER H. 

L emrna 3 13 D . t . d t '.' d d - · . . le venvag lngswaar e van wor gegee eur 
l 

II 

(3.62) E(t.) = 0. 
l 

Bewys~ Uit (3.60) volg 

E( t '.') = 0 omda t EB ( x .. ) = 0 vir alle i 9 g en j. 
l g lJ 

Lemr.o.a 3.14. Die asimptotiese waarde van die verwagtings-

waarde van t. word gegee deur 
l 

( 3 • 6 3 ) lim E ( t . ) = j J ( H) dF . < CD • 
N ~CD l I l 

Bewys~ !VIet behulp van (3.58) volg uit (3.29) dat 

lim E ( t . ) = / J ( H) dF . ( s i en § 3 • 4 o Jlffi e r king l ) 
11 ~ l I l 1'; -?CD 

= K < co soos i11 lemma 3 o 5. 

Lernma 3.15. Die variansie van t '.' word gegee deur 
l 

(3.64) Nvar(t~)=v;~ Z IvN v~gaB B ~2~vmgaB B +~vNgaB2 
l L l ut 1 g 1~ . nt · 1~ • • • • g 6 gl 6 l g gl ll g lg 

ll 11· 

en die kovariansie tussen t. en t., vir ~I i deur 
l l 

II II "\' '-.,""' ,,.., 

(3.65) Nkov(t. 9 t.,)=LJVN,.aB. B. -L.JVNgoB .B .. -6vNO'oB. B .. 
l l g g lg l'g g gl l 1l g 5 gl' ll1 

waar aB .Bnt. gegee is in (3.22) en a~. = aB. B. 
gl 5 l lg lg lg 

' (=A s§) 

' (=B s~) 

l 

(=C s~) 

' (=D s~) 
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Neem die terme afsonderlik. 

n. n., 
I -1 -1 2- l 

A = E[~ ~vNgvHg' ni vNi'j~l j~l Bg(xij )Bixi'j') J 

= 0 indien i' 1- i want dan is B (x .. ) en B:rt(x.,.,) 
g lJ 6 lJ 

onafhank1ik var.Jnekaar en EB ( x .. ) = 0. 
g lJ 

-1 -1 '\' '\' = n. Vw· 6 6VI~aVm~ n.aJ3 B l 1~ l a4 '11 0 1'1 0 l . , . 
+ 0 omda t x . . en x . ., onaf-

lJ lJ 

' 

g b gl gl 

hank1ik is en met beh~1p van (3.27) 

= v;
1
2. i ~v~~vwa4 a~ B . 

l~ rrl l··cs J.'~l) ..LJ • m. g G gl 6 l 

ni 1~"' 
]3 = - .)_'_. ·,· . -1 [ y y "'-' ( ) "'-' ( ) l 

6v"r n. E ..... ~ Bg x 1. J. Bi' xrtJ.'' _, 
g f!} l';g l j =l j'=l '-' 

wat nul is 

behalwe e.s g = i en j' = j, in \Velke geval 

n. 
I 1 l 

B = - .>-: v1:r n-:- ~ EB ( x . . ) B . J x . . ) 

f 

g \g l j=l b lJ l lJ 

' Netsoos B , is 

C = - >-=vi.-. aB B 
g '-:g gi' ii' 

n g 
D

1

= ~ ~vNgn-g~1 E[ L 
g gt j =1 

as €~ = g e~ j' 

n,..,. 

n 

f J3. (X r • ) B.,( xg"J'') J 
j'=l l gJ l ~ 

= j 

= ~~vEa'ng-·1 . f EEi ( xg,J·) Bi,( x~ZJ.) 
g b J=l . 0 

= ~vNgoBigBi'g 

wat nu~ is behalwe 

 
 
 



82. 

Indien ~ I i, volg dat 

Hie rm e e is l errun.a 3 . 15 be vr~r s • 

Opmerkings. 

1). Omdat A(i) konstant en die c(i)_terme asimp-
1 

toties in waarskynlikheid van kleiner orde as N-~ is, volg: 

" (3.66) limN var(t.) =limN var(t.) en 
N -7CD l N -7CD l 

11 II 
( 3 • 6 7 ) 1 im N ko v ( t.: ~ t . , ) = 1 irn N kov ( t . , t . , ) , i' I i . 

N-7CD j_ l N-7CD l l 

2). Substitusi8 van (3.58) in (3.30) lewer die­

selfde uitdrukking vir limN var(t.) as di~ in (3.64). 
N-7CD l 

3). Met behulp van (3.58) volg uit (3.49) dat 

( 3 . 6 8 ) 0 < l im N va r ( t i ) < CD • ( S i e :a o o k ( 3 . 2 3 a ) en 
N-7CD 

lemma 3. 7). 

Lemma 3.16. Die vervvagtingswaarde van Tk onder H ··.vord 

gegee deur E(Tk) = (k-1). 

Bewys: E(Tk) = E{0(N-ni)[ti-E(ti)J 2[N var(ti)J-
1 } 

l 

= 2.J(l-nl./N) E[t.-E(t.)J 2/var(t.) 
l l l 

l 

= (k-1). 

1 1 

(3.69) e 1 = Nci(N-ni)-~[var(ti)]~ vir i=l,2, ... ,k, 

dan besit 
A A 

(3.70) .§. = Le.t. 
. l l 
l 

asimptoties 'n nor1naal verdeline as N -»a). 

Bewys~ [S1\T-E(S
1
\r)J/o 8 if.1 asimptoties normaal (0,1) 

H I N 

verdeel as N _,.m ( stelling 3 .l). Gevolglik is 
1 

N2-( SN-ESN) asimptoties normaal verdeel as N _,.CD omdat 

( 3 • 4 9 ) 0 < 1 im N 0 ~ < CD • 
N-7CD 'N 
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Maar uit (3.9) en (3.55) volg 

(3.71) Nt(SN-ESN) = N± ~ci[t 2.-E(ti)] l -· 

:l 1 1 
= N-~- ~(N-n. r2N-lrvar( t.) ]--2 e. [ t. -E( t.)] 

i l - l l l l 

(sien lemma 3.15 opmerking 3) 
1 1 

= ~e.(N-n.)~rt.-E(t.)][N var(t2.)]-~ i l l '• l l 

A 

- ~e.t. uit (3.56) 
. l l 
l 

= S 1 waarmoe die lern.ma bewys is. 

Opmerking. 

Deurdat die c. 's willekeurige eindige getalle is 1 l 

kan die ei 's ook beskou word as willekeurige eindige 

get;:.~lle ( ui t ( 3. 69) en lemma 3.15 op;nerking 3). 

STELL Il~G 3. 3. 

Inc_ien 

( 3. 72) Enige twee frekwensiefu:n.ksies \Yat mekaar nie reeds 

oorvleuel nie 1 al bei deu:c· 'n g-emeenskaplike d.erde frekvven-

siefunksie oorvleuel worc1 
( oorvleuelingsgebiec1e van maat, 

m.b.t. elk van die oo:rvleuelende v2rdelings, > 0 ) 1 

1 

dan is die momentomatriks M
3 

vo..n die variante N~t. onder 
l 

H 2~sirnptoties van Y.T,ng ( k-1) as N ~CD. 

J3ewys ~ Die bevvys g2"2on aan cLie hand van enkele hulpteoremas. 

Opmerking. 

Onder ( 3. 513) impliseer voorvvaarde ( 3. 72) die 

geldigheid van (3.28). 

Lemma 3.18. Stellinc; 3.3 geld onder H
0 

• 

Bewys: Onder H
0 

is cB TI = konstant, s~ = o2
1 

gi g~i' 

alle i,~, g en~. 

Vergelyking (3.64) word den: 
II _2( -1 l) :~vr,:rg N var(t.) = 0 VNi ·-2 + omdat - l 
l 

2 -·1 1) = 0 ( VNi -
( 1 ) --1 0 2. - -vN. vl"T. l _,l 

vir 
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Vergelyking (3.65) word: 
11 

" 2 2 N kov(t.?t.,) = o (1-l-l) = -o. 
l l 

Dus~ 

= ( 1- ~ vN, . ) a 2 
i l 

= o .. 

M3 is dus hoogstens van rang (k-1). 

Vir alle v~.J·>v >0 volg orMiddellik dat 
J\l- 0 

·- .1. " _:1_ " 
2_; vNT.kov(N 8 t. 7 N 2 t.,) 1- 0 en verder bestaan daar geen 

i Cl-r) .l. l l l 

getalle ai sodanig dat 
.1. II :1. II 

2: a.kov(N 2 t. 1 N2 t.,) = 0 vir alle i' nie. 
i(-j.r) l l l 

Hier.mee it.~ lerm::na 3 sl8 bewys. 

Le:m.,.'TI.a 3.19. Onder die hirJotese Ha, naamlik da t die 

:populasies met verdelingsfunksies F. nie almal identies 
l 

is nie 1 is M
3 

asimptoties hoogstens van rang (k-1). 

Bewys: Die lemma word bevvys dour aan te to on da t d.ie 

deterainant van T:I
3 

asir:nptoties gelyk is aan nul e Nodig 

en voldoende hiervoor is dat daar asimptoties 'n line~re 

verbe_nd tussen die k kolorame van die matriks bestaan, 

naarnlik~ 

( 3. 73) lim ~n.kov(t. ,t.,) = 0 vir i' =1~2,. o o ,k. 
N ~CD i l l l 

Iviaar 

lim n. kov( t. ? t .,) 
N ~CD l l l 

Nodig en voldoende vir die geldigheid van (3.73) is 

( 3. 74) 
.1. It _.:)._ " 

lim 2:v1\T. kov(N 2 t. :J~ 2 t .,) =0 vir i' =1 9 2, •.. , ko 
• l~ l l l 

N~CD l 
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Met behulp van (3.64) en (3.65) kry ons: 
·-, ( ,~ II ..1_ II )\) }-ov m~~ m8t ) 
LJ 1\T • ~ l\ v · 7 l~ • I = 
. l~l l l 
J. 

i ivml·Vm .aB .n .. - i ivml.vi~g~aB B i g l\) l\Jg gl.L)l'l i g l': ~ L gi' ii' 

= 2: L:,vNg vN.o' ( 0 B B., 0}3 
Bi'gt 

) 
g 0 '0 gg lg ggt 0 

= o. 
Dit geld vir enige waarde van ~ • 

Aan voorwaarde ( 3. 7 3) word di::S voldoen. Daar 

bestaan dus asimptoties 'n lineare verband tussen die 

k koloEnne van die ma triks Ivi 
3

• 

~~Iierm0e is lemrHa 3.19 be-. . .rys. 

Bewys van stelling 3.3. 

In lemma 3.18 is bewys dat 1.13 van rang (k-1) is 

onder H
0 

en in lemriLa 3.19 da t Tv1
3 

asimptoties hoogstens 

van rang (k-1) is ondor Ha. 

Ons bewys nou dat M
3 

onder H oak asimptoties, a 

vir I-T ~CD, van rang ( k-·1) is. 
_l_ " Dui die momentematriks van die variante N2 t. aan 

l 

deur lVI4 • Indien die rde ry en kolom van M4 weggelaa t 

word, ontstaan 'n matriks aangedui deur Mir). Ons moet 

aantoon d.Et daar geen line@re verband. tussen die kolomme 

van Mir) bestaan nie. 
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n , :;) . . de 
_ues.r~ou Ct.le 11 - ry. In lem..rna 3.19 is bewys dat 

( 4 ) 
.. J_ II .J'- It 

3 . 7 · a /, v1,r 1. k o v ( N 2 t . 9 N 2 t . , ) = 0 • 
i ' l l 

Ons wil nou bewys dat 

( 3 . 7 
~) ) -, ( _:lo_ II _:J,_ II 
-- 2.~ aikov N2 t. 9 N'~t.,) f:. 0 

i(~r) l l 

waar die ai 's willekeurige ko~ffisi§nte is (nie almal 

nul nie). 
~ .1 

>-~ a. kov( N-2 t '.' ~ l\f2 t '.',) == 2: (a. -v"T. ) kov(Nit '.' ~ Ntt '.',) + 
i ( ;fr) l 1 l i ( ,;lr) l l'll l l 

_ _:1_ II _l_ II .1. II .1-. II 

+i.JvN. kov(N 2 t. ~N 2 t .,)-vN kov(N 2 t .,,N 2 t ) 
i 1 1 1 r 1 r 

-, ( ) .1.11 1-_11 j,_ll 1-_11 
== /_, a.-v1\T' l::ov(N 2 t. 9 l-F~t.,)-v1\T kov(N 2 t., 9 N~t ) 

i ( ,;lr) 1 1~ l 1 1 1\r l r 

OT< ·n 
.0. .n 1'g rg 

met behul:p van (3.74a). 

Uit vergelyking (3.65) volg dat 

1-Iierin word term.e soos oB. B 
l'r gr 

') 0-o B 
..U • I 'I g:L Tl 

(c=l? 2 c; ••• ~ k) bevat vva_jc nie al:mal in 

_ L11 .1.11 

en 

:Z (a.--v,-· )kov(N 2 t.,,N 2 t.) voorkom nie 9 \ 11Taaronder 
i(f:.r) 1 ~l 1 1 

by-

') 

voorbeeld oB. B (rf~) en a~ 
l'r rr ..Liri' 

Aangesie:n die a. 
l 

's 

nie funksies van die F. 's is nie en omdat die indekse in 
l 

B. en Bi'r van oB. B. (sien vergelykings ( 3.16) 9 ( 3.17) 
lg 0 lg rc 

en (3.27)) nie verwissel kan word nie, behalwe onder H 
0 

in welke geval die rang van die matriks M
3 

reeds as (k-1) 

bevvys is (lemma 3.18) 1 volg da t 
.1_ II _;L._ II 

2~ a. kov(N 2 t_., 9 N~ti) I 0 mi ts nie alle o"R E 
i ( -1-r ) 1 J. ~ i'r j gr 

vir vaste r en r nul is nie. aB ., .. ) en oB ., E 
g~ nr~ 1g rg 

Voldoende hiervoor is dat f~ en fr mekaar oorvleuel, of 

dnt daar tenminste ~~n f (g I ~,r) bestaan wat sowel g 

f., en f oorvleuel. "~/oorsiening hj_ervoor word deur 
J. r 

··,roo:cvvaarde ( 3. 72) ~:,em.ac:tl::~. 

Daar bect&an dus in die algemeen geen line@re ver­

ba:nd tuscen die ( k···-1) kolo:m1ne van IVIi r) nie e 
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Gevolglik is IMir) I ~ 0. 

M4 is dus van rang (k-1). 
II It 

Omda t lim N t:ov( t. 9 t .,) = lim I'T kov( t. 7 t .,) 
"".1" l l v l l 
fi~CD ~~CD 

( s i en ( 3 . 6 7 ) ) ? is M ~) cl us as imp tot i e s 9 vir N ~CD 9 van 
..) 

rang (k-1). 

Hiermee is stelling 3o3 bewys. 

Opmerking. 

Indien aan voonvaarde (3.72) nie voldoen word nie~ 

venninder die rang van m
3

• Vvord f., en f nie albei deur 
l r 

enige t:n1der frekvvensief-u.nksie f g gesny nie? dan is alle 

0 B. B ? 
0 B. 13 

l'g rg l'r gr 
en o~ ~ nul, sodat 

-'-'gi' .J."'ri' 

.. .l II _:1._ i1 

is ~ a.kov(N~t.,N~t.) = 0 
i(lr) l ~ l 

en is die rang van M
3 

hoogstens ( k-·2). 

STELLING 3.4. 

In.dien 

( .3. 72) Enig·e 'cwee freh:'.vensiefunksies wat mekaar nie reeds our-

vleuel nie? albei deur 'n gemeenskaplike derde frekwensie-

fm1ksie oorvleuel ;·\rord ( oorvleueling·sgebiede van m8 .. at, 

El. b. t 0 elk v2.n die oorvleuelende verdelings 1 >0), 

dan is die momente~atriks M5 van die variante ti onder H 

asimptoties van rans ( k-1) as N -;.m. 

J. 

Bevvys ~ Die transforrnasie van l'f2 t. na t. is lineer en 
l l 

nie-singuli(;;r. Gevolglik is die rang van die ma tril:::s I.lh 
J 

asimptoties cie;.:)elfd.e aEJ die van matriks M
3

? naamlik 

( k -1 ) ( s telling. 3 • 3 ) . 

1 
Lemr:1a 3. 20. Onder voorwae1.rdes ( 3.10) tot ( 3.14) en ( 3. 2e) 

(of ( 3. 72)) voldoen d.ie variante t. aan die voorwac:rde 
l 

(3.76) lim :E~ it. 1
2+6 <co vir i=1 9 2 9 o. o ,ken 6>0. 

N-7CD l 
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Opmerking. 

Voorwaarde (3.14) word hier 
1 

vervang deur 

(3.14') 
IJ (H) I i_ K[H(1-H) l-4 + 6 

IJ (m) (H) I ~ K[H( 1-H) ]-m-!+6 , m=1,2 en 6 > 0. 

In a11e verdere verwyeings na voorwaarde (3.14) 

word imp1isiet bedoe1 (3.14'). 

Bewys: Sien by1aag B. 

Lemma 3.21. Onder voorwaL~rdes (3o10) tot (3.14) en (3.28) 

(of ( 3. 72)) is die gesa:rnent1i:t::e verC:_elint; van t 19 t 2 , ... , tk 

asimptoties normaa1 as N ->m. 

J3ewys: 01:1dat 
A 

(3.77) var(ti) = ( H-n . ) N-1var { [ t . - E ('t . ) ] [ v ar ( t . ) ] - i} 
l l l l 

(sien (3.68)) 
= l n./N is 

l 
A 

( 3. 7 8 ) lim var ( t . ) > 0 m. b. v. ( 3 , 4- ) , 
,. ..... _ __'>. l 
1~ -,CD 

Omdat ons verder ook bewys het dat 

( 3. 76) lim E It. 12+6 < CD vir i=l, 2 9 ••• 9 k en 6>0 
N -?<J) r l. 

( 1em[vY.la 3. 20) en da t, vir willekeurige eindige konstantes e., 
l 

A A 

( 3. 70) S = 2:;e . t . 
. l l 
l 

asimptoties norrnaal verdeel is as N -7CD (lemma 3.17) 9 volg 

uit lemma 2. 5 da t die gesamentlil::e verd.e1ing van 

STELLING 3.5. 

(3.79) 

Onder die voorwaardes (3.10) - (3.14) en (3.72) besit 

T = :6 z >~ c . c . ' y t . t . I 
i ~ ~ lg lg g l l 

waar die c. 's en Yg 's deur Mr bepaa1 word (sien lem-lg J 

ma 1.·1) 9 ondsr H asimptoties 'n x2-verde1ine met (1:::-1) gra-

de van vryheid. 
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A A 

Bewys: Die vnriante t 11 t 29 ••• 9 tk met E(ti) = 0 vir alle i, 

momentematriks A. (= M5) wat asimptoties van rang (k-1) is 

(stelling 3.4) en karakteristieke wortels K1 ,K 2 , ... ,Kk-l 

en 0 besi t asimptotie~::; gesamentlik 'n normaalverdeling 

(lemma 3.21) met karakteristieke funksie 

-tt'A.t 7 7 e waar ~· = (t19 t 2 ?••• 9 tk) en~ die oor-

eenkomstige kolomvektor. 

Uit lemma 1.1 volg dat T c:J.Sinlptoties 'n x2-verc1eling 

met (k-1) g.v.v. besit as N~m. 

Opmerkings. 

l). Vir elke spesifieke alternatiewe hipotese 

is Qie monentematriks A. bepaald en kan die karakteristieke 

vvortels bepaal word - sien lerX!:na 1.1 opmerking 3. 

2). Die toetsingsgrootheid T is baie algemeen 9 

maar die bepaling van die variansies en kovariansies en 

uit A die karakteristieke wortels K· is nie so maklik nie, 
l 

indien dit wel moontlik is. Aangesien ons slegs in asimp-

totieoe relatiewe doeltreffendheids-alternatiewe belang­

stel (d.i. a1ternatiewe hipoteses H waarby a 

(3.80) Ha 

is dit voldoende om 'n toetsingsgrootheid soortgelyk 

aan di~ van hoofstuk II te bestudeer (sien (3.57)). 

3) • 

naamlik: 

'n Alternatiewe prosedure kan ook gevolg word, 
A 

Enige (k-1) t. 's besit asimptoties gesament1ik 
l 

die nie-singuliere normaalverde1ing (verge1yk lemma 3.17 

met ck = 0 = ek en stelling 3.4). Dui die :momentematriks 

van t 19 t 2 , ... ~tk-l aan deur M(k) en laat t~k) die ryvektor 

(~1 ,; 2 9•·· 9 ~k-l) voorstel met 1(k) die ooreenkomstige 

kolomvektor. 

71 -1 7 . l~ Dan besi t "t ( k )IVI ( k) "t ( k) asimpto ties, Vlr ~:~CD, 

'n x2-verdeling met (k-1) g.v.v. waar MT~) die inverse 

matriks is van M(k) (sien stelling 1.1 opmerking 2). 
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S~I'1~LI1 ING 3. 6 . 

Onder die voorvvaardes ( 3.10) - ( 3.14) en onder 

hipoteses Hr. van die vorm 
a 

waar die 6 's en E 's willekeurige eindige re~le getalle 

• -1 • d t ~ _]L_,.l N 0 . 1"' k lS SOCtanlg a uiN 00___, en E iN -~ 1 l= 1 c:? ••• , , 

besit 

(3.82) T- = 1:;:: 2:(N-n.)[t.-=s(t.IH. )J 2 [N var(t.!H )J-1 
i l l l a l a 

asimptoties, vir l~-70) 1 'n x2-verdeling met (k-1) g.v.v. 

Bewys: 
A 

Die momentematriks van die t. 's word soos volg 
l 

verkry j_ndien IT -70) ~ 

Uit (3.64) en (3.66) volg 

I. r -1 lim Nvar(t. H ) =lim -vp. 
N -70) l a N -70) .• l 

waar 

(3.22) a ~ J / Fl.(x)[l-Fl.(y)]J'[H(x)]J'[H(y)]• 
B .J3 ,. < < gl gl -ro<x y m 

• [d:B,g(x)dF g(y) + d:B,£~Cx)dF g(y)] 

= //F( 6 ·1\rX+E .i,,) [1-F( 6 '1\TY+E .1\.,.) ]J' [2::vi\T.,F( 6l., 11JX+E .,N)] o ll> l.L l ll~ ll'l i' .l\ l 1\ l 

+ dF( ogNX+E~g"N)dF( ogFY+EgN)} en 

-6mdat ,J en F .()_.:tal kontinu is, volg( sien GIBSON(l954) p.441): 

(3.83) lim o13 B = 2 If F(x)[l-F(y)]J'[F(x)]J'[F(y)]• 
N -70) gi g•i -CD <x<y< m 

• dF ( x) d:B' ( y) 

vir alle i, g en ~ 

= o2 (se) (< ro uit lemma 3.7. Sien 

ook leimna 3.18). 

Gevolglik is 

( 3. 84) 1 im N var ( t . I H ) 
l a 

lJ-70) 

( ) -·1 2 = 1-v. v. a • 
l l 

 
 
 



91. 

Soortge1yk volg: 

(3.85) lim Nkov(t. ?-r;.,) =lim [l::'Jr-ro-OB J3 -L\JN .oB B -
N -1 CD l l N -1 CD g ; 0 ig i'g g g g i i'i 

,. l 
- 6 \JNgClB ., B .. , 

g gl ll 

-2:\) ,,. J 0 2 
6 g 

=- 02. 

Nou is m.b.v. (3.77) 
"' (3.86) lim var(t~) = 1-\J. en 

N ->CD l l 

l 

... "' 
( 3 • 8 7 ) l il~ k 0 V ( t · ~ t ~ I) 

n -7m l ..~.. 

[ (1-vr.) (1-vr .,) l;:;Nkov( t., t .,) 
= 1 im J l ~ l . l l -

N -1co [N var( ti) • N var( ti,) ]-2 

[ (1-v.) (1-v .,) l~-( -o 2 ) 
l l 

= 
[ ( ) -1 2 ( ) -1 2l-2 1-v. v. o 1·-v., v., o 

l l ~ l ~ 

=- /v.\J.,. 
l l 

In die limiet Y as N -7CD, is die momentema triks 

"' 
van die t. 's dus 

l 

I 
-1-7, = - \)\) 

\Yaar I die eenheidsmf!.triks is en \)' =(/v1 1 ./V2_, •.. 1 /vk ) . 

Omdat 0vi = 1 en alle vi>0 9 volg uit die bewys 
l 

van lenrma l. 2 da t alle karakteristieke wortels van 1\. 

gelyk is aan 1 behalwe ~~n wortel ~at 0 is. 

(3.88) 

Die toetsingsgrootheid T van stelling 3.5 herlei 

T = 
t~ "'2 
/..J t. 

. l l l= 

- ~(N-n.)[t.-E(t.)J 2 rN var(t.)]-l m.b.v. (3o56) 
. l l l ~ l 
l 

Hiermee is die stelling bevrys o 

 
 
 



Opmerkings. 

l). Voorvvanrde ( 3. 81) imr)liseer die geldigl1eid 

van (3.72) vir N voldoende groat. 

2) o M. L. FUEl het :i:n dieselfde rigting gevverk 

en skynbaar soortgelyke resultate gevind - sien Ann. 

~l~th. ~+at. (lqrl\ b t ' 6 13~0 r """' u v ;, o 1 , a s -rae -c; - 9 :p. J • Saver d.it aan 

ons bekend is~ is die volledige artikel nog nie 1~·epubli­
. =* seer nle. 

Lemi..rJ.a 3 o 22. Vir al ternatievve hi:poteses VB.n die vorm 

( 3 . 81 ) H : F . (x ) ==F (. 6 . 1\Tx + E . ""~. ) a l ·ll'i ll.! 
waar Ll N 6iJ:~: CD en c:iH ~ o, 

i=l' 2 9 ••• 9 k ' 
volg dat 

N var( t. IH ) 
(3a89) lim l a l. = 

N-7CD N var(ti !H
0

) 

Bewys: Soos in stelling 3.6 vole 

(3.84) limN var(t. IH) = (v-:-1 -l)o 2 
l a l 

waar 

2 o = 2 I I F(x)[l-F(y)]J'[F(x)]J'[F(y)]dF(x)dF(y). 
--m<x<y< CD 

Uit 

(3.22) OB .:E-~.= 
gl ,_:;l 

f f Fi(x)[l-Fi(y)]J'[H(x)]J'[H(y)]• 
-m<x<y< CD 

• [ dF _J x) dF n-t. ( :r9--+ dJi ""'(_Jr).d]! cr ( y) J 
b G 6 o 

volg onder H
0 

dat 

0.-. "D 
Jj .J.) t' gl gl 

2 
- 0 JJus 

( 3. 90) lim T·: var( ti IB
0

) 
Ii[-7CD 

ooa~at ~ b v· (~ R~) 0 o llJ. It • • J 0 v .. R. • volg 

Nvar(t.jH) 
l C::L (3,89) lim 

l\" -70) 

[ -1 -. ')' ""' '-, J 2 = \) i /.J ,_J v P" v ·cr - 2L,Vgj' +L vg 0 -
2- • a' o b oil' .fZ 
() 0 '-' 

= 1. 

* Hierdie artikel het verskyn nadat die proefskrif reeds 

getik was, nl. in .Almo lVIath. Stat. 35, Maart 1964,pp. 102-121 

Puri beskou slegs verskuiwingsa1 ternatiewe by die a. r. d.­

bepa1ing. 

 
 
 



9 3. 

3. 6. ASIMPTO'riESE RELATIEIJE DOEI,THEJ3'FEI'fDHEID. 

3.6.1. Inleiding. 

In hierdie paragraaf word die asimptotiese rela-

tiewe doeltreffendheid (hierna genoem aor.d.) van enkele 

spesiale gevalle van Tk met betrekking tot die F-toets 

of Bartlett se toets vir die homogeniteit van variansies 

bereken. 

Beskou 

I 

n. 
l 

en 

( 3 0 91) t. 
l 

= 2: 'i'N ( 6 .. ) 
j=l I lJ 

soos in (2ol) gedefinieer, waar 

6 .. = r .. /(N+l) en r .. die rangnomr.o.er is van x .. in die lJ lJ lJ lJ 
gesamentlike rangskikking van die N waarnemings xij; 

j=l,2, ... 9 n.; i=l,2, ... ~k. 
l 

Lemma 3.23. Indien 

(3.92) en 

t 
..... NHN( X) ~J _.1_ 

( 3. 93) I !Ji,T[HT'r(x) ]-'¥~.. jdFl.n (x)=o.
11

(N 2
), 

I l \ - ~ H '1\T l . .l:"' N .L·1+ l 

i=l' 2 ') .• , k, 

dan is, onder 1 n algemene hipotese H~ 

I CD 1 

(3.94) E(t./n.jH) = / J[H(x)]dF.(x) + o(N-2 ). 
l l l 

-CD 

Bewys: Vir E)O geld uit die stellinb van Tchebycheff~ 
~ I ~ I 

P[ jN 2 (ti-ti/ni) ILE] ~ E[ IN 2 (ti-ti/ni) IJ/E 

= 
1E[N~ I IJ~rCH1r(x) ]-'±'i\1[NHi\r(x)/(N+l) J ldFl.n (x) 
E I 1~ ~ ,L', J.\ i 

N 
1 

+ N:; Hf _
1

1 J N [ HrT ( x) J- '±' N [ NHN ( x) I ( N + 1 ) J I dF in. ( x) ] 
N- l 

l l 1 1 1 

= ~E[N~op(N-~)+N~o(N-~)] m.b.v. (3.13)9 (3.92) en (3.93) 

= o(l). 
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Opmerkings: 

1). Voorrvraurde (3.143) kan soos volg omskryf word: 

( 3.149) lf(x+cxN--!)J' [A.
0
F(x+cxN-1t)+(l-A.

0
)F(x+c"xN-t)JI<M(x) 

CD 
vir N voldoende groat met ! x M(x) dF(x) <CD waar 1-. 0 >0 

-CD 

en die c 's willekeurige eindige re~le getalle is. 

2). 'n Voldoende voorwaarde vir die geldigheid 

van (3.143), is 
1 1 

(3.150) lf(x+cxN-2 )J'[F(x+c'xN-1Z)] I < M <co gelykm.atig 
()) 

in x vir N voldoende groot waarby /x dF(x) < oo met c en 
-(J) 

c' willekeurige eindige re~le getalle. 

STEIJLING 3 .11. 

Onder die voorwaardes (3.10)- (3.14), (3.92), 

(3.93) en (3.143) besit T~ (sien (3.110)) onder Ha asimp­

toties 7 vir N ~CD, 'n nie-sentrale x2-verdeling met ( k-1) 

g.v.v. en nie-sentraliteitsparameter 

(3.151) A.~ 

Bevv;ys: Soos in stelling .3. 8 vo1g dP.t T~ asimptoties, vir 

N~m, ':n nie-sentrale x2-verdeling besit met (k-1) g.v.v. 

en nie-sentra1i tei tS})arameter 

(3.152) ~-. 2 = k lim Z 
N ~m i 

(N-ni)N[~(t~/ni 1Ha)-E(t~/niiH0 )] 2 

r) I 

NLvar( t. /n. IH ) 
l l 0 

uit (3.123) 

ro (N-n.)(d.-d.) 2n.(N-l) 
= f /xf(x)J'[F(x)]dF(x)] 2lim ~ l l l 

:... CD N ~CD i N ( N-ni ) 2: ( '¥. Nh- \f N ) 2 
h 

uit (2.20)? (2.21) en (J.l~-4). 

CD 

= [ I xf ( x) J ' [ F ( x) ] dF ( x ) ] 2.6 v . ( d . - d . ) 5J- im N-l ~ ( o/. T\Jh- ~ T\T) 2 . 
-CD i l l N ~CD h l~ l~ 
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Opmerking. 

3oos in opmerking 2 na ste1line 3. 8, kan A~ 

onder voorwaarde ( 3.125) ook :1og in 'n ander VOl"''D geskryf 

word, naamllk 

(3.153) A~ 
[ /~f' ( X ) J 

1 
[ F ( X) J dF ( X) ] 2 ~; Vi ( d , - d i ) 

2 

-00 l 
=- . ----

00 00 
lim / { J N [ HN ( x) J - f J N [ HN ( :t:) ] dEN ( x)} 

2 dHN ( x ) 
N-700-CD -00 

STELLil~G 3.12. 

Die asimptotiese relatiewe doel treff~;:ndheid van 
t 

Tk met betrekking tot Bartlett se toets B vir die homo-

geniteit van variansies, is 

00 
(3.154) ETk' ,B = [ /xf(x)J'~F(x)]dF(x)] 2 (~ 2-1)· 

-CD 

[ . "'J"-1 --, ( ' w ) 2 J -1 • 4 llm 1 ~ ~ o/ rh- ! T\T 
N -7CD h -- 1 

.. 

en ~ die rde orde sentrale moment is 
r 

van die verdeling met verdelingsfunksie F(x). 

Bewys: Bsrtlett se wysiging van die Ney~an-Pearson 

L1 - toets 'NOrd ge.:_~ee de'.: .. r 
l 2 .-, 2 ( ?.155) E = N loa (N- [n.s.' )n logs 

~ 0 8 ~ l l 1 
- ~ i e i 

l l 

s~ die variansie is van Cie ide steekproef. 
l 

Volgens C30USZ(1960) §4.11 besit B onder H
0 

as~~p­

toties, vir N-7CD 7 'n nie-sentrale x2-verde1ing met (k-1) 

g. v. v. en nie-·sentre,li tei tsparameter 

( 3. 156) A~ 4( n,~--·l_)-l 1· >~ (, d ) 2 = ~. lffi ~vN. n.- ~ 
c.. J'\ -7(D i - l l 

( ) ) -1 -, ( ::1 ) 2 = 4 ~ 2-1 ~vi d.-ai . 
l 

Die a.r.d. van T~ m.b.t. B is dan (sien (3.131)): 

(3.157) ET~,B = Ai/A~ 
CD 

= (p 2-l)[ /xf(x)J'[F(x)]dF(x)] 2• 
-CD 

.[4 lim N-1 ?1~1'(yNh-WN)2]-l . 
:G"! ->CD 

 
 
 



122. 

Definieer x~ deur P[x
2 2 x~IH0 ] =a. 

I 

Dan is Tk asimptoties onderskeidend met betrekking 

tot die klas van hipoteses F waarvoor 

(3.186) lim P[T~ 2. x2 IHJ = 1 vir elke alternatiewe hipo-
1'~- -7CD ex 

tese H in die klas sien §1.3 en CROUSE(l960). 

3.7.2. 'n Belangrike Stelling. 

STLLI;IHG 3.13. 

Onder voorwaardes (3.10)-(3.14), (3.92) en (3.93) 

is T~ asimptoties onderskeidend met betrekking tot alle 

H waarvoor lninstens ee:n y. = m so lank net ( 3. 72) celd. 
l 

Bewys! Neen eerstens 

(3.187) li~ (E. -E. )/a. =+CD vir enige bepaalde i uit 
N -7CD 1a 10 10 

Dan is 

(3.188) P[T~ < x~l = P[ ~~~2 < x~J 
l 

"'l 

= P[ I ti I < X ex] 

P[ I ( N-n. ) j- ( t ~ /n. 
1 

= -E. )/(N2 o. ) I < X a) l l l lO lO 

' :l 

= P[ jt./n. -E. I < x o . ( 1-vl\f. ) - 2 ] 
l l lO ex 10 J. 1 

' 1 

< P[ t./n. -E. < )' 0 . ( 1-v- .. . ) - 2 J 
l l lO '-ex lO " l 

= P[(t~l~i -Eia)loia < 0 io 0i~{xa(l-vNi)-t-(Eia-Eio)loio}J. 
1 

Omda t lim x ( 1-vN. ) -~ = lconE'tant < co (want 
1~ -70) ex 1 

lim vN. < l uit (3.4))~ volg uit (3.187) dat 
N -7CD l 

:l 

X ( l v )-~ (E E )/o ne,~atief is vir voldoende ex - Ni - ·ia-'io io -

groat F~ s@ vir N > N
0

• 

Derhalwe geld vir N > N : 
0 

( 3 · 189) P[(<lni -Eia) I 0 ia < 0 io 0 i;_ {xa ( l-v!i:i) -~- ( Eia -Eio) I 0 io}] 

< P [ I ( t ~ / n . - E . ) / o . I > o . o ~ 1 I X ( 1- v1\T · ) -- t - ( E . - E . ) / o . I ] 
1 1 1 a 1 a - 1 o 1 a o: 1·, 1 1 a l o 1 o -

[ ( I I \?I 2 2 -2 { ( ) ~J ( ) I 2 = P t . n . - E . J - o . > o . a . x 1-V-r·r . ~- E . - E . o . } l 
1 1 1a 1a -- 10 1a cx 1\ l 1a 10 10 -
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Dui die rangnornmer van zh aan deur rh 

( z1~z 2~ ..• .s_zN) o 

Omdat rh/(N+1) nie strengstygend. in h is nie en 

die verde1incsfunksie F(x) we1 monotoon strengstygend is 

in x~ is 'n aanpassing in die definisie van JN[F(x)] 

nodig sodat aan voorwaarde (3.93) vo1doen word. Stel 

naam1ik 

-- {~F ( X) I ( N + l ) vir F(x) < 1 

(3.158) JN[F(x)] 
7) 
r-., 

1-NF(x)/(N+1) vir F(x) > 1 -;;; 0 

Dan is 

{ F(x) vir F(x) < 1 

J[F(x)j 
= 1-F(x) 

2 

vir F(x) > -k- . ,;:. 

Nou is 

J I [ }<' ( X) J = { -ll vir x < "" "''"o 
vir x '> x

0 

waarby F(x
0

) = i (sien §3.3~ net na verge1yking (3.17)). 

D.v.r.s. x is die onbekende ge~eenskap1ike media&n van 
0 

die verdelings F i • 

tLaar in die pwit x = x bes taan J' [F ( x)] nie 0 

0 

Aan voorwaardes (3o10) - (3.14) word voldoen (sien 

ANSLRI en BRADLEY(l960) p. 1183) 9 behc.lwe a&n voorwaarde 

( 3. 14) in die :punt Y = x . - 0 Die uewys slaag egter nog 

omdat bogenoemde 'n punt van maa,t nul is. Voorwaardes 

(3.92) en (3.93) word bevredig. Verder is 

f ( x) I J' [ JI· (x:) J I = f ( x) -~ K < CD 9 soda t ( 3. 14 3) 

bevredig word ( sien stelling 3 .10· opmerking 1). 

m X CD 

( 3 . 15 9 ) I xf ( x) J ' [ F ( x) ] d F ( x) = - I 0 xf ( x) dF ( x) + I xf ( x) dF ( x) . 
-Q) -CD 

Uit (2.80) en (2.90) volg m.b.v. (2o20) dat 

( ) . -1 ,, . .., ( - ) 2 1 
3 . 16 0 llm N 6 IJ:' J:-Th- '±' y;- = 48 

N -?CD h ! ~ ..__, 

Substitusie van (3.159) en (3.160) in (3.152) lewer 

X 

= 4 8 [ /~f ( X ) dF ( X ) - j x
0f ( X ) dF ( X) J 2 ~Vi ( d , - d i ) 

2 

x
0 

-CD l 
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so de;~ t met behulp van ( 3.156) en ( 3.157) volg 

X 
Q) 2· 0 2 2 = 12 ( f3 2-1) [ / xf ( x) dx - / xf ( x) dx] 

X -OJ 
0 

Opmerkings. 

l). I3ostaande ui tdrukking is di.eselfde as die 

verkry deur ANSARI en r:a.AJJLEY(l960) vir die twee-steek-

proef geval en is ook dieselfde as die a.r.d. van SUK-

l~TME(l957) se T-toets m.b.t. die F-toets (in die twee­

steekproef geval). Sien ook J{LOTZ(1962) vergel;yking (3.3), 

2). Vir die normaal (0 1 1)-verdeling is 

2 
= 6/n = 0. 61 

Vir die homogene verdeling is ET B = 0.60 
6 ~ 

Vir die Laplace-verdelin~ met f(x) = ±e-]xl is 

ET B = 0.94 (sien ANSARI en BRAiffiEY(1960)). 
6 ' 

3.G.3.3. (gewone toekenning van 

rangnommers) • 

r~ou is 
I 

( 2.101) t. 
l 

mst toetsingsgrootheid ~ff gegee 
lVJ. 

in (2.109). 

Stel JN[F(x)] = ~N[NF(x)/(N+l)] vir O<F(x)<l 

J;..] 2 
-~ I = [NF(x)/(N+l) 

Tian is J[F(x)]= [F(x) - ~] 2 

J'[F(x)] = 2[F(x) - 1J 

met 

= 2F(x) - 1 en 

f(x)J 1 [i(x) J = f(x) [2F(x) - l] < K < m sodat 

( J .14 3) bevrec3 ig word. Di t volg maklik da t voorwaardes 

( J.lO) - ( 3.14), ( 3. 92) en ( 3. 93) bevredig word. 

Met behulp van (2.20) volg uit (2.103) dat 

lim N-1 )~( ,±'Nh-WN) 2 = lgO 
N~ro h 
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Uit (3 . 152 ) vo1g nou: 
00 2 2 = 180[ / xf(x)[2F(x) - 1]dF(x)] ~~i(d .-di) 

- m 1 

sod.at m. b.v. (3 .156) en (3 . 157) vo1g: 

(3 . 164) ET B 
M' 

m 2 m 2 0 
= 4 5 ( B '"' - 1 )[ 2 I xf ( X) :F' ( X) d X - I xf ( X) d X r- . 

'C:. -m - m 
Opmerki ngs, 

1) . Hi erdie uitdrukking is diese1fde as die 

a . r . d . van MOOD( 1954) se toets m.b.t . die F- toets (sien 

SUKHA1rii1E( 1957)) . Di t is in ooreenstermning met wat ons 

vervrag, want TM is ' n u i tbre i cl ing van MOO:V( 1954) se 

toets i ngsgrootheid van twee na k steekproewe (sien 

§2.5.3 . 2) . 

2 ) . 

Sien ooki<LOTZ( 1962) verge1yking (3 . 2) . 

Vir die normaa1 (0,1) - verde1ing is 

E'l' B = 15
2 = 0 . 76 ( sien MOOD( 1954) en 

·l':I 9 2n 
])\'!AS S ( 1 9 56 ) ) . 

is 

Vir die ~omogene verdeling is ET B = 1 . 
M' 

Vir die verde1inb' net frekwens iefunksie 

f(x) = -!-(1- a)aa- 1 ix ~--a - ai.x.)_a, a<1 

E.n B = 5(1-a)(5- a) - 1 wat na 0 nei2; as a~ 1 (SUK­
'ly, 

.. h 

HATk1E(1957)) . 

£;G1d 

is 

Vir di e verdeline:; met frekwensiefunks ie 

f(x) = . (1+x2) - m 

B(l,m-~) 

E ~m rn B as m~ 2 . 5 
..... M,_ 

- m<x<m 

(CROUSE( 1960)) , 

Vir die Lap1Ece- verde1i ng met f(x ) = te- lx l 

E = 1 . 08 
'rM,B 

( AnSA:tn en BI-tADLEY ( 19 60) ) . 

3. 6 .3.4 . ~N(6 i j) = (6ij - !) 2 (rangnommer2 van weerskunte 

af toegeker.~.) . 

Hierdie gev&1 s t em presies ooreen met die vorige 

(sien §2 . 5.3 . 3 opmerking 2) en word nie verder bespreek 

nie . 

 
 
 



3.6.3.5. 

nommers). 

'±'N( 6 .. ) . lJ 
2 = 6 .. 
lJ 

116. 

(gewone toekenning van rang-

Hier is 

(2.121) t~ = ~r~./(N+l) 2 met toetsingsgrootheid TR 
l j lJ 

gegee in (2.129). 

Ste1 JN[F(x)1 = [NF(x)/(N+l)] 2
9 dan is 

J[F(x)] = F2(x) met 
I 

J [F(x)] = 2F(x) en word a11e voorwaardes, 

soos in S3.6.3.3 9 bevredig. 

Voorwaarde (3.143) word bevredig omdat 
I 

f(x)J [F(x)] = 2f(x)F(x) ~ K < m. 

U it ( 2 . 12 7) vo1g: 1 im N-1 2: ( '±' Nh- 'F N) 2 = ~ sod at 
N~m h m 

(3.165) A.~= 45[ /xf(x)F(x)dF(x)J 2 ~ vi(d.-di) 2 uit (3.152). 
-m l 

Uit (3.156) en (3.157) volg: 

45 00 2 2 (3.166) ET B = Lr(~ 2-1)[ /xf (x)F(x)dx] • 
R 1 -m 

Opmerkings. 

1). Vir die normaa1 (0 91)-verde1ing is 

= 0.047 

Vir die homogene verde1ing is 

1 
ET B = Ib = 0. 0625-

R9 

2). Bostaande toets word eint1ik aanbevee1 as 

toets teen verskuiwingsalternatiewe. Die aor.d. van 

TR m.b.t. die F-toets is uit (3.131)~ 
m 

E = 45[ f f 2 (x)F(x)dx] 2 o~ • 
TR9F -m 

Vir die normaa1 (0 9 1)-verde1ing is 

ETR,F = ~rr = 0.895 

Vir die homogene verde1ing is 
15 

ETR
9
F = Ib = 0.9375 
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3.6.3.6. '±'iii(o .. ) 
l~ l J 

2 = 6 .. 
lJ 

(ra:ngnommers van weerskante af 

toegeken). 

T-'ier is 

(2.130) t~ = ~r?./(N+1) 2 met toetsingsgroothede TG. en 
l j lJ 

T H 
gegee in (2.138) en (2.145) namate N ewe of onevve 

-{ [~F(x)/(N+l)] 2 vir Laat JN[:b'(x) J - 2 
vir [ 1-lTF ( X ) I ( ~-~ + 1 ) J 

Dan is J[F(x)] 

JJ'( x) 

IT ( x) 

~ 
8 
~ 

< 
> 

vir Ii'(x) < 
vir F(x) > "'";Z • 

Ste1 weer F(x
0

) = ~. 

Gevo1g1ik is 

J'[:P(x)] { 2F(x) 
- -2[1-F(x)] 

vir x < x
0 

vir x > x
0 

• 

~ 
2 
1 
2 

is. 

0 

A11e voorwaardes word ooK in hierdie geva1 bevredig. 

Uit (2o136) en (2.143) volg 

( 3 16"7 J 1 ' 1\r-1 > ( \Lf ~ ) 2 1 
• 1 lffi l~ _, ,;. J\Tb- I r:r = -

N --7CD h l ~ · 180 
CD 

(3.168) lxf(x)J'[F(x)JdF(x) 
-CD xo m 

= I xf ( x) 2111 ( x) d ?' ( x) - I xf ( x) 2 [ 1-F ( x) ] dF ( x) 
-CD X 

XO OCD 

= 2 [ J xf ( x) F ( x) dF' ( x) - I xf ( x) d:B' ( x) + 
-CD XO CD 

+ lxf(x)F(x)dF(x)] 

m m 
xo 

= 2 [ J xf ( x ) F ( :x ) dJ!' ( x ) - I xf ( x ) d]i ( x ) ] . 
-m x

0 

Met be~~1p van (3.151) vo1g nou vir sowe1 TG as TH; 

2 m 2 m 2 2-· 2 
( 3 • 16 9 ) A G H = 7 2 0 [ I xf ( x) F ( x) dx - I xf ( x) dx] ~; v _. ( d • - d . ) . 

-m x l l l 
0 

Ten s1otte vo1g uit (3.156) en (3.157): 

(3.170) ET B 
·-GH 9 

Op.merking. 

Vir die nor:naa1 ( 0,1) -verd e1ing is 

En T.; = 15
2(/3- 1) 2 = 0.41 . 

1 GH'D 2TT 

Vir die homogene verdeling is Em 13 = 0.25 . 
j_GH, 

 
 
 



3.6.3.7. if'N. (b . . ) = Q2 ( o .. ) lJ lJ sien ~2.5.3.6. 

In die ceva1 is 

(2.146) ' -··· 2 ( ) 
ti = ~Q 6ij met toetsingsgrootheid T gegee . Q2 

in (2.149)o 

Ste1 JN[F(x)] = [Q{NF(x)/(N+1)}] 2. 

Dan is J[F(x)] = [Q{F(x)}J 2 

= [~-1 {F(x)}J 2 en 

(3.171) J'[F(x)] = 
d [ <l? -

1 {F· ( x ) _\ ] 2 

dp-1 [F1(X)] 

dF(x) 

ui t ( 3 . 13 5 ) ~ sodat 

1 1 1 2 -1 [ 111 ( , r--'t) J 
f(x+cxN-~)J'[F(x+c'xN-~)]=f(x+cxN-~) ~-l ~ x+c xJ-+ . 

¢[0 {F(x+c'xN ~)}J 
Vir byvoorbeeld die normaal (0,1)-verdeling is 

1. 1 

f(x+cxN-i)J'[F(x+c'xN-i)J = 2¢(x+cxN-~) (x+c'xN-~) = O(x). 
¢(x+c'xN-2 ) 

Omdat 
CD2 
/x d~(x) < m, volg dat aan voorwaarde 

-m 
(3.149) voldoen word. 

L.lle ander voorwaardes ·nord bevredig - sien 

Ci:{OUSE ( 1960) 14) 

hiet berrulp van ( 3.171) is 

(.3.172) 

Ui t S 1r0KER(l955) lJ· 57 volg 

lim N-1 LQ~ -
N ->CD h 

Dus lim N-1 ... -, 2 
l sien § 3. 6. 2. ~-6Qh = en 

Y-7m h 

lim N-1 2:Q~ = 3. 
F' -7ffi h 

14). Sien H. S. SCEOENlAN ( nog onvol too ide lJroefskrif). 

 
 
 



In hierdie geval is 

119. 

1 . m-l~w2 1" ~2 = lffi 1~ LJ r Nh - lm r N 
N -?CO h N -?CD . 

-1·., 4 ( -]--·· 2)2 
= lim N > .. Qb - lim N -6Qh 

E -?CD h ... N -?CD h 

= 3 1 

= 2 

Met behulp van (3.172) en (3.173) vo1g uit (3.151): 

(3.174) A~ = 4[ /
00

xf(x)i-
1

[F(x)J dF(x)J 2. t ~v.(d.-d.) 2 
2 -CD ¢[<1?- {F(x)}J i l l 

sodat ten s1otte 

(3.175) ET B = t(~?-1)[ txf2(x)~-1[F(x)] dx ]2 . 
Q

2
' ~ -CD ¢[ ip-l{F( x)} J 

( S i en byv o orb e e 1 d RLO T Z ( 19 6 2 ) v e r {; e 1y king ( 3 . 1 ) ) . 

Opmerkings. 

2). Vir die normaa1 (0 9 1)-verdeling is 

E~ ~ = !(3-1)[ /mx¢2(x)x dx ]2 
-Q

2
9

_u -CD ¢(x) 

= [ /CDx2¢(x) dx J2 

-Q) 

2 
= 1-12 

= 1 9 wat ooreeiJ.stem met wat KLOTZ(1962) 

beweer vir die twee-steekproef geva1. 

3). Vir 'n verGelyking tussen die toetse van 

§e 3.6.3.2, 3.5.3.3 en 3.6.3.7 (in die twee-steekproef 

geva1) vir ses SJ)esifieke verd.e1ings 9 sien YLOTZ(1962). 

3.6.3.8. \Yr~(oij) = E(s; .. ) sien §2.).3.7 9 

§ 
lJ 

CROUSE(1960) 4.14 en CAPON(1961). 

Hier is 

( 2.150) t.: = >.~E( sr2 ) met toetsingsgrootheid Tm gegee 
-L. j ij .L2 

in ( 2.15 3). 
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Het JN[:F'(x)] = E( s~1i1(x)) word voorwaarde ( ]. 93) 

bevredig. Ook die ander nod.ige voorvraardes word in die 

albemeen bevredig- sien byvoorbeeld CAPON(l96l). 

Uit STOIG~:F_(l955) p. 55 volg 
m m 

lim N-l 2: ~hr = I srd.F(s) flits f Is lrdF(s)< CD. 
l{~CD h -m -co 

Vir F(x) = ~(z), die normaal (0?1)--verdelingsfunk-

sie, volg op soortgelyke wyse as in §3.6.3.7 dat 

( 3.176) 

. :r·-1 ')' ( \i ) 2 llm 1 ~ Y~-Ym = 2. 
N ~m h 1-.n l'l 

:·.=et behul:p hiervan en vergelyking ( 3.157) volg~ 

Q) 

= ~(~ 2-l)[ /xf2(x)J'[F(x)]dx] 2 
-Q) 

Q) 

= ~- ( p 2-1 ) [ I X z 
-CD 

vir F(x)=cp(z) 

sien CROUS~(l960) §4.14 

Hierdie toets is bespreek deur C~OUSE(1960) en 

CA?ON(l961) in die twee-steekproef gevc;"l. I<LOTZ(l962) 

beweer (sonder bcwys) dat hierdie toets asimptoties 

ekwivalent is aan di6 van §3.6.3.7 vir k = 2. 

CROUSE(1960) het vir die twee-steek~roef geva1 

bewys dat die a.r.d. van TT
2 

m.b.t. die F-toets gegee word 

deur 

(3.177) 

wat elGtrivalent is aan E 111 Bin (3.175) 211 ooh diese1fde 
-~Q2 9 ' 

as die ooreenkomstige uitdrukking (3.176) in die geval van 

k steekproewe. (Die aantal steekproewe k Sl)eel geen rol 

~n die a.r.d.-uitdrukkings nie). 

OpmerkinL_;s. 

1). Vir die normaal (O,u 2 )-verdelinc is ET -o = 1 
T ,n 

2 
en vir die homogene verdeling is E =m (CROUSL(l960)). 

J.lT ,13 
2 
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2). CHOUf3J.I;(l960) se vermoed.e dat ET B 2:. 1 
T ~ 

2 

word weerspreek deur KLOTZ(l962) wat bewys het dat 

Em B = 0.47 vir die verdeling met verdelintsfunksie 
.l m 9 · 

.1..2 
a ~ m ( s i en § 3 . 6 o 3 . 7 o pm e r king 1 ) . 

3. 7 o ASIMPTOTIESE ONJJERSK"EIDENDEEID. 

3.7.1. Inleiding. 

Uit (3.110) volg 

( 3.178) T~ = ~( N-ni) [ t.~lni -E ( t~lni jH
0
)] 

2 [l~var( t~lni IH
0

) ]-l. 
l -

Stel 

( 3.179) E. lO = E(J- I I 1,; ) ui ni l.:.;.o ' 

' (3.180) E. = E( t. In. jH ) ? la l l a 

( 3.181) 0~ 
I 

= var(tilni IH0 ) en lO 
(3.182) 0~ = var( t ~In. jH ) • la l l a 

Ui t s tellings 3. 8 en 3.11 en vergelyl:ing ( 3.178) 

volg dat 

(3.183) ~~ = ~(N-ni)[t~lni- Ei 0 J2[Nof 0 J-l 
l 

onder voorwaardes (3.10)-(3.14), (3o92), (3.93) en 

6f 
1 

(3.97) Ha~ Fi(x) = F(x+diN-2 ), i=l 9 2~··. ,k en (3.98) 

c5f 
l 

(3.142) Ha: Fi(x) = F(x+dixN-~) met 

i=l~2, ... 9 k en ( 3.143), 

CD 
/X d~~~ i ( X ) = 0 9 

-CD 

as imp-toties, vir N ~m 9 'n nie-sentra1e x2-vercteling besi t 

met ( k-1) g. v. v. en nie-sentrc-t1i tei tsparameter 

~ 2 =lim ~(N-n.)[E.a-E. J2[No 2l.
0
]-l 

k N ~CD i l l lO 

-. ( ) 2 = ~ 1-v. y. waar 
. l l 
l 

def ( 3 • 18 5 ) y l. 1 im I CE . - E . ) I o . I 
N ~CD la lO lO 
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I 

Dan is Tk asimptoties onderskeidend met betrekking 

tot die klas van hipoteses F waarvoor 

(3.186) lim P[T~ 2. x2 IHJ = 1 vir elke alternatiewe hipo-
l'T-7co o:: 

tese H in die klas sien §1.3 en CROUSE(l960). 

347.2. 'n Belangrike Stelling. 

ST:ELIJilTG 3.13. 

Onder voorwaardes (3.10)-(3.14), (3.92) en (3.93) 

is T~ asimptoties onderskeidend met betrekkin£ tot al1e 

H waarvoor lninstens ee:n y. =en so1ank net ( 3. 72) celd. 
l 

Bewys: Neen eersteLs 

(3.187) lin (E. -E. )/c. =+co vir enige bepaalde i uit 
N -7CD la lO lO 

Dan is 

(3.188) P[T~ < x~l = P[ ~~~2 < x~J 
l 

" I 2 
< P[ti < Xcx] 

"'J 

= P[ I ti I < Xa] 

P[ I ( N-n. ) -?t ( t ~ /n. 
1 

= -Eio) /(N2oio) I < X a) l l l 
I 1 

= P[ jt./n. -E. I < x o. (1-vl\f. )-2 ] l l lO ex lO J. 1 
I 1 

< P[ t./n. T:' < )' 0 . ( 1-v' .. . ) - 2 J l l -.wio '-Ct lO .1 l 

= P[(t~/~i -Eia)/oia < 0 io 0i~{xa(l-vNi)-t-(Eia-Eio)/oio}J. 
1 

Omdat lim x (1-vN. )-~ = kon.:::tant < ro (want 
N -7CD a l 

lim vN. < 1 uit (3.4)), volg uit (3.187) dat 
N-7CD ' l 

1 

Xa(l-vNi)-~ -(Eia-Ei
0

)/oio negatief is vir voldoende 

grroot F. s@ vir N > N 
' -• I 0 0 

Derha1we geld vir N > N : 
0 

( 3 . 18 9 ) P [( t ~ 1 D. . - E . ) I o . < o . o -:-1 {x ( 1- vT\, . ) - ~-- ( E . - E . ) 1 o . 11 J 
l 1 1a la 10 1a . a · .l': 1 la 10 10 

< P [ I ( t ~ / n . - E . ) / o . I > o . o ~ 1 I X ( 1-v 1\T . ) --t - ( E . - E . ) / o . I J 1 l 1 a l a - l o 1 a a .l', 1 la l o 1 o -

I I ? 2 2 -2 { ~J I 2 = P [ ( t . n . - E . ) -I o . > o . a . .x ( 1-V-r·r . ) ~- ( E . - E . ) o . } l l l la la -- 10 1a a 1\1 1a 10 10 -
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i. 2 _ 2[ )-~ ( )/ 2 met behulp van 
o . o . X ( 1- V-r,~ . "' - E . - E . u . ] 

lO la ex 1~l · la lO lo· 

Tchebycheff se onGelykheid. 

Onder voorwaarde (3.72) volg m.b.v. (3.68) en 

lemma 3.23 dat 

(3.190) 0 < lim No~ 
1~ -?CD la 

<m en 

( 3.191) 0 < 1· N 2 
( CD' sodat l:cl l 0 . 

N -?CX) lO 

( 3 l q2) o 1 · 2 I 2 • _, < lmo. o. <m. n -?<)) lO la 

rou volg m.b.v. (3.188) en (3.189): 

lim P[T~ < x2 J = O, d.w.s. 
N-?m a 

(3.193) lim P[T~ ~ x~J = 1. 
l7~m l.. 

T~ is dus asimptoties onderskeidend indien (3.187) 

geld. 

Beskou vervolgens 

(3.194) lim (E. -E. )/o. =- m vir enige bepaalde i uit 
N -?()) la lO lO 

1,2, ... ?k. 

(3.195) P[T~ ~ x~J = 

> P[t~2 > 2] 
l Xa 
AI 

= P[ jtij ~ Xcx] 

f 1 

= P[ I ti/ni -Eio I > Xo:a io ( 1-vl'Ti) - 2
-] 

= P[l(t~/n.-E. )/a. I> a. a-:1x (1-vl\T.)--~-] 
l l l o l a - l o l a a 1·. l 

1,_ 

Omdat lim x (1-vN.)- 2 = konstant < m, geld vir 
N -?ffi cx .~.'l 

al1e N voldoende groat: 

( 3 • 19 6 ) P [ I ( t ~ In . -E . ) / o . I > a . a-: 1 X ( 1-v 1\J . ) - ~-] > 
l l lO la - lO la cx J.'-l 

[ ( I I ) I -1 ( . ) -tl > P t . n . - E . a . < - o . o . 'X 1- vl\-1- • 
l l lO la 20 la~cx 1~l -

= 1- P[(t~ln.-E. )lo. >-O· o-:1 {x (1-vN.)-l+(E. --E. );6. }J 
l l la la- lO la ex l la lO lO 

vir N 

vo1doende groot m.b.vo Tchebycheff se ongelykheid~ want 
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-1 ( ;-!t )/ - o. o. [x 1-vw· + (E. -E. o. J > 0 vir N vol-
lO la ex l'll la lO lo-

cloende groat. 

Dus 

(3.197) lim P[T~ > x2J = 1 
N ~m - ex 

waannee bewys is dat T~ asimptoties onderskeidend is as 

(3.194) geld. 

Hiermee is die stelling bewys. 

Opmerkings. 

1). Neem alternatiewe hipoteses van die vorm 
1 

(3.97) Ha: Fi(x) = F(x+diN-~), i=1,2, ... ,k, 

daL geld onder voorwaarde (3.98) dat 

( 3.198) y. = lim I Cs. ~-E. ) / o. I 
l N-)ro la lO lO 

1 1 m 1 

= v ~( 1-v . ) - 2 ·1 (d • - d . ) / f ( x ) J ' [ F ( x ) ] dF ( x ) 1 im [N-1 .~ ( \f'Nh- ;p 1\T f ] --rr I 
l l l _ 1\T ~ t'Y'\ h - l. m 1\ \...V __ 

uit (3.117) 

= konstant < m m. b. v. ( 2. 41) omdat F( x) kontinu 

veronderstel word, sodat 

( 3. 19 9) 0 < y . < m vir i=l, 2, ... , k. 
- l 

Vir alle y i eindig besi t Tk onder voorwc_ardes 

(3.97), (3.98) en die voorwc::.ardes van hierdie stelling 

asimptoties 'n nie-sentrale x2-verdeling met eindige 

nie-sentrali tei tspara...rneter 

(3.184) A~= ~(1-vi)y~ 
l 

(stel1ing 3.8). 

Gevolg1ik is T~ nie asimptoties onderskeidend 

indien alle y. eindig is nie ( sien ook Y.~NDALL en 
l 

STUART(l961) vol. II p. 231). 

2). Vir alternatiewe hipoteses van die vorm 
1 m 

(3.142) H~: F.(x) = F(x+d.xN-~) met /x dF.(x) = 0, 
Cl, l l -CD l 

i=l 9 2' .. ? k h:an onder voorwaarde ( 3.14 3) en die voor-

waardes van hierdie stelling analo~ resultate bewys word 

as in opmerking 1 hierbo. 

 
 
 



(3.200) 

3). Uit (3.94) volg 

lim IE. -E. I I 0 as 
H -?CD la lO 

CD CD 
! J[H(x)]dF.(x) I J J[F(x)]dF(x) . 

-m l -CD 

]._ 

~aar uit (3.191) is oio = O(N- 2
) • 

Dus y . = 1 im I ( E . - E . ) / o . I = CD onder ( 3 . 2 0 0 ) . 
l ~ la lO lO 

l~ -?CD 

T~ is dus asimptoties onderskeidend met betrekking 

tot die klas van alternatiewe waarvoor (3.200) geld 

onderhewig aan (3.72). 
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