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HOOFSTUK I.

ALGEMENE INLEIDING.

1.1, INLEIDING.

In hierdie hoofgtuk word enkele fundamentele begrip-
pe uit die algemene toetsingsteorie, wat in hierdie proef-
skrif gebruik word, kortliks behandel, Meer besonderhede
kan onder andere gevind word in: CRAMER (1946), HOEFF-
DING (1951), NOETHER (1949) en LOXVE (1955); Hoofstukke
I en IT van STOKER (1955) bevat 'n aansienlike hoeveelheid

resultate wat in hierdie studie gebruik word.

l.2. DEFINISIES.
1.2.1. Konvergensie in waarskynlikheid en konvergensie

met waarskynlikheid een.

1)

Laat X1 1Xpsees 'n ry variante wees, dan konver-
geer Xy in waarskynlikheid na 'n konstante c¢ indien, vir
enige € > O,

(1.1) 1lim P[|§N—c| > e] = 0,
N-o

Die ry EIRESIRRE konvergeei met waarskynlikheid
een na ¢ indien vir € > O en & > O 'n positiewe natuurlike
getal N bestaan sodat
(1.2) PL/Y (x| < €)1 > 1-8.

n>N
1,2.2, Die simbole o, O, o, en op (CRAMER (1946) p. 122),

Laat £(N) enige willekeurige funksie van N wees,

Indien £(N)/N eindig bly as N na sy limietwaarde,
nasmlik O of o, streef, skryf ons £(IN) = O(N) en

1) 'n Variant word van 'n getal onderskei deur onderstreping
van die simbool wat die variant voorstel., Indien geen ver-
warring moontlik is nie, word die onderstreping soms

weggelaat,



interpreteer dit: f(N) is hoogstens van orde N,

Indien f£(N)/N na nul nader as N na sy limietwaarde
streef, skryf ons f(N) = o(N) en interpreteer dit: f(N) is
van kleiner orde as N,

Hieruit volg:

f(N) = 0(1) beteken dat f(N) eindig of nul is as
N na sy limietwaarde nader.

f(N) = o(1) beteken dat f(N) na nul nader as N na
sy limietwaarde nader,

Indien f(x,N)/N in waarskynlikheid na nul nader

as N-»w®m, d.w.s, as 1lim P[|f(x,N)/N| > €] = 0, dan skryf
N-w

ons f(x,N) = OP(N) en interpreteer dit: f(x,N) is in
waerskynlikheid van kleiner orde as N,

Indien daar 'n ry van gelykmatig begrensde getalle
{KN bestaan en |f(x,N)/N - NI in wasrskynlikheid na O

nader es N-»w, d.w.s., as lim P[ |[f(x,N)/N - KN' > e] = 0,
N-wm

dan skryf ons f(x,N) = OP(N) en interpreteer dit: f(x,N)

is in waarskynlikheid van orde N,

1.3, ALGEMENE BEGRIPPE.

Stel EN is 'n N-dimensionale Euclidiese ruimte en
Z 'n stogastiese vektor waarvan die waardes Z in EN 18&,
d.w.s. 7 = (Zl’ZZ""’ZN) e Ey.

Onder 'n hipotese verstaan ons 'n uitspraak of
bewering oor die waarskynlikheidsverdelings van die Zio
i=1,2,...,N., Die toetsing van 'n hipotese HO bestaan daarin
dat daar deur middel van een of ander kriterium bepaal
word of die gegewens lei tot verwerping, al dan nie,
van die hipotese wat getoets word., Iedere punt Z ¢ EN
lei dus tot 'm uitspraak "Ho word verwerp'" of "Ho word nie
verwerp nie', Die versameling punte Z wat lei tot die uit-

Spraak ”Ho word verwerp", word die kritieke gebied van die



toets genoem,

Stel TN is 'n meetbare funksie op die steekproef-
ruimte Ep wat alleen waardes TN(Z) in die geslote interval
(0,1) kan aanneem, As ons deur waarneming 'm punt Z e o
vind, bepazl ons deur middel van 'n ewekansige meganisme
met 'n waarskynlikheid TN(Z) of ons die hipotese sal ver-
werp. Indien daar geen verwarring moontlik is nie, sal ons
die toets wat deur die wasarskynlikheidsfunksie TN(Z) bepaal
word, die toets 1€ (Z) noem. (Sien STOKER (1955)).

Die waarskynlikheid dat die toets TN tot verwerping
van die hipotese HO lei wanneer die hipotese Ha geld (waar
is), is dan E(gNlHa) en word die onderskeidingsvermo& van
die toets TN genoem,

Die onbetroubaarheid of maat van die toets TN (om
H, te toets), word gedefinieer deur E(EN}HO).

Indien vir alle toetse T met onbetroubaarheid

N
gelyk aan o, €én toets Tﬁ gevind kan word sodanig dat

E(D)

die toets Tﬁ

baarheid o genoem om HO teen Ha te toets,

Ha) > E(EN Ha) vir alle toetse Ty, dan word

die meegs onderskeidende toets met onbetrou~

'n Ry van toetse {TN} word asimptoties onderskei-
dend genoem om Ho te toets teen 'n klas van alternatiewe
indien: i) die maat van die toetse gelyk is aan o < 1,

onathanklik van N, en

ii) die onderskeidingsvermo& na één nader as N-w

vir elke alternatief in die klas van alternatiewe,.

1.4, ASIMPTOTIESE RELATIEWE DOELTREFFENDHEID.
NIE~-SENTRALE ~x2~VERDELINGS.
Twee toetse word met mekaar vergelyk deur die
pasimptotiese relatiewe doeltreffendheid" van die een toets
met betrekking tot die ander toets te bereken., Dié begrip

word soos volg gedefinieer:
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Beskou die rye van toetse T en <T1 van dieself-

woen
de maat o gebaseer op toetsingsgroothede tN en tﬁ respek-

tiewelik., Die asimptoticse relatiewe doeltreffendheid

/
L

(hierna genoem a.r.d.) van die toets T, met betrekking tot

N

die toets TN word gegee deur 1lim N'/N waar N die aantal
N' -
waarnemings is wat nodig is om die toets TN plaaslik

(in die omgewing van die nulhinotese) dieselfde onderskei-

dingsvermo& te gee as die toets T gebaseer op N' waar-

nemings. Die definisie word in 'n gewysigde vorm gebruik,

Indien Xy sXpree Xy onderling onafhanklike normaal-

-

verdeelde variante is met gemiddeldes E(Ei) =y en varian—

siest var(x.) =1, i=1,2,...,k , dan Dbesit

k
T =2 gi 'n nie-sentrale xz—verdeling met k grade
i=1
van vryheid en noem ons
k
(1.3) )2 =‘Z p? 2)

i=1 *
die nie-sentraliteitsparameter van die verdeling (sien
SCHEFF¢ (1959) p. 412 waar \ as nie-sentraliteitsparameter
gebruik word in plaas van Xg).

Indien verder X,,X,,...,X, k variante is wat gesament-
lik normaal verdeecl is met E(gi) = py en variansie-kovarian-
siematriks (voortaan ,momentematriks" genoem, waarmee
bedoel word: tweede orde sentrale momente-matriks)

A = {O'ié waar ;. = kov(xi,xi,) met i,i'=1,2,...,k

1
> 1 1

sodanig dat |A] > 0, dan besit X'AT"X 'n nie-sentrale

x2~verdeling met k grade van vryheid (hierna aangedui deur

g£.v.v,) en nie-sentraliteitsparameter

S0 1-9

(1.4) 22 = 3'a~ 1

waaxr z' = Ix ,x e, X b A . 1 met X en .
il’ osecesXyry M LU19H29 oo My V)

2) Meer algemeen, indien die Xi'S gemiddeldes By oen varian-
. 2 . . k 2 .
sies of besit, dan besit T = 2 (Xi/oi) n nie-gentrale
i=1
xz—verdeling met k grade van vryheid en nie-sentraliteits-

2 K 2
parameter \ _iél(pi/oi) .



L die regiproke

die ooreenkomstige kolomvektore en A~
matriks van A, (Sien KENDALL en STUART (1961) vol. II
p. 229).

Indien die kofaktore van A aangedui word deur

IAjj,t vir j,j'=1,2,...,k , dan kan bostaande resultaat
scos volg uitgedruk word:

ko ok |AL, ]

T=3 2 —4_x.x, besit 'n nie-sentrale

j=1 =1 lAl J J

XZ—Verdeling mnet k g.v.v, en nie-gsentraliteitsparameter
> k k ﬂAj.,[ 3)

(1.5) 2\ =2 > —dd - EB(x)E(x.,).

i=l =1 A J J

Volgens SCHEFFE (1959) p. 413 geld verder dat
2

E(T) = k + .-,

Die a.r.d. van TN met betreklting tot Tﬁ kan nou
soos volg uitgedruk word (sien KENDALL en STUART (1961)
vol., II p. 274-275):

Indien tN en tﬁ asimptoties, vir N-w, onder die-
selfde alternatiewe hipotese plaaslik (in die omgewing van
die nulhipotese) nie-sentrale xz—verdelings met dieselfde
aantal grade van vryheid besit met nie-sentraliteitspara-
meters A en A' respektiewelik, word die a.r.d. van die

toets T met betrekking tot Ty gegee deur /AT,

1.5. KWADRATIESE VORME IN NORMAALVERDEELDZ VARIANTE.
1.5.1., Sentrale xg—verdelings.

Stel xq,
variante met verwagtingswaardes E(x

Koo Xy is gesamentlik normaalverdeelde
i) = 0 en momentematriks
A met karakteristieke wortels (getalle) 9oy e ey Ry

Lemma 1.1. Indien v van die karakteristieke wortels van

A £ 0 is, kan daar 'n ortogonale matriks C = {Cij} gevind

3) Tensy anders vermeld, deurloop i,1i';,j,j',h en m in hier-
die hoofstuk die waardes 1,2,...,k en (,¢' die waardes

l,zyaaoyk"ln



word sodanig dat

(1.6) T::ZZ ZC

Y X
i3m im® jmYmZiZ;

2 . . .
'n x"=verdeling met v g.v.v. besit waar
1
= vir ay £ 0

Ll vir n. = O,
A
Bewys: Omdat v van die karakteristieke wortels van A # O
is, is A van rong v (CRAMER (1946) p. 113),
Daar bestaan dus (omdat A simmetries is) 'n nie-
singuliere matriks P sodanig dat

I - . .
1 vir i=1,2,...,v

1 o= - o ! =

en 613 Kronecker se delta, want (vergelyk SCHEFFE (1959)
p. 399 lemma 11'):
Neem P = CL waar C ortogonaal is sodanig dat

C'AC = “wu.6.., waarby veronderstel word dat Mpshoge s g

Uitiy v

almal # 0 is, terwyl gl ? hypp s+ e 2ny almel O is.

Kies darn L as die diagonaalmatriks met 1de

1

Cyi® vir u. £ 0

diagonaslelement =/ *i %1 , 1=1,2,...,k,
L1 Vir y, = 0

Die karakteristieke funksie van die verdeling van

die x 'e word gegee deur

_13 0%

§ — =

(1.9) gxl,...x (B) = e

waaxr %t = .t S PR ,tu} met £ die ooreenkomstige kolom-
v 1772 k

vektor,

Stel £ = Pu en transformecr % na y deur die kontra-

greditnte transformasie y = P'i, dan is (sien CRAMER (1946)

p. 111):
(1.10) & (W) = Efeksp(idu.y.)]
u’l9"°y:yk JJJ
= Bleksp(itt.x.)]
jd 4
= g, (%)

—Xl”'@’x—}y,
eksp(—f% AT)

fi



&, sl ooy
120
= eksp(-33'P'APY)
Y2
= eksP(""}? >— ul)'
k i=
2 yf besit dus 'n x2~verdeling met v £.V.V.
i=1 -~
(CRAMER (1946) p. 314).
Nou is
(1.11) 1L = {Yiéijf met v, in (1.7) gedefinieer.
Dus
15 2 >t
(1.12) 2yi=v vy
i=1 R 5
= x'CLL'C'x
:?('l/:}ﬁ c. C. 'Y\L-}ZWDE‘I' {S“C c ,Yn 'n
(o TimT jm S 4 TimT jmYm!

simmetriese matrikes is

=22 % c
iJm
Gevolglik het

. C. X X,
in” jmYm i

(1.6) T =222 c
. T

.. X.X.
im Jan;I; 1XJ
14

2 .
'n ¥y -verdeling met v g.v.v,
Opmerkings.,
1), Indien alle x; =1 of 0, &.i. indien die
x-wacrdes reeds 'n momentematriks met karakteristieke

wortels O of 1 het, dan is alie Yy = 1, sodat

~

(1.13) © =2 2 2 ¢y cqpx;x, uit (1.6)
ijm
= % ? éinin omdat C ortogonaal is
=2 Xi.
i

2), Vir 'n simmetriese matriks 4 sal A = 4° wees
as en slegs as alle kerakteristieke wortels van A O of 1
ig (SCHEFFS (1959) p.403).

3)., Die karakteristieke getalle van die simmetriese
matriks A = {aij} word gegee deur die oplossing van

(1.14) |A-4I| = O - sien CRAMER (1946) p. 113 - waar

I die eenheidsmatriks is.



Di€ vergelyking kan geskryf word in die vorm (sien
SCHUTTE en VAN ROOY (1961) p. 210):
(1.15) %k - ajkal + a %k~2 - .. +(——1)Ka1 =0

1 Z <

waarby ) I

e, = 2 an.,

l 1 i=1 1l

I

‘ ap = L % 11! %ij ’ ,

1<] cy 8

| ii’ T3
(1.16) ~

T e e e

! ici<n | Fiir 3550 ®am

| "ni’ ®njr ®nn

; .

i

\\\_ak = |"‘ai3}’l = iA'.

As nou a, = [A] = O, beteken dit dat temminste een

kerakteristieke wortel = 0.

Van enige simmetriese matriks A kan die karakteris-
tieke wortels dus gevind word deur oploseing van vergelyking
(1.15).

4). Volgens TURNEULL (1947) p. 66 volg indien die

k wortels van (1.15) aangedui word deur HpoMose e s iy dat

-

a, = .
1 } i
ba, = 2 Z i
(1.17) - <]
Va, = N2 wLuan
3 idgen TR
LBy AR Ay

As dus wq = up=..= np_ 7 = L1 en n, = 0 in welke geval

(1.15) herlei tot

(1.18) n(x-1)"1 = 0,
volg: . _
‘|‘ &Ll = k-1
4 _ k-1
i C"z = ( 2 )
- s k-1
(1.19) ?3 = ( 3 )
l -
o k-1,
Coen = () =1
8y = 0 .
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5)0 f‘\x A:I"‘”\i‘\‘i' ’Ilet:;' :{\/\),\/VZ,...,\/'\;E;}

-> .
en v die oorcenkomstige kolomvektor, den is

(1.20) a5 = 1-v,; en
(1.21) a5 = =/Vivy vir 345,

Met behulp van (1.16) volg, indien

k
(1,22) 2 v. =1 met alle v, > 0,

i=1 *
dat
& = Z(l—\))
1 1 1
= (k“]—)y
oy = Z Z lnvi, ~Jvivj
143 -‘/\)i\)39 lm\)j
= 2, 2(1-x -vj)

= ( 2 >9 ens-9
wat in ooreenstemming is met die resultote in vergely-

king (1.19).

Lemma 1.2, Indien

(1.22) 2 v; =1 met alle v. > 0O,
i
dan is A =TI - v v van rans (k-1).

Bewys: Vergelyking (1.14) word in hierdie geval:
i t
(1.23) ]I = 9 =xI| = 1(1-#)I = WV |
Vir « = 1 word bostaande:

""\) 9 =y, \‘)1\)29

i
v \)29 Vo =/ VoV

—>=>1
SNV

—\/\)l\)kg ‘“/\)2\)1{5 @ 0o v 0§ "‘Vk

1
k k 1

= (""l) (Vlv2..°\)k>
1

9e0s gl
yesoesl
',i,' .

wat 'n determinant van rang 1 isg, sodat 4 =1 'n
(k-1)-voudige wortel van (1.14) is (sien SCHUTTE en VAN
ROCY (1961) p. 220 en HADLEY, G (1961) ,Linear Algebra®

Pp. 237, 242-24%),
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Vir 4 = 0 herlei (1.23) na:
l‘“\)l g - v \)l\)g’ o s 0 o 9 =Y vlvk

(1..24') 'I"".’\i—\i' ' = -V Vl\)2y l"‘_‘\)2 g esee g = \)2\)k

ST S s ey 1w
= 0, want
(1.25) /33(1-vj) ~i(§j>/szyvzsg = f33(1~vj) - fvg i(ij)vi
= /?)E(l-%vi)
= 0 vir alle J.
Uit (1.24) volg dat n = 0 ook 'm wortel van (1.23) is.
Die rang van A is gelyk aan die asntal karakteristieke
wortels wat # O is (CRAMER (1946) p. 113), d.w.s. gelyk aan
(k-1).
Opmerking.
Uit A ontstaan, deur weglating van die kde Ty en
kolom, 'n nie-singuliere matriks van rang (k-1), nasmlik

l—vl“, - /vlvg, A /vlvk~l
= /N Vo, 1—v2 Y veeey — /vzvk_l

- 7 -
- /blvk-l’ VoV 15 eees L=V g J
wat die momentematrilks is sran xl,x2,...,xk_1,

Lemma 1.3. Indien

(1.22) Zvi = 1 met alle v; > O,
i
word die resiproke matriks van Al gegee deur

/'\)1+v1 s /VVos ey SVVE 4

11 :\%, SVIVs s VotV ey JVZkal
lr

- ° . o . o . . °

VIV 19 VoV g e Ve 1Yy

1 _ I,

Bewys: Dit is voldoende om aan te toon dat AlAi
die eenheidsmatriks,

, - l — ’ "'“ " e j») 4= 3 Y

Tast AlAl = {agg,}, n (k-1) x (k-1) matriks

waarby (,C' = 1,2,...,(k-1), dan is:
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- 1 ‘ ‘

1 = Vi LV ) (v v )=y vomvy vame =y vy g ]
=1 m.b.v, (1.22),
N

Upo = Vi [~v1v2+(l~v2)(v2+vk)—v2v3~...—vzvh_l]

=1, ens,, sodat

1 vir ¢ =1,2,...,(k-1).

Verder is

S P —_ _ : —
%, = Vp [(1 vl)/vlvz —(v2+vk)/»lv2~v3/vlv2—..,—vk#lvV1V2]

B .

=V Vo llevy mvom v mvam ey ]

= 0 m.b.v., (1.22),

%, =V [(l vj)/—__* VoV V3= (v3+vk)/ VIR

3 .-vk_lJvlv3}

= 0, ens., sodat
= 0 vir Cr#£C,

Dus {agc,} = I, waarmee die lemma bewys is,

1.5.2. ilie-sentrale x2~verdelings.

s gesanentiik normazlverdeelde

[N

tel e ooyl
Stel Xy ,Xpse .o Xy
veriante met verwagtingswaardes E(gi) = u, en momente-

matriks A.

STELLING 1.1

Indien
(1.22) ?Vi = 1 met alle vy > O,
> !
(1.26) A = I-vv ,
(l 27) >,\/ p, = ’
£ 2
dan besit T = 2 X; 'n nie-sentrale yx -verdeling met (k-1)
i=1

&.VL.V, en nie-sentraliteiltsparaneter

Tr

& 2
(1.28) 2% = 3 [E(x.)]

i=1 -

k

LI

= /J p-'l

i=1 *

Bewys: Laat §El) = {xlgxp,,..,kalﬁ met ocoreenkomstige
1 - N .

kolomvektor §(1)7 3(1) = %“1’“2’°"’“hel}m€t ooreenkomstige
kolomvektor E(l

)n
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Die momentematriks Al 18 nie-singulier en van rang
(k=1) - wsien lemma 1.2 (opmerking).

Volgens KEYDALL en STUART (1961) vol. II p. 229

...:[_—)

1) - 2oy 1
l) 1 X(l) 'n nie-sentrale

(sien ook @1.4) besit §E
szverdeling met (k-1) g.v.v. en nie-sentraliteiteparameter
2 _ ! -1-
MoEwaMTEa)

Omdat die momentematriks van x,,x <09 Xy gegee word

27"
5 !
deur A = I-wv , volg dat var(§i) = 1—vi vir i=1,2,...,k
en kov(zi,§j) = - /vivj vir i £ j.

Gevolglik is

(1.29) 2 /__ kov(x X ) = 0 vir alle j (sien (1.25)),
i

sodat Bl £ /3 (x,-p;)1% = 0 m.b.v. WITES (1962) p. 81,
i e

}
)

0 met waarskynlikheid een.

i

Gevolglik is 2 /Y, (x.-u.)
PSR |

Uit (1.27) is dus
(1.30) % /v; x; = 0 met waarskynlikheid een.

2! - . .
Nou kan x 1 X net waarskynlikheid een
()% *(1)
in 'n ander vorm geskryf word, naamliks

-—>' -1 =
“yh *)

e et N
VitV 0 SV Vo e/ Vg R

= {Xlsx29.°,x ﬁ v, p VotVira e e/ VoV 9 TZ ?

. . . e . . ° . . o

/Vlvk~l’/$2vk—1"’°’Vk—1+vk -1

il

[kaX % /32 X,) ]

il

vi [Vl x° + (= /v Xy ) ] met waarskynlikheid een

C k
¢ uit (1.30)
k .
= 3 x°.
;997 .
Dus besit X(l) ll X(1) en 2. Xi dieselfde verdeling.
i=1

Op analog& wyse is

- ! -1 = 2
M(1)ALT B(py = 51[ B(x)1° = Llu

Hiermee is die stelling bewys.
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Opmerkings,
1). Indien Ry9Xoge ey Xy asimptoties gesamentlik 'm
normaalverdeling besit met asimptotiese verwagtingswaardes

B(x.) = pyoen asimptotiese momentematriks A, waarby

4 . 2 . . p .
dan besit T = ¥, asimptoties 'n xd~verdellng met (k-1)

£.V.V, en nie-sentraliteitsparameter e = pi.

i
3

2). As 21le u; =0, besit T 'n sentrale x“-verdeling

met (k-1) g.v.v.

1.6. DIE PROBLEZEY VAN k ONAFHAYILIIE STELVPROLVE,

In die praktyk beskik ons scirs oor 'n aantal, sg k,
onafhanklike steekproewe, afkomstig uit verskillence popu-
lasies met onbekende vercelingufunksies F19 i=1,2,...,k.
Die vraag is dan of die verdelingsfun..sies glmal identies

is, a1t wil & of die k steelproewe alwugl uit dieselfde

of icdentiese pooulaesies afkomectiz is,

().l

In die parametriese geval is dit gebruiklik om vir
elke steckproef sekere groothede (parameters) bte bereien
(bv. gemiddelde, standsard-afwyking, ens.) en dan deur
statistiece inferensie afleidings te maak sangeande die
onderskeie populasie-paremeters, 'in Ander metode word in
hierdie studie gevolg, 1nl. die sogenaamde nie-paramnetriese
(verdelingsvrye) metode.

Die steelkproefwaarcdes word gesamentlik in stygende
volgorde volgens grootte (of volgens 'm bepaalde eienskap)
gerangskik en rangnonners toegeken, Die wyse waarop elke
bepoalde steekproef se wacrdes versprel 1& in vergelyking
et die res van die wawrdes, gee dan ‘n aanduiding in hoe-
verre sommige populasies moontlik verskuif 1& met betrek-

king tot die ander, of 'n groter verspreiding toon, ens,
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Verskeie toecteingsgroothede, gebaseer op rangrnommers,

@

“zdefinieer in die geval waar k = 2.
(@)

ig vir nierdie prodleem [
In hierdie studie word verskeie van die voetsingsgroothede
vir die probleem van twee steekproewe uitgebrel na dié

ven k steekproewe en word ook nuwe tostsingsgroothede voor-
gestel.,

In hoofstuk II word 'n algeuene klas van toetsings-—
groothede vir die probleem van k steelproewe behandel en
nulle asimptotiese verdelinge benasl onder die nulhipotese
HO. Dieselfde toetsingsgroothede se asimptotiese verdelings
werd in hoofstuk IIT bepaual onder 'n algemene hipotese H.
Vercer word die sgsimptotiese relatiewe doeltreffendheid
en asimptotiese condersheidendheid van die toetse ondersoek,

Hoofgtuk IV bevat toetse vir, en uitbreidin:s van,
die probleemvan m-rangckikkings,

In hoofstuk V word 'n tweefaktor variancie-aralice

behancel,
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HOOFSTUIl IT,

VERDELINGSVRYE TOETSINGSGROOTHEDE VIR DIE PROBLEEM

VAN k STEZKPROEWE (k > 2). LIMIETVERDELINGS ONDER H_ 1),

2.1, INLEIDING.

k
Gegee N = ny onderling onafhanklike steekproef-
i=1

waardes Eij;

i afkomstig is uit 'n populesie met verdelingsfunksie F.,

3:1929..,7ni; i=1,2,...,K waar zij vir vaste

i=1,2,...,k. (Fi nie noodwendig kontinu nie).

Die probleem wat hier beskouw word, is om die nul-
hipotese HO: Fl = F2 E L., = Fk = I, s&, naamlik cdat alle
verdelingefunksies Fi’ i=1,2,...,k identies is, te toets
teen die alterrstiewe hipotese Ha dat nie almal identies
is nie,

In hiercdie hoofstuk word 'nm algemene toets vir boge-
roemde probleem behandel waarin voorsiening gemsak word vir
die .eval waar gelyke weardes onder die wesarnemings kan
voorkom deurdat die Fi‘s nie noodvendig kontinu veronder-
stel word nie. Dacr word beuys det die voorgestelde toet -
singsgrootheid onder seliere voorwaardes asinmptcties 'n
ve-verdeling besit.

Verskeie svesiale gevalle word bespreek, wasronder
Gid ven ¥RUSKAL (1952), die uitbreidings van die toetse van
TERRY (1952) en VAN DER WARRDEN (1957) vir twee onafhanklike

steekproewe na k onafharklike steekproewe, die toetse ven
MO0D (1954), KLOTZ (1962) en andere,

2.2, DIE TOETSIFCSGROCTEEID Tk.

2.2.1, Definisies,

Stel die funksie YN(é) ig vir alle waarces van N,

—

). Hierdie is 'm uitbreicing vaen die artiliel ven IEUER en
TORER(1961) na die geval waar gelyke wearneainge kan voorkom,

3
2). HO impliseex Hoo’ nl. dat alle permutasies van die waardes
)

gelykkansig is (STOKER(1955) pp. 13-14). In hoofstuk II word
deurgsans onder Hoo gewerk,
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kontinu en morotoon stygend 3 in g (0<8<1) en dat daar
‘n kontinue en strengstygzende funksie ¥(§&) in & vir 0<¢8<1
bestaan sodanig dat vir alle § met 0<86<1 geld

%%ﬁDWN(b) = ¥(8) en wel, vir iedere e>0, gelykmatig op

e<b6<{l-e. Dui die rangnommer ven x.. in die gesamentlike

1J
rangskikking van die N waarnemings acn deur rij indien

alle x. .
e Xy
ke waarnemings).

4)

verskillend is (sien §2.2.2 in die geval van gely-

ctel
ie!
2 Yy (8
=1
= rij/(N+l).

Definieer soortgelyk

ij) waar

(2.2) 6ij

(2.3) 6., = h/(N+1) (let op die verskil tussen 6, en 613).

Laat

ol

)17%.

Dan definieer ons as toetsingsgrootheid:
1

° +
(2.4) %; = (W-n,)*4,~E(t; [H ) I Nvar(t; [H,

Opmerking.

In §2,3 word aangetoon dat die asimptotiese verdeling
van Tk vir II-»om onder sekere voorwaardes 'n X2—verdeling
met (k-1) g.v.v., is. Die faktor [(N—ni)/N]% in die defi-
nisie van %i het tot gevoly dat E(Tk) = (k-1). Sien

lemma 2.4.

3). Alle resultate bly geldig indien ,stygend" deur ,dalend"
vervansg word. Sien bv, lemma 2.7.

4), In hierdie hoofstuk word deurgasns, tency anders ver-
meld, veronderstel dat die indekse 1,i' die waardes 1,2,..,k
deurloop; Jj,Jj' die waardes 192,...7ni en h,h' die weardes

1,2,...,0.
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2.2.2. Gelyke wmarnemings (Fnope).

Indien daar onder die Xij'S gelyke waarncnings
voorkom as gevolg van diskontinuiteite in die verdelings—~
funksies Fi en/of as gevolg van metings tot 'n bepaalde
akkurzatheld, kan dasr asan hierdie gelyke waarnemings op
verckillende maniere rangnommers toegeken word, bv,:

a). Lotingsprinsipe.

Dul die gerangskikte stel xij—waardes can deur
Zq3Zpy e ey By WEAT zlgzzg e SZN, Gestel dear kom 'n knoop
(ry van gelykes) van lengte g voor, neanlik

= z cee = Z en geen ander z, Vir

Z = Z
v+1 V+2 V+g ) h

n Z (Vv+l,Vv+2,...,v+g) is gelyk zan die z-waarde van
die knoop nie.

Die lotingsprinsipe bestaan daarin dat aan elkeen
van die g gelyle waarnemings dGeur 'n ewekansige lotings-
megenisme een ven die ronge v+l,v+2,...,v+g toegeken word,
Hierdeur bly die N! vermutasies van die waernemin.s onter
HO gelykkansig en speel die gelykheid van die waarnemings
geen verdere rol nie. (Sien byvoorbeeld vergelyking
(2.20)).

b). Metode van gemiddelde runge, ('n lieer volledige
begpreking word gevind in STORER (1S55)).

Aan elkeen van die gelyie waarnemings

word dieselfce gemiddel

jol]
o
2]
Y]
o

&g
ot
O
[©]
f

Lrd
EVPS RN LR RV

geken, nesamlik

(2.6) &=t § (vrn) = vad(gel).
p=1

Hierdeur bly die som van die range van die N waar-
nemings onveranderd ongeag of dear gelykee onder die waar-
nemings voorkom al dan nie. FHierdie prosedure word op
elke knoop toegepas., ¥Word aan ledere Zy, 'n verskillende
indeks toegeken, dan bly die N! so verkre# permutasies

van die waarnemings gelykkansig onder HO.
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Op ooreenkomstige wyse as hierbo vervans ons
YN[h/(N+1)] in die knoop deur a, waar

1€
LlWN[(v+p)/(N+l)] vir alle waardes van h
u=l "

waarvoor v+l < h < v+g.

Is alle knope van lengte een (d.w.s. alle wasrdes
verskillend), dan is 8, = WN[h/(N+l)] = WN(éh).

Gestel dat daar onder die N Zy, 'S A kriope van lengtes

81280500018y voorkom, Stel
(2.8) G = gy+eo+ ... +g
waar o € 11,2,.,,,§} er. laat

@ —_
(2.9) G, = O.
Dan is
) A
(2,10) G, = X g =N
A a=1

waar clle ongelyke waardes asg knope van lengte een besgkou

1
~

word., 8y word in hierdie geval:

y S
(2.11) 2y = g péle[(Ga_l+u)/(N+l)]
wanneer G 4+l < h (G .

Definieer ook

(2.12) aij = &, indien Xij = Zy.
Vir ongelyke waardes (knope ven lengte een) is
- W
a;5 = ¥p(8;4).

Die definisie (2.1) van ti WOord nou S00s Volg

gewysig om knope in te sluit:
n.

z

(2.13) t, = 2
J=1

Let op dat 3y, met een indeks en aij met twee indekse

8
1J

verskillend is in betekenis,
¢c). Die sogenamamde ,non-random" metdde bespreek deur
CROUSE (1960). Hierop word in hierdie studie nie ingegaan

nie,

5). o deurloop die waardes 1,2,...,\ tensy anders vermeld,
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2.2.3. 'n Aantal Lemmas,

Lemma 2.1. Die verwagtingswaarde van ti onder Ho word,
vir vaste i, gegee deur:

(2.14) Bt [H) = o0 Ja

h b’
Bewys (sien STOFER (1955)):
B(t, 1H) = EL Td ]

-1 Z' 5
= ( ) [ ‘7?..]
n. ___.J(.u
i J 1J
[}
waar .. dle sommasie oor alle moontlike kombinasies van

n; groothede uit N aandui, wat almal ewekansig is onder HO

-1, M-

= (ni) ( .~l> ;a
-1

= niN %ah

Opmerking

Uit (2,11) volg:
G +1 G

S . STuw -1 y o—1 o
%ah = i[EN( e RSt G sy e SRR St G oy D
= ZYN[h/(N+l)] went G, = N uit (2,10)
=2y (8, ).
n N b
Gevolglik is
, - —1
(2.15) E(%; [H) = nN LVN(é ).

Die verwagtingswaarde van ti onder HO is dus on-—
afhanklik van die teenwoordigheid van gelyke waarnenings,

Dit is egter nie die geval by die variansie nie.

Stel

(2.16) 05 = %(ah T\1)2 vaar
- -1 e

(2.17) V.. = 1 va, =N - v (6,),
I n h n N'"h

Deurgeaens word onder die metode van gemiddelde
range gewerk tensy anders vermeld en word aangeneem dat
nie alle waardes gelyk is nie (d.w.s. nie net cen knoop

2 . . .
wat alle waardes bevat nic), sodat o; > 0 vir eindige N,



Lemma 2.2. Die variansie van Ei onder Ho word gegee deur:

(2.18) ver(t, |H) = n;(f-n,)(-1)"2e2 , O

Bewys (sien STOKER(1955)):
_ N \-1 ! = 2
var(t, [H)) = (ni) % [?(aij—YN)]
waarby Y dieselfde beteken as in lemma 2.1

= ()7 BB (e mT)PE T (ay Ty (a5, =T

i gt £
= <§i>"1<§i'}l> 2 (o Ty)® 4
N -1, N=2
+ (n1> (n 2)%#121'(ah"?1\])( N)

ni(N—ni)(N—l)_los m.b.v. USPENSKY(1937) p.176.

Opmerkings.
1). k=2 lewer: var(t.|H ) =mn(N-1)~ l lE:(a )2
° i'"o h™ N

met m=n, en n=N—nl wat ooreenstem met 'n resultaat afgelei
deur STOKER(1955) p. 28.
2). Laat

(2.19) ¥y, = ¥y(8

Nh h)
Definieer nou

2 -1 A
(2.20) OC =N %(WNh—YN)9

dan kry ons soortgelyk in die geval van die lotingsprinsipe

by gelyke waarnemings

(2.21) var(t,; |H,) = ny(FN-n,;)(N- 1)1 2

Lemma 2.3. Die kovariansie tussen ti en ti' (iv#£1)

onder Ho word gegee deurs:
)—102

(2.22) kov(l;.j_?_tj_' ’HO> a *

it

~nini,(N—l

Bewys: kov(zi,ii,lHo) E[(Ei-EEi)(ii'"‘EEi')] (1'#1)

I

l’ll,
E[(Za -—l’l ty )( 21 i'b-ni'?N)]

6). Aangesien 02 'n varlant is wanneer knope voorkom, moet

It

Vdr(t IH ) gelnterpretecr word as var(t |H_ 32) waar

Z"(Zl’ZZ"‘?ZN>‘
onder voorwaarde van die gegewe stel waarnemings gewerk,
Die verkorte notasie var(ti) word ook soms gebruik,

oo?
Deurgaans in hierdie hoofotuk word dan
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ni ni,
= 5= -7
J_l b%]_ Elﬁ(rl N>(al'b ’N)].

Let op dat Xj5 0 Xy, nie dieselfde waarneming kan
agandul nie omdat i'#4i vir alle j,b met 1<igny, 1<bin,

Dui ons die som oor alle moontlike kombinasies van

X . . . -1t
n; en n,, verskillende groothede uit N aan deur 2 , dan

volg verder: n

, i
kov(t.,t., |H )= 5 Z N D R A -
239290 | o 71 e 1( i> (nj_' ) 2 ('113 N)(al'b N)
Ne-n. N-1-n.
¢ v N =1 iy~-1, N--2 i G T
2 u( )T ( ) a,-¥..)(a, =¥
B4 g (ni—l)( n,,-1 ) h n)( h' N>
- -1li=1 = 5 -
=n.n, (I'-1)"7"N"~ 2(a,-7 2 By~
it h( h r$>}1,(#h)< ne )
-1 2 - S -
= N (N-1) o omdat ;_l.‘ (ah' ..ﬂffN)
Opmerking.

In die geval van die lotingsprinsipe kry ons:
Is i - "l 2
(2.23) kOV(Ei’EfIHo) = -n,n, (N-1) Sh

Lemma 2.4. Die verwsgtingswaocrde van TP onder HO word
gegee deur: E(gleo) = (k-1).

Bewys: E(Z [H) = BIS(W-n )N " (t,-Bt,)% (var(t;)) ]

_ﬁ
+:

-1

?(Nmni)NhlE(ji~E§i)2[var(§i)]

- -1
2 (-0, )
1

(k-1).

il

i1

2.3, LIMIZTVERDELING VAN Ty (ONDER H,).

Ry die bepaling van die limietverdeling van Tk
maak ons gebruik van 'n stelling soos aangegee deur
STOKLR (1955), wat 'n samevatting is van resultate afgelei
deur NOETYER (1949), HOEFPDING (1951) en andere, neamliks:

STELLING 2.1.

Beskou 'n ry van rye By = (le, N2"°"bNN>’ N=1,2,...

en stel

(2.24) By = %bﬁhgh WeaT (d Goseens QN) 'n stogastiese
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velktor 1s, gedefinieer ocor die N! gelykkansige permutasies

van die elemente van 'n x 7 = (z oo 98 .
a g n tweede 1y AN (aNl’aNZ’ . ’?NN)

Indicn
r a - A
(2.25) ay = ;‘lﬂh en
BN S,
(2.26) by = N >bml,

dan is E(§N) = Nbrap en

- Ct — 1 - ' oy 2
Verder is
“13'

(2.27) By = [(8-E(8) 1lvar(s)]™

asimptoties normaal (0,1) verdeel wanneer N-w indien die

rye AN en BN voldoen aan dic voorwaarde

%—(r,_ ) _ -

<

(2.28) 1in N >&(a“Iﬂ q) Z(bl“fbm)
N->m

— = O Vil‘ I‘=3,49...
5 ey~ 2y3r STEN: )27%T

- G = Oy~ Py

'n Voldoende voorwaarde ten einde dat (2.28) geld, is

!
! maks a..) maks
(2.29) 1im N mak (aNh i) m?i (bﬂl I)
N-w
2 s =2
Elyr) )

L(al"h oy i( Pyp~ Py

Word daar aan voorwaarde (2.28) of (2.29) in waar-
skynlikheid voldoen (byvoorbeeld in die geval van knope),
dan geld die stelling, naamlik dat die voorwaarcdelike
verdelingsfunksie van (d i, die verdelingsfunksie van
EN vir 'm gegewe stel knope) na die standaard normaal
vérdelingsfumksie nader -~ sien STOLER (195%) pp. 33-34.

Stel nou:

(2.30) 8y, = 8y, Vir b=1,2,...,N en W=1,2,3,...
(2.31) by, = ¢q vir h=l,2,...,1
= Cy vir h=n1+1,n1+2,...,n1+n2
e ,m;lq :
= ¢, Vvir h= n +1,..,,,N=4n. R
k el ;1

waar c, 1€ en Cy willekeurige eindige konstantes is.

299!0 i
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Stel verder
(2-}2> \)Nl = nl/N er
(2.33) Vi = %im.vNi vir i=1,2,...,k,

' -0 ©

dan is Zvi =1,

i

Stel ook

(2.34) 0¢v <l vir i=1,2,...,k.

STELLILG 2.2.
Indien
e = 2
maks(ah—YN)
(2.35) b = op(N) vir N-m 7),
NE (e, )
h N

(2.36) minstens twee van die c.'s in (2.31) verskillend is,
sé c_fe ., pAg,

(2.37) vp,vq > 0,

dan geld voorwaarde (2.29) in waarskynlikheid.
: C : T \2
- ° RE [ —
Bewys: Vir eindige c; is ﬂ%$s(bNh bN)

altyd eindig

(vir alle N), en wel

e

X £ maks ci, onafhanklik van N, Verder

(2.38) m%Fs(bthﬁ

volg:
N‘lz(b
h

1]

2 -1a - 2
) N2 (ey=Dy)

1
S 0T (c;=2n. N ~¢
’{ i i 574

1h™ O

N 2

= %vi(ci-%vi,ci,)

= e>0 as vir minstens een i geld vi>0

V. . ., 4.1, > ., CL  AC.=V,C.=C.
en ;vl,cl,# ¢y, d.1. as 2 Vi 1'# s=vicy

5 |
11%#ﬂvl

it it (#1)
want »v.,=1, d.i. as c.# 4  Vv.,cC. 2 V.
I Yoan(A) 1/ 5 Tyt
mits 2 v >0,
it (#1)

Hieraan word voldoen as temnminste nog een V20

vir i'#i en indien dan vir dsardie i' geld ci'%ci, Origens

7). Die limietoorgunge geld deurgaans vir -,
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bly die konstantes c, willekeurig.
A

Mou volg:

. )2

mg ks (D~ b, p
%1°( I 1 maks ci

— 2 - — 2
2(0y =by) NN (b, <Dy
Ot RN v

2 . - -
mifs(awh 1\‘) m%fs(bm —bN)2 maks (a, gN)Z
- - B Loy
1. _ L 2e - .7 1. o
N2 (agy,may) E(bﬁh‘bm) K b(d )

1l

op(N).o(N'l) wit (2.35)

i

op(l) sodat aan voorwasrde
(2.29) in waarskynlikheid voldoen word.
Opmerking.
Voorwaarde (2.35) kan in 'nm ander vorm geskryf word,
en wel s008 volg
Die uitdrukking 02 is, vir vaste N en gegewe fTunksie
YN’ alleen 'm funksie van die knope §19€55. .18, €0 ONS
dul die afhanklikheid aan deur te skryf:
)2

2 ~1
(2039) o]};[’a(gl9g29°°’9g)\_) - 1\ z(ah N

Dui die gemeenskaplilie verdelingsfunksie van die
k verdelings aan deur F(x) (onder H, is ¥y= F2—~°'=1KEE),
dan neem ons as voorwaarde
(2.40) (Iedere diskontinuiteit van F(x))<6<1.

39 3 T, 7 'r'—l""
Indien 1lim Yors wasrby Vw:h LYNhy bestaan en gelyk
N-w & : h

is aan a (eindig), 1& a in die bereik ven Y(éh), en dan
1l
bestaan dear volgens stelling 2.4 van STOKER (1955) 'n

N
positiewe Lonstante ¢ sodanig dat

2 2
2.41) 1lim inf. og T 98 e e sSy)>CT  spT O
( ) 1 1\:,a(51’b2’ 9b>\>_w

IEdeo!

8)

en wel 1is 02 gelylkmatig var O geskel op alle klasge van

8). ,spr a" bebteken: ,bekhoudens 'n waarskynliiheid hoog-
stens gelyk aan o". Sien Vall DANTZIG(1947-~1950) p. 205.

Spr O beteken dus: met waarskynlikheld eemn,
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verdelings F(x) waarvoor die grootste diskontinufiteit gelyk-
matig van 1 geskei Dbly.

Voorwaarde (2,35) herlei dus

s onder (2.40) na:
" ) % N2 = a2 . .
(2.,42) maks[WN(éh)~?N]2 = o(N),

h

Stelling 2.2 geld dus onder voorwaardes (2.36),

(2.37), (2.40) en (2.42),

TELLING 2.3,
Onder die voorwaardes (2.36), (2.37), (2.40) en

(2.42) is Zciti asimptoties norm:al verdeel as M-,
e
Bewyss: Uit stelling 2.1 en 2.2(opmerking) volg dat

:B [0F~bs 1(Jq)] zoimptoties normaal (0,1)
verdeel is as N->w waarby

(2.43) 8y =2 b

g

Piﬁih

i
g
g
o)

MR R

waar ti in vergelyking (2.13) gedefiniecr is.

Opmerkings.,

1). Deurdat die cy willekeurig is behalwe dat
minstens twee verskillend moet wees, volg det 'n wille-
keurige lineére som van die ti's aginptoties normcal ver-
deel is as N-wm.

2). Kies c;=1 en alle ander c;,=0 (i'#4i). Dan is
§N = Ei en indien verder O<v, <1l vir n, »m® en I'»w, in welke
geval zan voorwaardes (2.36) en (2.37) voldoen is, volg
uit stelling 2.3 dat 3i (vir vaste i) asimptoties normaal

erdeel is order voorwaardes (2.40) en (2.42). Sien ook

opmerking 3 hieronder.
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3). Indien
(2.40) (Iedere diskontinufteit ven F(x)) < @ < 1

’7
(2.42) mﬁfs(Y}h Y)© = o(X) vir K-w en

(2.44) v,>0 vir i=1,2,...,k ,

dan kan ook m,v.,vy STCIER (1955) stelling 2.2 opmerking 1

bewys word dat ti asimptoties normaal verdeel ic as N-0wm.
4), Indien

~(2 . DL
(2.45) oa(‘+6)N “z{awa e+ 0. (1) waar &0, en
no b

(&46)ni%w m1(ﬁqﬁ)»m as Now,
dan volg m.b.v. STOIER (1955) stelling 2.3 dat t asimpto-
ties normaal verdeel is as N-wm.

5). Onder voorwaerde (2.40) is die voorwssrde

(2.47) z |2+ = o(M) vir 650

’ "NTh N
voldoende vir die geldighkeid van (2,45),

6). Volgens EQFEFFDINC (1951) is die voorwaardes

maks(ah— IT)2
h EA ]
(2.35) = o_(N) en
N5 (a, =T )7 -
B S U
rek
(2.48) —2 — = o, (1), , &0,
NI T 2 l+;‘6 ’
[%(wh_ yN) ]

ekwivalent, waeruit volg dat die voorwasrde

~(2+06) =1y, 5 (2+0 _ .
o N ﬁ ay, YBI = Op(l) vir &>0

(2.45)

voldoende isg vir die geldigheld vun

. - 2
mals(a,~¥y) .
(2.35) —= — = o (1) .
l (% )2
“n” N

7). et behulp van c¢ie ovmerking na stelling 2.2
en opmerking 6 hierbo volg, onder voorwaarde (2.40), dat
(2.47) 3o 712 = o(m), 650,
voldoende is vir die geldigheild van

(2.42) maks (v, -¥,)° = o(1).
h N



p:
o

“ UNIVERSITEIT VAN PRETORIA
’ UNIVERSITY OF PRETORIA
L4

YUNIBESITHI YA PRETORIA

32.
STELLING 2.4,
Indien
(2.40) (Tedere dishontinuiteit van P(x)) ¢ 8 < 1 en

(2.44) vi>O vir i=1,2,..,,k ,

dan is die asimptotiese variansie-kov risnsiematriks Ml
0 . 7~

van die k variante i 3=1,2,...0,k , van rang (k-1),

~

wear t. gedeiinieer is in (2.4),

Bewys: Order voorwzarde (2.40) geld (2.41) sodat uit (2.4)

volg (vergelyk (2.18)):

A ) B
var(t;) = (F-n )% “varl (+,-Bt.) (var[t,1)7%]

li

e
T

o]

QJ

ot

l-n

i
s
I
<

lim Var(%.)
N > -

let behulp van lemmas 2.2 en 2.3 volg dat

A A i _2
kov(Ei,li,) = (N-1)N" nlznlf kov(t Ly ) it£i
% 'r""l
= —(nyn, ) *N sodat
1lim kov(t ta,)= = SV, .
N - : o

Die wvariante ti besit dus asimntoties die momente-

natriks
7 r —
=Vo g= Vi Vaseeasg— JV \
( 10 1Ver »T OV VR )
i
1\,11 :< - \)l\)29 l"'\)z 9 0o e 0 0 9 \)ZVR

L - /blvky— fvzvkg....y 1~vk J

-
= I-vv

waar I die eenlieidsmatriks is, v die ryvektor
> .
(/vl,/vz,,,,,¢vk) en v die ooreenkomestige kolomvektor.

Omdet Xvi:l en alle v;>0, volg uit lemza 1.2 dat
i

i, van ra o (k-1) is.
Opmerking.

Dit kan maklik bewys word dal die variansie-
kovariansiematrils M2 van die variante tj ook van rang

(k-1) is, waar var(ti) in vergelyking (2 en kxov(t.,%t.,

in vergelyking (2.22) gegee is.
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Lemaa 2.5. Indlen vir die variante b, 1=1,2,...,k geld

(2,49) 1lim Var(ji) > 0O,

-
- ° ‘2+ . .
(2.50) lim T T ® (o vir enige &>0 en
N->w
= S odef « 2 - .. N . .
(2.51) § “= 2e % (ei onafhanklik van N) is asimptoties
i

normaal verdeel vir alle re&le eindige ko&ffigidnte

ey 1=1,2,...,k

~

den 1ig die gesamentlike verdeling van tlytq,...,tk
21020 2

asinptoties normeal as N-wm.

Zewyss:  Silen die bewys vean lemme 5 in LEMMER en STO0-

KER (1961) of CROUSE (1960).

Lemme 2.6, Die voorwaardes

(2.40) (Iedere diskontinuiteit van F(x)) < 6 < 1,

)2 = o(¥) en

> 9 . - —"—-

(2.44) v.>0 vir i=1,2,...,k

=

is voléoende vir die gelligheld van die voorwaardes

(2.49) 1lim var(t.) > O en
N - —l

(2.50) lim Bz, [¢*°

N->w

< ®» vir &0,

Bewys: In stelling 2.4 is bewys dat
lim var(t,) = 1-v.
F-m

> 0 m,b,v. (2.44),
Hiermee word aan (2.49) volloen,
Onder die voorwaarde

4

1 L v =
(2.42') W72 (v = ¥y) " = 0(N)

h '
word aan voorwaarde (2.50) voldoen - sien bylaag A

of TEMMER en STOKER(1961) lemma 6.
Opmerkings.
1), In al die toepassings van hierdie lemma (sien
1
8 2.5.2 en 2.5.3) word aan voorwaarde (2.42 ) voldoen -

sien byvoorbeeld STOKER(1955) vergelykings (3.35) en
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(62:&

(3.45) met betrekking tot Van der Waerden en Terry
se toetse. Hierdie voorwaarde word dus nie verder
ekeplisiet vermeld nie.

2). Vervang ong voorwaarde (2.42) deur

T = o) vir 550,

dan geld hierdie lemaa ook (sien opmerking 7 na stel-

(2.47) Z'YT
bl T

ling 2.3).

STELLING 2, 5.
Indien
(2.40) (Iedere diskontinuiteit van F(x)) < 6 < 1,

(2.42) n = o(W) en

Gaks
h
(2.44) v;20 vir i=1,2,...,k ,

dan besit
t.«Eti)z[var(tﬁ)]—l

)

esimptoties, vir N-mw, 'n y“-verdcling met (k-1) g.v.v.

Bewys: Uit stelling 2.3 volg da chti (vir nie alle c;'s
i
. * . L. . -
celvk nie)  asimptotics normaal verdeel is as N-wm,
3 NG B —’;' . . .
[Zciti—LciEti][var(Lciti)} % ig asimptoties mormaal (0,1)
i - i i
verdeel as I ->@.

Maar
1 1
5 -2c.F (2 = = Y. [b.-BEt. 1ve L., ) 17R
[Tciti ;ciEti][v ar(le. 5ty ) ch[ ~Et v r(%crtl,)_
i i i i i
i
c,[Bvar(t,)]” N
:Z T —ti .
i [(N—ni)var( 7C . t )]“
i
Neem nou
1 ; 1
N o = _ .»—-)j -z
(2.52) e, = C, [v r(t Y151 (1 vNi)le(gciti>]

dan is ey gsimptoties onafhanklik van [N en eindig.
Gevolglik is ieiti asimptoties normael verdeel
7
as K-,

Uit stelling 2.4 en lemmas 2.2 en 2.6 volg verder

dat die variante ti, i=1,2,...,K gesamentlik, vir N-wm,

%), Anders is die limietverdeling ontaard.
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asimptoties 'n normaalverdeling besit met momentemstrike
i T > o . Rl . . .
Ml = I-vv van rang (k-1), Uit stelling 1.1 en opmerking 2

daairna met ti in plaas van X volg dat Tk = tgy vir

5
i .
. . 2 . .

N-mw, asimptoties 'n y“~verdeling met (k-1) g.v.v., besit 9X
Opmerkings.

1). Indien (2.42) vervang word deur (2.47), geld
die etelling ook, omdat (2.47) voldoende is vir die geldig-
heid ven (2.42).

. . . . 2 .
2). Volgens die teorie van die y -verdeling moed

(k-1) en

Il

vir Py geld: lim u(“l)
B W=

lim var(T,) = 2(k-1),.
T - *

Eersgenoemde is in lemma 2.4 acnsetoon en lazs-—
genoemde kan soos voly bewys word:

Ondet die variant ti asiaptoties normacl verdeel
is as N-w (Stellinm 2.3 opmerking 3), volg dat

(2.53) B(t,-Bt, ) (var(t,)] e = P4(i»/“2(i)

def
= Bo(s)
3+ o(1)

de . .
ur(l) die v orde gentrale moment van ti ig.

Omdat ti en t,, asimptoties geeamentlik 'n twee-

veranderlike normaalverdeling begcit (sien die bewys van

hierdie stelling), volg uit KEFDALL ern STUAXT (19583) wvol.TI

gy 2 4 m 2 1 2 aef
(2.54) E(5;-Bt,)7 (%, ~Et, ) = op(i,ir)
2 2
= (14205, ,)o50 1.(1+o(1))

WAL D die (eksakte) korrelasiekodffisiént is tusse
% + 2 -( 1 S 2 _ q(t )
s en ty,, oy = var( j_) en o7 ,= ver(t. )

Gevoiglik ie

N~
[\
e

6.) 2 (b, -t
T iR _ 2 :
) = 1+2p5 5, +o(1),

EL(L.
(2.55) Py
ar(ti)var(t

i 1

9). Vergelyk ook lemma 1.1 opmerking 1 en CRAMER(1946) p.419,
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Maaxr
(2°C)6> p;.i' = [kOV(JGi,ti,)ﬁvar(ti)‘\rar(ti')]ml

\)T\T-\)T"
= N1 N1 m,o.v. (2.18), (2.22) en

(L=vpgy ) (Tmvpes )

(2.32).
Hou volg:
. 2 o
(2.57) var(Tk) = E<Tk) - [E(mk)jz
= E[Z(ani)N_l(tint Ve (var +.)7112 - (1-1)2 wit

i
lemma 2.4,

= 5(1“vﬁ1>25(ti"Eti)4ﬂvaT(t;)] - (k-1)° +
1 - A
A Z(tl“E—t )2(t_i ""'E—t 1 >2
+ 2 L(l«vWi>(l va) = —
= 1 I — -
i#d vur(ti)var(ti,)
= 32-1(1 VN )2 - (k“l)Z +
5 ,
Vo Vird
+ 2 2(1- =Virg ) (Toves ) [14 SENE N e
P43 (Loviry ) (Tmveo o)
N1 IEmA
2 : 2,
= Ty, (e
¢>( ~1> +;§(7 vhl)(l Vfﬂ>+2;%;v?_vﬂﬂ (k-1)“+0(1)
5! 2 2 !
= 22 (1~ k~1)S422% 2.
22(1=2vygy +vpgy )+ (k1) %422 Tvpr vy, = (k- 1)%+0(1)
1 l;-z-J.

= 2(k-1) + o(1).

3). Indien aan voorwaardes (2,40) en (2.42) voldoen

word en p van die Vi gelyk is aan nul, den volg op 'n

soortgelyke wyse as in stelling 2.5 dat Tywp = Zti,

waerby die sommasie gean oor did (k-p) indekse uit
2 o .
1,2,...,k waarvoor v.>0, asimptoties 'n y -verdeling besit
b 2 9 I 9 >
met (k-p-1) g.v.v, as N-w, Soos in lemma 2.4 kan bewys

word dat E(T ) = (ke-p-1).

k-p

2.4, OUSKRYWING VAN T,.

(2.58) 1, = %ti

- ?(N-ni)ﬁwl(ti~Et.)2[Var(ti)]“l

(1-1) (22 /n; - NWZ)[>(Q] 7817t
1

i
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2.5, SPESTALE GEVALTLE VAN T
k
2.5.1, Inleiding,

Deur spesiale gevalle van die funksie WN(é) te
neem, kan toetse vir verskuiwing, verskil in verspreiding,
skeefheid, ens, uit Tk afgelei word, Ons bespreck alleen
toetse vir verskuiwing en verskil in verspreiding. Die
toetse vir verskil in verspreiding is alleen sinvol as
aangeneem word dat 'n lokaliteitsparameter (bv, gemiddeld,

]

mediaan) van die populszies gelyk is,

(2.59) % = Zr . /(F+1) uwit (2.1),

J ']
(2.60) E(t;) = n,¥ 1in/(3el) uit (2.14)
- n
= B .

TOKER (1955) het vir hierdie geval bewys dat

(N+l)2 é = (NJ 3b ) /1217 sodat
[0
- - 2. D
(2.61) 0° = [N(¥°-1)+%g ~Se=1[12K(N+1)°171
(&h Cx‘ (X a (.X
5 o frz._
- i%a(ba 1)
12(141)  12M(7e1)?
= E-l . b 5 waar
12(N+1) 12N (N+1)
(2.62) vy = Zg,la5-1),
04
Uit (2.18) volg nou dat
n. (Ii~n.)
(2.63) var(t,) = ———=-[1- ——]
t 12(N+1) N(¥e-1)
n, (Ii-n,)
N L
= e B WARY

12(W+1)

(2,64) B =1 = —mdome
1 (2-1)



Die toetsingsgrootheid Tk word nou

ey v 12(W ‘
(2.65) 7 = 2 B (6 30 )2 wit (2.4) en (2.5)
1 1 -

= 12(N41) «,2 3(N41)
v Lty - S

O

- Ie 7 is malke ¥ 2 _
Omdat O<h/(N+1)<1, is mﬁiu(thuwN) = 0(1),

Daar word dus voldoern aan voorwaarde (2.42),

Indien
(2.40) (Tedere distontinufteit van F(x)) <e <1 en
(2.44) v;>0 vir i:l,Z,..;,k ,
dern besit TW asimptoties 'n xguverdeling met (k-1) g.v.v.
as N-w,
Ovmerkings.

1). Rostoande is 'n uitbreiding van WILCOXON(1945)
se toets van twee na k steekproewe,

2)., Stel Ry = %rij en t, = Ri/(N+l), dan volg

uit (2.63) dat
ni(N«n4)(N+l)

12

[1- X
N(N°-1)

wat dieselfde is as die uitdrukking deur FRUSIAL (1952)

(2.66) var(Ri) =

verkry. (Verselyk ook 2IJT00RT (1952) p. 395).

Vervolgens herlei (2.65) nas y -
R2 -3 (N*‘) [ b= MK;"—/)]
12 i ; n 1

(2.67) Ty = wre—=vy[1-
W N I\+l) N(N?—l>

HY ven KRUSFAL (1952).

It

waaxr %h (§l<§2<...<§N) die waardes in rang van 'n ewe-
kansige steekproef van grootte N uit 'nm normaal (0,1)
povulasie is (vergcelyk TERRY (1952)).

In hierdie geval is:

(2.68) t; = %5,
J 1]
-1 <«
(2.69) E(t,) = n,N % o
0 weens ginmmetrie,

i
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Verder is

(2.70) var(t,) = n, (¥-n )8 (5-1)"1 %a2
h L

sar o, in (2.11) gedefinieer i v (6.) =&
WeaT &y iI (2.11) gedefinieer is met *N(éh’ =

As toetsingsgrootheid volg nou uit (2.58):

S

2
4
. L
(2.71) T, = L%"%l pE
o Sar iy
h h

Vir die normaal (0,1) verdeling geld (sien

STOLER (1955) p.57):

(2.72) maks(v¥,.,-¥ )2 Z make( = - - >2
h Kh N n “h !
—e
= maks -
h h

o(2 logeN)

=1 _ 1 |
waar o = N7 2 5 = 0 sodat (2.42) bevredig word.
n ©h
Onder die voorwaardes
(2.40) (Iedere diskontinuiteit van F(x)) ¢ © < 1 en

(2.44) vi>0 vir i=1,2,...,k
besit TT asimptoties, vir N-w, 'n xgnverdeling met
(k-1) g.v.v.
Opmerking.

leer algemeen kan ons beweer dat as %h, h=1,2,...,N
die waardes in rang is uit 'nm willekeurige populasie met
streu; stygence kontinue verdelingsfunkeie met kontinue
tweede afgeleide en met eindige derde orce absolute sen-
trale moment, bly die bewerings von %2,5.2.2 geldig.
Hierdie resultaat voly m.b.v., hulpstelling 3.1 en stel-

ling 2.9 van STOLER (1955) waaruit volg dat (2.47) bevre-

dig word en dus (2.42) - sien opmerking 7 na stelling 2.3,

N(éij) = Q(Cij) waar Q(q) die qde kwantiel

van 'n nornaal (0,1) ~verdeling is(vergelyk VAN DIR

2.5.2.3. ¥

WAERDEN (1857)).
Hiervoor is:

(2073> ti = ?Q[rij/(ﬂ+l>]9
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il

(2.74) B(t3) =m0 Jaley)

il

O uit simmetrie (sien STOKER(1955) p. 31),

(2.75) var(t;) = n (¥n )n (x-1)~" Eai waar a, ge-

h
definieer is in (2.11) me% v(éy) = Q(8,).

h

Die toetsingsgrootheid is nou:

e

(2.7¢) 1y = Bl 5 L
%ah i i
Uit 3TCKER (1955) p. 57 volg nou vir die nor-

maal (0,1) -verdeling:

(2.77) meks(¥ ~TT)2 = maks 2
n NhTUN - [Q(s,)-0]
2
= maks Q°(6, )
h h

I

(2 loge(N+l))
waar @ = N_ % ) ( h) = 0,

Daar word due voldoen aan voorwaarde (2.42),

Indien
(2.40) (Iedere diskontinufteit van F(x)) <6 <1 en
(2.44) v.>O Vir i=1,2,,..,K
dan begit WQ a2gimptoties, vir N-»>w, 'n X2—verdeling met
(k-1) g.v.v.

2.5.3., Toetsge vir Verskil in Verspreiding.

Tot dusver is deurgaans veronderstel dat YN(é)
monotoon stygeud is in &, 0<8<l. Die voorgaande stellings
kaw egter maklik aangepas word om gevalle in te eluit waar
WN(é) byvoorbeeld monotoon dalend is, of monotoon dalend

oor 'nm deel van die interval (0,1) en monotoon stygend

oor die res van die interval, of omgekeerd,

Lemma 2.7. (Uitbreiding van STOKER (1955) stelling 2.4).
Stel dat, vir iedere N, die funksie WN(é) kontinu

en monotoon iun & is vir 0<8<1 (met ,monotoon" word hier

bedoel i) stygend of ii) dalend of 1ii) stygend oor die

eerste deel van die interval (0,1) en dalend oor die tweede
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deel van die interval, of omgelkecrd) en dat dgar 'n
kontinue en streng monotone furnksic ¥(§) in & vir 0<6<1
bestaan (sien omskrywing van smonotoon" hierbo) sodanig
det vir alle 6 met O0<6<1 geld 1lim ¥.(8) = ¥(8) en wel,

. N

N->w
vir iedere >0, gelykmatig op e<&<l-¢, Hierby word ver-
onderstel dat, in geval iii), as die funksie YN(é) in die
pont O = 6N y O < 6N < 1, die ,keerpunt" (maksimumpunt

o 1

of minimumpunt) bereik en ¥(§) in die punt & = &,

~E§ 0 en wel

0<6,<1 die keerpunt bereik, dat [6; - 8| =

N
0
gelykaetig in N,

Indien lim ?N (sien (2.17)) bestaan en gelyk is
K-w »

acn a(eindig) en a in die bereik 18 van v(8) ocr die ge-
biede O<6<6O En 6O<6<1 en indien iedere diskontinuiteits
ven F(x) hoogstens gelyk is zan 'n konstant © < 1, dan

2 .
bestaan 'n positiewe konstante ¢ sodanig dat

.2 | 2
1lm 1n1 ., Or-ya(ély_g_zgooe 7§~>\> _>_‘ C »:Jpr O

N-m
seskel op elle klesse van

)
en wel is c¢“ gelykmatig van 0 &
verdelings F(x) wasrvoor die grootste diskontinuiteit

gelyknatig van 1 gaskei bly.

var. STOKER (1955) stelling 2.4 met onder andere die volgen-
de aanpassings:

Laat v(6& a = Y(éog) medt O<6Ol<602<l.

o1’
1-9,

Fies e<min(601,1»602, =) Verdeel die gebied

(e,1-¢) in vier dele, nl. (c,éol),(éolyéo)s(609602) en

(8amsl=ce),

02’
ij> = 6ij waarby rangnommers nou Vol wWeers-—
kante af toegeken word., Hierdie procgedure is diur FREUND

2.7.3.1, v.(8

en ANSARI (1957) gevolg vir die twes-steckproel geval,

en ig die volgende: Die waarncnings word in stygende

volgorde gerangskik en rangnommers word van weerskante af
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toegeken, Hierdeur iz die stel wazrnemings (sé€ 2n in
aantzl) in twee dele verdeel, elk waarvan Tangnormers
1,2,...,0 bevat, (Soortgelyk vir 'n onewe aantal 2n+l
wearby die middelste een die rengnommer n+l het - sien
later). Die som van al die rangnommers van die een steek-
proef word den as toetsingsgrootheid gencem -~ sien ANSARIL
en RBRADLEY (1960),

Bogenoende metode ten opsigte van die toekenning
van rangnommers word nou ook in hierdie studie ingevoer.
Omdet die rangnommers weereens natuurlike getalle 1s, geld
alle resultate van §2.1 tot §2.4 met die nodige aanpus-—
sing (sien lemms 2.7).

ceval 18

(2.78) t. = Zrij/(N+l),

In hierdice

T
a). N ewe,
T‘T
_ w153 -
(2.79) E(ti) = 0.0 bilrh/(L+1)
n, %y
= - . 2 2 h
M(IT+1 h=1
) ni($+2)
4(M+1)
Vir var(t.) bereken ons eers
o L\T -1 Iy 5 ’
(2.60) of = ) [r, /(N+1> -NTT 2 1y /(N41) 17 uid (2.20)
h=1 h=1

-yl Z[rh/(N+1> - (W+2)/4(N+1) 17
h

1 N , 2
L L3 erl -8(m2)ry, +(1%2)°)
161 (1+1)2 h=1 2

A an
- 1-—-——-—2—[32 S n2o16(W42) 5 h 4N (1+2)°]
16N (N+1) n=1 n-1
_(w-4)
48 (141 )<

Stel nou dat die lengtes van die knope in volgorde

N .o iy de
gegee word deur g,855 .+ -18gs8g,7 718y waar die N
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waarneming in die knoop van lengte gB en die (%N+l)de

waarneming in die knoop van lengte gﬁ+l bevat is, d.w.s.

§ o - 5
g, =N en 2 8y = #N. (Indien die waarnemings in
oa=1 a=p+1

genoemde twee knope gelyk is, word dit nogtans as twee
verskillende knope beskou, Ongelyke waardes word beskou
as knope van lengte een).

Definieer
(2.81) Goc = G +8ot. .48, WaAT « ¢ {192,.,.,B} en
laat GO = 0,

Stel

!
(2.82) Gosl = Bua1t8oant: - +8y Waar o ¢ {B+1,B+2,...,L}
!

en Gk+l = 0,

Fou is m.b.,v. (2.1€) en (2 20) s

2_.2y _ (1412 _
(2.83) (N+l) (o ) = (N+1)“n™ [ZWNh—ZahJ met YN(éh)—éh
AN N ~W N
2 2 2 < 2
= (N+1)°N [ Z ve > v ? af- 3 af]
MYy Ty M5 % n=iN+l &
! 2
2 Eq A S +u
SP_+_l__|f (a1t j s s (_ocﬂ____) _
N So= 1.p 1\ N+l 7 =R+l p=1l N+1

g g \ 2 g 2
_ S e /1 >a G 1t _ % 5 1 éx Ga+l+“) }
=1 O‘\goc =l N+l / a=p+l 8o p=1 el /

S Co 1, % 2
L 1{ zl(e w)? &, [pil(Ga_lw)]} +

" g g
+ 2 { 2 (u )2— [ Ll(Ga+l+p %}}

=641 a+1 ¥

=+

=1 p=

& g ¥ 2 8y
i F{a 1{ 1(G 1#2MGg 1) [pzl(G 1*“)“21((}0 1+u)]}
A o 1w B
" %+1{u l(G ALt [pél(G&+l+u)u'zl(goc+l+“')]}]



1[0 1
= ﬁ{ail{gaGa~l+ Ga—lga(ga+l>+5ga(ga+l)(zga+1> B

-1
=8 EgaGa_l+%ga(ga+1)]%}+

)\’ P
5 42 L~ 1
+a:é+i{§aGa+l+ca+léa(ga+l)+3ga(ga+l>(gga+l> -

-1 n
~&y [gaGa+l+%ga(ga+l>]g}}

wat diesclfde ig a8 die ooreenkomstige uitdrukking in die
geval waar rengnommers gewoonweg toegeken word (sien ver-
gelyking (2.61)).

Met behulp van die uitdrukking vir og volg nou dat

2
2 (W-4) 1 5

(2.84) ¢° =
& 48(M+1)°  12M(N+1)° «

2
gy (8y-1)

3453
i} —4§ga
48T (T41)°
Uit (2.18) volg dus dat
T T3_ -1,3
n, (F-ny ) (M7-42g2)

(2,.85) var(t.) =
1 48N(1-1) (W+1)%

en uit (2.22) dat
3 5.3
nini,(N —4%ga)

(2.86) kov(ty,t;,) = -

it 48N (N-1) (F+1) 2

Opmerkings.
1), Indien daar geen knope voorkom nie, d.w.s,
as alle g =1, is
* n. (F-n, ) (N°-4)

.87) var(s,) = '
(2.87) V&r(tl) 48(N_1)(N+1)2

2), ©Neem die geval van twee steckproewe. Stel
n;=m, N-n;=n en (N+l)ti=W, den herlei (2.79) na:

BE(W) = m(m+n+2)/4

en var(t;) uit (2.87) nas



_ mn(m+n+2) (m4n-2)
48 (w+n-1)

var(W)

wat presies dieselfde is as die resultate sangegee deur

AFSART en BRADLEY (1960).

Die toeteingsgrootheid vir N ewe, is

- PO

(2.88) 1. - 480¥-1) (1141)° 5 >

) 3 ) 1‘3
N —4%&@

IN(N-1) (I7+2)
No-45gd
P

-V
S‘d—
= e

Let op dat N3~4Zg§ = 0 alleenlik as daar slegs
o

een knoop is in welke gevel gl:%N en ggzéﬁ. Onder voor-
waarde (2.40) kan dié geval met waarskynlikheid &én nie
voorkom rie,

Aan voorwaarde (2.42) word voldoen - sien 82,5,2.1.

Indien
(2.40) (Iedere diskontinufteit van F(x)) <8 <1l en
(2.44) v.>0 vir i=1,2,...,k ,
dan besit TE agimptoties, vir I-»w, 'n xg—verdeling met

(x-1) g.v.v.

b), T onewe,

Nou is

N
.
(2.89) E(ti) = n;N hillh/(h+l)

n-‘, %(N_l)
= =0 2 2 h+ H(N+1)]
M(N+1) h=1
_ny ()
41

In hierdie geval is

(2.90) Og = le Z[rh/(N'Fl) _N-l Zrh/(N‘"l)]2 uit (?,20)
h o
N re 1Ny >
s h 1.5 N(IN+1)
h=1 (N+1) =N n=l 16N
(M- L(N- ] .
_1, B\NZM e L1 1_“g(lxz_;l)h“Ml+ (141)2
iy n=1 (m+1)c 4 N opo N 16T



_(-1) (8%43)
48N° (1+1)

.

Neem nou aan dat die middelste waarde (d.i. die

de . . ‘ .
£(N+1) wasrde) as laaste of enigste waarde bevat word
in die knoop van lengte gﬁ, dan volg op socortgelyke wyse

as in (2.83) dat

; (g°-1)
2 g (go=1),
azla o

1

122 2y 1
(2.91) (W+1) (oc~oa) = 5

de

1

(Dieselfde resultaat voly as die +(N+1) waarde bevat

word in die knoop van lengte gﬁ+l>'
Uit die voorafgasnde vtwee resultate volg dat

2
“ -1 o \
(2.92) o2 = LI 1 54 (42-1)
= 48N (1+1) 12NM(N+1)° o — 7
4_

N 4672 34T
o &
481 (n+1) 2

Uit (2.18) volg dus dat
N4

n (N-n. ) ( +6N2~3—4N§g§)
(2093) Val’(t]-) = = ) > -
‘ 48 (-1 )= (N+1)

en uit (2.22) dat

4 2 < 3
+61 —3—4N§ga)

48N° (F-1) (K+1)°

ninT(N

,  L1'#i,

(2.94) Xov(ty,%,)=-

Opmerkings,
1), Indien daar geen knope voorkom nie, is
T 2 ¢
n, (M-, ) (N +68°- 3-477°)

i
48772 (11-1) (11+1) °

(2.95) var(ti) =

] 2
ni(N—ni)(N +3)
4812 (N+1)

2). Neem die geval van twee steekproewe, Stel

po— — Pt al \I‘ :T ¢ 1 7‘ G . calo
ng=m, N-n,=n en (I+l)ti W, dan herlei L(bl) nas

E(W) = %m(m+n+l)2/(m+n)
en var(ti) nas

mn[(m+n)2+3](m+n+l)
48(m+n)2

var(W) =
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wat dieselfde 1s as die resultate gegee deur ANSARI en

BRADLEY (1960),

Die toetsingsgrootheid vir N onewe, is

. +2 ,
(2.96) 1 = ASMEL)(D2 SE o 3e1) ()"
: o= 7 ok IR gy S
N 4+6N"=3-4M2g” 471 N +6N“=3-4N)g
o & o

Soos in gevel a) word aan voorwaarde (2.42) voldoen,
Indien
(2.40) (Iedere diskontinuiteit van F(x)) < © < 1 en
(2.44) v;>0 vir i=1,2,...,k ,
dan besit TO asimptoties, vir N-w, 'n xg—verdeling met
(k=1) g.v.v.
Samevattings TE en TO word gesamentlik gegee deur:

2
48N (N-1) (1+1)2 5 Pi 3(w=1) (148) 2 (1i42-8)°
ol

N4-4N2g§+6(6m2-3) i1 NT-4Tg 4 6(61°-3)
o 04

(2.97) Ty =

waar

as N onewe 1is
(2.98) 8 = as N onewe 1
0O as N ewe is.
Verder 1s
ni(N+2-é)
(2.99) E(ti) = e —— en
4(F+1-68)

ni(N~ni)(N4_4N§g§+6[6N2—3])

(2.100) ver(t.) = , :
L A8 (N-1) (N41)°

| 2 -
2.5.3.2. YN(éij) = (§..-3)" gewone toekenning van
rangnommers ) .

Hier is

— 3 :.‘ 7 --"?»’T 2
(2.101) %, = %[rij/(l+l) =17,

(2.102) E(ti) = niN

1 -

Slh/(m+1) 317
L h

Y



Uit (2.20) volg:

no

S R Ty N-1 -2
(2.103) 6, = N Z[(m -5)° - m]

_ (N2—4)(N—1)
180(N+1) 7

Soos in (2.83) volg dat

. 4, 2 2 -1 X o \ 4
(N+1)"(55~02) =N 1 Z (G w~E(N41))" -

g
1, X PR é} }
-~ 2 4G -5(N+1
Ea C u=l ot —E (I ?f > |

1 . 2 '
- %ga(ga“l)[(8ga+ll>(2€a+1>+60(9a_1— Ty (g, +1) +

+60(6 - )27

Uit bostaande twee resultate volg dus:

(8%-4) (W-1) _ 1
180(N+1)°  180mW(n+l

2
)4 gga(éa

-1) x

(2.104) oa

x[ (8g,+11) (26,+1)+60(6,_;-FL) (g +1)+60(6,_-T3)2]

mned
1. (N )

(2.105) var(t;) = ~fr—pyr— 02

Die toetsingsgrootheid Tk word nou:

(N-1)"

. 2.2
il T
144 (¥+1) o

r*‘I
e

(2.106) T, = (5-1) Z
I Ko 2 5

a
met og soos gegee in (2.104),

Omdat O < b/(I+1) < 1, is maks(¥y, -7 N)2 = 0(1).
n

Daar word dus voldoen aan voorwaarde (2.42),
Indien
(2.40) (Iedere diskontinuiteit van I(x)) < © <1 en
(2.44) v, >0 vir i=1,2,..,k ,
volg uit stelling 2.5 dat Tﬁ asimptoties, vir N-»w, 'n

X2—V6Td€lln0 met (k-1) g.v.v. besit.
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Opmerkings,
1). Indien P kontinu is sodat met waarskynlikheid
cen geen knope voorkom nie, is alle ga:l (met waarskyn-

likheid een) en kry ons:

(2.107) o2 = () (=)

180(H+1)7
n, (M-n, ) (¥2—4
(2.108) var(ti) — L ) on
180(N+1)3
348
: B = 2
N(u -4) it 4(N —4)

In dié geval word ook aan voorwaarde (2.40) voldoen,
TM besit asimptoties, vir N-w, 'n X2~verdeling met
(k-1) g.v.v. indien voorwaarde (2.44) bevredig word.

2). Ty is 'n uitbreiding van MO0D (1954) se
toetsingsgrootheid van twee na k steckproewe, Sien ook
§3.6.3.3 waar die asimptotiese eienskappe van TM bespreck
word.

3). Vir die geval k=2 met n, =M, Nmni:n en
2

tizm/(N+l)" is
B(H) = 5 m(F-1)(N+1) uwit (2.102) en
var(li) = T%@ mn (N ~4)(N+1) uit (2.108)

walt dieselfde is &8s die ooreenkomstize resultate van

MOOD (1954).

o~

2.5.3.3. YF(é..) = (61.—%)2 (rangnommers van weerskante
af toegeken).
Hiervoor 1is

(2.110) % >[r /(N+l) —%]2.

Ons ondecrskei twec gevelle,

a). N ewe,
..-‘-1 Al T ____J-— 2
niN L[rh/(k+l) =]

(2.111) E(ti)
h

Il

n, L NN I
—= 2 [rhm(m+l)fh+ Z(N+l> ]
N(N+1)° h=1 *

il
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n, W, iN 5
7-~—~§[2 2 nT-2(1+1) 3 b + FH(N41) }
M(r+1) b n=1 h=1

n, (11-1)

12(N+1)

]

L‘ﬁl !

N+ 12(T+1)

= N“*(N+1)“4Z[rﬁ—(N+1)rh+ %(N+l)(N+2)]

rr 12
(2.112) o z[( B2 I }
h l

2

-1

= I ~(N+1)~ 4Z[r 2(h+l) (N+l)(4N+5)r -~

Tt

- %(N+1) (W+2)r, + §3(N+1>2(N+2)2]

1 oy, 3 o) (41e5) Ao
- [2 % ntoa (1) 3 nd2ULLUE) By
w1 Uy n-1 Nl

. > iy 2 >
2 (1) 2 (me2) B m(na1) 2 (me2)
— / 2 +
h=l 36

1 [6(%37)5+15(%N)4+10(%N)3-%1\1_
1 (N+1) " 5
(1) (31) 2 (3041 ) P TR LD Dy (30,1 ) (1v0)
R(N+l) (N+2)2 }

35

2(W+2) (2N) (3W41) +

1o
- -E'(I»z-i-l)

(11° —4)(N— )
180(N+1) 3

Netsoos in 82.5.3.2 vind ons

(1+1)* (o 2 02) ~85ﬁ{.q 8y g ~-1)0(8g, +11)(25 +1) +
T+l N+1ly2
+6O(GO{. ---'-—‘*)( +l)+6O(GOC—1—_2_-) 1+
A 2
+a:é+lga(ga—l)[(8ga+ll)(2ga+l) +
N+l N+1.2
+6O(Ga+1_'?7)(éa 1)+ 60(Cob+1 N - i}
waar G&+l in (2.82) gedefinieer is en P dieselfde betekenis

het as in 82.5.3.1,
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Hou is

(2.113) o2=omt) (3 1) 1 2 o
T 180(N+1)~ 180N(N+1>4 glg (b“ 1)L(8g,+i1).

1*+l T+l

.(Zga+l)+60(G (g,+1)+60(C _ N+l>2]

-1

< 2 |
+a:%+lga(ba—l>E(8gq+11)(2ga+l) +

1wl)(g +1)+60(G -~~I§i-:-L-)2AL

+560 G
( o +l 0 Jj

+1

en 5
ni(h—ﬂi)o

(2.114) Var(ti) = (=T &,

b). N onewe,

(2.115) E(%,) = n, N *(m41)~2 g [22m (41 ) 7y + F(W41)2]
i i - h:1 R A S A

*-(IZ 1)
-2 (N+1) Y h -
h=1 h=1

n, £(F-1) .
i 2[2 52, 1+1>2
N(1T+1)“ L

~(041) 54 (1) ]

ni(N-l)

12(N+1)
N
. 2 1 L[4 3
(2.116) O,_ ---»-—-—-——z- 2 [I‘ _2(1\r+l)
¢ om(m+l)p= L B

wli——'

( N4+1 )(41\:-{-5)

T 2 T 2
- "(N+l) 2(we2)w, +<R+1)Béh+2) }
e +1)4 fO+1) 3 bB 1(I+1)4
h:l —

\_\’.»

+2(N+l)(4N+5)‘(L g2+(N+l)(4N+5)(N+l)2
3 no1 3 2

2(1m+1) 2 (are2) T 1) o (1) 3(e2) | F(I4L) (1r42) 2
3 h—l 6 36

_ (F%-4) (-1 1)
180(N+l)

Sowel E(ti) as oé ig dieselfée as in geval a)

waarby I ewe is, Iewys kan word dat ook oémO? dieselfde

uitdrukking Jewer (sien bv. B2.5.3.1.b.). Gevolglik
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is ¢ en var(ti) dieselfde as in (2.113) en (2.114).

Ons kry as toetsingsgrootheid

=

' ‘t‘? 3
(2.117) o, = {=1) v i (N-1)
S o4

il . X . 22
No& 4 i 144(N+1)‘05

. o . . ! .
Soos in B2.5.3.2. be:it L, onder voorwsardes (2.40)
VL

en (2.44) asimptoties, vir N-w, 'n X2—verdeling met
(k=1) g.v.vV.
Opmerkings,

1). Indien alle 8,1, kry ons

(2.118) o° = (7°-4) (1-1)

& 180(1+1)-

n.(N—ni)(N2—4)

(2.119) Var(ti) - 3 en
180 (17+1)
2
C180(F41)3 ¢ Ui 5(1-1)2(r41)
(2.120) T.; = ==—Fzm=tm 3 o= - =
1\1(1\4 -—4—) 1 1 4(1\ -4)

wat presies dieselfde is as die ooreenkomstige uitdruk-
kings in §2.5.3.2.

2). Vir die geval dat Yy(6;) = (513"%)2 maak
dit nie svaak op watter van bogenoemde twee maniere rang-
nommers toegeken word nie. Inderdaad kan bewys word dat
die twee gevalle identies dieselfde toetsingsgrootheid
lewer,

2.5.3.4, Yﬁ(éij> = 6§j (gewone toekenning van rangnommers).
Hier is

(2.121) +., = Sr./(¥+1)°,
175

il

(2.122) E(t,) = n.N 1(F+1)"2 In°
1 1 h
n. (2I7+1)
S S— en
6(1M+1)

(2.123) og = (we) " sme - %(N+l)(2N+l)]2
h

(oxN+1) (8N+11) (N-1)

180(11+1)
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53.

@Eﬂ

Op analo& wyse as in die vorige gevalle kry ons:

b, 2 2 1!
(W+1) "(og-00)= T8y 2 &, (g° S-1)[(8g,+11) (28, +1)+60G _; (g,+1)+
)i =1 O~ (04
460@ ]
sodat
2_ (21+1) (87411 ) (M1 1 A 2
4 = N
(2.124) o= — 3( ) _ 2 e (62-1) x
160(xK+1) 180N (N+1) Y=l &
[(8€a+ll)(Zga+l)+60Gaml(ga+l)+6OG§_ll ,
n.(Nnn.)O?
(2.125) var(t,) = -+ 12
- (-1
Die toetsingsgrootheid Ty word nous
. 2 -
(2.126) 1, = iN“1>[ s i E(em#1)” ]
g Noi i ™ 36(? .1) <

met oi scos gegee in (2.124),

Incien aan voorwazrdes (2.40) en (2.44) voldoen
WOord, besit TR asinmptoties, vir N-w, 'n Xz—verdeling
met (k-1)

V.V,

o)

Cpmerkinge.

L), Tudien allie ¢ =1, is
o
o1i+1) (&1 [
(2.127) o? _ (27141 ) (EM+11) (N-1)
<

180(1+1) 7
n. (M-n. )(2I+1)(8m+ 1)

3 e
180(W+1)
2 )2

9

R
(2.129) 1 = —80(1+1)" [ 5 b1 _ (en+1)
T R

© K(2F+1) (6F+11) B 36(1+1)

Z |
2). Omcéat groct rengrommers in hierdie toets
relatiel baie meer gewig dra as klein rangnommers (die
toets is gebaseer op die vierkante van die rangnommers),
is hierdie toets nie juis sinvol as 'n toets vir verskil

ir verspreiding nie (sien ook 83,6,3.5),

2.5.3.5., v

(rangnommners van weerskante af

(6..) = 65 3

NY7i]

|-’I‘C)

toegeken),

Hier is

(2.130) &, = STl /(141)°.
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54 .

Ons ondergikel weer tussen N ewe en onewe.

a). N ewe,

(2.131) B(t,) = n W (T2 prd
i oh
n,
L i 5 LN 2
- ""2-0 2_; R
(N+1) h=1
) E}(N+2Z ]
12(¥+1)
c I h 12
1=1
iN A - N
- 1 L[z Z‘ 4 ;L‘(N+l)(-’\’+2) >_| h2+(h+liﬂ_§}i+2) /YJ
N(N+1) =1 h=1 ‘
_ (W°-4) (4W+11)
720(5+1)”
53008 tevore bereken onu (oi-og) en_kry dieselfde
uitdrukking as in 82.5.3.4. Gevolglilk is
2
T4 (4T
(2.133) o= (=4 (4T+11) 1 [2 (é 1) =
& o0(r+l)d 180M(1+l)” =1
2
x[(Sga+ll)(Zga+l)+6OGa~l(ga+l)+bOGa_l] +
)
.3 g (g2-1)[(8g,+11) (28 AL)+60G o (8, +1)+60G 2 1)
a=p+1 J
Nou is
n.(N—ni)Oi 5
(2.134) var(ti) = l( j met o soos in (2.133) gegee.
N-1
Ons het dus as toetsingsgrootheid
2
£ . 2
(2.135) 1, = (&) | 5 2 He2) }
No ; i i 144 (N+1)

wat onder voorwaardes (2.40) en (2.44) asimptoties
x2 verdeel is met (k-1) g.v.v. as N-wm,
Opmerking,

Indien alle gdzl, is

9]
(2.135) o¢ = (I +>\4r+%1/
- 720(N+1)
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n, (N-n, ) (N°-4) (4N+11
(2.137) var(ti) = e 1 ] ) (AN+11) en
720(N+1)2(N-1)
2
(2.138) 1,= L200=1)(041)3 5 B3 5(rP-1) (me2)

M(1r%-¢) (4M+11) 1 ™4 (¥-2) (48+11)

b). X onewe.

(2.139) E(%,)

1

i

N
niN"l(N+l)_2 2 ri
h=1

N(N+1) h=1

ni(N2+2N+3)

12M(N+1)

2

N [ ry N°4+21+3 12
)

2
h=1

(N+1)2  12M(W+l

2
(2.140) o

I
=i L

L(y-1) , 2 +(N-1
1 Ezd 4+(h;1>4_(N+1)(N +2N+3) 5

—2t 27 % n . 2
N(N+1) h=1 h=1

)
n

i

. (N+1)3(N2+2N+3> N (N+l)2(N2+2N+3)2 }
24N 1447

(N—l)(4N4+15N3+59N2+105N+45)

720N (1141 ) > '
(og—og) is dieselfde as vir die geval N ewe, sodatb:
4
(2.1461) o2 (7-1) (4N 415N°+591°+105K+45)
. T a - 72 3
7208 (N+1)
- 1 - % g“(gi-l)[(Bga+11)(Zga+l)+60(ga+l)Gm_l +
180N(N+1) ' lu=1 )

-l
+60G7 41 +

A o PN
+aw§+lga(g§—l)[(Sga+ll)(2ga+l)+bOGa+l(ga+l)+6OGa+l]?.

One het as toetsingsgrootheid

V]

- Ts 5 (wrPeom+3)?
2 . AAN( T 2
Noa i 1447 (H+1)

wat onder voorwaardes (2.40) en (2.44) asimptoties

2.142) T_ =
( ) Ty

IV

x2 verdeel is met (k-1) g.v.v; as N-ow.
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Opmerking.
Indien alle gazl, is

(2.143) o° = (11-1) (48* 4151345902+ 1050+45)
& 720%° (1141) 3

b

n; (N-n,) (404158345982 410500+45)

(2.144) Var(t.)—_- : en
* 700N (N+1) 2
>
(2.145) 7= 720N (N+1) > [wag,“ (N°420+3)° ]
B N 15104592 41058445 L 1 B4 144N(1+1)°

2.5.3.6, YN(éij) = Qg(éij) (sien ITIDIER en STOKER(1950)
en ELOTZ(1962), Rangnommers word voortaan gewoonweg toegeken),
Hier is

(2.146) t; =3 0°(6..),
J

(2.147) B(t;) = 0,0 2 Q°(s,) en

h
- 1L -1 T 2
s = - ! N~ 2 -
(2.148) Vwr(ti) ni(h ni)h (N-1) ﬁ(ah YN)
waar a, in (2.11) gedefinieer is me? Yo (8y) = Qz(éh).

Die toetsingsgrootheid is

(2.149) T ——il—ll—~ 2 ‘l[t n N L5 a2(8.)1° .

Uit STOKER (1955) p. 57 volg

maks(YEh-?N)z = mqks[Q‘(éh)—Q]a waar Q = Nt ZQg(éh)
h h h
< maks[Q4(6h)]
T  h

- 0[2 1oge(N+l)]2

= o(N) sodat (2.42) bvevredig word,
Onder voorwaardes (2.40) en (2.44) besit TQZ
asimptoties, vir N-w, 'n Xg—verdeling met (k-1) g.v.v.
Opmerking.
TQ is 'n uitbreiding van tweena k steekproewe

ven 'n togtsings rootheid bespreek deur LEMMIR en

STOKER (1960) en KLOTZ (1962).
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2.95.3.7. YN(éij) = 3(§2 ) - eien 82.5.2.2 en
CROUSE (1960) 84,14,
Hier is

- S w2
(2.150) &, =2 B(gS ),

H

. I R
(2.151) B(%;) = n,N i E(5;) en

(2.152) var(t;) = n, (N-n, )N H(x-1)"% Y(e
i i n L
wear a, in (2.11) gedefinieer is met WN(éh) = B(@i),
Die toetsingsgrootheid Tk is in hierdie geval:
54 oo (8-1) v -1 ~Ll s me2y92
(2.153) Ty = ——=—s 3 n_ (6,-n, 107 2 B(5) 1%

3 = \2 T i
" h "N

[y

Omdat die gh's rangparaneters uit 'n normaal(0,1)- "

populasie is, geld vir %N = maks{%h} dat

h
s
Sy = op(z log IV) * (CRAMER (1946) p. 374).
§§ = 0.(2 log 1),
E(55) = 0(2 log I),
- D )
maks (v, =¥ )" < meks Vo
LoV S HEES T
= maks[E(%%)]z
h
= 0(2 logeN)Z

sodat voorwaarde (2.42) dus bevredig word,
Onder die voorwaardes

(2.40) (Iedere diskontinufteit van F(x)) < © <1 en

(2.44) v;>0 vir i=1,2,...,k ,
begit TT asimptoties, vir N-w, 'n x2~verdeling met
2
(k-1) g.v.v.,
Opmerking.
TT is 'n uiltbreiding van twee na k steekproewe
2
van 'n toetsingsgrootheid bespreek deur CARPON (1961)

85 (0).
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0. ALGEIENE GEVAL,
0,1, Inleiding.

Feem vervolgens die meer clisemene funksie
yN(Xij’éiJ)’ wat eindig veronderstel word vir alle eindige

Xij en O<6ij<l'

Definieer
g
o ' G +
(2.154) &, = gF 3 \VT,[ZG 0 i[
' pe=l a-1TH N+1
vir G, 4+l < h é Gy
5 o - Eateks! —
(2.155) 834 = 8y indien Xj4 = 2y en
(2.156) ¥ = Wt Sa
\ - jgl
h
Neem weer
4 —_ Y
(2.157) Ui - 2‘-< ij’
J
8) b z i
(2.158) By o= (h—ni) (ti~Eti)[Nvar(ti)] = en
_ a e t2
(2.159) T = L 5.

Laat 7 = (Zl’ZZ"'°’ZN)’ die waargenome stel
wagrdes wees.

Soos in lemma 2.1 kan bewys word (sien ook
STOKZR (1955) p.27) dat:

- -1 <
2.160) Z(t. |H 3 = n.N I
( ) = i L 00’ z) i ?”?1
n :
Die verwagtingswaarde is voorweerdelik,
Vir gegewe 7 kan bewys word (sien lemma 2,2 en

STOLZR (1955) . dats
(

27)
2.161) var(t, |E 32) = n. (N-n )F T(w-1)"1 5(a, -7 )°
Lo 3 Hog2) = my -0y ) 2ley

-1 2
o

a

ni(N—ni)(N—l)
)2 10)

waar

(2.162) o% = N+ v

9O

2(a
h

h N

Soortgelyk:

N

) -1
(2.163) kov(ty,t,[Hg2) = -nyny(N-1)""0z,
Die meeste stellinge wat bewys 1s vir die funksie

¥ (8, .), geld voorwsardelik vir ¥g(x;

;5 6ij)’ Ons bespreek

j?

. 2 . . .
10). Ons veronderstel deurgasns Oa>O vir eindige .
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hulle kortliks,

STELLING 2.6,

Indien
maks(a, -7, )%
R
F S (e,

h =

(2.36) ninstens twee van die c;'s in (2.31) verskillend is,

(2.35)

)2 = op(N) vir N-wm,

(2.44) v;>0 vir i=1,2,...,k ,

dan 1is Zcit4 asimpitoties normaal verdeel as N-w,
1 e

Bewys: Stellings 2.1 en 2.2 geld voorwasrdelik vir gegewe
Zz (STOKLR (1955) p. 33 opmerking). Socs in stelling 2.3
volg dan dat ?Citi asimptoties normaal verdeel is as
N-m (sien HOZFFDING (1952) en STOKER (1955) p. 34).
Opmerkings.

1). Onder die voorwaarde

(2.164) lim inf., o2 »e>0 in wasrskynlikheid,
-
is die voorwaarde
(2.165) maks(ah-—?v)2 = o_(¥)
n N P
veldoernde vir die geldigheid van (2.35). Stelling 2.6

geld dus onder voorwaardes (2.36), (2.44), (2.164) en (2.165).
Voldoende voorwaardes dat ti asimptoties normaal verdeel

is (sien stelling 2.3 opmerking 3), iss (2.44), (2.164)

en (2.165).

2). Laasgenoemce drie voorwaardes is ook voldoende

vir die geldigheid in waarskynlikheid van:
(2.49) 1im var(t.) > O en
N->w *

(2.50) 1im E}%i|2+6 <@ vir &>0 (sien lemma 2.6).

N-m
STELLING 2.7.

Die asimptotiese momentematriks van die k variante

~

t; is van rang (k-1) mits (2.44) geld en
(2.164) 1lim inf. o° >e>0 in wasrskynlikheid.

N-w
Bewys: Soos stelling 2.4,



Opmerking.
Hlerdie stelling geld voorwaardelikvir gegewe Z.
STELLING 2.8.

Indien

(2,164) 1lim inf. o
¥-w

(2.165) maks(ah_?
h

O N

2e>0  in waarskynlikheid,
N>2 = op(N) en
(2.44) v.>0 vir i=1,2,...,k ,

dan besit

- S : - 2 -1
Ty = ?(L—ni)(ti~uti) [Nvar(ti)]

asimptoties, vir N-»w, 'n X2~verdeling met (k-1) g.v.V.

Bewyss: Soos stelling 2.5.

2.6.2. Sypesizle geval,

= . relvk THMAN (1937)).
j’éij> %54 (vergelyk PITHMAN (1937))

Hiervoor is:

leem Y,.(x.
L 1

. T . T"l S
(2.167) E(uilhoyz) = n,;N

%zh
.7 waar
ny

DY

(2.168) P A
n

Ingdid geval is

a1 # .
(2.169) ay = &, uz ZGa~1+“ vir G, 4+l < h <G

- Zh'
Verder is

i

- - - -\ 2
(2.170) var(t; |H 32) = nj (N-n;)F w1yt %(zh-z)~

il

Cyle?
ni(N—ni)(h—l) s, waar

(2.171) S

NN

i =\ 2
h i

Die toetsingsgrootheid Tl word dus:

Sy
. (§-1)X778, %[?Xij n.z) /ni

4 A
- Lﬁzil[:z R NE‘] .
Ns; i

(2.172) T
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L ey T o . . . . .
Gestel z is 'm variant uit die populasie waaruit

die oorsprorklike waarnemings afkomstig is en neem aan

R)
C/“

dat var(z)>0 (sien voetnoot 10) en Eiz* <<D 6>0.
Volgens CRAMER (1946) pp. 346-347 (sien ook
STOXIR (1955) p. 38) is:
1

(2.173) 1lim N~

L = var(z) (in waarskynlikheid)
I des) -

>0  (sodat voorwaarde (2.164)

bevredig word), en

TR, [ > _ .
(2.174) Flm N % zh—4|‘+6 < Elg—pl2+6 (in waarskynlikheid)
> )

<o vir &>0 en u=E(z).
So0s in stelling 2.3 opaerking 7 volg onder voorwaar-
(2.173) dat voorwaarde (2.174) voldoende ig vir die
celdigheid van (2.165),
Gevolglik besit T vir N-w asimptotics 'n

2 , o
¥ =verdeling met (k-1) &.v.v. mite voorwsarde (2.44) geld.

Opmerking.

=
“
=~
(e
[@)]
o
)

Stel elle ni:b9 dan 1s N=k herlei T _ na:

"3

woe1) K 1R
(2.175) . - LE=1) 5 -1y x; ~2)°.
Ponst =1 j=1 9

2.7, SLOTOPMERFINGS,

1). In hiercie hoofgtuk is alleen onder HO gewerk,
In hoofstuk III word soortgelyke resultate bewys onder 'n
algemene hipote ese HF TDaardeur word dit moontlik oa by-
voorbeeld uitdrukkings te vind vir die asimptotiese rela-
tiewe doeltrefiendheid van bogeuoemde toetse met betrekking
tot die F-toets, ens,

2). In hierdie hoofstuk is 'n btoeteingsgrootheid

cedefinieer wat gebruik kan word in die eenfaktor

variansie—-analise., Om zan te toon watter noue verband
daar tussen hierdie toets Tk en dle gevone variansie-

wnalise toets bestaan, gce ons 'm kort uiteensetting van

laasgenoende.

Onder H word verstaan die hipotese wat Houen Ha insluit,
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Beskou 'n eenfaktor klassifikesie met k rye en n,

waarnemings in die jde

X = N I5x
1]

ry. Iaat N= 2n,, X. =n. 2X,;. en
S R

ij°

bkematies sien die eenfaktor variansie-aznalise
daer so00s8 volg uit:
TABEL 2.1.

Die eenfaktor Varisnsie-analise.

Variasiebron Som van Vierkante G.v.V.
m < . 5 2 o
Tussen rye Q= ?ni(xi-"x"> (k-1)
Rinne rye Q= 2 Z(xi.~xj.)2 (W-k)

i3 T
Totaal Q =2 Z(Xij-—x.,)2 ! (N-1)
B i3

As toets vir ry-effekte word gebruik

Fi = ql(N~k)/[q2(k—l)] wat 'n P-verdeling met
(k-1) en (N-k) g.v.v. besit onder die aanname dat die
waarnemings binne alle rye uit normaalpopulasies met

gelyke variensies afkomstig is.

Nou is . 5
Zni(xj.~xu)
(k—l)Fl = ql(N—k)/q2 = A= 2~(N—K)
2 L(Xi-~X~ )
24 j .
1 J
o =1 2 2
S -
) ﬁni (%Xij) Nx<,
=l 2
(N-k) ZZ(xij~Xij

ij
Asimptoties, as alle n, ~w, besit (knl)Fl 'n

s

x2~verdeling met (k-1) g.v.v. en word presies dieselfde
resultate as in die verdelingsvrye geval hierbo gevind
X . 2 L ; . .
waar T, asimptoties x° verdeel is met (k-1) g.v.v. (verge-
>9
lyk bv., (2.58) en (2.172)),

3), In hoofstuk V word toetse behancdel wat op die-
selfde wyse as hierbo ooreenstemming toon met die twee-
fektor variansie-analise.

4). Sien hoofstuk V 85.3.1 ten opsigte van 'n ver-
dere moontlike toepassing van die teorie van dié hoofstuk,
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