
6. 

HOOFSTUK I. 

ALGEMENE INLEIDING. 

1.1. INLEIDING. 

In hierdie hoofstuk word enke1e fundamente1e begrip-

pe uit die algemene toetsingsteorie, wat in hierdie proef-

skrif gebruik word, kort1iks behande1. Meer besonderhede 

kan onder andere gevind word in: CRAlv1eR (1946)" HOEFF·.;. 

DING (1951), NOETHER (1949) en LOeVE (1955). Hoofst~kke 

I en II van STOKER (1955) bevat 'n aansienlike hoevee1heid 

resultate wat in hierdie studie gebruik word. 

1.2. DEFINISIES. 

1.2.1. Konvergensie in waarskyn1ikheid en konvergensie 

met waarskynlikheid een. 

1 t 1) t • t d k aa ~1 ,!2 ,... n ry varlan e wees, an onver-

geer ~N in waarskyn1ikheid na 'n konstante c indien, vir 

enige £ > 0, 

(1.1) lim P[ lxN-c I > e] = 0, 
N~ro 

Die ry ~1 , x
2
,... konvergee..L' met waarskynlikheid 

een na c indien vir E > 0 en 6 > 0 'n positiewe natuurlike 

getal N bestaan sodat 

( 1 • 2 ) p [ n ( I xn-c I < E ) J > 1- 0 • 
n>N 

1. 2. 2. Die simbole o 9 o, op en OP (CR.AlVIeR (1946) p. 122). 

Laat f(N) enige wi1lekeurige funksie van N woes, 

Indien f(N)/N eindig b1y as N na sy 1imietwaarde, 

nae,mlik 0 of ro, streef, skryf ons f(N) = O(N) en 

1) 'n Variant word van 'n getal onderskei deur onderstreping 

van die simbool wat die variant voorste1. Indien geen ver-

warring moont1ik is nie, word die onderstreping soms 

wegge1aat. 
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interpreteer dit: f(N) is hoogstens van orde N. 

Indien f(N)/N na nul nader as N na sy limietwaarde 

streef, skryf ons f(N) = o(N) en interpreteer dit: f(N) is 

van kleiner orde as N. 

Hieruit volg: 

f(N) = 0(1) beteken dat f(N) eindig of nul is as 

N na sy limietwaarde nader. 

f(N) = o(l) beteken dat f(N) na nul nader as N na 

sy limietwaarde nader. 

Indien f(x,N)/N in waarskynlikheid na nul nader 

as N ~CD , d . w. s . as 1 im P [ I f ( x ~ N ) /N I > E ] = 0 , dan s kryf 
N~m 

ons f(x,N) = o (N) en interpreteer dit: f(x,N) is in p 

wa2rskynlikheid van kleiner orde as N. 

Indien daar 'n ry van gelykmatig begrensde getalle 

{KN} bestaan en jf(x~N)/N- KNI in waarskynlikheid na 0 
nader as N ~m, d. w. s. as lim P[ If ( x, N) /N - KN I > E] = 0, 

N~m 

dan skryf ons f(x,N) = 0 (N) en interpreteer dit: f(x,N) 
p 

is in wanrskynlikheid van orde N. 

l. 3. .A.LG EI!l:ENE BEG RIPPE. 

Stel EN is 'n N-di:m.ensionale Euclidiese ruimte en 

Z 'n stogastiese vektor waarvan die waardes Z in EN 1@ 9 

d.w.s. Z = (z1 ,z2 , ... ,zN) E EN. 

Onder 'n hipotese verstaan ons 'n uitspraak of 

bewering oor die waarskynlikheidsverdelings van die z., 
-l 

i=l,2, ... ,N. Die toetsing van 'n hipotese H
0 

bestaan daarin 

dat daar deur middel van een of ander kriterium bepaal 

word of die gegewens lei tot verwerping, al dan nie, 

van die hipotese wat getoets word. Iedere punt Z E EN 

lei dus tot 'n uitspraak 11 H0 
word vervverp" of 11 H0 

word nie 

verwerp nie 11 • Die versameling :punte Z wat lei tot die uit-

spraak 11 H0 
word verwerp"~ word die kritieke gebied van die 
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toets genoem. 

Stel TN is 'n meetbare fl.lllksie op die steekproef­

ruimte EN wat alleen waardes TN(Z) in die geslote interval 

(0,1) kan aanneem. As ons deur waarneming 'n punt Z s EN 

vind, bepaal ons deur middel van 'n ewekansige meganisme 

met 'n waarskynlikheid TN(Z) of ons die hipotese sal ver­

werp. Indien daar geen verwarring moontlik is nie 1 sal ons 

die toets wat deur die waarskynlikheidsfm1ksie TN(Z) bepaal 

def ( ) word1 die toets TN= TN Z noem. (Sien STOiillR (1955)). 

Die waarskynlikheid dat die toets TN tot verwerping 

van die hipotese H
0 

lei wanneer die hipotese Ha geld (waar 

is), is dan E(!NIHa) en word die onderskeidingsvermoe van 

die toets TN genoem. 

Die onbetroubaarheid of maat van die toets TN (om 

H te toets), word gedefinieer deur E(TNIH ). 
0 - 0 

Indien vir alle toetse TN met onbetroubaarheid 

gelyk aan a7 sen toets TN gevind kan word sodanig dat 

E(T~IH ) > E(TviH ) vir alle toetse TN, dan word 
-H a - -1~ a 1~ 

die toets TN die mees onderskeidende toets met onbetrou-

baarheid a genoem om H
0 

teen Ha te toets. 

'n Ry van toetse {Tn} word asimptoties onderskei­

dcnd genoem om H te toets teen 'n klas van alternatiewe 
0 

indien: i) die maat van die toetse gelyk is aan a < 1, 

onafhanklik van N1 en 

ii) die onderskeidingsvermoe na een nader as N ~ro 

vir elke alternatief in die klas van alternatiewe. 

l, 4-. ASIMPTOTIESE RELATIEWE DOEI~TREFFENDHEID. 

NIE-SENTHALE ··x2
-VERDELINGS. 

Twee toetse word met mekaar vergelyk deur die 

11 asimptotiese relatiewe doeltreffendheid" van die een toets 

met betrekking tot die ander toets te bereken. Di~ begrip 

word soos volg gedefinieer: 
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Beskou die rye van toetse fT ~ en fT~~ van dieself-
l N J ._ l'!.J 

de maat a gebaseer op toetsingsgroothede tN en tN respek­

tiewelik. Die asimptotiese relatiewe doeltreffendheid 

(hierna genoem a.r.d.) van die toets TN met betrekking tot 

die toets TN word gegee deur lim N'/N waar N die aantal 
N' -7()) 

waarnemings is wat nodig is om die toets TN plaaslik 

(in die o:mgcwing VQD die nulhilJotese) d.ieselfde onderskei-

dingsvermoe te gee as die toets Tl''r gebaseer op N 1 waar-
,~.\ 

nemings. Die c1efinisie word in 'n gewysigde vorm gebruik. 

Indien ~1 ,~2 , ... ,xk onderling onafhanklike normaal­

verdee1de variante is met gemiddeldes E(x.) = ~· en varian-
-l l 

sie~ var(x.) = 1, i=l 9 2, ... ,k 1 dan besit 
-l 

~ 2 2 T = ~ x. 'n nie-sentrale x -verdeling met k grade 
. 1-l l= 

van vryheid en noem ons 

2 ~ 2 
(1. 3) A = ~ 1-l· 

. 1 l l= 

2) 

die nie-sentraliteitsparameter van die verdcling (sien 

SCHEFFe (1959) Po 412 waar \ as nie-sentraliteitsparameter 

gebruik word in plaas van A2 ). 

Indien verder ~1 ,x2 , .. o ,2f.k k variante is wat gesament­

lik normaal verde3l is met E(x.) = ~· en variansie-kovarian-
-l l 

siema triks ( voortaan ,,momentematriks" genoem 9 waarmee 

bedoel word: tweede orde sentrale momente-matriks) 

A = r a .. I; waar 0 l. l. ' = kov (X . 'X . I ) met i 1 i I =1 ' 2 1 • I 0 'k 
(_ ll J l l 

I I ->' -l-7 sodanig dat A > 0, dan besit x'A x 'n nie-ssntrale 

x2-verdeling met k grade van vryheid (hierna aangedui deur 

g.v.v.) en nie-sentraliteitsparameter 
2 ·->I -J.-7 

(1.4) ~ = 1-l A ~ 

-)' waar x 
r ' ->I 

- )X X X ~ \) - L 1' 2 1 ••• , ld' ('-'" 

2) Meer algemeen 1 indien die x. 's gemiddeldes ~· en varian-
l l 

. 2 
Sl8S C). 

l 
besit? dan besit T = ~ (x./a.) 2 'n nie-sentrale 

. l l l l= 
x2-verdeling met k grade van vryheid en nie-sentraliteits-

2 ~ 2 parameter A =.6 (~./o.) . 
l=l l l 
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k -1 k die ooreen ... omstige ko1omvektore en /\ die resi1;ro ·e 

matriks van A. (Sj_en 1ffiNDALL en STUART (1961) vo1. II 

p. 229). 

Indien die kofaktore van /\ aangedui word deur 

j/\ .. , I vir j,j'=1,2, ... ,k, dan kan bostaande resu1taat 
JJ 

soos volg uitgedruk word: 

k k lA .. , I 
T == ~ ~ J J X .x. t 

j =1 j' =1 I A I J J 
besit 'n nie-sentra1e 

x2-verde1ing met k g.v.v. en nie-sentra1iteitsparameter 

2 k k !A .. I I 
( ) A. =="' "' JJ ( ) ) 1.5 LJ LJ ·• t Ex. E(x., • 

j =1 j'=l I A I J J 

3) 

Volgens SCHEFFe (1959) p. 413 geld verder dat 
2 E ( T) = k + ), • 

Die a.r.d. van TN met betrekking tot T* kan nou 

soos vo1g ui tgedruk word ( sien E~ND.ALL en STUART (1961) 

vo1. II p. 274-275): 

I:p.dien tN en t1~ asimptoties, vir N ~CD, onder die­

se1fde a1ternatiewe hipotese p1aas1ik (in die omgewiL.g van 

die nulhipotese) nie--sentra1e x2-verdelings :met dieselfde 

aanta1 grade van vryheid besit met nie-sentra1iteitspara-

meters A. en ~' res~ektiewe1ik, word die a.rod. van die 

toets TN met betrekking tot T* gegee deur A./~'. 

1. 5. IGVADRATIESE VORiviE IN NOmVIAAI~VERDEELDE VARIANTE. 
') 

1.5.1. Sentra1e x~-verde1ings. 

Ste1 x1 ,x2 , ... ,_?Skis gesament1ik normaa1verdee1de 

variants met verwagtingswaardes E(x.) = 0 en momentematriks 
-l 

A met karakteristieke worte1s (geta1le) x1 ~x 2 , ... ,xk. 

Lemma 1.1. Indien v van die karakteristieke wortels van 

A ~ 0 is, kan daar 'n ortogonale matriks C = {cij} gevind 

3) Tensy anders vermeld, deur1oop i,i' ,j,j' ,hen min hier-

die hoofstuk die waardes 1,2, ... ,ken C,~' die waardes 

1' 2 ~ .... 'k-1. 

 
 
 



word sodanig dat 

( 1. 6) T ==L 2: l:c . c . y x. x . 
. . m liD Jill m-l-J 
l J. 

11. 

'n x2-verdeling- met v g.v.v. beE)it waar 

;'""l 
1.::. 

( ) 
I 1{ · 1.7 yi =<: l 
i 

vir x.. 1- 0 
l 

Ll vir ft. = 0. 
l 

Bewys: Omdat v van die karakteristieke wortels van A 1- 0 

is, is A van ro.ng v ( CR.i'JdeR (1946) :p. 113). 

Daar bestaan dus (omdat A sinunetries is) 'n nie-

singu1iere matriks P sodanie dat 

( 8) ( 'r· ( 1 vir i=1, 2 ' .... ' v 1. P'AP = ~6.6 .. met 6. =J 0 . . · k 
l l l J l l_ Vlr l=V+l , .. , ? 

en 6 .. Kronecker se delta, want (vergelyk SCHEF:Fe (1959) 
lJ 

p. 399 1e~na 11' ): 

Neem P = CL waar C ortogonaa1 is sodanig dat 

C 'AC = ( x.. 6 .. ·~ waarby veronderste1 word da t :>t
1

, x
2

, ••• , x.v 
l l l J-· 

al~~al 1- 0 is , t e rvry 1 x. v + 1 , x v + 2 ? • • • , ?-t k alma.1 0 is . 

Kies dan 1 as die diagonaalmatriks met ide 
~ 

:,.,. -~· 

diagonaalelement =~ Ki 
ll 

' i=1,2, ... ,k. 

Die karakteristieke funksie van die verdeling van 

die x 'e word gegee deur 

(1.9) ¢ (t) = e-tt'At 
x1 '1 • •• xk 

waar t' - :t19 t 2 ~ .. ~ ,t-.J Dlet t die ooreenkomstige kolom.·-· 
'·- .b .. 

vektor. 
~ ~ ~ ~ Stel "t = Pu en transformeer x ria y deur die kontra-

grediente transfomasie y = P'~, dan is ( sien CRAl'v1eR (1946) 

p. 111): 

( 1 . 1 0 ) ¢\ - - ( 1i ) = 
Jl' ..• ,;yk 

E[ ekSI)( i2:u .y.)] 
. j J J 

= E [ eks p ( il:; t . x .· ) ] 
j J J 

= ¢ - - (t) 
xl' ... 'xk 

- eksp(-tt'At) 

 
 
 



k 
2; y~ besit 

. 1 ]_ 
l= 

12. 

v 
= e k s p ( - i >~ u~ ) . 

. l l l= 

dus 1 ll x2-verdeling met v g.v.v . 

(CRAMeR (1946) p. 314). 

Nou is 

- Iy.o .. ~ mot y. in (1.7) ..-red.efinieer. 
i_ l lJ.\ l D 

Dus 

(1.12) 
k ....,.., 2 
6 y. = 

i=l l 

-7'--7 
y y 

-~ -7 
= x'CLL 1 C'x 

-7 I r· --, ' ~ r ., -
= x ~ L c . c . y 1r x waar ~ >. c 2. m· c J .. 

1
nY !"".-. ..~· ~-- 1 n 

i 2m ,J m m_. L ni .a .. m. -

simmetriese ~11atriks is 

=~~~c. c. y x.x .. 
.., . lm J~n m l J 
...l.. J m 

Gevolg1ik het 

( l • 6 ) T = 2: L L c . - c . i y ·y, X . X . 
i j m lhl J~ ~ l J 

1 n x2-verde1ing met v g.v.v. 

Opmerkincs. 

1). Indien a11e x· = 1 of 0, d.i. indien die 
l 

x-waQrdes reeds 'n momentematriks met karakteristieke 

worte1s 

(1.13) 

0 

T 

of 1 het, dan is alle Ym = 1, sod.at 

= ·~ )' >' c. c. x.x. uit (1.6) ._..J .c...~ 

l2TI. Jill l J i j m 

= ~ ~ 6ijxixj omdat C ortogonaa1 is 
i J 
·;" 2 = ~ X .• 
i l 

2). Vir 1 n simmetrj_ese ma t:riks A sal A = A 2 wees 

as en s1egs as alle karakteristieke wortels van A 0 of 1 

is (SCHEFF~ (1959) p.403). 

3). Die k:arakteristieke geta1~Le van cl.ie sim:metriese 

matriks A = fa.·} word gegee deur die oplossing van 
l lJ J 

(1.14) IA-·xi I = 0 sien CRAMeR (1946) p. 113 waar 

I die eenheidsmatriks is. 
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Die verge1yking kan geskryf word in C..ie vorm ( sien 

SCHUTTE en VAIT ROOY (1961) Po 210): 

wae_rby 1,.. 
..L!... 

( 
a1 = 2: a .. ~ 

. 1 ll l= 
I 

I a2 ~ >-: a .. ' a .. 
= ll lJ 

i(j a .. ' .-, 

J 

C.<. • • 

Jl JJ 

(1.16) \ 
a .. ~ a .. ' a.h 

)' )' l: ll lJ l. = /.....I _, 
a .. , ajj' ':! 

i<j<h Jl c'"-ih 
l) -· 

I 
I a3 
I 

al . " ahj' ahh !ll I 
I 

i 
I • 
1 
I • 
\~- ak = I {a · · -', I = I A I . 

. lJ.J 

As nou ak = !AI = 0, beteken dit dat teruninste een 

karakteristieke worte1 = 0. 

Van enige sim.-·netriese :matriks A kan die karakteris-

tieke worte1s dus gevind word deur oplossing van verge1yking 

(1.15). 

4·). Vo1gens TUil.NJ3TJLL (1947) p. 66 vo1g indien die 

k worte1s van (1.15) aangedui word deur K1 ,K 2 , ... ,xk, dat 
~ 

/ 

i 
I 
I 
I 

.J 
(1.17) ··-

a1 = 

a2 = 

~K· 
i l 

2: 2: 
i(j 

X. X. 
l J 

As di.J_s ,~ 1 = tt 2 ·= o. = "ik_1 = 1 en Kk = 0 in vve1ke geva1 

(1.15) her1ei tot 

(1.18) x(x-l)k-1 = 0, 

vo1g~ 

(1.19) / 

,..-·· 
/ a 1 = 1-:-1 
I 

a 
2 = 

a3 -

a k--1 

(k-1) 
2 

,k-1) 
3 

= ,k-1) = 1 
k--1 

a = 0 
·- k 
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~ 

en v die ooreenkomstige ko1omv~ktor? dan is 

(1.20) 

(1.21) 

(1.22) 

dat 

a .. = 1-\J. en 
ll l 

aij = -/vivj vir i/j. 

Met behv~p van ( 1.16) 

k 
~ v. = 1 met a11e v. 

i=1 l l 

Ei,
1 = 

= 

2:(1-v.) 
. l 
l 

( k-l) ' 

vo1 ,:r c) ' 

> o, 

a2 = 
1- \) . ' -/ v . \) . 
,___l_ l J 

-/'v. v . l-\) . 
l J? J 

= 2: 2":(1--'). --v.) 
i<j l J 

( l~··-1) = -2 9 ens. , 

indien 

wat in ooreensterr.u:J.ing is met die resu1 t::.te in verge1y-

king (1.19). 

Leruna 1.2. Indien 

(1.22) ~ vi = 1 net a1le vi > 0, 
i 

dan is 

Bevvys ~ Verge1yking (1.1~-) vrord in hierdj_e geva1: 

I ~-) I I -7-7 ' I (1.23) I- vv -KI = l(1-x)I- vv • 

Vir K = 1 word bostaande: 

-v1 , -/v1 v2 , .... , -/v1 vk 

I ~-7 I I -vv = -I v ~~- v 2 9 - v 2 ' • 0 0 • ' - / v 2 \) k 

1,1~ ... ,1 
1,1, ... ,1 

wat 'n deteTininant van rang 1 is, sodat K = 1 'n 

I k 1 ) .::] . t 1 ( 1 J ., ) . ( . ocHru·m mE iJA1'1 \ ·- -VOllCtlge 'NOr e van . __ ,t lS Blen () _). _L ..1. ,. en .l~ 

HOCY (1961) p. 220 en HADIJEY, G (1961) 11 Linear A1ce1Jra 11 

pp. 237, 242-245). 
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Vir~ = 0 her1ei (1.23) na: 

I -7-7 I I (1.24) I-vv = 

1-v1 y- /v1 v2 , .... ,- /v1 vk 

- /~1v2' 1~v2 ' · ···'- /v2vk 
• 0.' 0. 0 0 0 ••• Q 0 0 

- /v1 vk' - /v2vk' .... , 1-vk 

= 0 9 want 

(1.25) ~(1-v.)- L .f'\i":/v.v. = ~(1-v.)- ~ L v. 
J J i(fj) l l J J J J i(lj) l 

== ;v:-( 1-L:v. ) 
J i l 

= 0 vir all e j . 

Uit (1.24) vo1g dat K = 0 oak 'n wortel van (1.23) is. 

Die rans van A is ge1yk aan die aantal karakteristieke 

wortels wat I 0 is (CRAMen (1946) p. 113), d.w.s. gelyk aan 

( k-1) . 

01;aerking. 

Ui t A ontstaan~ deur weg1a ting van die kde r~r en 

kolom~ 'n nie-singuliere matriks van rang (k-1), nac~1ik 

J 1-v1 , - I \.!1 v2 9 • • •. • 9 - / \)1 \)k-1 

Al = -/vlv2, 1-v2 ' . . . . ' - /v2 vk-1 
0 • • . . . . . . . . . . . 

t /vlvk-1'-v v2vk-l' 0 • • ' 1-vk-1 

Le~~a 1.3. Indien 

(1.22) ~vi = 1 met alle vi> 0, 
l 

word die resiproke matriks van A1 gegee deur 

l = 

.r v1 +vk ' /vl v21 

/v1v2 ' v2+vk' 

. . . . ' 

. . . . ' 
/v1vk-1 

/v2vk-1 

/vlvk-l'/v2vk-1 9 ••• 9 vk-l+vk 

. l 
J 

Bewys: Dit is vo1doende om aan tG toon dat A1Ai1 
== I, 

die eenheidsmatriks. 

I!aat A1 Ai1 = {a,s,}, 'n (k-1) x (k-1) matriks 

waarby C,s' = 1,2, ... ~(k-1), dan is: 
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all= v~l[(l-vl)(v1+vk)-v1v2-v1v3- ... -vlvk-1] 

= 1 m. b.v. (1. 22) 1 

a22 = v~1[-vlv2+(1-v2)(v2+vk)-v2v3- ... -v2vk-l] 

= l, ens. 9 sodat 

aCC = 1 vir ( = 1,2, ... ,(k-1). 

Verder is 

();12 = vk1 [ ( 1-v1 )/ vlv2 - ( v2+vk )/·"·1 v2-v J'/ vl v2- .. ~ -vk-1/ vl v2] 

-1---VL fv1 v2[l-v1 -v2-vk-v 3- ... -vk_1 J = 
= 0 m.b.v. (1.2;2), 

(Xl3 = vk1[ (1-vl)/vl v3-v2/vl \J3-(v3+vk)/'Vl v3~- ..• -vk-1/vl v3] 

= 0, ens., sodat 

acr,= 0 vir ~'ts . 
...._, ~ 

Dus l_ccs s ,} = I, waarmee die lem_,"'Ila bewys is. 

1.5.2. {ie-sentra1e x2-verdelings. 

Ste1 ~l 9 ~2 9 ••• , ~k is gesa~11en tlik norm.a.al verd.eelde 

VE.riante met verwagtingsvvaE~.re.es E(~i) = 1-li en tJ.omente-

matriks A. 

STELLING 1.1. 

Indien 

(1.22) ~v. = 1 met alle v. > O, 
. l l 
l 

-7-7' 
(1.26) A= I-vv , 

(1.27) ~ ~- = o, 
. l l 
l k 

dan besit T = ~ x~ 'n nie-sentrale x2-verdeling met (k-1) 
. 1 l l= 

t.,.v.v. en nie-sentraliteitsparaneter 

k 
(1.28) ~ 2 = ~ [E(x~)J 2 

i.=1 -L 

·~ 2 
= _I..J ~i' 

l=l 

Bewys: Laat ~~l) = {x1 ,x2 , ... ,xk_1~ met ooreenkomstige 
-7 -7' ~ 

kolomvektor x(l)' ~( 1 ) = :~~1 ,1J- 2 , ... ,~l::- 1j:::~et ooreenkomstige 
-7 

ko1omvektor 1-l(l)' 
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Die momentematriks A1 is nie-singulier en van rang 

sien lemma 1. 2 ( op:rnerking). 

Volgens :tCErDALL en DTUAHT (1961) vol. II p. 229 

(sien ook ~1.4) besit i( 1 )Al1i(l) 'n nie-sentrale 

x2·-verdeling met (k-1) gov.v. en nie-sentra1i tei tsparameter 

2 -7 1 -l-> 
A ~ ~(1)Al ~(1)" 

Omdat die mrnnentffinatriks van x1 ,x2 , ... ,xk gegee word 
-7-) I 

deur A ~ I-vv , volg dat var(x.) == 1-v. vir i==1 1 2 9 .o. ,k 
-l l 

en kov ( x. , x . ) == - j v . v . 
-l -J l J vir i 1- j. 

Gevolglik is 

( 1. 29) .2: ..fV: kov( x. , x.) = 0 vir alle j ( sien ( 1. 2 5)) , 
. l -l --J 
l 

sodat E[ ~ /vi(xi-~i)J 2 
== 0 m .. b.v. WII~KS (1962) p. 81. 

l 

Gevo1glik is L ,/\i;( x. -~--L·) = 0 :aet waarskyn1ikheid een. 
i l J. l 

Uit (1.27) is dus 

(1.30) ~ ~ x. = 0 met waarskyn1ikheid een. 
. l l 
l 

N k -?' A-l -7 t 1 1'kh . 1 l'.ou :..an x( 1 ) 1 x(l) :;~e waars ~yn l L e1c. een 

in 'n and.er vor·m geskryf word 7 na2.wnlik~ 

met waarskyn1ikheid een 

ui t ( 1. 30) 

-~· -1-7 
k 2 

Dus besit x(l)Al x(l) en ~ x. diese1fde verdeling. 
. -1 l 
l= 

Op ana1o~ wyse is 

k -?, -1-7 ,. c·r.lc )J2 
~(1)Al l-1(1) = L.: .u xi = 

i~1 

k . .., 2 
2.: ~ .• 

. 1 l l=. 

Hiennee is die stelling bewyso 
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Opmerkinc;s. 

1). Ind.ien x1 , x
2 1 •• • 7 xk asirilptoties gesamentlik 'n 

normaal verdeling besi t met asimptotiese vervvagtingswaardes 

E(x.) = ~- en asi~ptotiese momentematriks A~ w2arby 
-l l 

(1.27) ? /\)i ~i = 0~ 
l 

ll: 
2 2 dan besit T = 2 x. asi2ntoties 'n x -verde1ing met (k-1) . 1 J. .J.. 

l=-. 

" v v en , i e t 1 · t · t · ' 2 "' 2 b· • • .d -sen ra l ·el sparame1ier /\. = ~~ tJ.i. 
l 

') 

2). As alle ~i = 0, besit T 'n sentrale x~-vcrde1ing 

met (k-1) g.v.v. 

In die praktyk beskik ons so;,:~s oor 'n aantal 9 ss k, 

onafhanklike steekproewe, afkomstig uit verskillen~e popu-

1asies met onbekende verCelingufw.J.ksies F i 9 i=1 9 2 9 ••• 9 k. 

Die vras.g is dan of die verdelings:f1.:;.n~~sies e,lTial identies 

is 9 eli t rvil se of die k steeLproevre alLlal ui t dieselfde 

of i&entiese populasies afko2otig is. 

In die parar::1etriese geval is dit [;'Sbruiklik om vir 

elke steckproef sekere groothecle (parameters) be be:rei::en 

( bv. gemiddeld.e 9 standaE;.rd-afwyking 9 ens. ) en dan deu.r 

str;;.tistiece iDferensie afleidiEgs to ~nac:J.k aangsa::J.de die 

onderslceie po:pulasie-p:;1rsmeters. 'll Ar~.d er ne to de 'Nord. in 

hierdie Dtudie gevolg, r.l. die sogenaamde nie--para:Gletriese 

(verdelincsvrye) metode. 

Die steel:::proefwaarc~es word gesamentlik in stygende 

volgorde volGens grootte (of volgens 'n bepaalde eienskap) 

gerangskik en rangno.:rrmers toegeke:n. Die wyse waarop elke 

bepo..alde steekproef se waE~rc1es versprei l§ in verc~elyking 

2et die res van die wa~rde8, gee dan in aanduidin3 in hoe-

verre som.mige _pop1J.ls,oies moontliL versJcuif 1e met betrek-

king tot die and.er, of 'n groter versprei0.int; toon~ ens. 
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Verskeie toetsingsgroothede 9 ttebaseer OJ) rangno·m ... -rners? 

is vir hierdie probleem ~8definieer in die ceval waar k ~ 2. 

In hierdie studie word_ verskeie v·,:nl die -~oetsinc;sg-roothede 

vir die probleem van twee Dteehproewe uitgebrei na di~ 

vEal k ste8l~lJroevre en ',vord ook n1:~we toet;:li:ngr~gr·oothede voor­

gestel. 

In hoofstuk II woTd 'n algeuene klas van toetsings­

groothede vir die r)robleen van k steeL::proevve behanC.el en 

hlJlle asimptotiese verdelings ·belJaal ond.er die nulhipotese 

H
0

• Dieselfde toetsingsgroothede se asimptotiese verdelings 

word in hoofstuk III bepnal onder 'n algemene hil)Otese H. 

Verc~er vvord die c.oi.mJ)totier:-Je rel~1,tiewe doel treffendheid 

en asim:ptotiese onder·2l:eidenciheid van d.ie toetse ond.ersoek. 

Hoofstuk IV beva t toetse vir 9 en ui tbreidii<:)3 vo..n 9 

die 1)ro bleem van m-:r'ang·ckikki.ncs. 

In hoofstuk V word 'n tweefaktor variansie-a~alise 

behan(el. 
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HOOFSTUl'~ II. 

VErtDEIJ ING-SVHYE TOE 1T~3IN"GSGROOTHEDE VIH DIE l")ROBLEI~IVI 

VAN k STEEKl?R.OEWE (k > 2). LIMIETVERJJELINGS ONDbR H
0 

1) 

2.1. INLEIDIEG. 

k 
Gegee N = 2~ n. onde:rling onafhan:t!::like steek:proef·­

. 1 l l= 

waardes x .. ; j=l 9 2? •.. ,n.; i=l,2 9 •• 0 ,k 'Naar x . ..: vir vaste 
-lJ l -lJ 

i afkomstig is uit 'n po:pulasie met verdelingsfunk,sie F. 9 l 

i=l? 2' ... !I k. (F. nie nooJwendig kontinu nie). 
l 

Die probleen wat hier beskou -.,ord 9 is om. die nul-

hipotese H
0

: F1 ~ F2 ~ ... ~ Fk ~ F 7 s@, naamlik ~at alle 

verdelingsfunksief.J F i 9 i=l 9 2 9 ••• 9 k id.e:nties is, te toets 

teen die alternatiewe hipotese 

is nie. 

H dat nie almal identies a 

In hierdie hoofs~uk word 'n algemene toets vir boge-

noemde ~robleem behandel waarin voorsiening gemaak word vir 

die c·evaJ. waar r;elyke waardes onder die vve,arnemint;s ka,n 

voorkom de·v~rdat c~ie }~. ; s nie noocl\7endig kontinu veronder­
l 

stel word nis. Da~r word be~ys dat die voorgestelde toet -

sine;sgrootheid ono_er seL:ere voorwaardes asim};tcties 'n 

2 " - . ~ . + X -veraellng oeSlvc 

Verskeie spesiale gevalle word bespreek, waaronder 

die van KRUSKAL (1952), die uitbreidings vgn die toetse van 

TEREY (1952) en VAN DER '4A:SRDEN (19~7) vir tvvee onafhanklike 

steekproev.re na k onafhanklike steek:proevve, die toetse vc..~n 

~!IOOD (1954-) 9 EI,OTZ (1962) en andere. 

2. 2. DIE fOETSIFCSG~OOTHEID 

2.2.1. Definisies. 

S-Gel die funksie 1JJ ( 1': 1 IN U; i~ vir alle waartes van N, 

l). Hierdie is 'n ui tbrej_d.i:nt_, va:n d.j_e 2::'tikel VC::',n r.L, ·l<~E:2 2n 

:3TOI~H(l96l) na die geval vlagr celykc FC::!,arne:;J.ings kan voorkom. 

2). H
0 

implisee:r H
00 7 nl. da t alle pe:rmutasies van die waardes 

gelykkansig is (STOKER(l955) pp. 13-14). In hoofstuk II word 

d.eurgaans onder H
00 

gewerk. 
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kontinu en monotoon stygend 3) in 6 (0~6~1) en dat daar 

'n kontinue en strengstygende funksie ~(6) in 6 vir 0<6<1 

bestaan sodanig dat vir alle 6 met 0<6<1 geld 

lim ~N(b) = ~(6) en wel 9 vir iedere £)0, gely}~uatig op 
N~CD ' 

E<6<1-e:. Dui die rangnommer van x .. in die gesamentlike 
lJ 

rangskikking van die N waarnemings a~n deur r .. indien 
lJ 

alle xi j verskillend. is ( ~3ien ~ 2. 2. 2 in die geval van gely-

ke ·waarnemings) . 

Stel 4) 

(2.1) t. = 
-l 

vvaar 

(2.2) 6 .. = r .. /(N+l). 
l J lJ -

Definieer soortcelyk 

(2.3) 6:., = h/(N+l) 
• L.L 

(let op die verskil tussen 6h en 6ij) . 

Laat 

Dan definieer ons as toetsingsgrootheid~ 
1-

(2.5) f. "2 
~k = .J .!i . 

i=l 

Opmerking. 

In £2.3 word aancetoon dat die asimptotiese verdeling 
_i 

van Tk vir IT ~CD onder sekere voorwaardes 'n x2-verdeling 
..l. 

met (k-1) g.v.v. is. Die faktor [(N-ni)/N] 2 in die defi-

nisie van ti het tot gevolg dat E(Tk) = (k-1). Sien 

lemma 2.4. 

3). Alle resultate bly geldit; indien 11 styt;end" deur 11 dalend" 

vervanb word. Sien bv. lemma ~~. 7. 

4). In hierdie hoofstuL: word detlrgaans, tenuy andere ver-

meld~ veronderstel dat die indekse i~i' die waardes 1 9 2 1 •• ,k 

deurloo1J; j 9 j' die waard.es 1 9 2 9 ••• 9 n. en h, h' die waardes 
l 
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2. 2. 2. Gelyke waarne:mings ( KnOIJe) " 

Indien daar onder die x .. 's gelyke waarno.n.ings 
lJ 

voorkom as gevolg van d.iskontinuj:tei te in die verdelings-

funksies F i en/of as gevolg v2~n TYletincs tot 'n beJ.Jaa1de 

akkure.a theid 1 };:an daar aan h:ierd.ie gelyke waarnemings op 

verckillende maniere rangnorrFners toegeken word 9 bv.: 

a). Lotingsprinsipe. 

Dui die gerangskikte stel x .. -vraardes :::~an deur lJ 
z1 7z 2 7••• ,zN waar z1~z 2~ ... ~ZNo Gestel danr kom 'n knoop 

( r;_; van gelykes) van lengte g voor ~ naa·:-:Jlik 

zv+l = zv+2 = ... = zv+g en geen ander zh vir 

h 1:. (v+l,v+2 9 ••• 9 v+g) is gelyk aan die z-waard.e van 

c1 ie k11oop nie. 

Die lotin2sprinsipe bestaan daarin dat aan elkeen 

van die g gelyhe waarnemirrgs ~eur 'n ewekansige lotings-

fleganisme een vsn die r~nge v+l 7 v+2, ... ,v+g toegeken word. 

Hierdeur bly die N ~ per::1.utasies van die 'v;rae.rnemir.~('·,~., onc~_er 

H
0 

gelykkansig en speel die gelykheid van die waarnrunings 

geen verdere rol nie. (Sien byvoorbeel6 vergelyking 

(2.20)). 

b). Metode van gemiddeldc r~nge. ( 'n Meer volledige 

bespreking word cevind in STOKER (1955)). 

Aan elkeen van die gelyke waarnemings 

~ z ~ word dieselfde aemiddelde ran£ toe-
~v+19 ~v+2'"" 0 '~v+g ~ ~ 

geken, naamlik 

(2.6) g-l ~ (v+~) = v+i(g+l). 
~=1 

Hierdeu:c bly die com van die range van die I<~ vraar-

nemings onveranderd ongeag of ds2r gelykes onder die waar-

ne~ninLS voorl:om al dan nie. Eierdie prosed1J.re word op 

elke knoop toegepas. Word aan iedere zh 'n verskillende 

indeks toegeken, dan bly die r~·! so verkree permutasies 

van tie waarnemings eelykkansig onder H
0

• 
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Op ooreenkom.stige wyse as hierbo vervanc ons 

'l'N[h/(N+l)] in die knoop deur ah waar 

( ) 
-1 g 

2.7 ah = g ~ o/F[(v+~)/(N+1)] vir al1e waGrdes van h 
IJ.=1 . 

waarvoor v+1 ~ h ~ v+g. 

Is al1e knope van lengte e8n (d.w.s. alle waardes 

Geste1 dat daar onder die N 

g1 ~g2 ~~·· ,gA. voorkom. Stel 

(2.8) G~ = e1 +g2+ ... +g~ 

waar ex E 

Dan is 

(2.10) GA. = .~ gex = N 
ex=1 

er.:. 1aat 

5) 

'7 IS .;.;h A. kno1Je van 1engtes 

waar a11e onge1yke waardes as knope van 1engte een beskou 

word. ah word in hierdie geva1: 

g~ 

(2.11) ah = g-1 ~ ~m[(G 1+~)/(N+l)] 
~ 1 l> ex-

~= 

wanneer G 1 +1 < h < G . ex- a 

Definieer ook 

(2.12) aij = ah indien xij = zh. 

Vir onge1yke waardes (knopc va.n 1en<Jte een) is 

a . . = w i\.,. ( 6 . . ) • 
lJ .l'l lJ 

Die definisie (2.1) van t. word nou soos vo1g 
l 

gewysig om knope in te sluit: 
n. 

l 

(2.13) t. = L a ... 
l j =1 lJ 

Let op da t ah met een indeks en a .. met twee ind.ekse 
lJ 

verskil1end is in betekenis. 

c). Die so[;·enaamcl.e 11 non-re,ndom" metbde bef3preek de11r 

CROT.J'~T:' (19o~·o). T-T' ::1. h' :1' ctudl'e Yll'e 'n _ '-'-1-J J:J.2erop woro. lD lero.le d . 1 1 gecaan 

nie. 

5). ex deur1oop di8 v~e:1rdes 1, 2 ~ ... ? A. tens;y e.nders vermeld. 
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2 . 2 . .3 • ' n A ant al L emn1a s 0 

L eiTLrna 2 • l • Die verwagtingswaarde van t. onder H word, 
-l ~0 

vir vaste i, gegee deur: 

( 2 • 14 ) E ( t . I H ) = n . N-1 Lab . 
-l 0 l h .L 

Bewys (sien STOKEH (1955)): 

E( t. IH ) = 
-l 0 E[ L:a .. !H ] 

j lJ 0 

= (: ) - 1 2: ' [ 2~n . . ] 
i j lJ 

I 

waar )~ die sorrrmasie oor a11e moontlike kombinasies van 

nl. groothede uit N aandui, wat almal ewekansig is onder H ·"·o 

= ( N ) -1 ( N-1 ) Lah 
n. n.-1 

l l h 

= n.N-l ~a11 • 
l h 

Opmerking. 

Uit (2.11) vo1g~ 
G . 1 +1 G 1+2 G 1 +g . 

= ~[o/ ( a- ) w ( a-_ ) w ( a- a)] 
~ -N I·~+ 1 + ... N l ·: + 1 + ~ . . + "· N H + 1 

= ~YN[h/(N+1)] want G~ = N uit (2~10) 
h 

= ~'YN ( 6h) 0 n _ ... 

Gevo1g1ik is 

( 2 . 15 ) E ( t . I H ) = n . N-1 ~ '±' N ( 6h) o 

-l 0 l h 

Die verwagtingswaarde van t. onder H is dus on-
l 0 

afhanklik van die teenwoordigheid van gelyke waarnemings. 

Dit is egter nie die geva1 by die variansie nie. 

Stel 

(2.16) ()2 N-1 .-, ( - ) 2 = t ah-'YN waar 
a 

(2.17) 'Wr 
-l Z::a., N--1 :~'fN( oh). = N - = .,, h n h 

Deurgaans word onder die metode van gemidde1de 

range gewerk tensy and.ers ver:me1d en vrord aancenee:m de~t 

nie a11e vraardes ge1yk is nie (d.w.s. nie net een knoop 

•.;vat a11e waardes bevat nic) 
' 

sodat 
') 

C)'- > a 0 vi:.c eindige N. 
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Lemma 2.2. Die variansie van t. onder H
0 

word gegee deur: 
-l 

(2.18) var(t. IH ) = n. (N-n.) (N-1)-1 0 2 6 ) 
-l o l l a · 

Bewys (sien STOKER(l955))~ 

var( ti IHo) = (:. )-l 2: I [ 2: (aij- 'WN) ]2 
l J 

I 

waarby L dieselfde beteken as in lemma 2.1 

= (:.) -l 2:
1 

[ 2: ( aij-'WN) 
2 +~} 

1 
(aij-'WN) ( aij ,-'WN)] 

l J JrJ 

= ( N ) -1 ( N-1 ) L (a _ '¥ ) 2 + 
n. n.-1 h h N 

l l 

+ (:i)-1(:~~)~~~~ (ah-'WN)(~,-WN) 

= n.(N-n.)(N-1)-1
0

2 m.b.v. USPENSKY(l937) p.176. 
l l a 

Opmerkings. 

1). k=2 1ewer~ var(t. IH ) =mn(N-1)-lN-l L (ah-~N) 2 

l 0 h 

met m=n1 en n=N-n1 wat ooreenstem met 1 n resultaat afge1ei 

deur STOKER(1955) p. 28. 

2). Laa t 

(2.19) 

Definieer nou 

(2.20) -1"' ( - )2 = N 6 '¥. Nh - '±' N 9 

h 

dan kry ons soortgelyk in die geval van die lotingsprinsipe 

by ge1yke waarnemings 

( 2 . 21 ) var ( t . I H ) = n . ( N-n . ) ( N -1 ) -l c 2 . 
l 0 l l c 

Lemma 2.3o Die kovariansie tussen ti en ti, (i'f-i) 

onder H word gegee deur~ 
0 

(2.22) kov(t. ,t. 1 IH ) = -n.n., (N-1)-1 ca2 
-l -l 0 l l 

E [ ( t . -Et . ) ( t . I - Et . ' ) J 
-l -l -l -l 

(i'f-i) 

ni, 
= E [ ( L:a . . - n . \jiN ) ( 2: a . , b - n . , '!N ) ] 

j lJ l b=l l l 

6). Aangesien d~ 'n variant is wanneer knope voorkom, moet 

var(tijH
0

) geinterpreteer word as var(tiiH
00

;Z) waar 

Z = ( z1 9 z2 ~ .. 9 zN). Deurgaans in hierdie hoofstuk word dan 
onder voorwaarde van die gegewe stel waarnemings gewerk. 

Die verkorte notasie var(t.) word oak soms gebruik. 
l 
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ni ni' 
~.~ "' = j~l b~l E[(aij-WN)(ai'b-~N)]. 

let op dat xij en xi'b nie dieselfde waarneming kan 

aandui nie omdat i'li vir alle j,b met l<j<n., l<b<n., . 
-·-l --·l 

Dui ons die som oor alle moontlike kombinasies van 
·- II ni en ni, verskill2nde groothede uit N aan deur ~ , dan 

volg verder: 

omdat ~ 1 (ah,-WN) = 0. 
n 

Opmerking. 

In die geval van die lotingsprinsipe kry ons: 

( 2 • 2 3 ) kov ( t . , t ., I H ) = - n . n . , ( N -1 ) -l o 2 • 
-l -l 0 l l c 

Lemma 2. 4. Die verrvagtingswao.rde van Tk onder H
0 

word 

gegee deur: E(!kiH
0

) = (k-1). 

Bewys: E(T1 IH ) = E[l:(N-n. )N-1 (t.-Et. ) 2 (var(t.) )-1 ] -r o .. l -l -l -l 
l 

= ~(N-n.)N-1E(t.-Et.) 2 [var(t. )]-l 
. l -l -l -l 
l 

= (k-1). 

2.3. LIMISTVERD~LING VAN Tk (OrDER H
0

). 

B;sr die be})aling van die limietverrleling van Tk 

maak ons gebruik van 'n stelling soos aancsgee deur 

STOE:ER (1955), wat 'n Damevatting is ve::.n resul tate afgelei 

deur NOET:S.l~R (1949), HOEFT'DINC~· (1951) en andere, ne.GJ:J.lik~ 

STELLING 2.1. 

en stel 

,.,,...,·nr" ( d d c~ ) 'n r·•tnrac:<t-~ 8°8 raa _ 1 ,_2 , ... '~N ~ ~ 0 0 L ~ 

 
 
 



vektor is~ gedefinieer oor die N! gelykkansige r)ermutasies 

van die eleBente van 'n tweede ryAN= (aN1 ?aN2?•·· ?aNN). 

Indicn 

(2.25) - ~-lL. 
aN = I'J haNh an 

- -l·:--1 (2.26) bN = N 1bNh 7 h .L.L 

= NbNaN en dan is E(.§.N) 

var(IiN) = (N-l)-1 ~(bNh-~N)2 ~(arb-~N)2. 
h h l~ . .1-

Verder is 

asimptoties nor.c:w.al ( 0 9 1) vercleel wanr12er N -?CO indien die 

rye AN en BN voldoen aan die voorwaarde 

t ( r- 2 ) ( - ) r "' ( - ) r . N ? al\:r,n- a1,1 L.J b1.:;,1- bl.J 
( 2 • 2 8 ) llm n .L'~ • h ld · 

H -7CD ,~ 1 1 

[~(ai~h-~I~)~]~r[~(bNh-~~)2]~r 
h ~ ~ h .L. l~ 

'n Voldoende voor7raarde ten einde dat ( 2. 28) geld, is 

(2.29) lim 
N-7CD = o. 

\Nord daar nan voorvvaardc ( 2. 28) of ( 2. 29) in waar­

skynlikheicl voldoen (byvoorbeEld in die geval van knope) 9 

dan geld die stelling 9 naa::nlik da t die voorvvaurd elike 

verdelingsfunksie van ......, ( -· . ~l\T d 0 lo 
-l·! 

die verdelingsfunksie van 

SN vir 'n c;egevve Dtel knolJG) na die standaa,rd normaal 

verdelingsfunksie nader sien STOl:ER (l95S) pp. 33-34. 

Stel nou~ 

(2.30) aNh = a h 
vir h=l? 2? ••• 9 N en N=l 9 2, 3? •.• 

( 2. 31) bNh = cl Vil"' h=l 9 2? ... 9 n1 

= c2 vir h=n1 +1 9 n1 +2?··. 9 n1 +n2 

0 ••• 0 0 0 Cl "0 Ct 0 0" 

l~-1 

= ck vir h= >~ nm+l, .... 9 N=~ni 
m=l l 

en ck willekeurige eindige konstantes is. 
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Stel verder 

(2.32) vNi = n./N 
l· 

en 

(2. 33) v .. = ~,im V11T. vir i=l 9 2 9 ••• ? k 1 
J. L -7ffi l'•l 

dan is >= v . = 1 . 
. l 
l 

Stel ook 

STELL IEG 2. :2. 

( 2. 35) 

Inc~ien 

rn~s(ah-iiN) 2 

N-l"'(a -'V )2 t h -n 

= o (N) vir N -7ffi p 
7) 

(2.36) minstens twee van die C I c.~ 
• >:) 

l 
in (2.31) versh:illend is, 

se c_-/=c ? p-/=q9 p q_ 

\) ?\) > o, p q 

dan geld voorwaarde (2.29) in waarskynlikheid. 

Bewys ~ 
- 2 

Vir einuige ci is m9hks(bPh-bN) altyd eindig 

(vir alle N) 9 en wel 
. - 2 

( 2. 38) maks ( bl'0h-· b1\T) 

volg: 
11 ~· l< 

1'.,.-l"'(b b- ) 2 = 
.. ~ ~ Nh- N 

< maks 2 c . 9 
l 

onafhanklik van N. Verder 

N "' ( .-·, ) 2 ~ 6V· C.-~\). 1 C. 1 m il li,l l 

= e>O as vir minstens een i geld v.>O 
l 

en 2: v . , c.· 1 I= c . , d. i. 
il l l l 

as L v. ,c. ,-/=c.-v.c.=c. L v. 1 i 1 ( -/=i) l l l l l l i 1 ( l=i) l 

want >.:v-i 1 =1, 
il ..L 

d 0 i 0 as c . I= 2~ v · , c · , / 2:: \) _. , 
l i I ( -/=i) ]_ l I i I ( ,ii) .L 

T!l i t 8 .Z: \) · 1 ) Q • 
i I ( ,ii) l 

Hieraan word voldoen as tenminste nog een vi,>O 

vir i'-/=i en indien dan vir daardie i' geld c. ,lc .. Origens 
l l 

7). Die limie toorga,nge geld d.eurgaans vir N ->m. 
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bly die konstantes ci wi1lekeurig. 

nou volg~ 
·- 2 

maks ( b-;·Th-h'··J) 
h -· . 1. 

-------- < 
2 maks c. 
l 

··nal··c (a ---a ) 2-ynr~ 'ka ( b - -b ) 2 
,. ~0 c: r:h 1\T hLC<, . u r:rh I·T h -'·· 1~ h •I 'l 

= 
-1-, ( - ) 2·"" ( - ) 2 N >..J aliJh- arf .6 bi'Tl.--- b1\T h lo_ ~ h .loll l'j 

T -1 ~--, ( . - ) 2 
}, LJ ah- '¥ N 

h 

= o (N).O(N-1 ) uit (2.35) 
p 

= o (l) sodat aan voorwasrde 
p 

( 2. 29) ir:. waarsk~rnlikheid vo1doc:n Yvord. 

0 1x:1.erking. 

Voor\vaaro.e ( 2 o 35) kan in 'n ander vorm e;·e,okryf 'word, 

en wel soos volg: 

Die ui tO.r,J.kkin.'?~ ,.-: 2 
- ua is, vir vaste N en 6·egewe f'unk~lie 

'l:'N 9 al1een 'n funksie van die }:nope g19 g 2 9 ••• ,g'A en ons 

dui die afhanklikheid aan deur te skryf~ 

( ) 2 ( ) .,.-1 ~., ( - ) 2 2.39 a~,a g1 ,g2 9 ••• ,g\ = N 6 ah-'l:'N • 
h 

Dui die ge:;neenskaplil:e verde1ingsfunksie van die 

k verdelings aan deur F(x) (onder H
0 

is F1~F2~···~Fk~F), 
dan neem ons as voorwaarde 

.. 
(2.40) (Iedere disLontinuiteit van F(x))S.Y<1. 

I -. 1' w lldlGl1 lin 11\i 9 bcstaan en gelyk 
N -;.m .J.j 

is aan a (eindig), 1a a in die bereik van '¥(6~), en dan 
.l.J. 

bestaan do.ar vo1cens stelling 2.4 van STOL£:2. (1955) 'n 
f') 

positiewe konstante c~ sodanig dat 

(2 4l) l' . f' 2 ( )> 2 
• · ..L lm ln . a r: g l , g? , . . . , ES A __ c 

T·'T ---"CD 'a -H"' 

spr 0 8) 

en wel is c 2 ge1ybnatig vaL 0 geskei op alle klasoe van 

0) C! 11 u • "o pr ex beteken~ 11 behoudens 'n waarskynlikheid hoog-

stens gelyk aan ex.". Sien V.H.H DAF"'l1ZIG ( 194 7--19 50) p. 205. 

Spr 0 beteken dus~ met waarskyn1ikheid eeno 
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verd.elings Ii'(x) waarvoor die grootste diskontinuJ:tei t· gelyk-

matig van l geskei bly. 

Voorwaarde (2.35) herlei dus onder (2.40) na: 

rrlaks ( ah -1l\ ) 2 < maks [ 'Y ( 6 ) -· ~ T J 2 = 0 ( N) ' cl. j_. h ._.t .L~ ·- h N h J\! 

( 2 • LJ- 2 ) m~~s [ 'I' N ( lih) -iii N] 2 
= o ( N ) • 

Stellint; 2. 2 geld d11.s onder voorwaard.es ( 2. 36), 

( 2. 3 7) , ( 2. 4 0) en ( 2. 4 2) • 

STELLING 2. 3. 

Onder die voorwaardes (2.36) 9 (2.37), (2. 410) en 

(2.42) is L::c.t. asim1)toties normf;al verdeGl as n~m. . ~L l .J.. 

l 

Bevvys: Ui t stellint; 2. l en 2. 2 ( opmerking) volg d.a t 
1. 

~s - c~ vs ][vr~(c )]-~ -N - ~N-.u--N cu ~N 

verdeel is as N ~CD waarby 

(2.43) ~N = \ b L I,"''} d, h .. l-11 

= Zc.t. 
. l-l 
l 

::.simptoties nor:.rnaal ( 0 9 1) 

waar t. in vergelyking (2.13) gedefinieor is. 
l 

Opmerkings. 

l) 0 Deurdat die c. willekeurig is behalwe dat 
l 

minstens twee verskillend moet wees, volg dat 'n wille-

keurige line ere smn van die t. 's asi.:nptoties nor::nc,al ver­
l 

deel is as I'T ~m. 

2). Kies c.=l en alle ander c. ,=0 (i'li). Dan is 
l l 

-SN = t. en indien verder O< v. <1 vir n. ~CD en r ~co, in welke 
-l l l 

geval aan voorv;aardes (2.36) en (2.37) voldoen is 9 volg 

uit stelling 2.3 dat t. (vir vaste i) asimptoties norrnaal 
-J_ 

verd eel is or.tder voo:rvvaardes ( 2. 40) en ( ;z. 42). Sien ook 

opmerking 3 hieronder. 

 
 
 



3). Indien 

(2.40) (Iedere cliskontinufteit V(~~n }ll(x)) ~ G < =:.. 

) ( 

- !) 

( 2 • 4 2 ma:-s '¥ Nh- 'Y N) c.. = o ( N) vir N -7CD en 

(2.44) ~ 1 >0 vir i=l~2 9 ••• ~k, 

dan kEn ook m.b.v; STOI._I~R (1955) stellinc 2.2 o:pmerking l 

be'·iv·ys woJ::,d dat ti asimptoties normaal verdeel i~:; 28 Yr -70J. 

4). Indien 

( ? • 11_ 5 ) 0- ( 2 + 0 )N 1', -- ]_.) 1 I ., ·~ \<j i' 2 + 0 0 ( l ) >: 0 
~ ~ a ~ ~ uh rN = p waar u> , en 

( 2. 4 6) n. -7CD en ( I'1--n. ) -7CD as H -7CD, 
l l 

dan vole m.b.v. STOIEH (1955) stelling 2.3 dc,t t. asim:pto­
l 

ties normaal verdeel is as N -70). 

5). Onder voorwa2rde (2.40) is die voorwaarde 

( 2 . !J. 7 ) ') I w - \jj 1
2 + 6 - 0 ( IT ) . ~ 0 

1 ~ lNh ~N - ~ v1r o> 

voldoende vir die celdigheid van (2.45). 

6). Volgens HOE1''FDI1T~ (1951) is die voorwaardes 

(2.35) 

(2.118) 

mal, a ( a - w ) 2 )...,;:) b L I·! 
h - 1 

.,.-1"' ( - ) 2 I\; L a1 - IJ! T\-: 
, 1 1'• 
.i.1. 

[ 
..; I ( •-:' - \v ) 2 J 1 +~'-6 

6l u.h ~ N 1 . . 

en 

ekwivalent, \vaarui t volg dat die voor'Naardc 

(2.45) o;( 2+ 6 )N-1~Jah-'Ni 2+ 6 
= OP(l) vir 6>0 

l1 

volc:Loende is vir die geldi[sheid v:..::;,n 

(2. 35) 

- ) ') :;naLs ( a
11

-1'
1

J ,_ 
h J. ~ 

N-1)~ ( ah-~ N) 2 
h 

7). ~..let behulp van 0ie Ol)merking na stelling 2. 2 

en opmcrking 6 hierbo volg~ onder voorwaarde (2.40) 7 dat 

( r) iJ.. 7 ) ')' I \V - iji . 1
2 + b = 0 ( l\T) c b) Q ' c... I h "Nh . N I 

voldoende is vir die geldigheif van 

( 2 o 4 2 ) maks ( 1¥ , .. p - ~ .111 ) 
2 

= o ( N) , 
h 1.,n 11 
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STELLING 2.4. 

Indien 

(2.40) (Iedere d.isLontinuJ:teit van P(x)) < G < 1 en 

(2.44) vi>O vir i=1,2, ... ,k, 

dan is die as~mptotiese variansie-kov riansiematriks M
1 

van die k variante i., i=l,2, ... ,k, van rQng (k-1), 
-l 

"" waar ti gede±inieer is in (2.4). 

Bewys: Onder voorwaarde (2.40) be1d (2.41) sodat uit (2.4) 

vol& (vergelyk (2.18)): 
"" 1 J. 

var(t1 ) = (N-ni)N- var[(t1-Eti)(var[ti])-~] 
_l 

= 1-n . N -- soda t 
l 

lim var(i.) = 1-v .. 
N -7ffi l l 

>let behlJ.1p van lorx.nas 2. 2 en 2 0 3 volg da t 

1 ( .1\. A ) ( - ) -1 -t -1T ~ 2 ( ) 
{.OV t., l,. 1 = N-1 N n. n. ~a .... kov t~ , t. 

1 -l --l l l c.. .L l 

sod at 

lim kov(ti ,t.:, )= 
N-7ro - j_ 

1\---• l - /.\).,. 
l l 

i 1/i 

Die variante t. besi t dus a.sil!.ll)toties die momente­
l 

T.'la triks 
( 

! 
=~-

I 
l_-

--?>-7' 
= I-vv 

-tl 

wanr I die esnheidsma triks is? v die r;yvektor 

(/v1 ,/02? o •• ,/vk) en~ die oo:ceonkomstige kolomvektor. 

Omdat ~~vl. =l en al1e v. >0, volg ui t 1em::xla 1. 2 da t 
l l 

M1 van ranL (k-1) is. 

Opmerking. 

Di t kan muklik be'.:~ys word dat die variansie-

kovariansiema triLs M2 van clie variante ti ook van ranc 

(k-1) is, waar var(ti) in verge1yking (2.18) en kov(ti,ti 1 ) 

in vergelyking (2.22) gegee is. 
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Lemraa 2. 5o Indien vir die variante t. 9 j.=l, 2 9 ••• , k geld 
···-l 

"' 
(2o49) lim var(t~) > 0, 

1' -7ffi -l 

( 2 • 50 ) 1 im :S l.i . 1 2 + 0 < m vir en ig e o > 0 
N-7m l 

eY' ... .L 

• A def ·.--, "' 
( 2. Sl) S == 2Je. t. (e. on<:~fhank1ik van N) is a.simptoties - i l-l l 

norme.ev1 verdc;el vir alle reele eindige l~oeffisiente 

e., i=1,2, ... ,k, 
l 

cls,n is die gesament1ike verdeling V[Hl. ~1 ? t 2 , .•. <~k 

asimptoties no.rmaal as N -7ffi. 

!!ewJ'"S ~ Sien c: ie bevvys VS.,ll lermna 5 in I,EL·1M3R en STO-

IillR (1961) of CHOUSE ( 1960). 

Lem.rn.a 2.60 JJie voorwaardes 

(2.40) (ledere diskontinufteit van F(x)) < G < 1 9 

(2.42) maks(~1~ -~N) 2 
== o(N) en 

h ~n 1~ 

(2.44) \ii>O vir i=l,2,. 0. ,k 

is vo1doende vir die gel2i£heid van die voorwaardes 

"' 
(2.49) lim var(t~) > 0 en 

N -~CD -1. 

( 2 o 50 ) l iill B I t . 1
2 + 6 < m vir o > 0 . 

N --70) -l 

Bewys~ In stelling 2 .. 4 is bewys dat 
A 

lim var(t.) = 1-\i. 
~.T -l l 
l\: --70) 

> 0 mob.v. (2.44). 

Hierrnee word aan (2.49) volr:"~.oen. 

Onder die voorvva.arde 

( 2. 4 2 I ) N-l 2~ ( '¥ Nh - \(7 N) 4 
= 0 ( N) 

h 

word aan voorwaarde (~.50) voldoen 

of LEMIVIER en STO:KER ( 19 61) lemma 6. 

Opmerkings. 

sien bylaag A 

1). In aldie toepassings van hierdie lemma (sien 

' §e 2.5.2 en 2.5.3) word aan voorwaarde (2.42 ) voldoen-

sien byvoorbeeld STOKER(l955) vergelykings ~3.35) en 
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(3.45) met betrekking tot Vander Waerden en Terry 

se toetse. Hierdie voorwaarde word dus nie verder 

eksplisiet vermeld nie. 

2). Vervang onu voorwaarde (2.42) deur 

( 2 0 4 ,-,7 ) ·:;o '1 '" \ji 1
2 + O ) ( -,T ) V l. I' ~v ) 0 o L ~~~-rcr =' ~ , h l!l..L -~ 

dan geld hierd.ie lem:o_a ook ( sien opmerking 7 na stel-

ling 2. 3). 

Indien 

(2.40) (Iedere diskontinuiteit van F(x)) < G < l, 
( 2 . 4) ) rlq l;-s ( 1JJ w ) 2 ( 1\T) en 

- •" c;,J:~ I l\T'lr.- .!. 1\r = 0 --~ h l~ll l·! 

( 2. ~-4) v. >0 vir i=l, 2, .. o ~ k 9 l 

dan besit 

,.., 
c.si~~ptoties, vir N~CD5 'n xc::···Verdcling met (k-1) gov.v. 

Eewys: Uit stelling 2.3 volg det ~citi (vir nie alle C ' c:~ • >:::> 

.J. 

t;elyk nie )*- asimptoti8s normaal verdeel is as N ~co. 
1 

l 

rz=c.t.->:c.Et.]lvar(Zc.t.)l-2 is asim.r1toties normaal (0.1) 
--ll-:-l l- .ll-' , 

l l l 

verdeel as l{ ~co. 

J\1aar 
1 

"'c [ -+- l:i"'t l L- -.-rr: r ( "'c t ) l-2 = LJ · u ...: - ..w · J v o_. 6 · , ..: t J 
. l j_ l ., l J_ 

(2. 52) 

l l 

1 

cl. [1-~var(tl.) ]~ 
= ~ ~ t. 

i [ ( F-n . ) v ar ( 2: c _., t . .) l'2 l 
l f l: 1: 

Neem nou 
1 1 

e. - c. [vB,r( t_.) ]'IT[ (1--vl\T. )var(/~c_.,t .,) ]--~ 
l l l l ,, l ., l: l 

l 

dan is e. asimptoties onafhanklik van N en ei~dig. 
l 

Ge,Tolgll'k is ~e t ~si~IJtoties normaal verdeel 
(.., ••• ..l i i '-o' J. 

l 

Ui t stellinb 2. 4 en lerunas 2. 5 en 2. 6 volg verder 
A 

cla t die varian te t. , i=l, :~, ... , k ger;;amentlik? vir N -7CD? 
-l 

*)~ Anders is die limietverdeling ontaard. 
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C.-:.ql·rn_i~.)·t·otl';::.:.n '1'1 r·o1"''V'I,.. -, d 1· 1 • · • t t".k"" c..v._.. .L -y ._.. 1 .'. hdEL.~.. ver _ e lYl[; oe 8 l "t me -c mom en e:rn2. ll l-

-7-7' 
lVI1 =---= I-·'J'v van rang (J:c-1). Ui t stelling 1o l en opmerking 2 

t t .,"'2 
daarna me i in plaas van xi, volg dat Tk = ~ti~ vir 

i -

N->m, asi~nptoties 'n x2-verc1.e1j_r.Lg met (k·-1) g.v.v. besit g) 

O:pmerkinco. 

1). Indien ( 2. 1~2) vervang wo:-ccl deur ( 2. 4 7) , geld 

die stel.ling ook, omdat (2.47) voldoende is vir die ge1dig-

h 8 i d. V Lvll ( 2 . 4 2 ) • 

0 
2 ) . Volgens die teorie van die xL-verdeling moet 

en 

1 iH VC,r ( J\ ) - 2 ( k-1) • 
N ·->CD .t>.. 

Eers~~er~oemde is in lerm'1.a 2. 4 f::~c.ncetoon en lc::;,e_.s-

o~~1dc..1-t die variant t. asi;1lYtoties r"-orma~~l verdeel 
l 

is as N ->m ( stellin,::.; 2. 3 opmerking 3), volg da t 

( 2 . 53) E ( ti-E t i ) 
4 

[ var ( t i )J-
2 

= f-! 4 ( i )/ 1-1 ~ ( i) 

def 
= ~2(i) 

= 3 + o(=!-) 

waCl-r 1-lr( i) die rde orde sc:ntru1e mor2ent van ti is. 

Omdat 

verE~Dderlike nort:w.,al verdeling besi t ( . ., . 
slen o..le 

hierdie stelling) 9 volt:· uit E.EJ'~DALij (1953) vol.I 

p. 83 dat 

( ?54·)~(+ ~t ) 2 (t ~t )2 
·- • ...:.; u • -· ..LJ • -: ' -- ..t; . ' l l .i. 1 

def 
p22(iyi') 

2 2 2 = (1+2pii')oioi,(l+o(1)) 

waar p .. , die (eksakte) korrelasieko~ffisi0nt is tussen 
ll 

f) 

t + oc:. . en v. , • . 
l :l.. I l 

= var(t.) 
]_ 

Gevoiglik is 

en 2 c . , = var ( t..: , ) • 
l _L 

') ') 

E[(t.--~t. )~-(t. ··-]~t. )c:] 
(2.55) 

l ·•· l l 1 l 1 ? 
= l+2p-:-. 1 +O(l). 

ll 

9)o Vergelyk ook lem11a 1.1 or;merkinc 1 en CR.Al'.1eTI(l946) p.419. 

 
 
 



( 2. 56) [kov( t.; 9 t_
1
. 1 ) fCva:r( t.: )var( t. , ) ]-l 

.L -- l l 

(2 -· 0) 
-. j_(j ? (2.22) en 

( 2. 32) . 

Hou volg~ 

(2.57) var(Tk) = E(T~)- [E(Tk)] 2 

= E[i(N-n.)N-1 (t.-Et.) 2(var t.)-1 ] 2 
i l l l l 

I} 

( L-1) ~ lli t 

1 eiYLrna 2 " 4 • 

var( t. )var( t. 1 ) 
l l 

2>(l ? 
2 ) ('' l ) 2 2'' )' (k 1) 2 (1) - u ~-- ._ 'VN. +'Vr. + l>,.--_._ + 1_, ·..-J VI'~. VF_., - - +O 

i l l ~l i,lil .c' l ~·.]_ 

- 2 ( k--l) + 0 ( l) . 

3). Indien aan voorvvaardes ( 2. 40) en ( 2. 42) vo1doen 

word en p van die v. {::,-elyk is aan rn1l 9 dc:.n volg op 1 n 
l 

-·A 2 
soortcelylce wyse as in stelling· 2. 5 dat T1 _ • .., = ?~t. 9 L·-lJ l 

was~rby die sommasie e;';2.an oor die ( k-p) inc.ekE3e 1.1i t 

l ~ 2 9 • •• 9 k waarvoor \). >0 1 asimptotie~~ 
l 

2 'n x -ver~eling besit 

raet ( l;:-p--1) g. v. v ~ as N -~CD. Soos in len1.raa 2. 4 kan bewys 

word = ( k--p·--1) . 
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2. 5 .1. Inleidj_ng. 

De-L.n· SI)esiale gevalle van die f"Lrnk.;:)ie 'fw( o) te 
J.j 

neem 9 kan toet~~;e vir verslrrtiwing 1 verskil in verspreiding 9 

skcefheid, ens. uit Tk afgelei word. Ons bespreuk alleen 

toetse vir verskuiwing en verski1 in versproiding. Die 

toetse vir vcrski1 in verspreiding is al1een sinvo1 as 

a8nt;cnee.m V·Tord dc.:_:,t 'n lokaliteits};arameter (bv. gemidde1d, 

mediaan) van die pop~1asies ge1yk is. 

2.5.2. Toetse vir Verskuiwing. 

2.5.2.1. 'i' rJ o .. ) == o. . ( ve:r-ee1yk WILCOXON ( 194 5) en 
.!.\! \ ~-- J l J (...) ' 

s~ro:r ER 

Hier is 

STOIGH (1955) het vj_r hiercli.e gevc.:l1 bev;ys dat 

( N-~1) 2 c 2 __ (F3_.)'cr3) /l2N sodat a ' WE)o: I -

ex 

(2.6 . ..1...,) 2 - [N(X2-l)+~£ ~-5JD· 3 Jr12N(N+1) 2 J-l 
0 G, . - ·c.z'-' ex ex'-' ex: -· 

T~-1 = -r--•--•• •-- -- - --
12(1';+1) 

= .. ___ X; --1 __ _ ____ __:;____ waar 
·10 (N .... ) 12N(N+l) 2 
. c... 1+_1_ 

-, ~· ( .. 2 - ) 
Y - '>.c·· .. :r -1 

-- L "<...) o: t') ex - • 
C( 

Fit (2.1B) volg nou dat 

n . ( r;--n. ) 
( 2. 63) var( t.~) = .-=.~----~[1- 2 J 

.L l2(N+l) N(N -1) 

(2.64) 

n.~ (1.:-·n-i ) 
= ...-:.:.-·-··---=-·-. ~ waar 

l2(N+1) 

~ - 1 -- ----~X-·­
lT ( rt.:. -1) 

 
 
 



Die toetsingsgrootheid Tk word nou 

( 2.65) ~.~r = ~ 12(N+1)(t -~ )2 
' 1v • Nn . K 1 ~nl. 

l ll'"" -
uit (2.4) en (2.5) 

= 12(N+1) 0t2/ 3(N+1) 
N~ ~ i ni - Q 

l t--' 

Omdat 0<h/(N+1)<1, is maks('±'Nh-~N) 2 = 0(1). 
h 

Daar word dus vo1doen aan voorwaarde (2.L:2). 

Indien 

(2.40) (Iedere disi:~ontinu5:tcit van J3'(x)) < G < 1 en 

(2.44) vi>O vir i=1~2 9 ••• 9 k 9 

dan besit TW asimptoties 'n x2-verde1ing met (k-1) g.v.v. 

as r· -?CD. 

Opmerkings. 

1). J3ostnande is 'n ui tbreiding van 'itiTCOXON-(1945) 

se toeto van twee na k steekproewe. 

2 ) " Stel R. = Lr .. en t. = R./(1'~+1), dan vo1g 
l j lJ l l 

uit (2.63) dat 

(2.66) var(R.) = 
l 

n. (E--n;) (N+1) 
l .J.. \1-12 -- 2 J 

N(N -1) 
wat diese1fde is as clie uitdrukking cleur I'TIUSIAL (1952) 

verkry. (Verc,e1yk oak J?:.IJ~~OORT (1952) :p. 395). 

(2.67) 

2.5.2.2. 'Lf ( s.:. ) = ~-, ;; E ( s ... r . . ) "-N uiJ. - ~r.-
lJ lJ 

waar sh ( s1 < s2< ... < sN) die waa-rdes in rang van '1l evve-­

kansiGe steek1Jroef van grootte N uit 'n no:cw.aal ( 0 9 1) 

po~ulasie is (ver~elyk TERRY (1952)). 

(2.68) 

In hierdie geva1 is: 

"' ::' t. = 6 
l . '-Jr .. 

J lJ 

(2.69) E(t.) 
l 

--1 
== n.N 

l 
')"' ':' 
... J 1.-.ih 
h 

- 0 vveens sim:metrie. 
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Verder is 

(2.70) var(t.) = ni(N-n.)N-l(N-1)-l ~a~ 
l l h n 

vraar ah in (2.11) gedefinieer is met Yn( o11 ) = 2h· 
As toetsingsgrootheid volg nou uit (2.58): 

4-2 
(N-l) V• 

(2.71) TT = l 2 Z 2 

wah i ni 
h 

Vir die nor7l.aal (0 9 1) verd.elint; geld (sie:n 

S~LiOLEH ( 19 55) p. 57) ~ 

(2a72) maks(~~~-~N_) 2 
h J'dl l" 

= 0(2 log N) e 

vvaar 0 sodat (2.42) bevredig word. 

Oncler die voorwaardes 

(2.40) (Iedere diskontinufteit van F(x)) < G < l en 

besit T O C< l' r ll" ·t 0 + l Q 8 T o. ,;:) _t lJ v ~ '-- 9 vir N -?ffi ~ 'n x2-verdeling met 

(k-l) g.v.v. 

OpmerJcing. 

~eer aleemeen kan ons beweer dat as ~h' h=l,2, ... ,N 

die waardes in rang is uit 'n willekeurige populasie met 

streHc_styger:.c~e l.:ontinue verc1elin6sfunksie met kontinue 

tweede afgeleide en met eindige derde orde absolute sen-

trale mome~t, bly die bewerings vun ~2.5.2.2 geldig. 

I-Ii2rcie rtJsultaat volts· m.b.v. hulpstelling 3.1 en stel-

line, 2. 3 vox~. S1i'OLER ( 19 55) waarui t volg ds. t ( 2. 4 7) bevre-

dig vvoTd en d1..1.s ( 2. 42) - sien opmerking 7 na stelling 2. 3. 

'f 1'.-r ( o . . ) ::: Q ( 6 . . ) vvaar Q ( q) die q de h:wan tiel 
l\i l J l J 

van 'n nornaal (0,1) -verdeling is(vergelyk VAN DBR 

W AEHI;EN ( 19 57 ) ) . 

Hiervoor is~ 

(2.73) t. 
l 

= LQ[r .. /(N+l)], 
j lJ 

 
 
 



40. 

( 2 . 7 4 ) E ( t . ) T\T-1 ... ( ) 
l = niJ.I ;_,Q cl" 

h J. 

= 0 uit Sl.rmTo.e-tr'"'l·e ( · 0 T0 .. "1:7'Fl(1055) - Slen 0 1.i~ ·L 7 p. 

(2.75) var(tJ._) = n.(N-n.)N-1 (N-l)-1 Ya2 waar a ~e-
l l :hh ht:l 

definieer is in (2.11) met ~N(bh) = Q(oh). 

Die toetsingsgrootheid is nou: 

t 2. 
( 'I'"' 1) T = .. d-- >: l 

Q y 2 7 n.-.-
J ~"a l l h h 

( 2. 76) 

Uit STOKER (1955) p. 57 vo1g nou vir die nor-

maa1 (0 9 1) -verdeling: 

(2.77) msks(~Nh-WN) 2 = 
h 

maks[Q(6h)-Q] 2 
h ~ 

= rnaks Q2 (oh) 
h 

= 0(2 log (N+1)) 
e 

- J-1 '\, (1 ( . ) waar Q = 1 6~ 6h = 0. 
h 

Daar word dus vo1doen aan voorwaarde (2.42). 

Indien 

( 2 • 4 0 ) ( I e de r e disk on tin -....:tl t e it v~1.n F ( x) ) < G < 1 en 

(2. LL4') >0 .. 1 2 k T vi Vlr l= 9 9 ••• 9 · 

]1)' 

dan besit 'I· c_;_sim.)totiss 9 vir N->m 9 'n x2-verde1in{; met Q 

(k--1) g.v.v. 

2.5.3. Toetse vir Verskil in Verspreidin£. 

Tot dusver is deurgaans veronderste1 dat YN(o) 

monotoon st;ygeud . . ~-

lS ln u 9 Die voorgaande stel1ings 

kaL. egter mal~lik aangE:;pas v.rord o:;-o. gevalle in te slui t waar 

VN(o) byvoorbeeld monotoon da1end is 9 of monotoon da1end 

oor 'n dee1 van die interval (0,1) en monotoon stygend 

oor die res van die interval, of omgekeerd. 

Lermn.a 2. 7. ( Ui tbre iding vc::~n STOKER ( 19 55) s telling 2. Ll). 

Ste1 dat, vir iedere N 9 die f1..1nksie ~1 N( 6) kontinu 

en monotoon i1.1. 6 is vir 0~.6_<;.1 (met 11 monotoon" ·vvord hier 

bedoel i) stygend of ii) da1end of iii) stygen~ oor die 

eerste deel van die interval (0,1) en dalend oor die tweede 

 
 
 



deel van die interval, of omgekeerd) en dat daar 'n 

kon-Ginue en streng raonotone fun1G3io \f( 6) in 6 vir 0<6<1 

bestaan ( sien omskrvwl· ng ·van ·mor··otoo ·" hl. erbo) ..J . t!••l .l ' 1l soclanig 

dat vir alle 6 met 0<6<1 ryeld b lim fr(6) = ~(6) en we1, 
I~ 

J'T -?CD 1. 

vir iedere £ >0, gelylm1e:tig op £ < 6<1- E. Hierby vrorc1 ver-

onderste1 dat 1 in geval iii), as die funksj_e 't'N( 6) in die 

IJunt o = 6N , 0 < oN < l, die 11 keerpunt 11 (maksimUillpunt 
0 ~ 0 

of minimt.unpunt) ·bc~reik en '1' ( 6) in die punt o = o 
0

, 

O< 6 
0 

<1 die keerp1.mt bereik, da t 

ge1~y·k:n.a tig in N. 

- 6 I ~ 0 en we1 
0 CD 

Indien ~im WN (sien (2.17)) bestaan en gelyk is 
1-: --?CD 

asn a(eindig) en a in die bereik 1~ van ~(6) ocr die &e-

bi8d.e 0<6<6 ·:.~n 6 <6<1 en indien ie('ere disLontinuJ.:teit 
0 0 

van F(x) hoogsteLs ~elyk is aan 'n konstant G < l, dan 
') 

10°c'tr.r·"V"l I~ ·oO"l ·7-l' c.· . .:r·:::. 1'·0.,.-'Str-"'t-:::. C::.. 80U~1 ~l'l. c·· C-! 0 t v0 c...Lt::t..J..... .!..l .L u •• .J v ,, C X).. .l.1. CI..!.J.. \::: >... .c.,.._ b .. L<.v 

spr 0 

.') 

en v1el is ct;.. gely1anatig van Q e~eskei OJ) c:.lle klc:.sse van 

verdelinLs F(x) wa2rvoor die grootste diskontinuYteit 

~e1ybnatig van 1 gsskei blye 

Bewys: Die stelling volg op 'n soortgelyke wyse as di~ 

var.:. STOJi::CR (1955) stel=_ing 2.,4 met onder andere die volc·en-

de aanpsJssings: 

Laat ~(601 ) =a= ~(602 ) ~et 0<601 <602 <1. 

. • ( c- l ;;:_ 1-G 1 \T l d. b. .::~ Lies E:(ffiln UQl? -·uo29 ---g-·1. verdee..L- l8 ge leu 

(c,l-s) in vier dele, nl. (c,601 ),(601 ,60 ),(60 ,602 ) en 

( 602 ,1-E) • 

no\.1. vc.,D. we ers-

kants af toegekcn word. Hicrdie lJrosedure is d :.;ur Ji'REUr~·D 

en ANSARI (1957) gevolg vir die twe2-steekproef geva1, 

,:::,lJ l. c:' d l. 8 VO] r ·el·,r·,; eo ·_!=)] ... 8 '"v-ct:1)--lrlH:·_,_':ll. l'lft.P 'v'·rnra71 l. n s·ty.c0:8'Il'd.e .;:, .l ;::) · . - b . •• A. • 0 .. .. V' • ~v - ·- • '- .._., V - ~ 

volgord.e Leranc,-skik en rancnomt'ler;::; word van weerskante af 

 
 
 



~- 2. 

toeBeken. Hierdeur is die stel wasrnemings (s~ 2n in 

ac::Ln te"l) in twee dele verdeel, elk waarvan rangnonmors 

1,2, ... ,n bevat. (Soortcelyk vir 'n onewe aantal 2n+l 

v1aarby die mid.delste een die ran,gnormner n+l het - sien 

later). :Die som van a1 die rangnom .. merE:J van die een steek-

proef word dan as toetsingsgrootheid geneem - sie11 AESARI 

en BRADLEY ( 1960) . 

Bogenoemde metode ten opsigte van die toekenninc 

van rangnormners word nou ook in hierdie studie ingevoer. 

Omdct die rangnom:rners ~rveereens na tuur1ike geta11e is, geld 

a11e resultate van §2.1 tot §2.4 met die nodige aanpss-

sing (sien 1e~na 2.7). 

(2.78) 

In hierdie ~·- eva1 is 

t. = Zr .. /(H+l). 
l j lJ 

a) . N evre. 
N 

(2.79) E(t.) = n.N-1 L rh/(E+1) 
l l h=l 

n. (N+2) 
l 

= -"'---·~--

4(N+l) 

Vir var(t.) bereken ons eers: 
l 

N N 
2 ""'1-1 ">' [ I ( K 1 ) -1 -, 2 ( 2. 80) o - 1.'. -J r 11 J;+ -N ~J rh/(N+l)] 
c }l=l ;. h=l 

J ? = N-- ~[rh/(N+l)- (N+2)/4(N+l)]~ 
h 

uit (2.20) 

_ - 1---·-- ~ [16r~ -8(H+2)rh +(N+2)
2 J 

l6F-( N+l) 2 h=l 
J=-p -t-N 

_ r :. 2 [32 ~' h 2-16(N+2) ~ h ~(N+2) 2 J 
lo1(~+1) h-1 h-1 

() 

(Ne--4) 
= 48(~r:i)2 

Stel nou da t die lonD tes van Cl.ie knoiJe in volgorde 
• 1 de 

gegec word deur g19 g 2 , ... ,c;P 9 gp+l 9 •o•"g"'- waar dle 2N 

 
 
 



4 3. 

waarneming in die knoop van lengte g~ en die (iN+l)de 

waarneming in die knoop van lengte g~+l bevat is? d.w.s. 

= tN. (Indien die waarnemings in 

genoemde twee knope gelyk is, word dit nogtans as twee 

verskillende knope beskou. Ongelyke waardes word beskou 

as knope van lengte een). 

Definieer 

(2.81) Ga = g1 +g2+ ... +ga waar a E {1?2, ... ?p} en 

laat G
0 

= 0. 

Stel 

(2.82) G~+l = ga+l+ga+2+ ... +gA waar a e {p+l?p+2?··· 7 A.} 
I 

en GA.+l = 0. 

Kou is m.b.v. (2.16) en (2.20)~ 

(2.83) (N+l) 2 (o;-o~) = (N+l) 2N-1 [p~h-~a~J met 'l'N(6h)=6h 

2 -1 !N 2 N 2 f-N 2 N 2 
= (N+l) N [ L ~N, + L ~Nh- L ah- ~ ah] 

h=l n h=·&N+l h=l h=+N+l 

 
 
 



44. 

= ~r~ fgo:G~-1+ Go:-1g (g +1)+~g (g +1)(2g +1) ~=1~ a a o ~ a a 

wat dieselfde is as die ooreenkomstige uitdrukking in die 

geva1 waar r2-ngnormners gewoonweg toegeken word (sien ver-

gelyking (2.61)). 

Met behulp v&n die uitdrukking vir o~ volg nou dat 

( 2. 84) o2 
a 

(N2-4) = ---------'-~ 
48(N+1) 2 

N3-4l:g3 
ex a =----

4 8 N ( 1~ + 1 ) 2 • 

Uit (2.18) vo1g dus dat 

n. ( H-n. ) ( l\:3-4Lg3) 
(2.85) var(t.) = 

l 

l l ex ex 

48N(N-1) (N+l) 2 

en uit (2.22) dat 

( 2. 86) kov ( t. ? t. , ) = 
l l 

OI)merkings. 

i,ii' . 

1). Indien daar geen knope voorkom nie, d.w.s. 

as alle e =1~ is ex 

(2.87) var(t.) = 
l 

2). Neem die geval van twee steokproewe. Ste1 

nl.=m, N-n.=n en (N+l)t.=W 9 d2n herloi (2o79) na: 
l l 

E(W) = m(m+n+2)/4 

en var(t.) uit (2.87) na: 
l 

 
 
 



4 5. 

var(W) _ mn(n+n+2) (m+n-2) 
48(m+n-l) 

wat presies dieselfde is as die resultQte aangegee deur 

(2.38) 

Die toetsJngsgrootheid vir N e'vve ~ is 

2 
4 8 ( N -l ) ( N + 1 ) 2 --·, t i 3N ( 1\f -l ) ( IT+ 2 ) 2 

T,.;, = .6--
~ N 3-4~g~ i ni N3-4~g3 

v.. v.. ex ex 

Let op dat N3-41g~ = 0 alleenlik as daar slegs 
ex 

een knoop is in ·welke gevE.l g1 =~-N en g2 =~·l'T a Onc~er voor-

waarde (2.40) kan di6 geva1 met waarskyn1ikheid ~~n nie 

voorkom r..ie, 

Aall voorvvaaTde ( 2. 42) wo1 ... cl voldoen - sien §2. 5. 2. 1. 

Indic;n 

(2.40) (Iedere diskontinuYteit van F(x)) < G < 1 en 

(2.44) v.>O vir i=l,2, ... ,k, 
l 

b t . t . . . IT I 2 ~ 1 . t dan Gsi T"'"':"l aSlElPto les. Vlr \~CD~ n x -vercle lng me .L ~ I 

(k-1) fS.v.v. 

b). N onewe. 

Nou is 

-1 ~ (2.89) E(t.) = n.N 1 r 1 /(TI+1) 
l l h=1 l 

ll-; 
= .!- [ 

N(N+1) 

ni(F+l) 
= ------

4-N 

~(N-1) 
2 L h + i(N+l)] 

h=1 

In hierdie geval is 

(2.90) a2 = N-1 L[r11/(N+l) -N-1 ~rl/(N+l)J 2 uit (2.20) 
c h h ~ 

[ 

4,.(1\T_l) 2 
1 1 .;<;! 'l:., ..L h 

=-2 .6--0+ 
N h=1 (N+l)L 4 

 
 
 



= (N-l)(N2
+3) 

48N2 (N+1 )-

46. 

Neem nou aan dat die mid~elste wa&rde (d.i. die 

t(N+1)de vraarde) as 1aaste of onigste waarde bevat word 

in die knoorJ van 1engte g~? dan vo1g op soortge1yke wyse 

as in (2.83) dat 

) 2 ? 2 1 ~ ( 2 ) (2.91 (:N+1) (o;-oa) = 12N ~ gcx ga-l . 
CX=1 

(Diese1fde resu1taat vo1g as die i(N+1)de waarde bevat 

word in die knoop van len~te g~+1 ). 

Uit die voorafgaE~nde tvv-ee resu1tate vo1g dat 

(2.92) 

N4 
+6l'T

2- 3-4N2::g3 
a = ----:=:---~ 

1+8l'T2 ( N+1) 2 

Uit (2.18) volg dus dat 

n.(N-n.)(N4+6N2-3-4N~g3) 
(t ) l l ~ a var . = ------~--~-

1 48(N-l)N2 (N+l) 2 

Gn uit (2.22) dat 

n. n .,( N4 +6Y:2- 3-4N2.:g3) 
( 4 ) ( ) l l a a 2o9 kov t.,t., =- 2 ? 

l l 48N (K-l)(N+l)-

Op-.merkine;s. 

i'li. 

1). Indien daar go en ¥.nope voorkom nie, is 

4 ? 2 
n.(N-n.)(N +6N--3-4N) 

(2.95) var(t.) = __ l ____ ~~--------~2~-
l 48N (N-1)(N+1) 

n. ( N-n. ) ( N2 + 3) 
l l = 

- 48N2 (N+1) 

2). Neem die geval ,, ... an t-vree steekprosv.re. Ste1 

n . =m ? N-n . =n en ( IT+ 1 ) t . = W ? dan her lei E ( t . ) ng ~ 
l l l l 

E(W) = ~m(m+n+l) 2/(m+n) 

en var ( t . ) na ~ 
l 

var (W) = r:m[ (nHn)
2 

+ 3] ~m+n+l) 
48(.sl+n) 

 
 
 



wa t die ~:3 elf de is as d. i e r e sul tate g Gge e d eur AN SARI en 

Die toetsingsgrootheid vir N onewe, is 

2 ~ 2 4 
( 2 • 9 6 ) T 

0 
= 4 8 N ( N -1 ) ( N + 1 ) .. ~-~ i 3 ( N -1 ) ( N + 1 ) 

N4·+6N2-3-4N2~g~ i 11 i - ~4 +6N2-3-4NI;g~ • 
~ a 

Soos in gcvsl a) word aan voorwaarde (2.42) voldoen. 

Indien 

(2.40) (Iedere diskontinu!teit van F(x)) < Q < 1 en 

(2.44) vi>O vir i=l,2,.o, ,k 9 

dan besi t T asiraptoties, vir N -7ffi, 'n x2-verdeling met 
0 

( 1~-1 ) g • v. v. 

ScL-rnevattint5~ TE en T
0 

word gesamentlik gegee deur~ 

( 2 • 97 ) TO= 48N(N-l)(lT+l)
2 

_ 2: t~ 3(K-l)(N+6)
2

(N+2-6)
2 

N4-4N~g~+6(6N2-3) in;-- N4-4N~g~+6(6N2-3) 
waar 

(2.98) 6 {~ as H onevve i:s 
= 

as N ewe is. 

Verder ia 

n. (N+2-6) 
(2.99) E(t.) = _l_ en 

l 4 (l'~+l- 0) 

nj(N-ni)(N4-4N~g~+6[6N2 -3J) 
(2.100) v2.r(t.) =- - , -~-; --·~ 

l 48N2 (N-1)(N+1) 2 

2o5.3.2. YN(oij) = (6ij-t) 2 

rangnon1.ners) . 

Hier is 

(2.101) 

n. (N-1) 
l 

= ---·---
12(N+1) 

(gewone toekenning van 

 
 
 



48. 

Uit 

(2.103) o2 
c 

(2.20) volg~ 

= N-1 --, ( __g__ t[ N+l 
N-1 ]2 

l2(N+l) 

= (N
2
-4)(N-1) 

180(N+l)3 

Soos in (2.83) vo1g dat 

= 1J0N ~ga(g~-1)[(8ga+11)(2ga+1)+60(Gcr_1- N~1 )(ga+1) + 

+60(G - N+1)2] 
o:-1 2 . 

Uit bostaande twee rosultate vo1g dus: 

(2.104) o2 
a 

= (N2-4)(N-l) 
") 

180(N+1).J 

x[(8gN+11)(2g ,+1)+60(G 1-N+2
1 )(g +l)+60(G 1_F+

2
1 ) 2 ] 

~ a ex- ~ a-

met 

Die toetsingsgrooth8id Tk word nou: 

( 6 ) -
- (N-1) , tf _ (N-1)3 

2.10 T11 .. ~ LJ 
- t; o 2 i ni 14 4 ( H + 1 ) 2 o 2 

a a 

met o2 soos gegee in (2.104). a 

Omdat 0 < h/(1r+1) < 1, is maks(~~1 -W~) 2 
= 0(1). 

h l\ l l'• 

Daar vvord. dus vo1doen aan voorvvaarde ( 2. 42). 

Indien 

(2.40) (Iedere diskontinuiteit van F(x)) < G < 1 en 

(2.44) v.>O vir i=l~2 9 •• 9 k, 
l 

volg ui t ste11ing 2. 5 cla t T111 aoimptoties, vir N -7CD 1 'n 

x2-verdeling met (k-1) g.v.v. bosit. 

 
 
 



49. 

Opmerkings. 

1). Indien F kontinu is sodat met waarskyn1ikheid. 

een geen knope voorkom nie, is a11e g =1 (met waarskyn­
o:: 

1ikheid een) en kry ons: 

" 
(2.107) 0 2 = (N~-4)(r-1) 

a 180(1~+1)3 

:n . ( :i:T-n . ) ( N 2- 4 ) 
(2.108) var(t.) = 2 2 en 

2 180(N+1)3 

3 t? 
( ) 18 0 (._,__N:--+ 1~)- "" l 2. 109 T-,,

11 
= -~2 6 

l. N ( N - 4 ) i ni 
5(N-l) 2 (H+1) 

4(N2-4) 

In di~ geva1 word ook aan voorwaarde (2.40) vo1doeno 

TI{l besi t asim.ptotios ~ vir N -7(J) 9 'n x2-verde1ing met 

( k-1) g. v o v. indien voorvV"ac:trde ( 2. 44) bevredig word. 

2). TM is 'n uitbreiding van MOOD (1954) se 

toetsingsgrootheid van tv1ee na k ste;0kproevve. Sien ook 

§3. 6. 3. 3 vvaar die asi1.1ptotiese eienskapr)e van TM bespresk 

vvord. 

3) • Vir die geva1 k=2 met n. =m, N--n. =n en 
l l 

t.=I~~/(N+1)- 2 is 
l 

E (I-:~ ) = {
2 

m ( r -1 ) ( N + 1 ) ui t ( 2 • l 0 2 ) en 

var(M) = 1~0 mn(N2-4)(N+1) uit (2.108) 

wat diese1fde is &s die ooreenkomstibe resultate van 

lVIOOD (1954). 

( rangnomm.er;3 vah weerskaEte 

af to egeken) . 

Hiervoor is 

(2 110) t = ~.;[r2.J./(N+1) -tJ 2
. 

. i J 

Ons onderskei twec geva11e. 

a) . N ev1e. 

 
 
 



(2.112) 

50. 

n. [ ~}N f-N 
= l 2 2 2: h2-2(E+l) L h + ~N(N+1) 2 ] 

P(N+1) h=1 h=1 ~ 

ni(N-1) 
= ---·-

12(N+l) 

~ r -2 
2 _ 1 · ., l ( h 1. 2 N -·1 l 0 c - N ~ N+1 - 2 ) - 12(N+1) 

= N-1 (N+l)-4~[r~-(N+1)rh+ ~(N+1)(N+2)] 2 

h 

= 1'!-l (N+l) - 4~[r~-2 ( ll+l) r~+ ~(N+l) ( 4N+5) r~ -

- ~(N+1) 2 (N+2)rh+ ~(N+1) 2 (N+2) 2 ] 

= 1~[2 ¥h4_4 (N+l) ~~h3+2(H+l)(4F+5)~h2 
N(N+1) h=1 h=1 3 h=l 

_ ~(N+1) 2 (N+2) ~;rh N(N+1) 2 (N~2) 2 ] 
3 ~ + 36 

b==l 

_ . l [6 ( f-N) 5 +15 ( ~N) 4 
+10( t,N) 3-i-N 

- K(N+1) 4 1--s--- -
- ( N + 1 ) ( iN ) 2 ( -~-N + 1 ) 2 + ( l'T + 1 { ~ 4 N + 5 ) N ( ~N + 1 ) ( N + 1 ) 

- ~(N+l)2(N+2)(~)(!N+l)+N(N+l1:(N+2)2 J 

2 (N -4)(N-l) 
- l80(N+1)3 

Netsoos in ~2.5.3.2 vind ons 

' A 

+ L g (g~-1)[(8e +11)(2g +1) + 
B 1 a a a a 

a=~ + 

' N+1 I N+l 2 ~ +60(G ---)(v +1)+60(G --) ] a+1 2 ' 0 a a+1 2 
I 

waar G 
1 

in (2.82) gedefinieer is en ~ diese1fde botekenis 
a+ 

het as in §2.5.3olo 

 
 
 



51. 

l'Tou is 

( 2 . 113 ) 0 2 = (1~ 2- 4) ( N -_1_)_____ 1 { f3 2 
-- - . ~ g (g -1)[(8g +ll). 

a 180 ( N +1) 3 180N ( N+l)4 cx=1 a ex ex 

• (2grv+l)+60(G l_lT+21)(g +1)+60(G _N+l.)2] + 
v. a-_ a cx-1 2 

A. 

+ ~ gcx(c~-1)[(8gcx+11)(2g +1) + 
cx=~+1 ex 

~ ( ' N+l I N+l 2 ~ 
+.bO Gcx+l- y) (g1X+l)+60(Ga+l- y) ]J 

b) . N on ewe. 

l 2N 2 -· ~ 
(2.115) E(ti) = niN- (F+l)- h~l [r11-(N+l)rh+ *(N+l)c] 

n. [ -~(F-1) 2 F 1 2 ~(J'T~1) 
= __ l 2 2 2: h +( "~ ) -2(N+1) I, h -

N ( l'T +l ) - h=l c_ h=1 

1 ( IT l ) 2 N ( IT 1 ) 2 ] --2 'j+ + 4 'l+ 

ni(J'T-1) 
=----

12(N+1) 

( ~ 2 1 J:T, [ 4 r ( • ) 3 1 I ) 2 2 • 116 , o c· = ---------:--I' /...; r 1,- 2 l\f + 1 r, + -
3 

\ N + 1 ( 4 N + 5 ) rh -
"' H ( N + 1 ) . h=1 11 11 

- ~(N+l)2(N+2lrh+(N+l)~~N+2)2 J 

~(w-1) ~(N-1) 
= T. _

1 ·-~ [2 ~ ~2~ h4+(N;1 ) 4-4(N+1) ~- -~ h3 __ ~(N+l) 4 
1(~+1) h=1 - h=l 

+ 2 ( N+l) ( 4N+51 {(rf 1 )h2 + (lJ+l) ( 4H+5 )_( Fi+~) 2 
3 h=l 3 2 

__ 2 ( N + l ) 2 ( N + 2 ) t· ( ~~ l )h- (__N + l ) 3 ( N + 2 ) + N ( N + 1 ) 2 ( N + 2 ) : ] 
3 .~ 36 

h=l 

(N2--4) (N-1) 
= ~ ') 

130(N+1).J 
') 

as o~ is diese1fde as in geva1 a) 
c 

waarby N ewe is. Bewys kan word dat ook o~-o~ diese1fde 

uitdru~king Jewer (sien bv. §2.5.3.1.b.). Gevolglik 
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2 is o __ en varrt.) di:-:se1f'~e (.;.\. ' l' \;; .. u. as in (2.113) en (2.114). 

Ons kry as toetsingsgrootheid 

2 

( 2 . 11 7 ) 1\'. = _( N-} ) 2' t i (N-1)3 
..''l N ri 2 l-:-J n . 

va l 
0 0 

144(N+1)Lo<­
a 

GOOS gegee in ( 2 .113) . 

Soos in B2.5.3.2. bo::it '.r ... ':r onder voorw~.arCi.es (2.~-0) 
l'll. 

en ( 2. 44) asimptoties, vir N -7CD ~ 'n x2 -verdc1ing met 

(k-1) g.v.v. 

Op.m.erkings. 

1) . 

(2.118) o2 
a 

Indien a11e g =1 9 kry ons 
ex 

= ( N 2- 4 ) ( :t::· -1 ) 
) 

180(N+1)_) 

n. (N-n.) (N2-4) 
(2.119) var(t.) = l l en 

2 180(N+1) 3 

' (2.120) T., .. i 
.!.·..1.. 

5(N-1) 2 (~J+1) 
4(N2-4) 

wat presies diese1fde is as die ooreenkomstige uitdruk­

kings in §2.5.3.2. 

2). Vir die geva1 dat '!'N( 6 .. ) = ( 6 .. - t) 2 maak lJ lJ 
dit nie Gaak op watter van bogenoemde twee maniere rang-

nommers toegeken word nie. Inderdaad }.can bewys word da t 

die twee geva11e identies dieselfde toetsingsgrootheid 

1ewer. 

2.5.3.4. 2 '±' 
1

-- ( o . . ) = o . . 
.': lJ lJ 

(gewone toekenni:nr; van rangnommers). 

Bier is 

(2.121) t. = ~rf~/(N+l) 2 ~ 
l j J 

(2.122) E(t.) = n.N-1 (N+1)- 2 ~h2 

l l b 

(2.123) o2 
c 

n. ( 21·;+1) 
l =---
6(N+l) 

en 

= N-l(N+l)-4 ~[h2 - ~(N+l)(2N+l)J 2 

h 

(2N+1)(8N+ll)(N-l) 
= 

180(N+l) 3 
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Op ana1o~ wyse as in die voriGe geva11e kry ons: 

4 2 2 ~ ~' 2 "" 
( N + 1 ) ( 0 ~ -- 0 

2) = 1-cTIYf;f 2., g ex ( gcx-1 ) L ( 8 g + 11 ) ( 2 g , + 1 ) +6 OG , 1 Cs + 1 ) + 

sod.at 

(2.124) 

(2.125) 

o:=1 " o:: ex c,~- a: 

2 (2h+l)(8N+11)(N-1) 0 = 
a 180(N+l)3 

- 2 -+60G J (Y.--1 

1 -~ ) 
---·:0f. 2.: g (g~·-1) X 
180N(N+l) ·a=1 ex 

Die toetoingsgrootheid T
1

r word nou: 
·:.. 

'2 -
( 2 . 12 6 ) T R = -~ r; -1 ) l- 2: -c ~ _ I;· ( 2 N + ~) ~ l 

- v~2 . n. 36(r 1)~ J l'! 0 '::l l l . ... : -:-
c" 

2 met aa s0os gegee in (2,124). 

InC.ien aan •toorvva2Td.es ( 2. 40) en ( 2. 44) ·voldoeJ.J. 

word? be C _:; t 1 r- s l• rn [\ + 0 .L l• ,.-.. -, 
o.L R a ~".:.1.-.~ u. u ct; 9 . IT ' 2 '1 1' Vlr \-?>CD~ L x -verne lng 

rn a ..L ( k· l ) . V .,. i v lJ -.L 2: 0 0 v. 

--1 \ 

.L ) • ILdien a1J_e L =1, if) 
CX 

0 2 = (2N+l)(8N+ll)(N-l) 
a l80(E+1) 5 

n.(N-n.)(2N+l)(8N+ll) 
(2.J28) var(t.) l l en 

l = -------1so(-;T;i) 3------

2). O::r.tc.at groct r2,ngr:omners j_n hierd.ie toets 

re1a tief ·baie J~.eer geviig dra as k1e in rangnolTL!.~erD (die 

toet.J is gebe.seer OlJ die vierkante van die rangnommers)? 

is hierdie toets nie juis sinvo1 as 'n toets vir verski1 

i~ verspreiding nie (sien ook §3.6.3.0). 

'if ( 6 .. ) 
N lJ 

•") 

- 6~. (rangno~ners van weerska2te af lJ ~ 

tosgeken). 

Hier is 

(2.130) •·"I 2 /("]'T )2 
t. = ~rl. J·/ .t<:+1 • 

l J ' 

 
 
 



54. 

Ons onderskei weer tussen N ewe en onewe. 

a). N ewe. 

(2.131) "''71 ( t ) l\:l'-1 ( 1\"' l '2 ' ' 2 t..J • -- n. 1\J 1•i+ J L,rh 
l l h 

= 
n.(N+2) 

l 

l2(F+1) 

(2.132) o2 
c 

rr 
= N-1(N+1 )-4 ~ [rh2 _ (N+J.)(N+2) 1 2 

h=l ---12 . J 

= 
-~N 

1 L[2 L h4 
N(N+l) ' h=1 

( :f\: 2- 4 ) ( 4 N + 11 ) • 

720(1~+1) 3 

2 2 Soos tevore bereken on~ (ac-oa) en.kry diese1fde 

. t -. kl . q . ,., 2 - ") L1 Ul. CLTU Clng a..., lll 8 . J . ._) ~ r. Gevo1G"lik is 

(2.133) 2 
0 = a 

( l'~ 2- f~ ) ( /r N + 11 ) 1 . ( g , ( . 2 1 ) - .... L ,11' g - X 
720(L+1) 3 180N(F+1) -r ~=1 <..~C( C{ 

x[(8g +ll)(2g +1)+60G 1 (g +1)+EOG 2 
1 J + 

~ a a- a a-

A 2 I . ' 2 -1 
+ ~ g (g -l)[(Bg +11)(2g +l)+60G 1 (g .+1)+60G 1 Jr . 

r.:, 1 a a a ex C( + o:. a+ J' a=p+ . 

(2.134) var(t.) = 
l 

? 
ni (N-ni) o~ 

(N-l) 
met o; soos in (2Ql33) gegee. 

Ons het dus as toetsingsgrootheid 

2 
( 2 5 ) = (N-1) [ y ti _ N(N+2)

2 
] 

.
1

J TG No 2 · ~ ni 144(N+1) 2 
a 

wat onder voorwaardes (2~40) en (2.44) asimptoties 

x2 verdee1 is met (k-1) g.v.v. as N-7m. 

Opmerking. 

( 2. 136) 

Indien a11e g =1, is ex 
') 

2 (NL-4)(4N+11) 
0,.., = _,__ 

Co 720(N+l) 3 
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') 

(2ol37) var(t.) = ni(N-ni)(NL-4)(4N+ll) 
l , en 

720(N+l)~(N-l) 

_2 
( 2 . 13 8 ) T I = 7 2 0 ( I\ -1 ) ( N + 11.2 z:: t i _ 5 ( rr2 -1 )_(.II+ 2 ) 

G N(N2-4)(4N+ll) i ni (N-2)(4N+l1) 

b). H onewe. 

(2.139) 

n. 1(N-1) 
2 = l [ 2 ~ h + ( N+;h) 2] 

N(N+1) 2 h=1 2 

n. (N2+2N+3) 
l = -----
12J'T(N+1) 

N 2 2 
0 2 1 ;-, [ rh N +2N+3 ]2 (2.140) - > 

c - N h~1 (N+l)2 - 12N(N+1) 

1 [ t(N-1 ) 4 N+1 4 (N+1) (N2+2N+3) t(N-l) 2 
= N(N+l)4 2 h~l h +(-2-) - 3N -- h~1 h 

_ (N+1) 3(N2+2N+3) + (N+1) 2
(N

2+2N+3) 2 J 
24N 144N 

= (K-1)(4N4+15N3+59N2+105N+45) 
720N2 (1!+1) 3 

(o~-o~) is diese1fde as vir die beva1 N ewe, sodat: 

(2.liJ-l) 0 2 = (IJ-1)(4N
4

+15N 3+59N
2

+105N-t45). 
a 720N2 (N+1) 3 

_ · 1 .. for~ g, (g
2
-l)[(8g +ll)(2g +l)+60(g +l)G 1 + 

180N(P+1), ~=1 ex ex ex 2 ex ex ex-
+60G 1 J + ex-

1\. 2 I I 2 j 
+ ~ g (g -1)[(8g +11)(2gN+1)+60GN+1 (g +1)+60G 1Jfl, 
ex=~+1 ex ex ex ~ ~ ex ex+ 

Ons het as toetsingsgrootheid 
2 

(2.142) T = _Q·J-~) [ ~ ti - (N2+2N+~~ J 
H No 2 i ni 144P(N+1) 2 

a 
wat onder voorwaardes (2.40) en (2.44) asimptoties 

2 . 
X verde e 1 is met ( k-1 ) g . v. v . as N -t CD • 

 
 
 



Opmerking, 

Indien alle g =1 9 is ex 

56. 

2 = (N-1)(4N4+15N3+59N2+105N+45) (2.143) oa 2 720N (H+1)3 

ni(N-n .. )(4N4+15N3+59N2+105N+45) 
( 2 . 14 4 ) var ( t . ) = ----=l;;.___~o:--~----__:_. 

1 720N2(N+1) 3 
en 

2 
(2.145) T = 720N(N+1)3 [ 2: ti - (N2+2N+3)2 J 

H 4N4+15N3+59N2+105N+45 i ni 144N(N+1) 2 • 

2. 5. 3. 6. ifN( 6 .. ) = Q2 ( 6 .. ) ( sien I~:si:d>TER en STOEER(1960) 
lJ l(J 

en :ts.LOTZ(l962 ). Rangnommers word voortaan gewoonweg toegeken). 

Hier is 

(2.146) ti = ~ Q
2(oij)9 

J 

(2.148) v&r(t.) = n.(N-n.)N-1 (N-1)-1 ~_~(a,-~~) 2 

1 1 1 h n ~ 

waar a_h in (2.11) gedefinieer is met ':I!I\f(6h) = Q
2(t\)· 

Die toetsingsgrootheid is 

_ ( N-1) "' -1 T-1 ~-J. r:: .. 2 ( .R_n)] 2 (2.149) TQ - 2 un. [t.-n.N L. -y u. 
'V( - )' . l l l b 

2 t ah-~N l ~ 

Uit STOKER (1955) p. 57 volg~ 
2 2 - 2 

maks(Y~h-WN) = m~ks[Q-(6h)-Q] waar 
h _L, h 

4 
~ maks[Q (oh)J 

h 

= 0[2 log (N+l)J 2 
e 

= o(N) sodat (2.42) bevredig word. 

Onder voorwaardes (2.40) en (2.44) besit TQ
2 

asimptoties 
9 

vir N -70) ~ 'n x2 -verde ling met ( k-1) g. v. v. 

Opmerking. 

TQ is 'n ui tbreiding van twee.na k steekproewe 
2 

VC:Ln 'n toetsingsgrootheid bespreek deur LEI!II'![I!;R e:n 

STOKER ( 1960) en ELO'J:Z ( 1962) . 
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2 • 5 . 3 . 7 . tt' y ( 6 . _. ) = :E ( s 2 ) 
. lJ r .. 

lJ 
sien §2.5.2.2 en 

CROUSE (1960) §4.14. 

Hior is 

(2.130) t. = ~ E(~~ )? 
l j rij 

(2.151) E(t.) = n.N-l ~ E(? 2) en 
l l h ~h 

(2.152) var(ti) = ni(N-ni)N-l(N-1)-1 "'( - )2 6 c:~"l•- \f 1\' h .J,..I. l~ 

waar a1 in 
_1 (2.11) ~edefinieer l·s ·me·t w (~ ) - r(~ 2 ) 

'-' J_ 'N uh - .w ':>h • 

Die toetsingsgrootheid Tk is in hierdie geval: 

(2 1 ~1) T (N-1) ~ -l[t m-1 ~ E(~2)]2 
. ""--' - T2 = >· ( - ) 2 ~...J ni . i -ni 1~ tJ sh ~ 

. .J ah- '±'T\J l h 
h 1'. 

Omclat die sh Is rangpara.~neters ui t In normaal ( 0 ~ 1)- . 

popu~asie is, geld vir <; 11 = m~ks{sh} clat 

~ 

~N = Op(2 log8N)~ 

~ 2 = 0 (2 loa
8

N)a -=>N p .__. ~ , 

E(s~) = 0(2 log N) 7 1~ e 

Jn ~ 1 ,. c• ( \JJ W ) 2 ( "1 l ill 2 
. L (~i;>-0 .. Nh- ~ N - 1.J.[~~8 I I;:h 

2 2 = ;nakr; [ E ( s N ) ] 
h 

= 0(2 log N) 2 
e 

sode.t voorwaarc1e (2.42) dus bevreC::.ig word. 

Onder die voorwaardes 

(2.40) (Iedere diskontinu!teit van F(x)) < G < 1 en 

(2.44) 

besit 

v.>O vir i=l,2, ... ,k, 
l 

asimptoties, vir 1\: -7CD 9 

( k--1 ) g . v. v 0 

Op:merking. 

I ? :1 1" t n x--verae lng me 

Tm is 'n ui tbreiding van tvvee na k steek1)roewe 
12 

van 'n toetsingsgrootheid bespreek deur CA?ON (1961) 

§ 5 (C). 
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2. 6. ALGE'.1EHE GEVAL. 

reem vervolgens die meer c.lcemene funksie 

\fN( x · · 9 6 · ·) 9 wa t eindig vero1.·1derstel word vir al1e eindilze lJ lJ <._.; 

x .. en 0<6 .. <1. 
lJ lJ 

Definieer 

(2.154) 

vir Ga_1 +l i h ~ Ga, 

( 2.15 5) a. . - ah indien x .. --lJ . lJ 
(2 1 ~6) - r.~-1 )~ • J 'Vn = l' ._la,,... 

h .tl 

Neem weer 

(2.157) ti = ~aij' 
J 

(2.158) 
l 1 

t. = (N-n.) 2 (t.-Et.)rNvar(t.)]-~ en 
l l l l ~ l 

(2.159) T- >., "' 2 = _J t. . k 
i l 

Laat z = ( z l ? z 2 9 • • • ? ZN ) 9 die waargenome ste1 

vva1:1rd e c v1e c s. 

Soos in lem.i'T.la 2. l h:an bew~rs word. ( sien ook 

STOKZR ( 19 55) p. 27) cJa t ~ 

(2.160) Z(t. IH..; Z) 
l OCT 

-1 ~1 = n.N L..a1 • 
l I - h ~ 

Die verwagtingswaarde is voorwaardelik. 

Vir gegewe Z kan bewys word ( sien 1em.TYJ.a 2. 2 en 

SS;OKZR (1955) p. 27) dat~ 

( 2 . 1 C 1 ) var ( t . I H ,; Z ) = n . ( N-n . ) N-1 ( N -1 ) - 1 .?~ ( 3-h- iY w ) 2 
l ~ l l h ~~ 

waar 

(2.162) 

Soortge1yk~ 

1 ') 
( 2 • 16 3 ) k o v ( t . 9 t . 

1 
j E ; Z ) = - n . n _. 1 ( N -1 ) -· o a'- • 

l J. ()() l l 

Die meeste stel1ings wat bewys is vir die funksie 

o/.E(6ij) 9 geld voorwaarde1ik vir 1fN(xij"6ij). Ons bespreek 

10). Ons veronderstel deurgaans 
? 

o~>O vir eindige N. a 

 
 
 



hulle kortliks. 

s~~ELL INC 2. 6. 

Indien 

mc:-ks(ah-:PIJ) 2 

59. 

(2.35) 11 
.,.-l,-,( _ ) 2 = o (N) vir N -7CD 9 

} ~ ah-~N P 
h 

(2.36) uinstens twee van die ci's in (2.31) verskillend is 9 

(2.44) vi>O vir i=l,2, ... ,k 1 

dan is l:;ci t-; asimptoties no:rTnaal verdeel as I\: -7CD. 
i -'-

Bewys~ Stellings 2.1 en 2o2 geld voorwaar~elik vir gegewe 

Z (STOK=R (1955) p. 33 opmerking). Soos in stelling 2.3 

volg d~.ln da t l:c. t. asimptoties normaal verd.eel is as 
. l l 
l 

N-7m (sien HOEFFDIYG (1952) en STOK".ER (1955) p. 34). 

Opmerkings. 

l). Onder die voorwaarde 

(2.164) lim inf. o2 
)E)O in waarshynlikheid, 

l
.,. a 
\! -7Q) 

is c"tie voorwaard.e 

(2.165) maks(a11-W~1 ) 2 = on(r) 
h 11 ~ 

voldoende vir die geldi&heid van (2.35). Stelling 2.6 

geld dus onder voorwaardes (2.36), (2.44), (2.164) en (2.165). 

Voldoende voorwaardes dat t. asimptoties normaal verdeel 
l 

is ( sien stelling 2. 3 opJ!Lerl:ing 3) , is~ ( 2. 44) , ( 2.164) 

en (2.165) .. 

2). Laasgenoem~e drie voorwaardes is ook voldoende 

vir die geldigheid in waarskynlikheid van: 
... 

(2.49) lim var(t1 ) > 0 en 
N-7CD 

;.. r ~ 

(2. 50) limE jt. IC::+o <CD vir 6>0 
I{-7(D l 

STELLING 2.7. 

(sien lemma 2.6). 

Die asimptotiese momentematriks van die k variante 

t. is van rang (k-1) mits (2 .. 44) geld en 
-l 

(2.164) lim inf. o~ 2£>0 in waarskynlikheid. 
N -7CD UJ 

Bewys: Soos stelli~S 2.4. 
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Opmerking. 

Hierdie stelling geld voorwaard.elik vir gegewe Z. 

STELLING 2.8. 

Indien 

( 2.164) lim inf. o ~ -~ e: >0 in waarskynlikheid 9 
N-)ro 

(2.16 ~) m~lro(a _m )2 _ (u) 
./ J_ C~h>.>V h IN - 0 p l~ en 

(2.44) vi>O vir i=l 9 2, ... ,k, 

dan besit 

Tk = ~(N-n.)(t.-Et.) 2 [Nvar(t.)]-l 
i l l l l 

asimptoties 9 vir N -)ro 9 'n x2 -verdeling met ( k-1) g. v. v. 

Bewys~ Soos stelling 2.5. 

2.6.2. Spesiale geval. 

neem :¥ 11T(x .. 9 5 . . ) = x .. (vergelyk PITMAN (1937)) • 
.l'i lJ lJ lJ 

Hiervoor is~ 

(2.166) t. = 2~x . . 
l . lJ 

J 

(2.167) E( ti IH
00

; Z) --1 >--, = n.N ;_jz, 
l h .{l 

-= n. z 
l 

waar 

(2.168) - N-1 LZh. z = 
h 

In die geval is 
-1 g(X 

( 2 169) g ~ z vir GN_1 +1 _< h _< GN . ah = <X w G +~ ~ ~ 
~=1 a-1 

Verder is 

( 2 . l 70 ) var ( t . I H
0 

; Z ) 
l 0 

= n.(N-n.)N-1 (N-l)-l ~(z -z) 2 
l l h h 

= n.(N-n.)(N-l)-1 s2 waar 
l l z 

2 -1 '""'( -)2 S = N 2.1 zl1- z • 
z h -

Die toetsingsgrootheid Tk word dus: 

(2.172) TP = (H-l)N-·1s;2 ~[~xiJ.-nizJ 2/ni 
l J 
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Ge~' tel _7 1. R 1 11 va· rl· .nn.t · i- d · l · · t - ·~ ~ lll·c le POI)U_asle waarul 

die oorspronk1ike waarnemings afkomstig is en neem aan 

dat var(~)>O (sien voetnoot 10) en E I~ j 2+6< m, o>O. 

v 01 c ens c I1.A2\I eR. ( 19 4 6 ) pp • 3 4 6- 3 ~L 7 ( s i en 0 0 k 

S T 0 K:; ~R ( 19 5 5 ) p • 3 8 ) is ~ 

(2.173) lim N-1 ~(zh-~) 2 = var(~) (in waarskynlikheid) 
n~co h 

>0 (sodat voorwaarde (2"164) 

bevredig word), en 

(2.174) lim N-l ~lzh-~1 2 + 6 ~ Ej~-~ 12+ 6 (in waarskyn1ikheid) 
:f\: ~Q) h 

< m vir <5>0 en ~vt=E(~). 

Soos in stelling 2.3 opmerking 7 vo1g onder voorwaar-

C~ .. c (2.173) d-at ~ 1 ...... _ vo o r·va::trct e (2.174) voldoende is vir die 

~eldigheid van (2.165). 

Gevole;;1ik beE;i t asimptotics 1 n 

? . . ( ) x--ver~ellng met k-1 voor1
: 1raarde ( 2. 44) geld. 

Opmerking. 

Stel a1le n~=b, dan is N=kb en herlei T na: 
~ p 

I 

(2.175) TP --

1) . 

_( kb-1) 

L: s2 
z 

In hierdie hoofstuk is alleen onder H gewerk. 
0 

In hoofstuk III word soortgelyke resultate bewys oLder 1 n 

algemene hipotese H~ Daardeur word dit ~oontlik os by-

voorbeeld. uitdrukkinc;s te vind vir die nsimrJtotiese rela-

tiewe doe1treffendheid van bogenoemde toetse met betrekking 

tot die F-toets, ens. 

2)o In hierdie hoofstuk is 1 n toetsin&sgrootheid 

Ledefinieer wat gebruik kan word in die eenfaktor 

variansie-analise~ Om aan te toon watter noue verband 

daar tUSP.en .!11' ~-"rdie toet 0 rrt en Ciie ,·-·c:.v 70ll8 Vr'Ti'li'Sie-~ _._ '-' ' ,. 0 ..J..t. - ... t:JC . u, c: .1. • 

~nalise toets bestaan, gGe ons 'n kort uiteensetting van 

laasgenoemcie. 

* Onder H word verstaan die hipotese wat H -BD H insluit. o a 
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Beskou 'n eenfaktor k1assifikasie met k rye en n. 
l 

waarneminP.s in die 1· de r·y. -.-· t l\T , .. , ·-1 -v ..... La a - ... : = ~n . , x . =n . LJX . . en 
i l l. l j lJ 

x .. = -1 '\"'\:, N Lt/...~X ..• 
.. lJ 
lJ 

Skematies sien die eenfaktor variansie-analise 

daar soos vo1g uit: 

TABEL 2 .1. 

Die eenfaktor Variansie-analise. 

:Binne rye (N-k) 

Totaa1 Q = 2_~ L ( X . . -X •• ) 
2 (N-1) 

. . lJ 
··--·--·-_2:___]_ ---------··---+---------

As toets vir ry-effekte word gebruik 

F1 = q1 (N-k)/[q2 (k-1)] wat 'n F-verde1ing met 

(k-1) en (N-k) g.v.v. besit onder die aanname dnt die 

waarnemings binne alle rye uit normaalpopulasies met 

gelyke variansies afkomstig is. 

.., 2 
)..Jn . ( X . -X •.) 
l l l• ( ) = ~~- -, ( ) 2 • N-k 
LJ L x .. -x. 
i j lJ l" 

Nou is 

'\' -1("' )2 2 L.-'n. .t_~X. . -Nx •• = l l j lJ 

( N k-)-1~"'( )2 1,- 66 x .. -x. 
i j l J l• 

Asir:lptoties 9 as a1le ni -7Q)? besit (k--1)F1 'n 

2 .J l . t ( k l) d . d . 1fd X -verne 1ng me - g.v.v. en wor pres1es lese e 

resultate as in die verde1ingsvrye geval hierbo gevind 

vv-aar T- asirn.1Jtoties x2 ve;rdeel is met ( k-1) g. v o v. (verge-
1{ 

lyk bv. (2.58) en (2.172)). 
3). In hoofstuk V word toetse behendel wat op die­

se1fde wyse as hierbo ooreenstemm.ing toon met clie twee­

faktor variansie-ar~.alise. 
4). Sien hoofstuk V §5.3.1 ten opsigte van 'n ver­

dere moontlike toe})assing van die teorie van die hoofstuk. 
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