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At time t

A(t) X(t) = y(x,t) B(t)

a x b Reference

eb� ,�-��� ��D � r V �-9O��PAP 'A8J)X�MS-'3N�������'A8J) ���-9
P%��B+��J�|��"b	���F�����)��$��0���	�� ���
��"b+ � ��������!���!$�A	�-��f���(�-)�����	��

a
� \ b D � O � W H ��D  )N

����� + `	���F�����)�1	�� 	�-�	�� 0�B�\A-)��	�� ���
"#���%	���5����(L'8	���B� � _ ��� 	����� ����+K0�$�&��� ���
��"3M/�8��Q� 
 �
+��J�5'����

D O � _ o � b � cdf H ��D � N
� "b	������5����5������[�� ���(L'8	���5�%�J0�`�\A-)��	�� ���

a)o \ \ b � o ��� O � H ��D � N
������[�	&��� ���(LD7P%�����%�$���
[YB����� 	�	�$�
� �
	���`�!����G"Z���!� + ������"#����� [8��+ �	�	�� ��, 
 �{O � �/aYD
P%��B�%�J0�G�\A-)��	�� ���
���J��[YB����� 	�	�$�:�����;�����1	�$�{��" _ �&�1	����&(�$�%�\A-)��	�� ���)��� �:�����!
��[808� ��-)�`�%�J���$'K[�-�	F����� 	�� ��,:� 	���� �;$���&(&M������'3�%<J��,B����N���P '3� $��@$�����& � �H	��� ��$�)��!��"
e���� �(������&�)� _ e � c ')�����)��	�-��&��+ ���)(:��$$���%	���[Y5	���F�!�A�1	G��(�0����A	&��,�$��-)�$D4P%��������F(��[8�
(�� DN$��$�A	�����	�� ��,�H ��D � N���� 	��:������Y��a	%	��!	�� �!�'�	��!��[�	&��� � r�� a �

� �
��

� \
��
�D

�� K �� � b �
b � �

��
�

�

��
�D

�� O �� �
�
�� f H ��D �)N

P%��B[Y��-��)(������
�����)(�� 	�� ���)������5(�������-)�����(
����8	�D

 �

UUnniivveerrssiittyy  ooff  PPrreettoorriiaa  eettdd  ––  BBrroowwnn,,  TT  JJ    ((22000066))  



68-����Y�A�� 	���
��[�c1��a	!��	�	&���&���(H	��?	��� "#��$ $�)( �)���F������� �HDHP%��
� �A	�$���)��+4"#���&��
D ��	 �GO �4�)���/	���;EDN��a	B��"��!��08� ��,�	���;[Y��(���D5W/$�%	���� 
 �`��������)(C+��J� ��"4�!��	�� ���
,�� 0��� r � �� \ _ � H��TWRJdc.K D H��TWRJRN O � D
W/��	��'A���)��`��,A��� �K'�	��)��	%� 	�����������-��!�(!	��)��	�	���`0�$+ ����� 	1�;��"L	���`��	�	&���&���(��)����	�����+ /���
	���F�����!5����	���50�$+ ����� 	1����"b	���5$�)(��Y��� �A	/��" 	���5����(LD4P%��$���"#���� �6O �

� \ _ � H��TWRJRNdc D
P%��%"#��+ + ����� ��,`[Y��-��)(������������)(�� 	�� ���)�7�������- � ��� $�A	7"#���3	����-�����\A-�$������7��"N�5����+ -�	�� ���
	���H ��D �)N r

�
H � WRJRN O � p
�
ee2J � H��TWRJRN$K D H ��W �UN�O � p H ��D ��� N

�
H ��W � N�O �1H �1Nkp
D H ��W � N O���H �1NkW

� �!��+ �8� ��,
�
H��TW � N6O��8O �1H��UNF���)( D H��TW � NzO�� O���H��UNaDHP%��:(��8�)���!��� [Y��-��)(������

�����)(�� 	�� ���*����H ��D ��� NaD

 � 

UUnniivveerrssiittyy  ooff  PPrreettoorriiaa  eettdd  ––  BBrroowwnn,,  TT  JJ    ((22000066))  



� �n�%������	��

� � � ����� � � � � � � � � � ��� � � �

� ��� � 	 � � � � � � � � � � � � 	 � � � � 	

� �
� #%$'l l 	 gU,�rXl91'pMl6* 1 � �212g �b�'l91'ly,�, &j�^r7$'l � * k2hU*-pMl
rX57* 1',��_&j5�(

9G� � �!68��a	�� ��� � D ��'�	��� � ��,:P �O���I������8>$=!�����& ��")�/�!�����-��&��[�+ 7"#-��)�a	�� ����� r H � W�� N t s����$�� s �����6x%���)���&�:���)����B����(� _ ���(*[8��	����x����&����$��� �A	�$,��&��+
� ! � � � r OqZ �^ � �"! \ �iH!JRN.e2Jkf

P%��%-)��-)��+����������A���&�F� �;	����+ � 	�$�&��	�-���%(� _ ���� � ! _ �&�1	4���3��� 'A&I,:����,B��� � �A	�$,��&��+����)(
	���$�:������Q������ 	��C��[)����+ -�	�$+ �
�����80�$��,�$�A	�� �A	�$,��&��+��$Db=HF(��!	������%"#����� 	���5��-�	&���	�D
� "3	��� � ����+�����B	��&���)�1"#�����f��"
�*������1	&��"#���`�!,�� 0�$����O � 	���$�?� 	B��+�����������1	&��"#���G��+ +
� � �YD
P%��5"#��+ + ����� ��,!�����-�+ 	G������$+ + Q8�������K')��$5"#���/� �)�1	&���)��?H _ 9{x%MGW�c 'KR��)����	�$� � ')�KD � � N����$��5�1	�������,�$��"#������������B��+����!,�� 0�$�KD

 �

UUnniivveerrssiittyy  ooff  PPrreettoorriiaa  eettdd  ––  BBrroowwnn,,  TT  JJ    ((22000066))  



3�4('�����'�� $ � � 	�� 0(� 
i%('�0('�;�;� �/+-,O,B�@$�� � ! � � � O � ! � � � !���� ��PAP � � � 	E<>����� �
' $#��8B�M������P 8B+ &MN���� � � <>��8 �}O � ���A� �

� � � #%$'l rX57* 1',��_&j5�( *-,
* k',�l9� �2& 
V57ly,�&)hF�)l91)r
P%����Y����$�G��"7	����� ����+�����5	��&���)�1"#����� � �C	���!�1	�-)(��:��"7	��� R���-)�&�8�*������[�+ $�p����� ,�]
� �)��	���5� �H	����"Z���a	5	��)��	�� 	F	��&���)�1"#�������`	����$0���+ -�	�� ���@���Y$�&��	����B�\A-)��	�� ���)�5� �A	��C���]
����+ 0�$�A	B��$+���	�� ���)�$'K��� 	��H	�����������+ 0�$�A	B[Y$� ��,:	�����������+ 0�$�A	B��"�	����,�$��$�&��	�����D!e����
� �)�1	&���)���'8"#���/�!��$�!� ,�����-��*��B�)�J0�G	���B"#��+ + ����� ��,�H _ 9�c '�24�����Y�A��� 	�� ��� ��D �2N r
�����,���;��!���:��0 $ � � S ' $T��8 ����,B��8:��8B��'3��PAP �7N���+ 8:9O��9X$���&(' )*����+-, ' !T��8:9H��8BP �6' ! �=<>�
,/$���+B9O��C�����$���P S���8B�L����+B����'3��8

�6H���N-b �6H���N O8H��+b ��N �6H���N �6H���N
<>��P 9@$ !���� �6H���N r O � ! �/S �;��8:9 ��PAP �$W � � � �

� ���-�"! � x�� 	&��Q8� ��,;	��&���)�1"#�������%��5��[�	&��� �]H#��� 	��:	���5��$+ �C��"b	���F���Y$�&��	�� ���)��+N��-�+ �'
24�����Y�A��� 	�� ���GH  �D �2Na'����)( 	���F�����80���+ -�	�� ���
	���$����$�?N rS?HUL/N �6H���N O � !�� \ �/S?HUL/NTS?H!JRN �O � !�� \ �/S?H!J�K L/N �O � !

& � �6H���N-b�Z &^ � �"! \ S?H!JRN.e2J �O � !
& �6H���N-bAH � !
	 �`SYNEHUL/NkW

�6H���N �6H���N O �
�+b � � �6H���N-b �6H���N �

P%��;�����80�$�&��5"#��+ + ���/��"#����� 	���;-�����\A-�$������G	���$����$�v���/��$+ +7���/	���;�1	�������,*�����A	�� ]
�8-�� 	1� ��" S�D �

� '���#.�/ $ � � � <>�M9O������'AP $%�"! �=<>�L,:���-�"!(�����#S������M$�'A&('AP ���(���M�=<>���I�"! � <>��������& � �����
�/������8J)?����8B��'A8B+ 'A���X' $ 'A85�=<J' $T���@$��T�H����8>$�����+B��8:���T�"!M�=<>�M$���&(' )*����+-,H,:����,B�������H��8:9
�=<>� &M���@$�+ ���ON�'AP 'A���T����8:9�'A��'3��8 � � <J' $ &M���=<>�-9T�"! ,:���-�"!#����' )*'A8:������$ !�����& 
 � � � �

 �

UUnniivveerrssiittyy  ooff  PPrreettoorriiaa  eettdd  ––  BBrroowwnn,,  TT  JJ    ((22000066))  



� ��� #%$'l f &j,�r 

	 gE���2ly5 gi1��)ly57,XgU&)1 r7$'ly&j57l9(

EG��� ,�� �)��+ + �H,�� 0�$�S[8� �`�J08��( =>��(�(�$� H _ =Mc '%R��)����	�$� �8'4P%��$����$�  ���'7�KD � � �)Na'3	���0�$�&��� ��� ��" 	���`	���$����$� "#���Ix%���)���&�*���)���������`-)��B����"#�����fM/� + + ��u24��� + + � �)�CH _ MG2 c 'R��)����	�$�  �'bP%��$����$�  �D ��D ��' �KD ��� ��NaD � 	�,�� 0���5���@� �80�$�&��� ���<"#������-�+��
"#�����:0���a	�����]
0���+ -��(H"#-��)�a	�� ��� � Q8�������@	��?[Y:� � ����+�����!	��&���)�1"#�����:D?e������ � 	�	���
����� ,�� �)��	�� ��,
"#-��)�a	�� �����H��-)�&�H	��)��	 �-H���N�O � ! � � � ���J�?[Y �������0�$���(LD�P%�� � '39O9O���T��,B������������$
��������������	��(:��� 	��@� "#-��)�a	�� ��� � � � � ��H � W�� N r&s � ����� 	�� s �+x%���)���&�<���)�����'L����
(� _ ���(*[8�

H � � �iNEH���N r O
� HTb � N �

��� 
 � � m � ��� ��� H���N�"#��� �}O � W �.W f f f H  �D � N
��� 	�� � � ��� 	��� � 
 	��C(�$��� 0���	�� 0�B��" �bD

3�4('�����'�� $ � ! � ! � ' $ �=<>� � ��,:P �O���(������8>$=!�����& �"!#��!�+ 8:����'3��8 � �=<>��8 H � � �iN � � \ � t�iH!JRN �@$ � t � !����T��PAP J 'A85�=<>� � �-N���$ )*+B�M$���� �"! � � � ! � ' $T����8B��'A8B+B��+J$%'A85$���&M�
��,B��8?'A8B������S���P �=<>�(����8BS�����) ��8:��� ' $ + 8B' !�����& ��S����#���O��<?����&I,B�O��� $�+BN�'A8B������S���P �

P%���	���$����$� �)���F[Y$$�S"#������-�+���	��(H� �@	�$�����F��"%	��� � ����+������]16A	�� $+ 	Zc1��B	��&���)�1"#�����
H _ 9{x%MGW�c '�R��)����	�$� ��'3�KD � �2Na'3����$�� ��	���$�������-�+ 	&�������)��$����� ��,C� �80�$�&��� ���S����
��+����,�� 0�$�KD

� ��� � 57l91 �^r���,
l 	 rXl91',XgU&)1�&j� 	 gE���2ly5���,6r7$'ly&j57l9(
=>��$������ 	����23�A�1	�] =>��(�(�$� 	���$����$�u,�� 0���b���;� �80�$�&��� ���5"#������-�+��G����$��	����"#-��)�a	�� ���
�V����Q8�������S	��<[Y:� � ����+����� 	��&���)�1"#�����:'3=>��(�(�$��
 �F	���$����$� �&�)���&���a	�$��� �$��B	����A��
"#-��)�a	�� ���)��	��)��	%������ ����+������	��&���)�1"#�������{H _ =Mc '�P%��$����$� �  ���'��KD � � �.p8P%��$����$� �  �[K'�KD � �  )NaD P%��<	���$����$� ��"F=>��(�(�$�:��8	�$�)(��(T	��V� x%���)���&� ���)���� s ����+�(�� ����+ �
����$�C	���;���)����F�)����	���;d/��(�����] W/� Q���(/X�8� �������Y$��	1��D�� �C"Z���a	`� 	B�&�)���&���a	�$��� �$��%	������
�������Y$��	1��D

 ��

UUnniivveerrssiittyy  ooff  PPrreettoorriiaa  eettdd  ––  BBrroowwnn,,  TT  JJ    ((22000066))  



3�4('�����'�� $ � �  ����8:�O��< $�,B�O��� s <>�@$ �=<>� ���O9O��8BC � ' �O�-9����& ,:����,B�������%' ! ��8:9%��8BP �
' ! � '39O9O��� � $#�=<>��������& <>��P 9@$ !���� s . ' �A� � ��S������ � � � � � _ � W�� NkW s �M$�����' $=!���'A8J)

��-��
� � !

� 
�
��� � �

m � � � � � H���N  r � � � W ��O � W �.W f f f�� � �

' $#� � ��,:P �O���#������8>$=!�����&#. �-H���N O � ! � � ��	E<>����� � r�_ � W�� N t s �
� '���#.�/ $ � !�� <>�#����' )*'A8:��PJ,:���-�"! ' $ 'A8 � 
=��. � <>��������& ��� � � ��8:9(&M� �O��$ +J$�� �"! �=<>�
!���PAP � 	 'A8J)X��<>�����O��������' �-����'3��8 �
 $�,B�O��� s <>�@$ �=<>� ���O9O��8BC � ' �O�-9����& ,:����,B������� ' !#��8:9T��8BP � ' !(��S������ � ' ,/$���<J'A���M����8BC
��'A8B+B��+J$ &M��, � r$_ � W � c t s ' $M9�' ��������8B��'3�ON�P �T���A� � � ���M��P $�� � 
=������ ��. � <>��,:����� �*.
, �
	 �7��8:9 , ���������

P%��G"#��+ + ����� ��, 'A8B��� )*��������9(S�����$�'3��8H�"! � '39O9O��� � $ �=<>��������& �������&�
�%������+�����������0��(![8�
9/��$�)(8	�'�H _ 9Ic ')P%��$����$� � D � Na'�����+�(��%� �C���:����[�� 	��&�����?x%���)���&�*���)���� s D
3�4('�����'�� $ � � � ��� � r$_ � W�� N t s ��8:9 � � � � � <>� !���PAP � 	 'A8J)X�����(����+ 'AS���P ��8B� �

�"��� � � � � � _ � W�� N r s �T��8:9
��-��
� � !

� 
�
��� ���

m � ��� � � H���N  r � � � W �5O � W �.W f f f��  �Qp
�"N � � <>����� ���O' $��3$%� !�+ 8:����'3��8 � r�_ � W�� N t s $�+B��<6�=<>��� �-H���N�O � � ! � � � !���� � � �
��8:9 � ' $ � ' ,/$���<J'A��� ����8B��'A8B+B��+J$�	 'A�=< � ' ,/$���<J'A��� ����8>$�����8B� � .U' �A� � 
��iH!J K ��N)b �iH!JRN�
 
��� !����#��PAPU8:��8BC�8:� ) ����'AS�� J ��8:9 � �

� � � � k�ly57* r7gU&)1'* h k'57&)k�ly5�r7gUly,

P%��!"#��+ + ����� ��,*��-�+ ��F�$�������C��0�$�`"#�����v	��� �����+ ] 0���+ -��(C	��&���)�1"#�����:' ���)(<	���������8��"Z�
����B��+ �!�A�1	���(�$�A	����$��+ _ 9{x%MGWIc D
�����,���;��!���:��0 $ � ! � ��� � � � �� ��� ��H � W�� NkW s � W � � � ��8:9 L � � m ��8:9 P ��� � & H!JRN r O
�iH!J$K L/NkW !���� J � � 	E<J'AP � � � & H!JRN r O �iH!J(b]L/N !���� J �AL . ��8:9 �?���=<>����	 ' $�� �

� �

UUnniivveerrssiittyy  ooff  PPrreettoorriiaa  eettdd  ––  BBrroowwnn,,  TT  JJ    ((22000066))  



� ��� � � � �=<>��8

�"��� � ! � � � � \ �iH!JRN �M���O' $��3$L' !���8:9(��8BP � ' ! � ! m � � �iH!JRN �M���O' $��3$���8:9 �=<>��8T�=<>���#����� ����+B��P �
�"N � � ! � � � & �T���O' $��3$ ' ! ��8:9 ��8BP �%' ! � ! � � �T���O' $��3$ ��8:9M�=<>��8 � ! � � � & � O � �"! & � ! � � � �
�"� � � ! � � & �;���O' $��3$ ' !#��8:9 ��8BP � ' ! � ! � � �T���O' $��3$#��8:9M�=<>��8

� ! � � & � O � ! & � � ! � � � b�Z &^ � �"! \ �iH!JRN.e2J � f H  �D �2N

� ��� #%$'l�pM&)1��)&)hi�br7gU&)1 r7$'ly&j57l9(

P%��5��$+ + ] Q8�������:�����80���+ -�	�� ��� 	���$����$� ������$��	&��	��)��	�	����� ����+�����`	��&���)�1"#�����{��"b	���
�����80���+ -�	�� ��� H� � �&NEH!JRN r O F \^ �-H!J�b[L/N��iHUL/N e�L�O F \^ �-HUL/N��iH!JIbqL/N e�LC�\A-)��+��!	���
������(�-)�a	���"K	��� � ����+�����/	��&���)�1"#�������4��" �C���)( ��H#������08��(��(!	��)��	�	���$��������1	kNaD7=>��$�
��G(����+)��� 	���	����� ����+�����%	��&���)�1"#����� ��"K0���a	�����] 0���+ -��(�"#-��)�a	�� ���)�$'�	���G�����-�+ 	�����Q���
��$�)��`� "��C���%���$��+��������)( �����%0���a	�����] 0���+ -��(LDb=>��$�:��5(����+N��� 	��*"Z���!� + � ��%��"b+ � ������
���Y$�&��	����&�$'���-)�&�F���K��$�!� ] ,�����-��)�$'�	���$��4��� ���!������ ��,�"#-�+A���)��+ ��,�-�7��"8	���������80���+ -�	�� ���
	���$����$�:D�P%��!�����-�+ 	��K$�!���  �D � ���5,�� 0�$�H� � _ x�6)c D�� 	F�%���`������[)��[�+ �?Q8�������<[�-�	(��8��F����	;��$$� 	��?�)�J0��[Y$$� ��������&(��(H[Y�"#�����DC� 	��)���F[Y$$� -)���(@��8	�$�)��� 0�$+ �H� �

_ 6 ��c D
�K�	 s ���)( v [YF�����!��+ ��+x%���)���&�*���)����������)(
+ �	 D O � D H!JRN r J � ��� [YF��"Z���!� + �
��"4��+ �A���(:+ � ������/���Y$�&��	����&����� 	��<� �����!�!���?(�������� � ��� � v �������&�C�����C� �A	�� s De���� � � � ��`"#��������+ + �
(� _ ��B	��� � ����+�����G	��&���)�1"#�����{��" D ��	 �?����	���5���Y$�&��	����

� ! � D � o r O[Z �^ � �"! \ D H!JRN|oze2Jkp o � ���yf
=H<���)��+ +`���J� 	��)��	 � ! � D �����O' $��3$?��� � � "5	���?"#-��)�a	�� ���MJ �t � �"! \ D H!JRN|oT��� � �
� �/HRH � W�� NkW s NaD
�K�	5-)�B��+����:�����)����(�$�5� "#-��)�a	�� ���

��r J � H � W�� N �t �
H!JRN � ���%D;=H����)��+ +7���J�:	��)��	

	��� � ��,:P �O���#������8>$=!�����&
� ! � � � OqZ �^ � �"! \ � H!JRN e2J

� �

UUnniivveerrssiittyy  ooff  PPrreettoorriiaa  eettdd  ––  BBrroowwnn,,  TT  JJ    ((22000066))  



���O' $��3$ ��� � � � � "b	���B"#-��)�a	�� ��� J �t � �"! \ � H!JRN%���%� � � ��HRH � W�� NkW v NaD
=HB"#��������+ + � (� _ ��B	���F�����80���+ -�	�� ��� D �

�
[8�

H D �
�
NEH!JRN r OqZ \^ D H!J-b]L/N � HUL/N e�LPO[Z \^ D HUL/N � H!J b]L/N-e�L2f H  �D �)N

��'�����# $ � � �/+-,O,B�@$����=<>������' $ � � � � $�+B��<M�=<>��� �=<>� � ��,:P �O��� ������8>$=!�����&#$ � ! � D �O.
� ! � � �%��8:9@.J!���� ��S������ J � � .U�=<>� � ��,:P �O��� ������8>$=!�����& �"!L�=<>�U!�+ 8:����'3��8 L �t D H!JRN � HUL/N .���O' $�� ��� � �
� <>��8 � ! � � � � ��� � � !�. 'A8Q�O9O9�'A��'3��8>.(�=<>�X����8BS���P + ��'3��82D �

�
���O' $��3$�. 'A�3$ � ��,:P �O���

������8>$=!�����& ���O' $��3$ ��� � ��8:9
� ! ��H D �

�
N � O � ! � D � � � ! � � � f

� ���-�"! � � ")	���%� �A	�$,��&��+ F �^ � �"! & D H!JRN � HUL/N e�L%������1	&� "#���4�{J � � 'J	���%������1	�$�)��%��")	���
� ����+�����5	��&���)�1"#����� � ! � � � ���)(:	���;��+ �A���(�������/��" D H!JRN/� �!��+ � ��/	��)��	 � ! � � � � ������)( 	��)��	

Z �^ � �"! & D H!JRN � HUL/N e�L�O D H!JRN�Z �^ � �"! & � HUL/N e�LPO D H!JRN � ! � � � f
M/$�)���'

� ! � D � � � ! � � � O Z �^ � �"! \ D H!JRN�Z �^ � �"! & � HUL/N e�L�e2JO Z �^ Z �^ � �"! � \ m'& � D H!JRN � HUL/N e�L�e2Jkf
P%��;�&�)����,�F��"40���������[�+ ��PL �t �]O8LIK�JkW�J �t �5O J/���)(C��$0�$�&����+K��"7	�������&(�$�G��"
� �A	�$,��&��	�� ���
�8� $+�(��

� ! � D � � � ! � � � OqZ �^ � �"!�� Z
�

^ D H���N � H���b ��N e��}e�� H  �D ��N
���)(G	���7"#������-�+��%���L������0��(LDKd�$0�$�&����+���"8	���4���&(�$�L��"�� �A	�$,��&��	�� ���`���L�Y�A����� [�+ 7[Y��$��-)��
��" 	���F������-��!��	�� ���
	��)��	�	���F�����80���+ -�	�� ���
������1	&�$D �

� '���#.�/ $ � � � !LDR' $#�I!���&('AP �;�"! N���+ 8:9O��9MP 'A8:�����#��,B������������$#9O� � 8:��9 ��8?�=<>��	E<>��P �
$�,B�O����.(�=<>�X������+ 'A����&M��8B�#�=<>���#�=<>� � ��,:P �O���6������8>$=!�����& �"! L �t D H!JRN

�
HUL/N ���O' $��3$�.(' $

$�+-,B����� +B��+J$ �

� �

UUnniivveerrssiittyy  ooff  PPrreettoorriiaa  eettdd  ––  BBrroowwnn,,  TT  JJ    ((22000066))  



� '���#.�/ $ � � � <>��8 s ��8:9 v ����� �=<>�M$���&M��. 'A� ' $ �;$�'A&I,:P � &M���������%���;$���� �=<>���
'A8B��� ) ��� ,B� 	 ����$L�"! �=<>����������8>$=!�����&M��9�� ��,B�����������I����������$�,B��8:9 ��� &(+ P ��' ,:P �L����8BS���P + ��'3��8>$
�"! �=<>� !���&('AP �;�"! ��,B������������$ �

� �

UUnniivveerrssiittyy  ooff  PPrreettoorriiaa  eettdd  ––  BBrroowwnn,,  TT  JJ    ((22000066))  



� ��� � � � ����� � �
	

_ 9Ic = DL9 ������� � '��7��a	�����] 0���+ -��( � ����+�����5	��&���)�1"#�������G���)(@R���-)�&�8�*������[�+ $���$'$�4���
��� 	5	��><	�Q�����O< '#� 	�H � � � � Na'%� � ��] � ����D

_ 9{x%MGWIcF= DN9 ������� � 'KRGD O)D �!D�x � ����� ' � DYM �������� �je�DNW � � ��� � ��� ��� '�
�	�6�� � ���ND�)	8� 	���,� �$	 ��6�	!+ ���)�>���� ���K�%�)�*�C?0����64��:�������)	 	��K�$'�x�� ��Q8� I��-)��$���7$��+���,)'/x%����� + ]
x��A�1	�����]|x�$��+ � �K' � ��� � D

_ 9Ge�cF= D�9 ������� � �V9FD�e � ����  'J� �A	�$,��&��	��(B����+ -�	�� ���)�N	��/� �!��+ ����� 	b(�� DN$��$�A	�����+��\A-)��]	�� ���)�$'�� 	5�*��<>' 	��H<��Q��� <��O� �8N�<�� ��	 �8� 	�67+�� ��� ���8' � � H � �����)Na' � � �J] � � ��D
_ x�6)cFPBD O)D&x ����� � � WFD)6 � � ��� ' �G��-�[�+ Fe)���!� + � ��%��"b� �A	�$,��&��	��(
U40���+ -�	�� ���CEG�Y$��]��	����&�$'��><	�SN ��	8�(� � ��������� ��� � ���>�$' �(H � ��� ��Na' �  � � � � � D
_ R%6)cFd5D = DLR � ����� � �jd5DN6 �
��� � � ����� '$' � ��M��
	 � �T�)�*��� 	 M 	5��	������ 	A?0����64��:���������

	 	��K�$')9G�$��(�$�!���524������$'�W/$� �4����QN' � � �  �D

_ �B6)c�WFD � � ��� � ��� �rO)D PBD46 ��� � � ����� '! � ��	D� �#" �
	������ � �5�D1���� ���T�a'3� �A	�$�&����� $�)��
24-�[�+ ������$�&�$')68������)(*24��� �A	�� ��,)'�W/$� �4����QN' � �� �)D

_ e �{c�9FD;e � ����  � 9FD�� � 	  '$� 	 M 	5��	������ 	%� � & 	���	5�$� � �)	������ ��� � ���>� � � .��)����64�
' �%��6�	��$' � ���&��$+ �G$Q8Q�$��� �)��D ')W/$�%]	�4����QA]|x%����$+ ] M/����,��B����,)' � ������D

_ e � c��!D E�D�e ������ ������ � 'H68�8�!�!�	������ �8�8�Y$��[Y��+ ���|+ � ������>(�� DN$��$�A	�����+:�\A-)��	�� ���)�$'?�� � �H<��S� ��	�'�� �$	=<��Q�����O< ' � H � � � ��Na'%������] � � � D

� �

UUnniivveerrssiittyy  ooff  PPrreettoorriiaa  eettdd  ––  BBrroowwnn,,  TT  JJ    ((22000066))  



_ e �/c��!D E�D�e ������ ������ � 'A68�8�!�!�	��������Y�A��� 	�� 0��+ � ������3(�� DN$��$�A	�����+8�\A-)��	�� ���)�$'>?�� � �H<
�S� ��	�'�� �$	=<��Q�����O< ' � � H � � � � Na'%� � � � ��� ��D

_ �
0%��c � D

�
��� ������� ��� ����� � � � � � � ��� '�P%��$������+�EDN��a	&� � � �H	1����] (�� �!$�)��� ���)��+

�8�8[�����(*$+����1	����B�1	���-)�a	�-����'��><	�Q�����O<�'S���)	=<�'�� �$	=< ' �%$ �$H � ��� �2Na' � � � � ��D
_ MG2 cFU/DNM ������ � d5D 6NDL2 � ������ � '��%�
�*6�� � �����)	 'S���)	 :>� �����)�*�B' 	�� � � M ����� �*�$'N9/�!$��D

� ��	��KDY68����DNR���+ + ��\YD�24-�[�+gD ' � � H � � � � NaD
_ WIc|e�DbW � � ��� � ��� ��� 'b� �A	�$,��&��	��(H��$�!� ,�����-��)�B���)(<	���$� ��������+ ���$��	�� ���<	��:	���
��[�]�1	��&���a	`R���-)�&�8� ������[�+ $�:'�����6�� �*6 �><��Q�����O< ' � � �$H � � � � Na' �������#��� ��D
_ dyc|= D O)D8d � � � �
� � '%?����>� 	���ND��� � ���A	 � �U�� �����
	 ��� � ���>� ���*. ���
�*��� �4:B6����*� �8� � ���>�D18� �

9�"#��� Q������)� r . 	5�������>��	����� �����
	 	���� ��M��CN � � �T�)�*�>N � � ���0��� �9� 	��$'K(����a	����&��+3	���������$'
./��� 0�$�&��� 	1� ��"724���	���������' � � � ��D

_ 6 � cFWFD 6 � � ��� ' �K� ������`$0���+ -�	�� ���<�\A-)��	�� ���)�G� �?	1��� x%���)���&�<���)������$'�������6�<�� ��:(�)	' ��6�<���� � �*�� ��M �H' 	�6�� <	'F' 	 � = H � � � �2Na' � � � � � � ��D
_ 6 �/cFWFDL6 � � ��� 'LU4�!�)��	��8�
	���$�����*���)(:	��� � ����+�����B	��&���)�1"#�����:D)� � r  � ��	D� � ���
	������� � �5�D1�.��)����64� ?�	5�$� 	�� �S�>)	=< ' � ��H � ��� � Na' � ��� � ��� � 'N� �)�1	�� 	�-�	����" � ��	���$����	����$�$'

23��+ �����:9G�$��(�$��� ��"76���� $�)����$'�=@���&���J�%��D

_ 6%��cFWFDY6 � � ��� '���:(��� � ��67 ���
�*��� �4:Q6����*� �8� � ���>�$' � ������,��&�����
� �*����$�)���&��	�� ���KD

_ 6 � cFWFD�6 � � ��� ' 'S� � �$� �����>��6�� � ���K� ����� ��� � �)	�� � & 	���	5�$� � �)	 ����� ��� � ���>�$' �K��a	�-���4����	���$'
./��� 0�$�&��� 	1� ��"724���	���������'824���	���������' � ��� ��D

_ 6�6 � cFWFD�6 � � ��� �zO)D U/DA6 ��
	 ������� � '�U40���+ -�	�� ���!���Y$�&��	����&�3��$+���	��(;	�����$�!� ] ,�����-��)���"�R�+�������HZ9PNa'�' 	�� � M ����� ����� ��� �:' ! �$H � � � � Na' � � � � ��� ��D
_ 6�6 �/cFWFD�6 � � ��� � O)D U/D�6 ��
	 ������� � '�U40���+ -�	�� ��� ���Y$�&��	����&�7� �*$�!�)��	��8�;	��!����$�!� ],�����-��K'>' 	�� � M ����� ����� ��� �:' � 	�H � � � �)Na' � � � � �)D
_ 680�( � c�WFDG6 � � ��� � 9FD � � � � ��� � ��� � � '5U4� ,�$�80���+ -�H������[�+ $���*��� 	��z���Y��a]

	��&��+ �)���&���!�	�$�G��+������ �C	���F[Y��-��)(������:�����)(�� 	�� ���K'	�/� 	��9� � ����	����Q������	��-��� ��6�� 	J'
�$H � � � �2Na' ��� � �8D

� �

UUnniivveerrssiittyy  ooff  PPrreettoorriiaa  eettdd  ––  BBrroowwnn,,  TT  JJ    ((22000066))  



_ P`czd5DLP ��� � � '*� � �(� �8� 	 � � � � 	5�>� � �����)	 ��:(��� � ��6��)	0'�:>�9� 	��K� � � �Q������	��-��� ��65���)�*�
����:>� ��65�$' 68����� ��,�$��] �7$��+���,)'!68������)(jU�(�� 	�� ���K'?x�$��+ � ��] M/$��(�$+ [Y$��,�] W/$� �4����QN'
� ��� �8D

_ 0�( � cF9FD � � � � ��� � ��� � � '�R�+ �A���(HU7�8	�$�)��� ���)�5��"��C27��� �5��" �K� ������!EG�Y$�&��	����&�
���)( �G�8�)���!���Cx���-��)(������ �4��+ -�524����[�+ $���$'�'�� �$	=<�'S���)	=< ' $ ��H � ���� )Na' � � � � � D

_ =Ac ��D ��D`=  ��� ��� 'B+,��	 ,� �$	 ��6�	G� ���)�>���� ���:'�24��� �)���	���� ./��� 0NDB24������$'�68������)(
24��� �A	�� ��,)' � � �  �D

_ � � c��!D � � �  � � '�
	�6���� ��	������ � � & 	���	5�$� � �)	#�)�*��� �$� 	 M ���)	 ����� ��� � ���>�$'N� �A	�$�&����� $�)��
24-�[�+ ������$�&�$'�W/$� �4����QN' � � ��� D

_ � �/c��!D � � �  � � ' �%�
�*6�� � �����)	 'S���)	 :>� ���$'468����� ��,�$��] �7$��+���,)'368� �8	��VU�(�� 	�� ���K' x�$��+ � ��]
M/$��(�$+ [Y$��,�] W/$� �4����QN' � � ��� D

�  

UUnniivveerrssiittyy  ooff  PPrreettoorriiaa  eettdd  ––  BBrroowwnn,,  TT  JJ    ((22000066))  


	FRONT
	Title page
	Acknowledgements
	Dedication
	Abstract
	Contents
	List of figures

	CHAPTER 1
	1.1 Semigroups, integrated semigroups, and the Laplace transform
	1.2 The dynamical systems approach
	1.3 Dynamic boundary conditions and implicit evolution equations
	1.4 Empathy and the Radon-Nikodym property
	1.5 Conventions and notation
	1.6 Outlay of the thesis

	CHAPTER 2
	2.1 Definitions and basic identities
	2.2 The hierarchy of assumptions
	2.3 Resolvent relations and invertibility
	2.4 Initial continuity and invertibility
	2.5 The generator and implicit Cauchy problem
	2.6 Strong cintinuity and implications of the Post-Widder inversion theorem
	2.7 Bounded resolvents
	2.8 Lipschitz continuity
	2.9 Characterization of the generator
	2.10 Differentiability and the Radon-Nikodym property

	CHAPTER 3
	3.1 More-than-once integrated semigroups
	3.2 Corresponding definitions and assumptions
	3.3 Resolvent ralations and consequences
	3.4 The Cauchy problem
	Lipschitz continuity and characterization

	CHAPTER 4
	4.1 Examples in physics: dynamic boundary conditions
	4.2 Some areas for further research

	CHAPTER 5
	5.1 The heat equation model
	5.2 The wave equation model

	CHAPTER 6
	6.1 The existence and uniqueness of the Laplace transform
	6.2 The transform as a pseudo-resolvent
	6.3 The Post-widder inversion theorem
	6.4 Arendt's extension of Widder's theorem
	6.5 Operational properties
	6.6 The convolution theorem

	BIBLIOGRAPHY

