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&��������	�����������������9&%%A�:�������	������	����!�
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�
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������	��$������	�������������	��!� ����	���,��#�������	������	�	�������������������$����	���B�
�6���	����������������	�	��$��������	���;����������	������	�	�����������	�����������	��� 	�
���������!����	���@� ������	��	����	����������������	�����������������	�������	������������	����&�	������
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�������������������������	�#���	������������	�#������������������!�/����	��)�����������	�	����������	���
 ��	�����	����	����������	�������	�����)����#���	�#����	��������	����	��	����	� ��������������	����
	����������)����	��������	������������	���	�������������������	����������	�����	���	���������������
92����$�&%%+:!�
�
E�������	��	����	�	���������������������������������	��������	����	� ���������	�#��!�/	����	� ��
�����"���	��	� �	� �����	���	�#��������	�������	����	��	� ����������	�������������������	�������6���������������
��	������������$�������������������������� 8��	�	���	�#���	���τ $�	����������	���=	�#���	��������� ���

(1 )ar iτ π= − − �

��� = (1 )rτ τπ− − $���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������9*:�

������ i r π= + ��� 	��� ������� ��	���� ���� r ��� 	���  ����)	�#� ����� ��	���!� ����� ��� �� ������ ���)	�#� �����
��	��� r $�	�����	��)	�#��������	���������������������	�����	���������	��!�(���	�����������6���$���	��������������
	�=�����������������������	��������$��������������������6����������������������������������
������������������	��������������	���������������	�����������!��������	��	������������������	���
�	�	�����	���r !���������$�������	��������������������	���	��������� ��	������������<��	��.�

Trsc )1( += �������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������9&:�

������T ����	�������	����	��������� �	����������������������������������������	���������!������������

����	������	�������	������� �������������� ( )Tr
p

+
=

1
1

!�������������������������������������������������������������������9+:�

�������$�	�������	��������������)����������	��P ��������	��� �� 	��	�#����	������������	��$�������	����
���	�	� 	���������  �	�����������	� ������	��� ������	����������	��!� �����������$� 	��� �������� ���
�����	������7������*!�
�

                                                 
3 ��������#�������6�� �����	���!�9&%%,:$�2����9&%%B:$���H������������������9&%%A:$������������9&%%A:!�
,�7���������	������7����	���>��9*??@$�*???:�������������	�������	����$�������	����	�9*??A:����1���I������$���6�����
�	���!$�9*???:����	������	���-�����$�'�����	���!$�9*???:���������$��J�	�������I�� ��	��9*???:�����������$�E>�����������
4�����9&%%%:�������������������"6�����"��	���!$�9&%%+:����(����������6�����!�
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���� 1 1,c p 	 2 2,c p $� ���������� 	����� ����� �����	��� ���������	����	�����������!���������������������
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�����	��������������	�������!�/���������������������������	�����������	�����	����	�������������
	�����	������	�����������	��������������������	�������	���������������	�������������	��������
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�������	�����	����������$�	�����������	��������	��������������	������	�������	��!�������	������	������
����������������� 	�������	�������	���	�#����	��!����������	�7����	�����	���!$�9*?@A:$� �����	��������
���������������������������	��������	����	�#���	��������	��������$�������������	�������������������	���
��	)�	�#���	���!���#����������������� �	�����	������)	�#���	������	���������������������	� ����������	�
	������	�������	�����	�	�#���	����	��	�������������!�5�����������	����������	���	�#�������������������
	��������	�����������	)	�#���	����	����������������������	�������������	������	�������	��!�������	���$�
	�����������������������	�����	�������	�����������	�����	��������	�	�#����	������� �� 	����������	���
���������#�������.�
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01
1 ����������������������������������������������������9,:�

������ 0p ��� 	�������������	������	�������	����	� "��� �����	�����	�������	�	������ 	�#��0� 1p ��� 	���

��	������	�������������	���������	���������	�	�#����������	���������	� ���	��9"��������	��:����� 2p ���	���

������������	���������������	�	�#����������	��&�������	������	��B0� 2s ���������	��	������	������������������

����������� ����� ����0�
psη ��� 	��� ���������	��� ����	���	�� �� ������� ��	�� ������	� 	� 	��� ������ ��

��	������	�������	��$����0�σ ���	����������	��	�������	����#�����������!�
�
1	�$�	��������	�� 0p $���������	������)	�#��������	������	�������������!�7��	����������$��������	�����	��

����	�������<��	�����������������������<����	�@!%;�������	;����	�����������*??%)&%%@!����������
	��	��	�	������	������	���$� 	�������	�������	�#���������)�#��	��	�����	���	������	������ �	������������
����������	������+%������0� 0p M�9*C%!%@%;:9)+%:M%!*&?&!�/�������	��������	��	����������	����	���������

��� ��������� 	�#��� ���� �����	��$���� ����� 	� ��8��	� 	��� � ��� ����� ��	���� ��	������ ����������� 	��
�����	�� ���������������	�� 	�#��!���������������	���������	�� ������ 	�#� �	�����*??%)&%%@�����
&B!;A�������	@$������$����	���$������������	��������	��� r �	�B!&B�������	$� �������������	�#������	���!�
������	���	�#���	������	�������������	�������	���	�#��	�	��������	�������� �	�������	���	�#���	��	�
��������������������	����	������$�������������������	��������!����������	�������������	�#���	������������
	���������	���������������	���	�#��	�	�����	�������������!�7����	����9*??@:��������"���	����������	��
 �� ��������� ��� ������� ����������� ��������� 	�#� ��	�� ������ ���� ������� �� �����!� ������ 	���$� 	���
��������������������	�#���	�������	������������������������������������������	�&B�������	A�����	���
������ �� *??%)&%%@!� ����� �������� 	��� ��	� ��	���� ���	���� 	� +!?,� ������	!� ���� ������ �� ��	������	�
������	��� 	��	���������� 	� 	���� ��	� ��	������+!?,�������	� ��� 	�������� 2p M� 9*!%+?,:� 9)+%:M�%!+*+@�

������	����� �����	�&���	���������������	���	�������������	������	��	���������	�����	����&�������	!�

���������	����<���� ����������	�����	������	��&�������	�	�"���������	��������	����	�#���	���	� 	��
�����	������������������������!��	�	��������	�������$�	��������	��������������	�.�7���	$�	��������������
	����<���� ����������	�����	����	���	��������	����	�#���	�� �����������	�������������������	������������$�
���0� �����$� �	� �������� 	��� ������ �� 	��� �����	��� �� ��	����	� ������	�!� �������� 	��� ��������	���
���������	��	���������������������	����	�#� �������	����������������������	�������������	����$����������
��	���������	�����������	���������	�����������������	�������	���� ������������	��������	����	�#���	�!������
����	�����������#���	��� ��7����	����9*??@:����������������	��� ���%!B@�������	��������������	�#� ���
����	���������������	�������	��������	��!�'���	����6���	������	���	�������	��������$��������	��������

                                                 
5 3����	�����	��������	�������	�����������*??%)&%%@�����@!+�������	����������$������������	����������������&�������	�
	���6�������������������� �����	��	�����	���	����	��	������7����	���>��9*??@$�*???:����������!�1	�����$������������	���

��������*??%)&%%@��������������	���$�����	���	�������� ���	��������	����������	������ ��������	����	���������.��
;�������	�������<��	������������	���������	���������	��������������	�������������/���#�9�4�/:!������.�/�	����	�����7���������
�	�	��	���!�
@������.�N���������7�!�
8 ��������������������	�	���������������������������������	�#���	����������	���������	�#����������������9�����.���#�(�6�	�
������&%%;O@:!�
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���������7����	����9*??@:!�2�	����������������	��������	�#���	���	�+%�������	?$���&�������	������	������
�����	����������	�����	���	�#���	����	�����	������������ ��%!+%9%!B@:9%!%&:�M�%!%%+,���%!+,�������	����
���	�!����� ��	����	�����	��� ��	����	������	������� �����	�������� 	�����	��� 	�#������� ��� 	�������	��
�����	��!� /�� ����� ������	���� ���	� �� �����	��� ������� 	��� ������� �����	��  ������� ��	��  �� ���
������	���� ���	*%$� 	��� ����� ���)	�#� ��	� ��  ������� ��� ����������  �	� ��������� ��	� ��� ����	���
�����	�������������	����	����� 	�#� ��������!�2�	���� 	�	�����	�����	����B?�������	**������������	��
	�#� ��	�� �� +%� ������	$� �� &� ������	� �������� ��� �����	��� ������� 	��� �����	���� 	�#� ��	��  ��
%!+%9%!B?:9%!%&:M%!%%+B���%!+B�������	�������	�!������������������	���	�������	���	������	�����������
����	�������������	!�

�������	��������	��������	����	������	�������$�	�������������	�����	�������	��	���	�#����	�	��������������
������ ��� ����!���� ����������� ������ 	�#��� ������������� ������� ��	����	�������	�� ���� �����������	���
�����$��������	������	�����	���������	������	������������	��������	����	�#���	�������������	����������	��)	�#�
����	���!��������	���	��������	���	��	����������	�����	��	���	�#�	��������������	����	��	�	�����������
	������������������ ������#���	������������	��	��������	��������	��	�	��������	�������!�/��	����������
��	����	� ��	�� ����������  �� ��� ������	���� ���	� ��� ������ ������	���� ���	� �� �����	��$� 	��� �����������
�����	��>� ��������	�#� ��	���� �� �� 	� ��� ���������$�  �	� 	��� ��	��� 	�#� ��	���� �����$� ���� ��� ������  �� 	���
�����	���	����	�	�	������������	�#���	������	������������������	��!����������	��������B?�������	��� 	�
�������	�	�������������������$���������������	��������	������	����	�6$�����&B�������	��������������������
���������	�#���	�$���&�������	�����������������	���������	��������	����	�#���	�� ��%!&B9%!B?:9%!%&:M%!%%+���
%!+�������	�������	�!��

1�#	$������������ 	��������	��������	���������	����������#����������������$���� 	��� ��������������������
��	���� ������	������������ ��� �������	���  �� �����	��� �#���	� �	� 	��� �����	�� �����!� �� ������� ��	�� ��
�����	��� ���������� 	��� 	�#�	���������	��������!�3���� 	����� 	��� �����	���� 	�#� ��	��������	��������� ����
	�#����	�	����������	�����	���������	���	������$�	��������	����	�#���	���������� �������	���	�#��������
��������� �����"�	����� 	��������!� ������� �����	���� 	�#� ��	����*,�������	*&��������������	��������� ���
��	��������$�����<���� ����$������������	�������	�������������	����������������������	������������������
	�������	����	�6� �����������	�������	!�������	������������������	������ ���	���������������������$�	���
���������������	����<��	�������� ����������������	�������	�$��������� ���	����� 	�	�����	�����	�!�2�	��
�M%!B?�������������	����	�#��������������	����������*,�������	$��!�!$ 0.1gθ = $���&�������	������������	���

��	�� �� �����	��� ������� 	��� ����� ��	��� 	�#� ��	�� �� ��	���� �� �<��	��  �� ( )1/ 1g b dθ π−� 	� � M%!%%,?� �� %!,?�

������	���� ���	�!� 5�����$� ������ �<��	�� ��� �������� 	� ��������	�� +B� ������	� �� 	��� ������������
P��	���>*+$�	�������������	��������	���������	�#��������	������������	������	���� ������+B�������	���	����
%!,?�������	�������	���� %!*@�������	�������	�!� �� ������ 	��� �� 	� ��������	��� �����	�� �������� 	��	�
���������	��������	�����	�� ��&�������	�������	���������	��������	����	�#���	���	�	�������������������	��
������ ��	����<�������	���%!,@�������	�������	�$���	��	����������	���	����	�	��� ����������������� ���,!,*�

������	!������ �������� 	��	�����������	������	�������	��� ��.� 1p M%!&@,%!��� �	�	�	����	���������������

	�������������	������	�������	�����	��<��	���9,:�������.� �

1G M%!%;; 2S ( )ση −− sp1 �����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������9B:�

�

�

                                                 
9 �����.� ���� ������ ���������� 	� 	��� �������� ��������� �����	�� 	�#� ��	�� 9�����.� 2���� ���6$� 2���� ���������	�
/�����	��:! 
*%������	�	��&,����7����	����9*??@:�������	������	����!��
11 �����.�N���������7�!��������������� 	� 	�����	��� ��	�� ��� 	������ ����������� 		������ ���	������	�� 		�������	��������
 �����������	����������������� �	�����*??%)&%%@! 
12 �����.���#�(�6�	�������&%%;O@!�
*+������.�7����������������������!�
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!���������#	�����
�����
�����#	�������#	����

������������ 2S ����<��	���B���������	��	��������������������)��	������	��������	�	����#��	���������	��!�

��������	�� 9B:$��������������	���	����	��� ���������	���������	���� �����	�����	����&�������	� 9 2S :!�

7����	���� 9*??@:� �������� ��� ��	���	�� ���� 	��� �	����)�	�	�� ����	�������  �	����� ������� ���� ���)�������

�������� ��	���	�=����������!�5�������	��	�	������������	����������� ( )Tg++η1 	�����	����������

��	��������������	��$������ n ���	�����	���������	������	������ g ���	������	�������������	�������!�

�������	����������������9 NS :��������	���	� 2S ���������	.�

2
_

2 )1( SgnSS T
N ++−= ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������9;:�

���������������������	�������	�������������*??%)&%%@�����+!@+�������	$������$������	������	������
*!@*�������	!�E�� 	���	���� ����$� �������������	�� ������� ��	������ 	��� ��������������� B!,�������	���

�'(!���������	�������� ���$��������.���	M%!%&*A�������	��
M+%$��������� 2S M&!* NS !�7��	���$�������

�����	���������	� ��B!,�������	����'($������	���� 2S M%!**�'(!�7��	���$�	���������������������������

�'(� �	�����*??%�����&%%@������<����	�,A�������	!�����$� 	����������	��	�������	����#������
��������.� &9 
 :� ��σ α= �����α ���	��������������������'(!��2�	��α M%!,A$�σ = %!&+ !�

����������	����	� ��������	�����������	��������	��	���������������������� �������<��	���B����	�������	���	��
�����������	��������	�	��������	����	���	�$�������	������������	�������	���	��������������	��������	�	�
	��� ������ �� ��	������	� ������	��� ��� ����	��� 	� ����	���	�� ��	�� ������	� 	� 	��� ����� ��	�� �� ��	���� ��.�

( )* : ��

��

�

�


η
η

− +
= !� 7������� '���� �	� ���� 9*??A:� ���� �����6�� �	� ��!� 9*??A:$� � � ��� ������� 	��	�

��� %!&
��

η = !*,���� ���7����	���� 9*??@:$���� ����������� ���������� %
��

η = 	� ������ 	��� �����	���	���� 	����

��	���	��	�	�����������
��

η !��

������	���$�	������������������������������	�	�����������	������ 1G M%!%%;?��'(���%!;?�������	�

�� �'(� ����� %!&
��

η = $� ���� �� 0=
rsη $� ��� ���� 1G M%!%%B;�'(� �� %!B;� ������	� �� �'(!� ������

�������	���� ������	� 	��	� 	��� 	����	������������� �����	��� 	��� 	��������������	����� �� �����	��� ���
�����	�����	�� ��&�������	���� ���� �	�����%!B;�������	�������	�����'(�	�%!;?�������	�������	���
�'(!�

!�!���	���
���#�����$����
���

1�#	������������	��������	�����������	�����������	���� ����#�������	!�������6����������	���
����$� ��� ��� 	��� 7����	���� 9*??@:$� ��� 	��	� ���� �����	�������������	� �������� ���� 	� ���������� &�
������	������	���	��������	� ���	������	� ���������� ����������������)����	�#��!�/��	���$����	�	������
	�#���������<������	���������	����������������$���	�� ��������������������������������	���!�

�������	��	�����	��	���������	��	���������	�������������	������	���������� 2p ����������	���������

�� 2c �9�����������*:$���	�������	����	�&�Q�����	���������	�	�#����	�����������!�1������������������	���

�����	��� ��	�� 	� "��!������� ���� 	������		���� �����	���� �������!� 7���	$������ �����	��� ������� 	��� �����

��	����	������������������������	�������������	������	�	� 1p !�����������	�� ��������������������<����

	( )& * &� � �− !�������	�	���$�	��������	�������������	������	�������	����	�����	����������������	���

                                                 
*,�������������	���������������%!&%����

rsη $���������$�����������$�	�������� �����	������	���	�������� ������	�����	���	���$����

����������	��	��� �����	����������	����	������	���	�����������������	��������!��
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 �( )21 cc − $����������	����������	����������� ��	�������	��( ) ( )* % * &� � � �− × − !�����������������������

����	���� �����	����� �.��

�� ( )&

* % & * & *
*

& & &
��

� � � � � �
���� �

� � �
η σ

 �� 	 � 	 � 	− − −� �= − − −� �
 � 
 � 
 �
� �� � � � � �� �

��������������������������������������������������������������9@:�

����� �#������������ ������������� �� ��	�������	������ ����	���!���	� ����������$� �� �	�	�	���� 	��� ��������
��	���	��������������� %� $ *� $ &� �!�2����	���	������������������ = )%!%%@?�'(���)%!@?Q����'(����

rsη M%!&�����)%!%%?�'(��� )%!?�Q����'(���
rsη M%!!���������	��	λ � ��������	�� 	������������	�����

�������������������������	��	�������	� �������������	����	�#�������	���������������$�	�����	��������
��������������	��������	��������	������	���	��������	� ���	�����%!+;�������	�����%!+&�������	����'(�

������ srη M%�����%!&�������	�����!�1	�$���������7����	����9*??@:λ �����	��	�%!,!�E������$���	��������������

9 1NG :����� ��������� �����	��� ��&�������	� ��� 	���������� �.� * * ���� � � �λ= + !� 7�� λ M%!,� 	�����	�

�������������� ���� ������	�����$� �<���� 	�%!+@���	� srη M%!&� ����%!&%���	�� srη M%!�7�� λ M*!B� 	�����������

���������������	������ 	�� ��η M%����� ��η M%!&!��

%������&�	�����������	����	�
��
	���	��'���	���������

/�� �������	����$� ����)�������� ������� ��� ���������������� �������� 	���	���	� �� ����������� ������
	�#�	��� ��� ����� 	� ��������� �����	���	� ��� ������� ���� 	�������� �	�����	�� ������� ���	�!� ����
 �����	��������������������������	��	�	�����	�������	����	�������	�����������	��	�#���	�������	�#�
�����	� ��!����������	�	�������������	��������$�����������������	���������	�������� ��!����������	�
9���	$� *??A:$� ����� ��	����� ��	����	� ������	� ��� �	� 	�#� �����	� ��$� �����	��� �����	�� ������� ���
����������� �������	��!� ����� ������ 	� �����	��� ��� 	��� ��	������ ��	����	���� ����	�!� ���� �	�	�� ��������
�	� ���	����������	�������	�	��������������	���������	�#��������� ������������	��������������	�	���
 �����������	�!�������	���$��������������	��������	����������������������� ����������������������	���
��������.��

�

�	���������	�
��
	���	��'���	����������
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7������ &� � ��� ����� 	��� �������	��� ������� ��� ������� ��������!� ���� ���"�	��� ����� �	� 0R �

��������	��	��������	�	�����	����������=	���P	���>�������������!���������������	���������	�	�#�	���
�����������	��� ��	���������$�������	������������	���������	������	��������������	��� ��	����������	���
	����"����C'!����������	������	������������	�����	��	������	���������������	������	�	���	��������
������������	��������	����������������	��������	�	�"�����.�

( ) ( ) ( )& % * * & & *%!B� � � � � � �= − + − −� 	� � �

������ ( ) ( )( )& * & *O� � �� �� � �− = − �

����������������������������= ( )( )( )( )& & & & & *O O O�� �� � � � � � �− �

����������������������������
( )& *

&

&

��

� �
�

�
ε

−
= �

�����$�

( ) ( ) ( ) &

% * * & * &

& & &

& & &

%!B��

� � � � � �
� � �

� � �
ε

 �− − −� 	 � 	� �= +� �
 � 
 �
� � � �� �� �

��������������������������������������������������������������������9A:��

����� HRε ������	����������	�������	���	��������������������	��������	�	�	������	�����	�!�

&� � ���	�����������������)�����������������������������	��	������	�����	���������������������

�����������	��!�/����������	����$������	������ �������	���������������������������	����� ���	���
�������	�������	�#����	�����������	��������������	�����	��������������������	����������	�����

������( )&� $���������	���	��	�������	�#��������������	�� ( )%� !��

/��	���� ��������	�#����������	��$�	����������	����	�����	�����<����	��

% %� � � δ= + + ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������9?:�

2����� 0r ���	�����	�������������	������	�������<��	�$������	�����	�������	�������������������������

����	�������δ ���	�����	������������	��!�2�	�� 0r M%!%@%;$�� M%!%@,*B����� %!%Bδ = *;�������� %� M%!*?,;!�

2�	��	���������	�	�#�����������������	��$�	������������������	����	�����	�����

( ) ( )( )& *� � �� � � �µ π µ π τ δ π= + + − + + + + − ���������������������������������������������������������������������������������9*%:�

������ µ ���	�������	���������	�$� mr ����	����������	�������	����	���	�$� nr ���	�����	������	�������<��	��

��	��	�#�������&�������	������	�����	�$����� pτ ���	��������	��	�#���	�!�2�	�µ ��<����	�%!@*@$� �� π+ ��<����

                                                 
*B������.���	�	��	������	��������!�
*;������.��1�	�����'����	���	���5�����$���	��������!�
17 �����.���	����������6�����	���������4���	��!�
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	�%!%?%@*A����� pτ ��<����	�%!%%&*?! &� M%!*?*+!������� ���	�����	�#�����	��������	������	�����������

	������	�����	�����*?!,;����	������������������������	���	�*?!*+����	������������������������	��!�

1�#	�����6� �	� 	��� �����	��� �� ��������� ��� 	��� ��	���� �����	����� 	���� �������	� ���	�����	��������
��������������.�

( ) ( )& 
 O * O *� ��� �� � � � �µ π µ π π= + − + − !�

�2�	�� nr M%!%,,*� �	� π = %� ���� nr M%!%+?,� �	� π M%!%&$� O��� �π M)%!&+B� ���� ( ) /nd r dπ π+ M%!@;B!�

��������$�

� ( )& O %!@;B * *�� �π µ µ= + − − !�����������������������������������������������������������������������������������������������������������9**:�����������������������������������������������������������

��������������M)%!%@%B!�

������ &� M%!*?*+��	�	��������	������	��$�	������������ *� M%!*?&@��	�"��������	��!�

2��������������������	�� 2G !�'���	����6���	������������	�6��������	�����	�������	����������������

�������	���	����%!+����������	�9*??A:!&%�2�	�� &� ��<����	�&!%A$�����������������#�������	�������	������

�������	���� �����������������	�������'(&*$�	��������������������<����	�%!%%*�������	����'(! �

%�����	���
���#�����$����
���

/��	�����������������������������$�"��������	�������������	�������������������	�#���������!�����	����
����	���������������������������	� ������������	�������������	�����	��������������<����	�

( )* &
* & % *

&

�� ��

� �
� � � � �

�
ε −= − �����������������������������������������������������������������������������������������������������������9*&:�

�����������M%!%*&�������	����'(��

�������$�	����������������	�#���������������	�������	� �����������	��������������������	��	�#�������	�
�����	�����	�����������	�6!�������������� ����	���	�������

* &
& &

&

�� �� �

� �
� � �

�
ε τ−= ��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������9*+:�

������������M%!%%%?�

����������	��	λ M%!,���������	�� 	������������	������������������������������	��	�������	� ���������
����	����	�#�������	���������������$�	���������������	���	�#������������� �	�%!%%,�������	����'($�
���$������$�	��������������������������������	�	�����������������<����	�%!%%B�������	����'(!������������������������������

�

                                                 
*A������.������!�
*?������.������! 
&%�������	���������	������	������6�	������	��������$���� �������	��	�	�����������	��������������������� �����!�
21 �����.�����! 
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(�����	��	����������	�
��
	������)���*��������

(���)���*��������

��� ��������� ��� �����	��� ������� 	�����	��� ������� ��)��	����	�  ������������  �������� ���� 	��������
�������� 	��� ���������� �����  ��������  ���� 	����	����������!� /	� ��� 	���� �����	���� ���������	�������
�����	���	��	����� ����	������������������	�����	���	������	����������������	���������	��$�������������>��
9*?B;:����������������!�

���������	��	� 	��� ���	������	��	��� ���������	���"�����	�� �����	��� 2π ���������	����������� ��	����	� ��	��

222 π+= nn ri $���������������	�����	�������������������!������������$�	�������� �������	�����������.�

�

�

�	�����!��)���*�)����
��	�
��
	���

�
��� ����� ��� 	���7������+� � ��$���������	�� 	���������������������������	������������ ��	����	�

��	�$��������	�����������	���9���� 2π �	� 1π :�������	����������������������������9���� 1M �	� 2M :�

����	����������������������	��� ��	���������������	��������'� �	�����	�������������������������"���
���	���	����	�����!� ������	�� 	��� ������������$� �	� ��� ���������� 	� ��	���	�� 	���������� ��� �������

��	����	� ��	����������  �� 	��� �����	��� ��� �����	��� ���� �������� ��������� �������� ������ ( )1 2M M− !�

������$�	��	���	�������	���������	��� 2π ��&�������	$�	����������	���	�#���	���������	������������,!*B�������	$�

	����������	������������	����	���	�� 2ni ���B!?,�������	!����

2�	�� πddr / M)%!&+B�

( )( )+ * & & * &

*
9 :

&
�� � ��� �   � �   = − + − − �����������������������������������������������������������������������������������������9*,:�

�

����� ( ) ( ) ( )* & * &%!%,,* %!B %!%B?, %!%,,*    = − + − − �

�����

���� * &%!%B*@B9 :  = − �
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�

����
*

%!%BB*@B %!%*B+ 

�

 
�

ε
π

= −
+

�

���� �

��� ( ) *
%!%%%@?  �

 
� ��

��
ε π −= + �

�
������ 	��� ������� �����	� ������	� �� N*� ��� ��� ���������� ��	����	�  ������$� ��)��	����	) �������
����������	��������������������	��� ��N*�!���	�����*??%�����&%%@�	�����	�����������������������	���
	� �'(� ���� *B!+� ������	!� ����$� NM%!*B+�'(!� ������ N��	"��>�� 9*?;+:� ��)��� ����� �������
���������	��$������������������������� �����	�����������������9&%%A :������	��������$���� 	����
��� ����	���	�� �� ����� ������� �<���� 	� %!&*$�  ����� �� 	��� 7������� ���� ���	��� 9*??+:� ���)���"��
�������!�������	���.�

3G M%!%%%@?
%!&*
%!*B+
9*O%!%B?,:�'(�M%!%%%,+�'(���%!%,+�������	����'(!�

�
(���������#�����$����
�����������)���*��������
�
���������	�����������	��������	����������	������������	���������!�7���	$�	��������	������	��������	���
	�#�������� �������������	���������������������������	�����������������	�������������������������
�������� ��	�������	�	������ 	�#��� 9(�����$�*?@+:!� /���<���� ����$� �����	����	� ��	�� π � �������� ��������
�<����	  π !�/�����������������	���������	��������������������� �.��
�

( )O O��!�	�"��	! �  � �π π π= + �������������������������������������������������������������������������������������������������������9*B:�

����������������������������� ( ) ( ){ }O * O O � � �� � � � � ��ε π π π π= − + +� 	� � �������������

NM%!*B+��'(+�  ε ,%!&*$� ( )O�� � �π π+ M%!@;B$� =π %!%&����� �� π+ M%!%B?,��

������������������	������� %!%&π = 	� %π = �������	������������������� ��%!%%&?�'(!�
���� ������������ �������� ���� ��� %!&?� × λ � ������	� �� �'(!� 2�	�� λ M%!,$� 	��� �������� ��	� �� ��	�
���������� ���%!**;�������	����'(!���������	��� �����	������������ �����	������� ��� ��������� ��������
�����������	�������� ��	�������������������������������!�������������$��������	����������	��� ��&�
������	����������������������������%!**;�������	����'(���������� ������������������	����	���%!%?A�
������	� ����� 	��	� �����  ��  	������ ������ 	��� ��	���	��� ���� �������	���� �� ���	�� ���� �����������
9&%%A�:!�
�
�����������������������	����	���������������	��	������	����������	��������	���	������ ������������
	���� �����	���� ����	�!� ���� ��������� ���  �������� ����	��� ��� �<���� 	� 	��� ��������� ��� 	�������� �	�6$�

( ) ( )* & O %!%*B* %!%*B*�  � � � π− = + =� 	� � ( ) *

 � �ε π −+ = %!A+� 9*;:� ������	� �� �'(!� 2����

	���������	�����������	������ ������������	��$�	�������������������	�#���	������@!%;�������	� �	�����	���	�#�
��	����������,!,*!�������������������	��������	��������������	�#�������	����&!;B�������	!�����������
	���� 	� 	��� ��������	� �������	�����%!A+�������	����'(� �������� �� ��������������%!%&,&×%!A+M%!%&&�
������	����'(!����������������������	�������������������%!%&&λ ������	����'(!���������	�� λ M%!,$�
	�������������������	�������������%!%%?�������	����'(!��
�
�����������������������	���	�������������	���������������������	��������	���	�����������	>��� ���	��

	��� �	�	�	��	��������������������� ��������� 21 MM − ������	����	� ���������������	��� 	!���	�����

	���������	������ �	�	�	��$��	�����������������	��� 	�����������������	��� �.�

� ( )* &�	�   − �������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������9*@:�

������� ngr � ���	����������	����	���	������� ��	�����������	����	���	�	��������� 	���	���	���	�#�	��	� �	�

�����	����	����������	�$������� �. ngr M%!@B ( )%!*B+ %!%@B− = %!%,;!�
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�������������� 	�����������	� ��. ( )* &%!%,;   − �M%!%%%++���%!%++�������	����'(!�7�� λ M%!,$� 	���

�����������������������������<����	�%!%*+�������	����'(!�
�
�� ����������	����������	�$��������� 		������������������<����	�%!*+A����� 0.4λ = !�������	���������
��������	����������������������<����	�%!%?B!�1	��(�����>�9*?@+:��������������	������ ������	����������>��
9*?B;:������������������	$������$����	���$�������	��	�	���������������������������������������������
��� ������	����	��������������������	��������������	�	�����������������������������������&�
������	������	���	��������	� ���	�!��
�

�
-����.
����#	������
���&�#������
�����
�����
��	�
��
�
7������$���������"��	��������	���	�����������������	�������������	�����	������� 	����������������	������
	��� �����	�����	�!�������������� 	��	$���	�� �����	��$� 	������������	����	�������	������	�#��!�/��	��������
 ����)	�#���	����	���	�������������	���	��������	�	������	��$�����������	�����������	������������	����	�
��	������������	��� 	�������������	����������������	�#�������	����	�������	�	������������!��������
�����	�����	�$�	�������$������	��������	������)	�#���	����� 	��������$� �	���������	���	�#�����������
	�����������	��� 	�������	�����������	����������	����������������	�������	�	������	�#��!��
�
���������	��	��� 	�	��'(���	�������������	��	$�	����������������	������������������	����	�������	�����
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